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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2020-2021 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran Unicamente los cuatro que
aparezcan fisicamente en primer lugar. Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables,
ni graficas ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencion del resultado deben estar suficientemente justificados.

BLOQUE A

Problema 1:

ax?+bx+2
x—1
oblicua que pasa por el punto P(1,1) y tiene pendiente 2. Calcula los valoresde a y b.

Se sabe que la grafica de la funcién f definida por f(x) = (para x # 1) tiene una asintota

Problema 2:

(Bx—6)e*six <0
Sea la funcién continua f: R — R definida por f(x) = {36(sen x—ax)
x3

six >0

a) Calcula el valor de a.

b) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en el punto que tiene por abscisa x = —1.
Problema 3:

Considera la funcién continua f: R — R definida por f(x) = 4x3 — x*.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Esboza la gréfica de f y calcula el drea del recinto limitado por dicha grafica y el eje de abscisas.
Problema 4:

Considera la funcién F:[0,4+00) - R definida por F(x) = fox(Zt ++/t) - dt. Halla la ecuacién de la
recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.

BLOQUE B

Problema 5:
mx+2y—z=1
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales {Sx —4y+2z=0
x+3my=m+2/5
a) Discute el sistema segun los valores de m.

b) Resuelve el sistema para m = 0. ¢Hay alguna solucién en la que x = 0? En caso afirmativo,
calculala. En caso negativo, justifica la respuesta.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas y bidones. Se utiliza
como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella se necesitan
50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada biddn. El gerente también nos dice que se
debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por ultimo, se sabe que por motivos de capacidad
de trabajo, en las mdaquinas se producen en total 52 productos cada hora. ¢ Cudntas botellas, garrafas y
bidones se producen cada hora?

Problema 7:
Considera las rect ={2x_3y+z_2:0 B

onsidera las rectas r = _3x+2y+22+1=0ys_y— .

z=-=2+421

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).
b) Calcula el seno del angulo que forma r con el planom = —2x +y + 2z = 0.
Problema 8:
Larectar = xzﬁ = yTM = ? y la recta s, que pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a, 1,0), se cortan en

un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.
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— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO
BLOQUE A

Problema 1:

ax?+bx+2 ) ,
o (para x # 1) tiene una asintota

oblicua que pasa por el punto P(1, 1) y tiene pendiente 2. Calcula los valoresde a y b.

Se sabe que la grafica de la funcion f definida por f(x) =

Solucion:

f(x) tiene una asintota oblicua en una recta y = mx + n, que cumple las siguientes condiciones:

Pasa por el punto (1, 1), es decir, |y(1) = 1

Tiene pendiente 2, es decir,|m = 2

=2
Sabiendoque y(1) =m+n=1=2+n=1=[n=—1]

Luego la asintota oblicua de la funcionesy = 2x — 1

Por otro lado, se sabe que m = lim Myn = lim(f (x) — n). Por tanto:
x—oo X X—00
2+p

m = limw=a=2

X—00 xXc—=Xx

, 2x2+bx+2 . 2x%+bx+2-2x2+42 . (24b)x+2
n=llm(u—2x)=llm X ADXA2DOADY g B2 5 = 1= bh=-3

X—00 X—00 x—1 X— 00 x—1

a=2|ylb=-3|

Luego,

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Ismael Montero Penido

Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

(Bx—6)e*six <0
Sea la funcién continua f: R — R definida por f(x) = {36(se2:c—ax) x>0

a) Calcula el valor de a.
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto que tiene por abscisa x = —1.

Solucion:

a) Vamos a imponer la condicion de continuidad en el punto de rupturax = 0

f(0)=-6
lim (3x —6)e* = -6

x—0~
xlirgg x3
Aplicamos la regla de L’Hopital
xlirgljr 36(0035x(;c) a) _ 36(2 a) '
El limite tiene que ser finito, portanto 1—a =0 <
Seguimos aplicando la regla de L’Hopital

36(-sen(x)) _ 0

36(sen(x)—ax 0 . . .y
L = 6 = indeterminacién

lim —————= = - = indeterminacién
x—-0t 6x 0
Vuelvo a aplicar la regla de L'Hopital
lim 36(— cos(x)) _ _ 36 — _6
x—0t 6 6
En efecto, se observa que, como f(0) = lin(l)f(x) = —6, la funcidén es continua.
X—
Luego, para la funcidn serd continua en R
b) Para hallar la recta tangente a f en x = —1, debemos coger el primer trozo de funcién:

fi(x) = (3x — 6)e*, por estar definidaenx < 0

La ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en x = —1 viene dada por:
y—ED =/AED+ D)

Derivamos la funcion:

fi(x) =3e*+ (3x —6)e* = e*(3x —3)

Hallamos f,(—=1) y f{ (—1):
fi-D =2
6

A=) =—-

e
Sustituyendo en la ecuacién de la recta tangente obtenemos que:

-(-9- (e

6 6 9
= ——X————
y e e e
L 6 15
La ecuacion de la recta tangente es: |y = — SX——
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

Considera la funcién continua f: R — R definida por f(x) = 4x3 — x*.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Esboza la gréfica de f y calcula el drea del recinto limitado por dicha grafica y el eje de abscisas.

Solucion:

a) Para estudiar la monotonia, hay que estudiar el signo de la derivada.
f'(x) =12x? — 4x3

Fl) =0 <=>12x2—4x3=0=4x2(3—x)=0<=>{x=0

x =3
Intervalos (—,0) (0,3) | (3,+x)
Signo de f'(x) + + —
7 7 N
Crece Crece Decrece

Por tanto, la funcion crece en (—0, 3) y decrece en (3, +)

b) Para el esbozo de la grafica, seria conveniente sacar el punto maximo (aptdo. a) y los puntos de corte
con los ejes.
Del apartado anterior, x = 3 es un maximo con valor f(3) = 27
Calculamos los puntos de corte con el eje 0X

f(x)=0—>x3(4—x)=0<:>{§:2

Por tanto, los puntos de corte con el eje 0X son: 0(0,0) y P(4,0)

26

3 Luego el area de la region limitada por la funcién y el eje de abscisa es:
4 514 5
22 X 4 256
A=j(4x3—x4)dx= xt——| =4*——=—=51.2u?
2 0 5 0 5 5

Por tanto, el 4rea de la regién es|51. 2 u?
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Problema 4:

Considera la funcién F:[0,+o) — R definida por F(x) = fox(Zt +\/E) - dt. Halla la ecuacién de la
recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.

Solucion:

La ecuacidn de la recta tangente a la gréfica de F en el puntox = 1 es:

y—F)=FOkx-1)
Calculamos F(1) y F'(1):

F(1) =j01(2t+\/f)dt= [t2+§\/§]z= [tz +§t\/f](1)= 1"'%:%

Por el Teorema Fundamental del Calculo de Integral, sabemos que F'(x) = 2x + +/x, por tanto,
F'(1)=3
Luego la ecuacion de la recta tangente es:

5
y=5=3&-1);

y=3x—3+§;
y=9X—3

La ecuacidn de la recta tangente a la graficade F enel puntox = les|y = 3x — =
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RESPUESTAS BLOQUE B

Problema 5:

mx+2y—z=1
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales { 5x — 4y + 2z =0

x+3my=m+2/5
a) Discute el sistema segun los valores de m.

b) Resuelve el sistema para m = 0. ¢Hay alguna solucidn en la que x = 0? En caso afirmativo, calculala.
En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

m 2 -1 1
a) Escribimos la matrizampliada: A*= 5 —4 2 0 5
1 3m 0|m+ s
Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
m=20
|A|=-15m+4—-4—-6m?=0 & —6m?—-15m=0=-3m(2m+5) {m= 5

2
Empezamos la discusion usando el teorema de Rouché — Frobenius para deducir su clasificacién.

CASO1:Sim#=0ym # —% = |A| # 0 =1rg(A) =3 =rg(4*) = n?de incognitas =
Sistema compatible determinado (1 Gnica soluciéon)

CAsoz:Sim=—§=>|A| =0=rg(4) <3

_2 2 1|1
2

e Calculoelrangode A

-4 2

Como (_15 | =15#0=1rg(A) =2
2

e Calculo el rango de A*

2 -1 1
—4 2 0 | = _22 42 _ * _
Como s ul|T 5+15+5—15¢0=rg(A)—3
10

Comorg(A) + rg(A*) = Sistema incompatible (no tiene solucion)

CASO03:Sim=0= |[A|=0=1rg(4) <3

0o 2 -11
A*:(s 5% o)
2/5

1 0 0
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e Calculoelrangode 4

Como g _24 =—10#0=rg(4) =2
e Calculo el rango de A*
0 2 1
Como [> —4 0=4—4=0=>rg(A*)=2
1 0 2
5

Como
rg(A) = rg(4A*) < n®de incognitas
= Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
Resumiendo:
Sim#0ym + — 5= Sistema es compatible determinado (unica solucién)
Sim = 0 = Sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones)
Sim = — 3= Sistema es incompatible (no tiene solucién)

b) Para m = 0, tendriamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2y—z=1
5x—4y+2z=0
x=2

5

Porlo que|x =

Sea , VA € R, de la 22 ecuacién obtenemos que:

Ul N

Comprobamos que la segunda ecuacion se verifica para estos tres valores:
5-§—4A+2(2/1—1) =2—41+41-2=0

2 . . .
Para la segunda parte del apartado, como x =E¢ 0, no existe ninguna solucidn en la que la
variable x sea nula.

2
Luego la solucién del sistema es (E’ A 21— 1) ,VAER

No hay solucién en laque x = 0
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Problema 6:

En una empresa se fabrican tres tipos de productos plasticos: botellas, garrafas y bidones. Se utiliza
como materia prima 10 kg de polietileno cada hora. Se sabe que para fabricar cada botella se necesitan
50 gramos, para cada garrafa 100 gramos y 1 kg para cada bidon. El gerente también nos dice que se
debe producir el doble de botellas que de garrafas. Por ultimo, se sabe que por motivos de capacidad
de trabajo, en las maquinas se producen en total 52 productos cada hora. ¢ Cuantas botellas, garrafas y
bidones se producen cada hora?

Solucion:

Sean:

x = n2de botellas que se producen cada hora.
y = n?de garrafas que se producen cada hora.
z = n2%de bidones que se producen cada hora.

Una botella necesita 50 gramos de polietileno, lo que equivale a 0.05 kg
Una garrafa necesita 100 gramos de polietileno, lo que equivale a 0.1 kg

Por tanto, el uso del polietileno por cada hora viene dada por la ecuacion: 0.05x + 0.1y +z =10
Se debe producir el doble de botellas que de garrafas significaque: x =2y = x -2y =0

Las mdaquinas producen en total 52 productos cada hora significa que: x + y + z = 52

Por tanto, el sistema de ecuaciones que nos queda seria:

0.05x + 01y + z = 10
{ X - 2y = 0
X + y + z = 52
Multiplicamos la primera fila por 20 para eliminar decimales:
x + 2y + 20z = 200
{x - 2y = 0
x + y + z = 52
Resolvemos el sistema usando la regla de Cramer:
1 2 20
|Al=11 -2 0]|=-24+20+40—-2=256
1 1 1
200 2 20
0 -2 0
colsz 1 1l _ —#00+2080 _ 1680 _ 5,
|4l 56 56
1 200 20
1 0 0
y=ls2 1 _ 1040-200 _ 840 _ ¢
1Al 56 56
1 2 200
1 -2 0
g =11 1 sp|_ -104+200+400-104 _ 392 _

|A| 56 56

Por tanto, deben de producirse 30 botellas, 15 garrafas y 7 bidones cada hora.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

Considera lns rect ={2x—3y+z—2=0 =xf3I2’;

onsidera las rectas r = _3x+2y+22+1:0ys_ y=-1+41.
z=-2+421

a) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(1,0,—5).
b) Calcula el seno del dngulo que forma r conel planomr = —2x +y + 2z = 0.

Solucion:

a) Para calcular un plano perpendicular a la recta s, el vector normal de dicho plano coincide con el
vector director de la recta s. Por tanto, 1 = (—2,1,2)

Teniendo en cuenta que las coordenadas del vector normal son los coeficientes de x,y,z de la
ecuacién general del plano, tenemos que:
—2x+y+2z+D=0

Como este plano pasa por el punto P(1,0,—5), sustituyendo obtendriamos el valor del término
independiente D:

—2—-10+D =0;

D =12

Luego, el plano perpendicular a sy que pasaporPes: —2x+y+2z+12 =0

b) Elseno del angulo entre la recta r y el plano m viene dado por:

__ ld, -]
sen(r,n)—m
-l

— ] .
donde d, y n son el vector director de la recta r y el vector normal del plano respectivamente.

. T ]k .
Calculamosd, = (2,-3,1) x (-3,2,2)=|2 -3 1|=-81-7/—-5k=(-8,-7,-5)
-3 2 2
El vector normaldemes: 1 = (—2,1,2)
Luego,
sen(F) = |dril] [16—7-10] N (!

Car i =82+ (=72 +(=5)2[(-2)2+12+22 V1389 3138

1
3v138

Por tanto, sen(r, ) =
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Problema 8:

Larectar = xTH = yTM = ? y la recta s, que pasa por los puntos P(1,0,2) y Q(a, 1,0), se cortan en

un punto. Calcula el valor de a y el punto de corte.

Solucion:

De la recta r conocemos un punto A(—3, —4, 3) y su vector director, d_r) = (2,2,3).

x=-=3+21
Las ecuaciones paramétricas de larectar son{y = —4 + 21
z=3+34

De la recta s conocemos los puntos P y Q y su vector director lo hallamos determinando P_Q)
Por tanto, d_s) =(a—-1,1,-2)

x=1+(@—-1)B
Las ecuaciones paramétricas de larectasson<{y = f8
z=2-2f

. d
d A . :
Sean las matrices M = <d_r,> yM* = d, | Ty s secortaran en un punto si rg(M) =rg(M*) =2

AP = (4,4,-1)

Construyo la matriz M y estudio su rango:

M:(ail i —32)

cOmoﬁ _32|=—4—3=—7¢0=>rg(M)=2

Construyo la matriz M* y estudio su rango:

2 2 3
M*={a-1 1 -2
4 4 -1

Esta matriz tendra rango igual a 2 si |[M*| = 0
IM*| =—-2+12a—12—-16—-12+ 16 + 2a — 2 = 14a — 28
14a—-28=0=a=2

Por tanto, 7 y s se cortan en un punto si|a@ = 2

Para hallar el punto de corte de ambas rectas, igualamos las ecuaciones paramétricas para obtener los
valoresde Ay f8
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—3+21=1+8
—4+21=p
3+31=2-28

Sustituyendo f = —4 + 24 en la primera y tercera ecuacién, obtenemos lo siguiente:

{—3 +20=1-4+22_ {0 = 0 (Se verifica la ecuacion)
3+31=2+8-41 TA=17

Portanto,A=1yf = -2

Para sacar el punto de corte, sustituimos A o f en r o s respectivamente.
x=-34+2=-1;

y=—-4+2=-2;

z=34+3=6

Por tanto, el punto de cortederyses (—1,—2,6)
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2020-2021
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: Se realizaran Unicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan. En caso de
responder a mas de cuatro ejercicios, se corregirdn Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar. Se
permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar o transmitir datos.
No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién del resultado deben estar suficientemente justificados.

BLOQUE A

Problema 1:

a(1-cosx)+b-sen x—2-(e*-1)
x2 -

7.

Calcula a y b sabiendo que lirr(l)
X

Problema 2:

bx?

1+ax*

Halla a > b y b > 0 sabiendo que la grafica de la funcién f: R — R dada por f(x) = tiene en el

punto P(1,2) un punto critico.

Problema 3:

Considera la funcién continua f: R = R definida por f(x) =1 + fgct - et - dt. Determina los intervalos

de concavidad y de convexidad de f y sus puntos de inflexién (abscisas donde se obtienen y valores
que alcanzan).

Problema 4:

241
2-1

Considera la funcién f definida por f(x) =z (para x # —1,x # 1). Halla una primitiva de f cuya

grafica pase por el punto P(2,4).

BLOQUE B

Problema 5:

0 3 4
ConsideralamatrizA=| 1 —4 =5
-1 3 4

a) Comprueba que A2 = —A™1,

1 -1 2 0

b) Dadas las matrices B = ( 3 0 ) yC = (—3 2 >, calcula la matriz X que verifica:
-1 5 1 -1

A*X + B = AC.
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Problema 6:

Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total de 70
viajes, y el nimero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C.

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70, ¢podemos deducir el
nuimero de viajes de cada ruta. Razona la respuesta.

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por la ruta B menos 5, ¢cudntos viajes
hace por cada ruta?

Problema 7:
La recta r perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano m corta a éste en el punto
B(13.2).
2°2
a) Calcula la ecuacién del plano .

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7.

Problema 8:
x=34+1 _
Consideralasrectasr ={y =1 ys = +y=1
z=0
z=-3-41

a) Estudia la posicion relativade r y s.

b) Halla la recta t que corta perpendicularmentear y as.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
BLOQUE A

Problema 1:

a(1—-cosx)+b-sen x—2-(e*-1)

7.

Calcula a y b sabiendo que lim >
x—0 X

Solucion:

lim a(1—cos(x))+bsen(x)—2(e*-1) — % = IND.

x—-0 x2
Aplicamos la Regla de L'Hopital.

. asen(x)+bcos(x)—2e* b-2
lim =—

x—0 2x 0

Para que el limite sea finito, es necesarioque b — 2 = 0, luego b = 2.

Por tanto:

X
lim asen(x)+2 cos(x)—2e _ 0 — IND.
x—0 2x 0

Aplicamos la Regla de L’Hopital.

. acos(x)—2sen(x)—2e* a-2
lim ==
x-0 2 2

Para que el limite valga 7, debe de ocurrir que aT—z =7,luegoa = 16

Luego,|a = 16]y|b = 2]
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Problema 2:

bx?

o teneen el

Halla @ > b y b > 0 sabiendo que la grafica de la funcién f: R = R dada por f(x) =
punto P(1,2) un punto critico.

Solucion:

Como f(x) tiene en (1, 2) un punto critico, significa que:
f)=2

ff)=0

Derivamos la funcion:

F1(x) = 2bx-(1+ax*)-bx?-4ax® _ 2bx+2bax®-4bax5 _ 2bx-2bax’®
(1+ax*)? (1+ax*)? (1+ax*)?

Aplicamos las condiciones del problema:

. f(1)=2<:>f(1)=:—a=2<:>b=2+2a
e ff(H=0ef'(1)=

2b_2ba=0<=>2b—2ba=0<=>2b(1—a)=0‘:’1_‘1:0‘:”1:1
Portanto,b=2+4+2-1=4

(1+a)?

Luego,|a = 1]y|b = 4|
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Problema 3:

Considera la funcién continua f: R — R definida por f(x) =1+ foxt - et - dt. Determina los intervalos

de concavidad y de convexidad de f y sus puntos de inflexién (abscisas donde se obtienen y valores que
alcanzan).

Solucion:

En primer lugar, veamos cuanto vale f(x):

u=t du = dt

- Yoot df =
f)=1+ [ te dt_1+[dv=efdt b= ot

X
] =1+ [te']§ — [ etdt =
0

=1+ [tet—e'lf=14+xe*—e*+1=2+e*(x—1)

Para ver la curvatura de la funcién, vamos a estudiar el signo de la segunda derivada.
Por el teorema fundamental del calculo integral, tenemos que:
f'(x) = xe*
Por tanto:
fl'(x)=e*+xe*=e*(x+1)
Igualamos a cero la segunda derivada:

f'x)=0e=e*x+1)=0=x+1=0=x=-1

Luego:
Intervalos (—o0,—-1) (=1, +)
Signo de f''(x) - +
N U
Concava Convexa

Luego f es concava en (—oo, —1) y convexa en (—1, +o0)
El punto de inflexién se encuentraen x = —1,donde f(—1) =2 +e (-1 —-1) =2 —z

f(x) es concava en (—oo, —1) y convexa en (—1, +0)

2
Cuyo punto de inflexién es P (—1, 2 — ;)
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Problema 4:

x%+1
x2-1

Considera la funcion f definida por f(x) = (para x # —1,x # 1). Halla una primitiva de f cuya
grafica pase por el punto P(2, 4).

Solucion:

F(x) = fx2+1 dx

x2-1

Como el grado del numerador es igual al grado del denominador, dividimos ambos polinomios para
resto(x)

expresar la fraccion como cociente(x) + ———
divisor(x)

x4+ 0x +1|x%?-1
—x%4+ 0x +1 1

2
Luego:
P = [ant [ itrmsr [l
X = x 21X * (x+Dx-1) x
2 . .
Expresamos GrDG_p como suma de fracciones simples:

2 A B
DD w1 Tt

2=Ax—1)+B(x+1)
e Six=—1=2=-24A=4=-1
e Six=1=2=2B=B=1

Por tanto,

FGx)=x+ [—

-1 1
mdx—x+fmdx+fmdx—x—1n|x+1|+ln|x—1|+C,CE]R

Como la primitiva de f pasa por el punto (2, 4), entonces F(2) = 4.
F(2)=2-In3+In1+C=2-In3+C=4=C=2+1In3
Portanto, F(x) = x —In|x+ 1| +In|]x—1|+2 +1In3
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RESPUESTAS BLOQUE B

Problema 5:

0 3 4
Considera la matriz A = ( 1 —4 —5).
-1 3 4

a) Comprueba que A2 = —A71,

1 -1 2 0

b) Dadas las matrices B = ( 3 0 ) yC = (—3 2 ), calcula la matriz X que verifica
-1 5 1 -1

A*X + B = AC.

Solucion:

a)SiA?=—-A"1= A"t = —A2

0 3 4 0 3 4
Calculamos A2 = A - A = ( 1 —4 —5) ( 1 -4 —5)

-1 3 4 -1 3 4

1 0o -1
Luego —A? = (—1 —4 —4)

-1 0 1

(14 )

-1 -3 -3
1 3 3

Como A~! es una matriz que verificaque A- A1 =A"1-A=1,si A- (—A?) = I, vamos a tener que,
efectivamente, A2 = —A~1

0 3 4 1 0 -1 1 00
CalculamosA-(-4?)=|1 -4 -5]-[-1 -4 —-4])=(0 1 0]=1I
-1 3 4 1 3 3 0 0 1

Por tanto, queda demostrado que A2 = —A4~1
b) A*X + B = AC - A*X =AC—-B -

X = (AY)"1(AC — B) = (42 - A%)71(AC — B) = (-4t - (~A™)) "' (AC — B);

|X = A>(AC — B)|

Calculamos
0 3 4 2 0 1 -1 -5 2 1 -1 —6 3
AC—B=<1 —4 —5)(—3 2)—(3 0>=(9 —3)—(3 0)=<6 —3)
-1 3 4 1 -1 —4 5 -7 2 —4 5 -3 =3
Luego:
-1 0 1 -6 3 3 —6
X=<1 4 4)-(6 —3)=<6 —21)
-1 -3 -3 -3 -3 -3 15

3 —6
Por tanto, X = ( 6 -21

-3 15
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Problema 6:

Una empresa de mensajeria opera en tres rutas distintas A, B y C. Semanalmente hace un total de 70
viajes, y el nimero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes por las rutas Ay C.

a) Si sabemos que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70, ¢podemos deducir el
nuimero de viajes de cada ruta. Razona la respuesta.

b) Si el doble de viajes por la ruta C es igual al nimero de viajes por la ruta B menos 5, ¢cudntos viajes
hace por cada ruta?

Solucion:

Sean:

A = n2de viajes semanales por la ruta A
B = n?de viajes semanales por la ruta B
C = n2de viajes semanales por la ruta C

El enunciado nos plantea las siguientes ecuaciones
e Semanalmente hace un total de 70 viajes: A+ B + C =70

e Elndmero de viajes por la ruta B es igual a la suma de los viajes porlasrutas AyC: B =A+C

Con lo que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones de 3 incdgnitas con dos ecuaciones:

{A+B+C=7O
A-B+C=0

a) Se sabe que el doble de la suma de los viajes por las rutas Ay C es 70:
2A+C)=70->A4+C =235

Luego el sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es el siguiente:

A+B+C=70
A-B+(C=0
A+C=235

Vamos a clasificar el sistema usando el Teorema de Rouché — Frébenius:

1 1 1170
0
35

SeaA* = (A|B) = <1 -1 1
1 0 1
Estudiamos el rango de 4
e Como el menor H _11| =-2#0=>rg(4) =2
1 1 1
1 -1 1

1 0 1

e Como el menor =0=>rg(A) =2

Estudiamos el rango de A*

1 1 70
e Comoelmenor|l -1 0|(=-35+70—-35=0=rg(4") =2
1 0 35
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Por tanto, como rg(A) =rg(4A*) = 2 < n®deincbgnitas, entonces el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones)

No se puede deducir el nimero de viajes por cada ruta pues el sistema de ecuaciones tiene infinitas
soluciones.

b) El doble de viajes por la ruta C es igual al nUmero de viajes por la ruta B menos 5:

2(=B—-5->B-2C=5
El sistema resultante que tenemos que resolver viene dado por:

A+B+C=70
A—B+C=0
B—-2C=5
Resolvemos por el método de Gauss:

1 1 1|70\ p_r /1 1 1170
2 1

(1 -1 1 0>—><0 -2 0 —70)

0 1 =215 0 1 =215

Luego el sistema asociado es:
A+B+C=70
—2B =-70
B—-2C=5

De la segunda ecuacion obtenemos que

Sustituyendo en la tercera ecuacién tenemos que:

35-2C=5-2C=35-5=30-|C =15]

De la primera ecuacién tenemos que:

A+35+15=70-|A4 = 20

Por tanto, semanalmente se realizan 20 viajes por la ruta 4, 35 viajes por la ruta B y 15 viajes por la
ruta C
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Problema 7:

La recta r perpendicular desde el punto A(1,1,0) a un cierto plano m corta a éste en el punto
11

B(11,2).
2

a) Calcula la ecuacién del plano 7.

b) Halla la distancia del punto A a su simétrico respecto a 7.

Solucion:

a) SesabequeelpuntoB €

—_—
Como la recta que pasa por A y B es perpendicular al plano que queremos obtener, el vector AB es el
vector normal al plano, que llamaremos 71

ﬁ—(1 11 11>—(0 11)
N 20 72) 7 2’2

Tomamos un vector proporcional (multiplicando por 2) al que acabamos de obtener para eliminar las
fracciones: 1 = (0,—1,1)

Por tanto, la ecuacion general del plano viene dado por:
—-y+z+D=0
Sustituto por el punto B (1,%,%) En
~14lip=0=>D=0
2 2

luegoo m=—-y+z=0
b) Sea A’ el punto simétrico de A respecto del plano, se cumple que d(4,A4") = 2d(4, B)

Por tanto, d(4,B) = |E| = |(O,—%,%)| = E+i= \E =g u

Entonces d(4,A") = 2d(A,B) = 2 \/Z—E =2u

Luego, d(4,A") =2 u
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Problema 8:
x=34+41 _
Considera las rectas r = {y =1 ys= {x ty=1
z=0
z=-3—-1

a) Estudia la posicion relativade r y s.
b) Halla la recta t que corta perpendicularmentear yas.

Solucion:

a) Paso a paramétricas la recta s:

Seay=(,VBER

De la primera ecuaciéon: x =1 —f
x=1-p

Luegos ={y =
z=0

De r conocemos un punto A y un vector director d,: {—
d, =(1,0,—-1)

. {3(1, 0,0)

— {A(3, 1,-3)

De s conocemos un punto B y un vector director dg: {—
dS = (_1) 1; O)

Construimos las siguientes matrices:

M=<?> - (—11 (1) _01)

S

d, 1 0 -1
mo=|a =<—1 1 0)

) \-2 -1 3

Calculo el rango de M

e Como _11 (1)|=1¢0=>rg(M)=2

Calculo el rango de M*

1 0o -1
e Como|—-1 1 0|=3-1-2=3-3=0=2rg(M*) =2
-2 -1 3

Comorg(M) =rg(M*) = 2 = r y s son secantes.
Por tanto, las rectas r y s se cortan en un punto.

b) Como r y s se cortan en un punto, la recta perpendicular a ambas, que llamaremos t, estara formada
por el punto de corte de r y s y el vector director que sera el producto vectorial de los vectores
directores de ambas rectas:
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C es el punto de interseccionderys
t = — — —_—
d; =d, xXd;

Calculamos el punto de corte de las rectas:

3+4A=1-p g=1

1=F =i

-3-1=0 N

Sustituyo f = 1 en las ecuaciones paramétricas de s:
x=1—-1=0

y=1

z=0

Por tanto, el punto de interseccién es C = (0,1,0)

—
En segundo lugar, calculamos el vector director d;

d-xds=1 o =1|=7t+j+k=(01,11)
-1 1 0
xX=u
Luego la recta perpendiculararyasest =1y = 1+u
zZ=Uu
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Logo de la EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

Comunidad LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2020-2021 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
gue se han respondido en primer lugar).

Problema 1:

X34+bx+2six<0

Dada la funcién f(x) = { L(Z:D six>0o * YPER ab#0.

a) Determine los valores de a, b € R para que la funcién f(x) sea continua en R.

b) Calcule aquellos valores que ademds hacen que la funcién f(x) tenga un extremo relativo en el
punto x = —1, y determine el tipo de extremo que es.

Problema 2:

Calcule el valor de a € R (a # 0) para que se verifique lirr(l)(l — sen?x)xz = 2.
xX—

Problema 1:

Calcule: I = fxgx_z3;1+2 - dx.
Problema 4:

Para la funcién f(x) = ji;i

a) Estudie el dominio de definicién y calcule las asintotas horizontales, verticales y oblicuas caso de
existir.

b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto x = 1.

Problema 5:

0 0 -2
Dadalamatriz4 = (1 2 1 >:

1 0 3

a) Estudie el rango de la matriz A — kI segun los valores de k € R, donde I es la matriz identidad de
orden 3.

b) Calcule lainversa de A — kI para k = 0.
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Problema 6:
a b c 2d 2e+2f 2f
a) Sabiendo que |d e f| =5, calcule justificadamente [-g —h—1i —i|.
g h i a b+c c
2 0 0 0
b) Dada la matriz A = (2 2 2), resuelva el sistema (A —%At) X = (9), donde A! es la matriz
2 0 0 5

traspuesta de A.

Problema 7:

2X+3Y=(§12)
5

a) Resuelva el sistema matricial:
-2 4)

3X—2Y=(

b) Calcule ( 2 O)n,n €N.

-1 1
Problema 8:

Calcule la ecuacién implicita de la recta (como interseccion de dos planos) que pasa por el punto
A(0,1,1) y es paralela a los planos m que contiene a los siguientes puntos:
Bl(_]-; 01 2)1 Bz(l, 3; 1)3’33(2:_1; O)I y T, =x+2z=1

Problema 9:
Sean los siguientes vectores:
u, =(-1,1,1), u; =(0,3,1), u3 =(1,-2,0)y u, = (-2,0,1).

a) Compruebe si los vectores {v;, U5, U3} son linealmente dependientes o independientes, siendo:
Uy =2U; — Uy, Uy =Up + U, Uz = Uy.

b) Calcule las siguientes expresiones:

Qu; —uy) - Quy —uy), (ug —uy) X (uy —uy), siendo () y (X) los productos escalar y
vectorial de los vectores, respectivamente.

Problema 10:

La cantidad de hierro en suero de una mujer adulta sigue una distribucién normal de media 120 ug/d¢
y desviacion tipica 30 ug/d¥. Se considera que una mujer tiene un tipo de anemia por falta de hierro si
su cantidad de hierro no llegaa 75 ug/d¥.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que una mujer adulta tenga anemia por falta de hierro?

b) ElI 45 % de mujeres adultas tienen una cantidad de hierro en suero superior a k. Averigle el valor de
k.
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RESPUESTAS

Problema 1:

y x34+bx+2si x<0
Dada la funcion f(x) = LoD s

ax

,a,b€eER; ab+0.

a) Determine los valores de a, b € R para que la funcién f(x) sea continua en R.

b) Calcule aquellos valores que ademds hacen que la funcién f(x) tenga un extremo relativo en el
punto x = —1, y determine el tipo de extremo que es.

Solucion:

La funcién y = x3 + bx + 2 es continua y derivableen R Vb € R =
= fes continua y derivable en (—, 0)
La funcion y = L(x + 1) es continua y derivableen{x € R/x +1 > 0} = (—1,0) =

_ L(x+1)
ax

es continua y derivable en (—1,0) U (0,) Va # 0

= fes continuay derivable en (0,©) Va # 0
a) Por lo razonado anteriormente fes continua R — {0} Va # 0

Para que f sea continua en x = 0, debe cumplirse: lir(r)l_f(x) = 1ir(r)1+f(x) = f(0):
X— X—

f(0) = xllr(r)l_f(x) = xllrgl_(x3 +bx+2)=2

1
Lx+1\ 0 le+1) 1 =
lim f(x) = lim (—) =— = lim <— =—1 f continua en x=0
x-0% x-0% ax Regla de\wZ’Hépital x>07 a a)
1
= 2=- = a=r-
a

)

f continua en x=0

. : 1

Para que f sea continua en R, b puede tomar cualquier valorrealy a = 5

b) Como hemos explicado al principio la funcién f es derivable en R — {0} sia # 0

En particular, six € (—,0):  f'(x) =3x%+b

Si f tiene un extremo relativo en x = —1, debe cumplirse f'(1) =0 = 3+b =0=b =
-3
Existe también la derivada segunda de la funcién en este intervalo f”'(x) = 6x
f7(—=1) = —6 = En x = —1 hay un maximo relativo
Para que la funcidn f(x) sea continua en R y tenga un extremo relativo en x = —1
a= % y b=-3

El punto (—1,4) es un minimo relativo
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Problema 2:

Calcule el valor de a € R (a # 0) para que se verifique lirr(1)(1 — sen?x)xz = 2.
X—
Solucion:

. 2N . 2. N 0 lim % Ln(cos?x) L
lim(1 — sen®x)*? = lim(cos*x)x? = 1% = ex-0 x =e
x—0 x—0
2a Ln( ) 0 a—senx 0
. a . a Lnm(cosx . . —asenx
L = lim — Ln(cos?x)=lim————— = - = lim —2% = [im —— = -
x—-0 x2 x—0 x? w x50 2x X—0 X COSX 0
Regla L'Hopital
) —a cosx —a
L = lim = T = —a
(o] 0 —
Regla L'Hopital X0 CoSx X senx
a 1 1 1
Entonces: lim(1 —sen?x)xZ =e¢ ¢ =2 = == 2= 5= e = a=1Ln (5) = —Ln2
x—0

Elvalordea € R (a # 0) / lir%(l —sen’x)?=2 es a=-Ln2
X—
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Problema 3:

x2-1
Calcule: [ = [ ———-
Solucion:

u=x3-3x+2 =du=(3x?—-3x)dx =3(x%—x)dx

I—J -1 ci—lj 6P -1) —1fwd =S Lnful+C =
T ) —3x1+2 T3 B _3xr 2 P T3y Ty ML=

1
= §Ln|x3—3x+2|+C

I—f LSt SR ) |x® —3x+2|+cC
T2 T3 T
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Problema 4:

2x3—x?%

x2—x-2"

a) Estudie el dominio de definicion y calcule las asintotas horizontales, verticales y oblicuas caso de
existir.

Para la funcion f(x) =

b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto x = 1.

Solucion:

a) x?—x—-2=0 =x= — £ _

2 2 -1
Dom f = R—{-1,2}
e x = —1 es una posible asintota vertical:
2x3—x? -3 2x3—x? -3
hm fx) = 1_x2 — =5 =™ llm f(x) 11 1+x2 —5 =5 =t
x = —1 es asintota vertical

e Xx = 2 es una posible asintota vertical:

2x3—x2 12

x3-x% 12 .
xhr?—f(x) - hz x2—x 20 @ xllgl+f(x) o llr£1+x2—x 2 o0 too

x = 2 es asintota vertical

2x3—x? 2x3—x?
x2 —5 = hm f(x) = 11m n ———

llm f(x) = hm

No existen asintotas horizontales

e Veamos por ultimo si existen asintotas oblicuas:

f(x) ) 2x3 — x? 2x3 — x?
m= lim —= = lim —2:x = lim

xo-0 X xo-w \XZ—x— xo—ox3 —x2 —2x

2x3 — x?
n= lim (f(x) —mx) = lim | —————=—2x| =
X——00 X—>—0w \ X — X — 2
. 2x3-x2-2x(x%-x-2) . x%44x
lim = lim ——— =
X——00 x2—x—2 X——00 X2—x-2

Andlogamente n = lirP fx)—mx) =1
X—+ 00
La recta y = 2x + 1 es una asintota oblicua de f en —co y en +o0

b) La ecuacidon de la recta tangente es y — y; = m(x — x;) siendo (x4, y;)un punto de la recta, por
ejemplo, el punto de tangencia, y m = f’(abscisa punto de tangencia) = f'(x;)
1 2.13 —12 1
X4 = == — = ——
L N=1 12772

(6x? —2x)(x* —x—2) — (2x* —x*)(Qx — 1) 2x* —4x® — 11x* + 4x

) — _ R
fx) (x2 —x—2)2 (x2—x—2)2
‘) 2.1*—4.13-11.12 + 41 9
—t = = ——
m=f (12 — 1 2)2 4
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La ecuacién de la recta tangente en x = 1 es entonces:

1 9 9 9 1 9 7
o2 9 7
La soluciones:y = —-x +
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Problema 5:
0 0 -2
DadalamatrizA=(1 2 1 |
1 0 3
a) Estudie el rango de la matriz A — kI segun los valores de k € R, donde I es la matriz identidad de
orden 3.

b) Calcule lainversa de A — ki para k = 0.

Solucion:

0 0 -2 k 0 O -k 0 -2
a)A—kI=<1 2 1)—(0 k O)=<1 2—k 1 )
1 0 3 0 0 k 1 0 3—-k

El rango maximo posible es 3y rango(A — kl) =3 < Det (A—kI) #0

&k 0 -2 v o
Det (A—kD=|1 2-k 1 |=Q-R|7] ;7 °|=C-& -3k+2)
1 0 3-k

Det (A—kI) =2 —k)(k*—3k+2)=0=2—k=0 obien k2—3k+2=0=
— k=2 obienk=3i‘/2ﬁ=i=>k=10bienk=2

e Sik+# 1,2, Det (A— kI) # 0 .Existe un menor de orden 3 distinto de 0, luego
rango(A —kI) =3

e Sik=1rango(A—kl)=rango(A—1) # 3
0 -1 0 -2
1= —ldelamatrizA—I=| 1 1 1 ]esdistintodeOlo

El menor de orden 2 |_11
1 0 2
gue justifica que en este caso:

rango(A—1) =2
e Sik=2rango(A —kl) =rango (A—2I) #3

-2 0 -2 0 0 O
rango (A — 2I) = rango ( 1 0 1 ) = rango (1 0 1) =1 ya que esta ma-
1 0 1/rr=fz+2p1 00 0
f3'=f3-f1
triz solo tiene un vector fila linealmente independiente

rango(A—21) =1

Si k#1,2:rango(A—kI) =3, rango(A—1) =2 , rango(A—2I) =1

b)Parak =0 A—kI=Ay Det A=(2—-0)(02-3.0+2)=4=34"1 =
— (Adj A)*

Det A
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2 1 1 1 1 2
o sl -l sl o+l o & 2 _o
— 0 -2 0 -2 0 o1 _
agja=|-g 75 +[} 5 -l ol '(2 2 8)
+|0 —2| 10 =2 +|0 0 -
2 1 1 1 1 2
3
> 0 1
1 C -1 1 -1
Al = AdjA)t==-2 2 =2|=|—= = —
Det A >0 2 2 2
-1
— 0 0
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Problema 6:
a b c 2d 2e+2f 2f
a) Sabiendo que [d e f| =5, calcule justificadamente -g —h—i =i
g h i a b+c ¢
2 00 L 0
b) Dada la matriz A = (2 2 2), resuelva el sistema (A —EAt) X = (9 , donde At es la matriz
2 0 0 5
traspuesta de A.
Solucion:
2d 2e+2f 2f 2d  2e 2f 2d 2f 2f
a) |-g —-h—-i -—i = -g —h —i|+|-g —-i -—i|=
a b+c c Segunda columna a b c a I I8
suma de dos vectores T
tiene dos
columnas iguales
d e f d e f
= 21-g —h —i = —2|a b c|=
Saec;aﬁlci; odrezFl a b ¢ | Intercambiando F2 y F3 -g —h -—=i
a b c a b c
= 2| d e f = —-2|d e f|=-25=-10
Intercambiando F2y F1 —Jg —h —i| Sacando de F3 g h i
el factor—1
2d 2e+2f 2f
—-g —h—-i -—i|l= —10
a b+c c
L 2 00 1 1 1 1 -1 -1
b)A—EAt=<2 2 2)—(0 1 0>=<2 1 2)
2 0 0 0 1 0 2 -1 0
L 0 1 -1 -1 0
El sistema (A —EAt) -X=|9)es (2 1 2]-X=19
5 2 -1 0 5
El determinante de la matriz de coeficientes
1 -1 -1
2 1 2| = 2 #+ 0 =el sistema es de Cramer y la solucion viene dada por:
2 -1 0
0 -1 -1 10 -1 1 -1 0
9 1 2 . 2 9 2 , 2 1 9 .
x= 3= —01=E=2 y= =3 91=7=_1 z= 12—_11—51=5=3
2 1 2 2 1 2 2 1 2
2 -1 0 2 -1 0 2 -1 0
El sistema es compatible determinado y la solucion Unica es:
x=2 y=-1 z=3
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144) o [eear= (_31 ?)
12) Ezgi;%ilEZ' 13X = (103 ;2)

Problema 7:
1 2
a) Resuelva el sistema matricial: M= ( g g)
sx—2r=(>, )
b) Calcule (_21 (1))n,n EN.
Solucion:
2X+3Y=(_31 i) 4X+6Y=(_62
¥ Naxoar = ) 55%5; ox —6v = (1
13X (103 ;Z) =x=( )
2X+3Y=(_31 §)=>3Y=(31 5)—2(0

La solucion del sistema es :

b) Razonamos por induccién:

(_21 (1))2=(_21 (1))

2

k
Supongamos que para k € N se cumple (

Se conserva también para k + 1
K
(_21 (1)) = (—21 (1)) (—21 (1)) - (—zszl: 1

B 2k+1 0 . 2k+1 0
=21 42-1 1) \-

k+1

2kv1 41 1
Tal como hemos supuesto. Por tanto:
( 2 0)“ _ ( 2n
-1 1 -2"+1

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de ARAGON

(—21
G 0=CG DG D=4
G -G DG D=5
((2"—1) 1> < ki1 (1)>

—21 (1)):

D=0 )
DG D=5 )
)(— (1)) ( 15 1)

2)'(—21 (1)) = (2.(—2k2:12) —1 (1)) -

g:) Vn €N

Autora: Milagros Latasa Asso

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Calcule la ecuacién implicita de la recta (como interseccidon de dos planos) que pasa por el punto

A(0,1,1) y es paralela a los planos m que contiene a los siguientes puntos:
B:(—1,0,2),B,(1,3,1) yB5(2,—-1,0),ym, = x + 2z = 1.

Solucion:

La direccion de la recta buscada puede obtenerse como
i producto vectorial de los dos vectores asociados a 1y T,

— i j k
o e 7y paraleloa BB, X BBy = |2 3 —1| = (=7,1,—11)
3 -1 -2
n, = (1,0,2) . El vector ¥ paralelo a la recta es también
ik
paraleloa v =n;xn, =|-7 1 -11|=(2,3,-1)
1 0 2
La ecuacién continua de la recta buscada es entonces r = ; = }%1 = %

Pasamos a implicitas, igualando primer y segundo términos y primero y tercero:

_(3x=2y—2 _(Bx—2y+2=0
T_{—x=22—2:> r_{x+22—2 =0

3x—2y+2=0

Una posible soluciénes r = {x 127-2 =0

Es valida la compuesta por cualquier pareja de planos que contengan al punto A(0, 1,1)
y la direccién v = (2,3,—1)
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Problema 9:

Sean los siguientes vectores:
u, =(-1,1,1), u, =(0,3,1), u3 =(1,-2,0)y u, = (-2,0,1).

a) Compruebe si los vectores {v;, V,, 3} son linealmente dependientes o independientes, siendo:
—_— —

— — — — — —
V= 2u1 — Uy, Uy = Uq + U3, U3z = Uy.
b) Calcule las siguientes expresiones:

Qu; —uy) - Quy —uy), (us —up) X (uy —uy), siendo (-) y (X) los productos escalar y
vectorial de los vectores, respectivamente.

Solucion:
a) vy =2u; —u, =2(-1,1,1) - (0,3,1) = (-2,-1,1)
v, =u; +uz=(—1,1,1) + (1,-2,0) = (0,-1,1)
v3 =u; = (=2,0,1)

{v{, v,, V3}son linealmente independientes < el producto mixto (v;, v,, V3) # 0

-2 -1 1
W, v, v=|0 -1 1|=2#0=>
-2 0 1

{v{, v,, V3} son linealmente independientes

=(=2,-1,1).(=2,-1,1) = |(=2, -1, )| = (=2)2 + (-1)2+12=4+1+1=6

Uy —u) X Uy —u) =[(-2,01) - (-1, 1, D] x[(-2,0,1) - (-1, 1,1)] =

ik
=(-1,-1,0) x (-1,-1,00=0=|-1 —1 0| =(0,0,0)
-1 -1 0
uy —uy) - Qu; —uz) = 6 (ug —up) X (g —uy) =0
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Problema 10:

La cantidad de hierro en suero de una mujer adulta sigue una distribucién normal de media 120 ug/d¢
y desviacion tipica 30 ug/d®. Se considera que una mujer tiene un tipo de anemia por falta de hierro si
su cantidad de hierro no llega a 75 ug/d¥.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que una mujer adulta tenga anemia por falta de hierro?

b) El 45 % de mujeres adultas tienen una cantidad de hierro en suero superior a k. Averiglie el valor de
k.

Solucion:

Sea X la variable que mide la cantidad de hierro en suero de una mujer adulta X = N(120,30)

a) P(“una mujer adulta tenga anemia por falta de hierro”) =P(X < 75) =
X—120 75-120

( 30 < 30

=1-P(Z<15)=1-0.9332 =0.0668

)=pg<-1@=pg>1@=

La probabilidad de que una mujer adulta tenga anemia por falta de hierro es 0.0668

b) El 45 % de mujeres adultas tienen una cantidad de hierro en suero superior a k =
=PX>k)=1-PX <k)=045= P(X <k) =0.55
X—-120 k-120 k—120
< = <
30 30 ) <

Los valores en la tabla de Z =N(0,1) mas préoximos a 0.55 son 0.5478 y 0.5517,
correspondientes a los valores 0.12 y 0.13. La media de ambos 0.125 seria 0.54975 que es

mxsm=P< ):a%

practicamente 0.55. Nos quedamos entonces con este valor para ko120
k—120
30 =0.125 = k =120+30 . 0.125 = 123.75
k =123.75
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Logo de la EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
Comunidad LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2020-2021
MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cuéles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).

Problema 1:

5—ax?si x<1

% six>1 , Aa€ER; a#0.

Dada la funcion f(x) = {

a) Calcule los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua.

b) Determine justificadamente para qué valor de los anteriores se verifica que el area encerrada por la
funcién f(x), el eje OXy larectas x = 0 y x = e sea 6u?.

Problema 2:
_1
s . . —x)2
Calcule el siguiente limite: lim (sen ”—x)(l 2
x—>1 2

Problema 3:

Se desea construir un depdsito con forma de prisma regular de base cuadrada. Ademas, el depdsito es
abierto (sin tapa superior). La capacidad total debe ser de 64 m3. El material de construccién de los
laterales tiene un precio de 70 euros por m?, mientras que el de la base, mas resistente, es de 140
euros por m2. Halle las dimensiones del depdsito para que tenga el menor coste posible.

Problema 4:

ex

Para la funcion f(x) = :

f0) =
a) Estudie la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas. Calculelas cuando existan.
b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto x = 2.

Problema 5:

0 1 1
DadalamatrizP =1 -k -2k |:

1 -k O
a) Estudie el rango de la matriz A = I + P, donde I es la matriz identidad de orden 3, segun los valores
de k € R.

b) Para k = 1, calcule la inversa de la matriz A del apartado anterior.
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Problema 6:

3 -1 1 1 1 1 2 0
Dadas las matrices B =| 1 1 1 |,6,=(3 —-1]y(C,= ( 3 9 1):
-1 1 -1 1 0
a) Compruebe que la matriz B tiene inversa y calculela.

b) Calcule la matriz X que verifica la ecuaciéon matricial I + B - X = C; - C,, donde [ es la matriz
identidad de orden 3.

Problema 7:

3x—y+2z=1
Dado el sistema {x +4y+2z=3

2x—5y+az=-2
a) Discuta segun los valores de a € R qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones.
b) Resuelva el sistema para a = 0.

Problema 8:

Calcule la ecuacion de la recta r que pase por el punto A(1,—2,0) y es perpendicular al plano
determinado por los puntos B(1,0,1),C(3,1,0) y D(2,—1,1). Exprésela como interseccion de dos
planos.

Problema 9:

En un departamento de calidad se analiza el funcionamiento del software del motor de vehiculos
eléctricos e hibridos. Se revisaron 85 coches eléctricos y 145 coches hibridos. En total, 43 coches tenian
errores en el software de sus motores. Ademas, de los motores con software defectuoso, 12
corresponden a coches eléctricos.

a) Calcule la probabilidad de que un choche revisado seleccionado al azar, sea hibrido y presente el
software de su motor correcto.

b) Calcule la probabilidad de que un coche hibrido seleccionado al azar tenga defectuoso el software
del motor.

Problema 10:

Uno de cada 7 deportistas de la seleccidon espafiola de gimnasia deportiva, sera elegido para las
proximas olimpiadas. Se escogen aleatoriamente y de modo independiente 9 deportistas de dicha
seleccidn espafiola.

a) éCudl es la probabilidad de que sean elegidos exactamente 2 de estos 9 deportistas para las
préoximas olimpiadas?

b) éCudl es la probabilidad de que alguno (al menos 1) de estos 9 deportistas sea elegido para las
proximas olimpiadas?
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RESPUESTAS

Problema 1:

5—ax?si x<1

, , A €R; a+0.
%51x>1 *

Dada la funcion f(x) = {

a) Calcule los valores de a € R para que la funcién f(x) sea continua.

b) Determine justificadamente para qué valor de los anteriores se verifica que el drea encerrada por la
funcién f(x), el eje OXy larectas x = 0 y x = e sea 6u?.

Solucion:
a) Llafunciény =5 — ax? es continuay derivableen R Va € R =
= fes continua y derivable en (—, 1)
La funciény = aix es continua y derivableen R — {0} Va+#0=
f escontinuay derivable en (1,0) Va # 0
Para que f sea continua en x = 1, debe cumplirse: xli_)r{l_f(x) = xli_)r%f(x) =f(1):

f) = lim fG) = lim (5 -ax*) =5-a

6 6 = 5—-a=—-=5a—-a*=6=
i (S)-E B
542524 3

2— = = =
= a S5a+6=0=>a > 5

f escontinuaenR sia=2 obiena =3

b) f(x)=0 ﬁS—ax2=0:x=i\/E

a

No hay valores positivos menores que 1 que anulen f ya que 1 < +\/§

Sea A el 4rea encerrada por la funcién f(x), elejeOXylarectax =0y x =e

1 e 1 e
6
A= jf(x)dx + ff(x)dx = f(S—axZ)dx + fadx =

0 1 0 1
ax31t 6 e a 6 6 a 6
=[5x——] +|[—Lnx] =|5——|+|—Lne——Ln1|=5——+—
3 1p a 1 3 a a 3 a

e Sia=2 A=5--+42=2-=12y

e Sia=3 A=5—§+§=5—1+5=6M

El drea encerrada por la funcién f(x), el eje OXylarectax =0y x = e es 6bu’sia = 3
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Problema 2:
1

- Y X\ (-2
Calcule el siguiente limite: lim (Sen %)(1 o7,

x—1
Solucion:
—_— . 1 X
X )2 S nx
lim (Sen —)(1 D' 1% = ex T TP n(sen’7) = el
x—1 2
X
T coS 7
X 2" X
1 X Ln|sen A 0 sen —-
L=lim—Ln(sen—)=lim—=— = lim ———= =
- 2 — 2 “ — —
x—1 (1 x) 2 x-1 (1 x) 0 Regla L Hopital x-1 2(1 x)
X
E COST
iR T . cos % 0 P . —gsen%
L emes Rl S s P B S SR L oy avemrs s
= = 2 Regla L'Hopital x 2 2 2
—ZsenZ -2 2
__r 277 2 __r 2~ __rtr__®
- ' T Vs T~ ' s - oy T
4 —sen >+ (1 —1)5cos » 4 -1+0.5.0 42 8
2 2 2 2
Luego:
1
. X\ (1-x)2 T
lim (sen —) = 8
x—1 2
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Problema 3:

Se desea construir un depdsito con forma de prisma regular de base cuadrada. Ademas, el depdsito es
abierto (sin tapa superior). La capacidad total debe ser de 64 m3. El material de construccién de los
laterales tiene un precio de 70 euros por m?, mientras que el de la base, mas resistente, es de 140 euros
por m2. Halle las dimensiones del depdsito para que tenga el menor coste posible.

Solucion:
Sean x ,y respectivamente, la longitud del lado de la base y la altura del
depdsito
Debe cumplirse V = 64m3 = x2y =64 = y = 2—:
Si pretendemos que el coste sea lo menor posible, la funcidon coste C debe ser
minima:
3
C(x) = 140 .x2 + 280 .xy = 140 x2 + 280 x % = M
C es una funcién derivable en (0, ), luego, podemos estudiar su monotonia y
extremos a partir del signo de su derivada:
, 420x%. x — (140x3 + 17920) 280x3 — 17920
C'(x) = 2 = "
C'(x) =0=>280x3—17920 = 0 = x3 = 1::?)" =64 = x = V64 =4
(0,4) 4 (4, )
Signo de C’ Negativa 0 Positiva
Monotonia de C Decreciente Minimo relativo Creciente

- . 64
Luego el minimo coste se alcanza si x = 4 m. Para este valory = i 4m

El depdsito debe tener forma cubica con 4 m de arista
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Problema 4:

X
Para la funcion f(x) = xf_x:

a) Estudie la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas. Calculelas cuando existan.

b) Calcule la recta tangente a la curva en el punto x = 2.

Solucion:
a) 3 —x=0=>x(x?2-1)=0=>x=0,x=—1obienx=1
Domf = R—-{-1,0,1}
e x = —1 es una posible asintota vertical:
e¥ e 1 e 1
11m f(x)— 11m STy T hm f(x)— 11 1+x3 ==
x = —1 es asintota vertical
e x = (0 es una posible asintota vertical:
lim f(x) = I == 4o lim () = lim e _l_o _»
im_f(x im x3—x 5= im, f(x) = lim =— ==
x = 0 es asintota vertical
e x = 1 esuna posible asintota vertical:
1 1 e’ 1 lim e’
1mf(x)—1mx3x 5 =" 1mf(x)—11+x3x_F_oo

x = 1 es asintota vertical

—0o0

x
o lim fx) = lim xf_x = e_—oo = 0 = y = 0 es asintota horizontal en—oo

o)

e . - .
=—= 00 ya que e® es un infinito de orden superior al del

11m flx) = 11m

denommador

x3—x

y = 0 es asintota horizontal en -

° Veamos por ultimo si existen asintotas oblicuas. Caso de
existir, seria en +00 ya que en —oo hay asintota horizontal

f(x) . eX . eX e® .
= lim — = lim :x)=Ilim(——=)=—= 0o vyaque e® es un
x—00 X x—00 \x3—x x—00 \x%*—x2 o)

infinito de orden superior al del denominador

No existen asintotas oblicuas
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b) La ecuacidén de la recta tangente es y — y; = m(x — x;) siendo (x4, y; )un punto de la recta,
por ejemplo el punto de tangencia, y m = f'(abscisa punto de tangencia) = f'(x;)

2 2

e e
ML oN=E Ty
) = e*(x® —x) —e*(Bx?—1) e (x®-3x?—x+1)
Y oo
e?(23-3.22-2+1) 5e?
—4 = f’ 2 = = -
m =@ (2% — 2)2 36
La ecuacién de la recta tangente en x = 2 es entonces:
e? 5e?
- -2
. . s 5e2 16e?
La recta tangente en x = 2 tiene por ecuacién: y = — 2 X ar >
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Problema 5:
0 1 1
DadalamatrizP =1 -k -2k |:
1 —k 0
a) Estudie el rango de la matriz A = I + P, donde I es la matriz identidad de orden 3, segun los valores
de k € R.

b) Para k = 1, calcule la inversa de la matriz A del apartado anterior.

Solucion:

1 0 0 0 1 1 1 1 1
a) A=I+P=<O 1 0>+<1 —k —2k>=(1 1-k —2k>
0 0 1 1 -k O 1 -k 1

El rango maximo posible es3y rangoA =3 <& Det A+ 0

1 1 1
Det A=|1 1—k —2k|=Q1-k)—2k—k—-(1—k)—1-2k?=-2k?-3k-1
1 -k 1
3+V9-8 —
DetA=O=>—2k2—3k—1=0=>k=__—4=_1}2

o Sik# -1,k #—1/2, Det A # 0 .Existe un menor de orden 3 distinto de 0, luego

rangoA = 3
o Sik=-1
1 1 1
Enestecaso:A=(1 2 4 |yrango A # 3 dadoque Det A =0
1 1 1

El menor de orden 2 | 11 ;| = 1 de la matriz A es distinto de 0 lo que justifica que:

rangoA = 2
o Sik=-1/2
1 1 1
En este caso: A = (1 1/2 —1> yrango A + 3 dadoque Det A =0
1 1/2 1
El menor de orden 2 | 11 _1| = —2 de la matriz A es distinto de 0 lo que justifica que:
rangoA = 2
. 1
Sik+—-1y k # — 5 rangoA = 3.
) 1
Sik=-1yk= —5¢ rango A = 2
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b) Sik=1=DetA= —2.12-31-1=-6#0=34"1= DeltA(Ade)t
N I A
Az(} _01 _12) Adj A = _|—1 1| +|1 1| _|1 —1|
£ P Y PR S
-2 -3 -1
Ade=<—2 0 2)
-2 3 -1
1 1 1
2 _2 _2 T 2 5
Al == D;A(Ade)t=—§<—3 0 3>= = 0 =
-1 2 -1 1 -1 1
6 3 6

Autora: Milagros Latasa Asso
www.apuntesmareaverde.org.es
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Problema 6:

3 -1 1 1 1
Dadas las matrices B = ( 1 1 1 >,C1 = (3 _1> yC, = (—31 ; (1))
-1 1 -1 1 0

a) Compruebe que la matriz B tiene inversa y calculela.

b) Calcule la matriz X que verifica la ecuacion matricial I + B - X = C; - C,, donde [ es la matriz
identidad de orden 3.

Solucion:
3 -1 1
a) Dete B=(1 1 1|=-34+414+14+1-3-1=—-4+*0=13B7!
-1 1 -1

Utilizamos el método de Gauss para obtener B~1

3 -1 111 0 0 1 1 110 1 0

1 1 110 1 0 3 3 —1 111 0 O 2

-1 1 —11 0 0 1 F1 F2 -1 —11 0 0 1/ F2"=F2-3F1

F3'=F'1+F3
1 1 110 1 O
2 (0 -4 - ofo 1 1> >

F2"=F2-3F1"\( 2 1 =3 0/ F3"=F3"+2F2""
F3'=F'1+F3

0 O 1

1 —3 0) ( 2

0 1/ F272r3 —4 =2
0

0

1

0 1 1
1) (0 1 0
_1 2/ F2” 1/2F2 0 1

0 1 0
0 1/2 1/2>_>

1 1
2 (0 2
F3"=F3'+2F2”"\0 O

-1/2 1/2 -1
=——F3
1 0 o /2 0 1/2
- (0 1 0o 0 1/2 1/2>
F1"'=F1":v;72""—F3 , 0 O 1 _1/2 1/2 _1
1/2 0 1/2
B‘1=( 0 1/2 1/2)
-1/2 1/2 -1

b) [+B-X=C,-C,= B-X=C,-C,—1 =B 'BX=B"(C,-C,— ) =
:IX:B_l(Cl'CZ_I):>X:B_1(CI'C2_I)

(1 1)(_1 2 0)(2 4 1) (1 4 1)
Cl'CZ =3 -1 =sl-6 4 -1 Cl'CZ_I= -6 3 -1
1 0/°3 2 V4 2 o 12 -1
1/2 0 1/2 1 4 1 0 3 0
X=B‘1(Cl-CZ—I)=< 0 12 1/2).(—6 3 —1>=<—7/2 5/2 —1)
~1/2 172 -1/ \=1 2 -1/ \-5/2 —-5/2 0
0 3 0
X = (—7/2 5/2 —1)
-5/2 -=5/2 0
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Problema 7:

3x—y+2z=1
Dado el sistema {x+4y+z =3
2x —5y+az=-2

a) Discuta segun los valores de a € R qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones.

b) Resuelva el sistema para a = 0.

Solucion:
3 -1 2 3 -1 21
La matriz de coeficientes del sistemaes A = (1 4 1) y la matriz ampliada 4 = (1 4 1 3 )
2 =5 a 2 =5 a -2
3 -1 2
DetA=|1 4 1|=12a—-2-10—-16+15+a=13a—-13=0=a=1
2 =5 a

a) Utilizamos el teorema de Rouché -Frobenius para discutir el sistema
e Sia+# 1= Det Aesun menor de orden 3 distinto de 0, tanto de la matriz A como de la
matriz A = rango A = rango A = 3 =n2 de incégnitas= El sistema es compatible
determinado.
e Sia=1rangoA +3

3 -1 21 1 4 1 3
rango (1 4 1 3 ) > rango <3 -1 21 >~
2 =5 1 —2/ Intercambio 2 =5 1 =2
F1yF2
1 4 1 3 1 4 1 3
~ rango (O -13 -1 —8) ~ rango (O -13 -1 —8)

F2'=F2-3F1 0 —-13 -1 -8 F3"=1\9§'—F2' 0 0 0 0
F3'=F3-2F1

Existen dos vectores fila linealmente independiente tanto e la matriz A como de A =
rangoA = rango A = 2 < n?de incognitas = 2 =El sistema es compatible indeterminado

Sia # 1, el sistema es compatible determinado. Sia = 1 compatible indeterminado

b) Paraa =0, Det A =—13 = El sistema es compatible determinado. Podemos utilizar la regla
de Cramer para obtener la solucién

3 -1 2 _ 3 -1 21
A= (1 4 1) A= (1 4 1 3 )
2 =5 0 2 =5 0-2

1 -1 2
3 4 1
=2 -5 0ol 04+2-30+16+5—-0 7
T3 -1 2] ~13 " 13
1 4 1
2 =5 0
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3 1 2
1 3 1
|2 —2 ol 0+2-4-124+6-0 8
YT -1 2| C ~13 T 13
1 4 1
2 =5 0
3 -1 1
1 4
_l2 -5 —p|_-24-6-5-8+45-2_ 0 _
RS ~13 ~T13
1 4 1
2 =5 0
., . : 7 8
La solucion del sistema si a = 0.es: xX== Y=g z=0
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Problema 8:

Calcule la ecuacion de la recta r que pase por el punto A(1,—2,0) y es perpendicular al plano

determinado por los puntos B(1,0,1),€(3,1,0) y D(2,—1,1). Exprésela como interseccion de dos
planos.

Solucion:

El vector asociado al plano que pasa por B, Cy D es el vector
director de la recta.

BC =(21,-1) BD =(1,-1,0)

- —
v paralelo an paralelo a

: I £ AN A
BCxBD=|[2 1 -=1|/=(-1,-1,-3)
1 -1 0

La recta buscada tiene por ecuacion continua:

x—1 y+2 z

1 -1 -3

lgualando por una parte primera y tercera igualdades (m;)y por otra segunda y tercera (m,),
obtenemos las ecuaciones generales de dos planos del haz que define r

r

mp=3x—2z—3=0 m,=3y—z+6=0 =11 N7,

Una posible solucién es:

{3x—z—3=0
r

3y—z+6=0
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Problema 9:

En un departamento de calidad se analiza el funcionamiento del software del motor de vehiculos
eléctricos e hibridos. Se revisaron 85 coches eléctricos y 145 coches hibridos. En total, 43 coches tenian
errores en el software de sus motores. Ademas, de los motores con software defectuoso, 12
corresponden a coches eléctricos.

a) Calcule la probabilidad de que un coche revisado seleccionado al azar, sea hibrido y presente el
software de su motor correcto.

b) Calcule la probabilidad de que un coche hibrido seleccionado al azar tenga defectuoso el software
del motor.

Solucion:

Resolvemos mediante una tabla de contingencia. En verde estan los datos del enunciado. Los otros, se
rellenan:

Con errores Sin errores Total
Eléctricos 12 73 85
Hibridos 31 114 145
Total 43 187 230
Utilizamos la regla de Laplace:
a) P=2=2-0.4957
230 115
b) P=-L=0.2138
145
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Problema 10:

Uno de cada 7 deportistas de la selecciéon espafiola de gimnasia deportiva, serd elegido para las
proximas olimpiadas. Se escogen aleatoriamente y de modo independiente 9 deportistas de dicha
seleccion espafiola.

a) éCuadl es la probabilidad de que sean elegidos exactamente 2 de estos 9 deportistas para las
proximas olimpiadas?

b) éCual es la probabilidad de que alguno (al menos 1) de estos 9 deportistas sea elegido para las
proximas olimpiadas?
Solucion:

Como un deportista puede ser elegido, o no, se trata de una distribucion binomial donde:

1 1 6
Tl:9; p:;,' q:].—;:;.

P(r) = (Z) gt

a) P(2) = (9) : (1)2 : (9)7 = 0020403399 = 222 0.0069 = 36 - 0.0069 = 0.2497.

2 7 7) T (9-2)1-2!

P(2) =0.2497

b) La probabilidad pedida es el suceso contrario de que no sea elegido ninguno.

1-P0)=1-— (9) : (1)0 : (9)9 —1-—1-1-0.2497 = 0.7503.

0 7 7
La probabilidad de que alguno de estos 9 deportistas sea elegido para las préximas olimpiadas es de
0.7503
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

S ) Prucha de evaluacién de Bachillerato
Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (FBALT)

i Cnrso 2020-2021

MATEMATICAS 11

Después de leer atentamente ¢l cxamen, responda razonadamente cuatro pregunias coalesquicra a elegir
entre ks ocho que se proponen,

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificard sobre 2,5 punios.

El estudhanie deberi indicar ln agrupacion de pregunias que responderi. La seleccion de pregunias deberi
realizarse confiorme a las instrucciones plantcadas, no sicndo vilido seleccionar preguntas que sumen mds
de 10 puntos, ni agrepaciones de pregunias qw, no coincidan con las indicadas, ko que puede conllevar ka
anulacion de alguns pregunta gue se salga de las instroccionss.

Blogue 1A Un operudor Lurislico vende o bs agencias locales vinges conoerlados al Carilbse, Tslas
Maldivas ¥ Tailandia A una primera agencia A e vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas ¥ 10 a
‘Tailandia, cobrando por todo ello 12,000 curos. A una sepunda agencia i e vende 10 viajes al Caribe
v 20 5 Thilandis, cobrando por todo cllo 13.000 curos, Y s una tereers speocis © le vende 100 visjos
al Caribe v 10 2 las Maldivee:, cobrando por todao ellos 70000 curos, See pides

a) Planbes un gistem de eeuaciones ogue permita cadeolar e precio del viaje aocada uoo de los destinos

Y caleula, si es pogible, dicho precio. (1.5 punios)
k) Si le ohligasen a rehajar un 20°% el precio del viaje al Caribe dejando Ios otros iguales, jeodnto
dinero perderia? (0.5 puntos)

) jCudl serfa el precio del viaje a las Islas Mabdivas necesario para compensar la bajada del 205
del viaje al Caribe ¥ asi recandar el mismo dinero? {se mantiene el precio del viaje a Tailandia).

{105 punios)
a 0 —I -
Blogue 1.B Sealamatriz A—| -1 0 0], acBRy X=| w
01 a z
a) Escribe ol gistema de ecuaciones AX = X en la forma BX =0, (0.5 puntos)
by) Estamlia per gt valores e o el sistema tene infinitas soluciomes, (1 punto)
) Parn =0 caleuls, s exisle, la mvers de AL (1 punio)

Blogque 2.A Sean las paribolas o, =x° — 26 +3 ¢ g, = ar® + b
a) Caleuly s wlores de a v & pasoque en el punlo de abacss =2 las dos paribolas bengan

la misma recta tangente. Caleula dicha recta tangente. (1 punta)
b) Para a=1,b=1 esboza el recinto limitado por las pardbolas entre ol oje ¥y el punto de corte
entre ellas. Caleula el drea del mizsmo. (1.5 puntos)

Blogue 2B Sean bres mimeros reades pesibivos coya sume os 80y oo de cllos es by medioe de bos
odrog dos. Determina s orimeros de Torme gue el prodocto enbee ellos s medximn. (2.5 puniaos)

Universidad de Owviedo
Prusha ce evalilssciin de Bachilerin i accesn A B LUniversicad
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Prucha de evaluacidn de Bachillerato

Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (ERALT)
i Cnrse 2020-2021
Blogue 3.4 Dadas las rectis r:m;l=y_—_2]=z ¥ x_.{.t!+2yz=—:
a) Comproeha qoe b reclas se oresan. (0.7 punbos)
b} Oblenga el plane 7 que conbiem: a s y s paralelo o la recle r. Halle ladistancia eotre o ponto
P=(—1,1,0) de la recta r v el plano = (1.2 puntog)
e) Caleula by distancia entre L rectas. (L5 punios)
T 1
Blogue 5.5 Dados bos puntos A1, 1,00 ¢ 8002 ylameda - 4 v =1+A4  Halla:
z =14A
a) Un punte & ¢ r de forma que el trigngule ADC sea rectingulo con el 4ngulo recto en 8.
{1.25 punbos)
b} El plano 7 que pasa por A ¥ I v oz paralclo s r. {1.25 punbos)

Blogue 4.A En un edilich hay dos ascensores. Cada vecinn, cuando utiliza el ascensor, Do boee en
el primero el 6% de las veces ¥ en el segundo el 40%. El porcentaje de fallos del primer ascensor es

del 3% v del sepundo es del 8 %.

a) Un vecine wsa un sscensor, Ol oz e probabilidad de que o ascensor falle? {1.25 puntos)
b} Oiro dia, un vecino coge un ascensor v le falla. [ Cudl es la probabilided de que haya sido el
segundo? (1.25 puntos)

Blogue 4.8 Se tiene un ssceso con variable aleatoria X guoe gigue una distribocidn pormal de media
p= 10 v desviscidn tipica o = 2. Caloula:

a) La probabilidad de que X & [6, 10]. (1.5 puntos)
b} Se hace una revisidn de los datos ¥ se observa que la media coincide pero la probabilidad del 80%
sc pleanzs en ol valor X < 120 [Cual es la pucva desviacion tipica? (1 punto)

{Adgunces valores de la Tuncido de destobocion de L distobocion pormal de media 0y desviacion Gipica
I: Flx) = P(Z < x), F(0) = 0.5, F(0.8416) = 0.8, F(1) = 0.8413, F(1.25) = 0.8944, F(1.375) =
0.9154, F(1.5) = 08332, F(2) = 09772 )

Prusha da svallsscion de Bachilcrio ol prasn & B Universicdad
1
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe, Islas Maldivas y
Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Malvinas y 10 a Tailandia,
cobrando por todo ello 12 000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes al Caribe y 20 a
Tailandia, cobrando por todo ello 13 000 euros. Y a una tercera agencia C le vende 10 viajes al Caribe y
10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7 000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular el precio del viaje a cada uno de los destinos.
Y calcula, si es posible, dicho precio.

b) Si le obligasen a rebajar un 20 % el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales, écuanto
dinero perderia?

c¢) éCudl seria el precio del viaje a las Maldivas necesario para compensar la bajada del 20 % del viaje al
Caribe y asi recaudar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a Tailandia).

Solucion:

a) Llamamos x, y, z los precios de los viajes al Cairo, las Maldivas o Tailandia, respectivamente.

Con los datos del enunciado escribimos el sistema de ecuaciones lineales:

10x + 10y + 10z = 12 000 x+y+z=1200
10x+202=13000}—> x+2z=1300
10x + 10y = 7 000 x+y =700

Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

1200 1 1 12 1 1
1300 0 2 100-(13 0 2 100-(13+14—24)
. + —_
x=tr90 Lol 7 1 oo =100 - 3 = 300.
1+2-2 1
1 0 2
110
1 1200 1 1 12 1
y=|1 1300 2[(=100-|1 13 2[=100-(7+24—-13—14)=100-4 = 400.
1 700 0 1 7 0
1 1 1200 1 1 12
z=|1 0 1300[=100-|1 0 13|=100-(12+13-13—-7)=100-5 = 500.
1 1 700 11 7

El precio de los viajes es, al Caribe, 300 euros, a las Maldivas, 400 euros y a Tailandia, 500 euros.

b) Como al Caribe organiza (10 + 10 + 10) = 30 viajes, por los que percibe: 30 - 300 = 9 000 euros,
si tiene que rebajar el 20 % deja de percibir el 20 % de 9 000: 20 % de 9.000 = 209999 — 1 800.

Perderia 1 800 euros

¢) Como la agencia realiza (10 + 10) = 20 viajes a las Maldivas por los cuales percibe 8 000 euros, al
tener que recuperar las pérdidas por la rebaja de los viajes al Caribe, debe de percibir:

8 000+ 1800 = 9800 euros que para cada uno de los 20 viajes: % = 490.

El precio del viaje a las Maldivas debe ser de 490 euros
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Problema 2:

a 0 -1 X
SealamatrizA=(—-1 0 O ,aERsz(y):

0 1 a z
a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X enla forma BX = 0.

b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c) Para a = 0 calcula, si existe, la inversa de A.

Solucion:

a) Reescribimos el sistema:

A-X=X->AX-X=0-A-X-1-X=0-(A-1)-X=0.
A-D-X=0

Como nos piden expresar AX = X enlaforma BX = O tienequeserB = A4 —I.

El producto de dos matrices es la matriz nula Unicamente cuando alguna de las matrices es nula; como
X no es nula, necesariamente debeserloB =4 —-1=0.

a 0 -1 1 0 O a—1 0 -1
B=A-I=>B=|{-1 0 0]—-{({0 1 O0)=( -1 -1 0o |
0 1 a 0 0 1 0 1 a-—-1

(a—1Dx—-—2z=0
El sistema homogéneo resulta: —-x—y=0
y+(a—-1)z=0

b) Al tratarse de un sistema homogéneo para que tenga solucién distinta de la solucion trivial, la matriz
de coeficientes, B, tiene que tener un rango menor que 3, que es el nimero de incégnita, por lo cual
ha, de ser |[B| = 0:

a—1 0 -1
Bl= -1 -1 0 |=0=—-(a-1)?+1=0-> (a—-1)?-1=a*-2a+1-1=
0 1 a-—-1
a(a—2)=0>a,;=0,a, = 2.
Tiene infinitas soluciones paraa = 0y paraa = 2
0 0 -1 0 0 -1
c)Paraa=0esA=|-1 0 O0 |.Como |A|=|-1 0 0 [=1+0 entonces A tiene matriz
0 1 0 0 1 0
inversa. La calculamos por el método de Gauss.
0 0 -1|1 0 O -1 0 00 1 O 1 0 0Jj0 -1 O 1 0 0Jj0 -1 O
(A|1)=<—1 0 01]0 1 0>=><0 0 —-1{1 0 0>=><0 0 —-1|j1 0 0>=><0 1 0f0 O 1)
0 1 010 0 1 0 1 010 0 1 01 o0l0o 0 1 0 0 —-1l1 0 O
{F, o F,} {F, » —F} {F, & F3} {F; > —F3}
0 -1 0
At=( o0 0 1
-1 0 O
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Problema 3:

Sea las pardbolas y; = x> —2x + 3 ey, = ax? + b.

a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa x = 2 las dos pardbolas tengan la misma
recta tangente. Calcula dicha recta tangente.

b) Para a =1,b = 1 esboza el recinto limitado por las parabolas entre el eje Y y el punto de corte
entre ellas. Calcula el area del mismo.

Solucion:
a) Para x = 2 el punto de tangencia es comun a las dos pardbolas:
y12)=y,2)>22-2-2+3=a-22+b; 4a+b =3.

Imponemos que tengan la misma pendiente para x = 2:

I} A y{ =2x—2
y1(2) = y3(2) :{yé — 2ax

2=4a=>a=%.

}:y{(2)=2'2_2=3’§(2)=2a-2—> A P

Sustituimos el valor de a en la ecuacién 4a + b = 3: 4 -§+ b=3=2+b=>b=1.

Las parabolas son entonces y; = x?2 —2x +3ey, = %xz + 1. El punto de tangencia es P(2,3) vy la
pendienteesm = y;(2) =4 -2 = 2.

Larectatangentees:y =3+ 2(x — 2) = 2x — 1.

a= % La b = 1.rectatangentees:y =2x—1

b) Las nuevas parabolas dadas son: y; = x?2 — 2x + 3 e y, = x? + 1. Ambas parabolas son convexas
(V) por tener positivos los coeficientes de x2. Calculamos sus vértices:

yix)=2x—-2=0=2(x—-1)=>x=1=4(1,2)
El vérticede y, = x? + 1 es B(0, 1).
Las parabolas de cortan en el vértice de la primera: A(1, 2).

Como se puede observar por la grafica, el recinto limitado por las parabolas
entre el eje Y y el punto de corte entre ellas es el limitado por los puntos
A(1,2),B(0,1)y €(0,3).

La superficie pedida es la siguiente: o0 ! i

s=f D0 = 72(0)] -dx=f (22 =2 +3) = 2 + 1] - dx =
0 0

1 1 252 1
=f (x2—2x+3—x2—1)-dx=f (=2x+2)-dx = [—T+2x =[—x2+2x]} =
0 0 0
=(-1242-1)-0=-14+2=1.
S=1u?
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Problema 4:

Sean tres nlimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media de los otros dos.
Determina los niumeros de forma que el producto entre ellos sea maximo.

Solucion:

’ a+b
Llamamos a los numeros a, b, —

La suma es 90:

a+b+“zi’=9o—>2a+2b+a+b=180=3a+3b—> a+b=60=b=60—a.

(. a+b
El producto queremos que sea maximo: P =a - b T

) . a+(60—-a)

P(a) =a-(60—a a-(60—a)-30=230-(60a—a?).

Una funcién tiene un maximo relativo cuando, en un punto en el que exista la deriva primera, se anula
su primera derivada y es negativa la segunda derivada.

P'(a) =15 (60 — 2a) = 30- (60 — 2a).
P'(a) =0=60-(30—a) = a = 30.
P'"(a) = —60 < 0 = Tenemos un maximo paraa =30,b =60 —a = 30,asz = 30.

Los tres numeros son: 30,30 y 30

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Andrés Garcia Mirantes

Comunidad Auténoma de ASTURIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

x+1 -1
Dadas las rectas 7 = — = y_—z =zy s:{

x+2y=-1
z=1 '
a) Comprueba que las rectas se cruzan.

b) Obtenga el plano m que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el punto
P(—1,1,0) delarectary el plano 7.

¢) Calcula la distancia entre las rectas.

Solucion:

x=-1-22
a) Escribimos las ecuaciones paramétricasdes = {y = 4

z=1

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:
Rectar: P(—1,1,0) y v, = (3,—2,1). Rectas: B(—1,0,1) y v, = (—2,1,0).

Los vectores v, y U, no son proporcionales por lo que son linealmente independientes, por tanto, las
rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Consideramos el vector W que tiene como origen el punto P € r y extremo el punto B € s:
w=PB =0B—-0P =[(-1,0,1) — (=1,1,0)] = (0,—1,1).
Si los tres vectores {v,, v, W} no son coplanarios las rectas r y s se cruzan, y si lo son, se cortan.

— —> —> " .
Los vectores {v,, vg, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero.

3 -2 1
Rang {v;,v,w}=>|-2 1 0|=3+2-4=1+ 0= Noson coplanarios, luego:
0 -1 1

Las rectas se cruzan.

b) Del plano  sabemos que por contener a s tiene como un vector de orientacion: U, y que contiene al
punto B(—1,0,1) € s. Por ser paralelo a r tiene como vector de orientacién a v, y v:

x+1 y z-1
nB;v,v9)=| 3 -2 1 |[=0==(x+1)-2y—-(z-1)> x+1+2y+z—-1=0.
-2 1 0

T=x+2y+z=0

La distancia del punto Py(x,, Vo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula
_ |Ax0+By0+CZO+D|

d(Py, ) = N Aplicando la férmula al punto P(—1,1,0)yalplanom = x + 2y + z = O:
_|1-(=1)+2-1+1-0] _ |-14+2+40| _ 1
dP.m) = = = Vi Ve
V6
d(P,m) = i unidades
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c) Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas
dimensiones son los vectores directores de las rectas, v, y v, y el vector w = (0, —1, 1). Calculamos su
volumen, que por una parte es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también es el
producto del drea de la base por la altura, siendo la altura igual a la distancia d pedida entre las rectas.

V=T @ x W) =15 x Bl -h= 1 x Bl d 2 dirns) = PR

[vy x vs|
3 =21
o -2 1
iy T @D Mo g qll Bg2-w v 1 1 1 46
PTG Xl |6 k| -2 +3k—4k—il |-i-2j—kl lit2j+kl ViZ+2Z+1Z V6 6
-2 1
-2 1 0
V6
d(r,s) =—u
6
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Problema 6:
x=1

Dados los puntos A(1,1,0) y B(0,0,2) ylarectar ={y = 1 + A. Halla:
z=1+1

a) Un punto C € r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en B.

b) El plano 1 que pasa por A(1,1,0) y B(0,0,2) y es paraleloa .

Solucion:

a) Un punto genéricoderes P(1,1+ 1,1 + A).

Los puntos A(1,1,0), B(0,0,2) y P(1,1 + 4,1 4+ A) determinan los siguientes vectores AB y BP:

AB = 0B — 04 =[(0,0,2) — (1,1,0)] = (-1,-1,2).

BP=0P—-0B=[(1,1+414+2)—(0,02)]=(11+4-1+2).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
AB-BP=0=(-1,-1,2)-(L1+4-140)=-1-1-1-2421=—-441=0->1=4>

c(1,5,5)

b) Un vector director de la recta r es v, = (0,1, 1), que va a ser un vector director del plano 7. Como
nos dicen que plano m que pasa por A(1,1,0)y B(0,0,2), conocemos un punto, por ejemplo
B(0,0,2), y el otro vector de orientacion AB = (-1,-1,2):

. x y z—2
n(B; v, AB)=|0 1 1 |=0=3x-y+(z-2)>
-1 -1 2

n=3x—y+z—-2=0
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Problema 7:

En un edificio hay dos ascensores. Cada vecino, cuando utiliza el ascensor, lo hace en el primero el 60 %
de las veces y en el segundo el 40 %. El porcentaje de fallos del primer ascensor es del 3 % y del
segundo es del 8 %.

a) Un vecino usa un ascensor. ¢Cual es la probabilidad de que el ascensor falle?
b) Otro dia, un vecino coge un ascensor y le falla. ¢ Cudl es la probabilidad de que haya sido el segundo?

Solucion:

Llamamos A4 al suceso usar el primer ascensor, y B al suceso usar el segundo. Llamamos F al suceso que
falle el ascensor, y noF a que no falle. Llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol:

F
0.03
A
0.97
06 noF
0.4 F
0.08
B
0.92 noF

a) P(F) = P(A) - P(F/A) + P(B) - P(F/B) = 0.6 - 0.03 + 0.4 - 0.08 = 0.018 + 0.032 = 0.05.
P(F) = 0.05

b) Es una probabilidad condicionada:

__ P(BNF) _ P(B)-P(F/B) _ 0.4-0.08 _ 0.032 _
PB/F) == = ey~ oos oo~ 00%

P(B/F) = 0.64
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Problema 8:

Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media u =10 y
desviacidn tipica o = 2. Calcula:

a) La probabilidad de que X € [6,10].

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la media coincide pero la probabilidad del 80 % se
alcanza en el valor X < 12. ¢Cudl es la nueva desviacién tipica?

(Algunos valores de la funcién de distribucion normal de media O y desviacidn tipica 1: F(x) =
P(Z <x),F(0) =0.5; F(0.8416) =0.8; F(1) =0.8413; F(1.25) =0.8944; F(1.375) =
0.9154; F(1.5) =0.9332; F(2) =0.9772).

Solucion:

a) En el enunciado nos dicen que es una distribucién normalde u = 10; o = 2.

X - N(Qu; o) =N(0,2). Tipificando la variable: Z = %.

6—10 10 —-10
<Z<

P(XE[6,10])=P(6SXS10)=P( )zP(—ZSZSO)z
P(Z<0)—P(Z<-2)=P(Z<0)—[P(Z>2)]=P(Z<0)—[1-PZ<2)]=
P(Z<0)—1+P(Z<2)=05—1+09772 = 1.4772 — 1 = 0.4772.

P(X € [6,10]) = 0.4772

b) Nos dicen que: P(X < 12) = 0.8

O.I

12-10 2
PX<12)=08=P(z<=22)=(z<2) =08
Mirando en la tabla N(0, 1) de forma inversa, al valor 0.8 le corresponde, aproximadamente, 0.84:
2 =084> — =g =238.
o 0.84

La nueva desviacion tipica es aproximadamente 2. 38.
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) . . Prucha de cvaluacidn de Bachillerato
Universidad de Oviedo para el aceeso a la Universidad (ERALT)

i i Crrse 2020-2021

MATEMATTCAS T1

Después de leer atentamente ¢l examen, responda razonadamente cuatro pregunias cualesquicra a elegir
enire ks ocho que s progonen,

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificari sobme 2.5 punios.

El estuchanie deberd indicar la agrupacion de pregunias que respondeni La seleccion de pregunias deberd
realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo vilido scleccionar preguntas que sumen mds
de 10 puntos, m agrupaciones de preguntas que no comncidan con las indicadas, b que puede conllevar la
anulacion de algung pregunta gue se salga de las instrocciones.

i + x =il
Blogue 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2z — p — 2 =-1 a & H.
x | L1 =4 L
a) Estudia v clagifica el sistema segin loa valores de a. (1.5 puntoa)
Iy} Resuiflvelo pera g o onoue e sitema sea compatible indelerminado. (1 punta)
1 2 12
Blogue 1B Smlamatrs A= 2 1 2 |, Caleula:
101
a) 5i existe, su inversa, (1 punto)

b) La matriz X cusdrada de orden 3 que verifica:
(X+AP - X X-A=1L (1, matriz identidad de orden 3). (1.5 punios)

1
Blogue Z.A Sea la lncidn _,I’{.:}:I—I—_i
a) laz un esbozo de su grifica determinando: dominio de definicidn, asintotas, intervalos de creci-

micnto ¥ decrecimicnto, meximos v minimos relatives v reriones de convexidad v concavidad.

(1.5 punibas)
b} Caleuls ¢l dres de la rogion limiteds por la recta tangente a o funcion co ol punto de abscisa
=1, lamein y=1 y ol e de ordenalas, (1 punio)
Blogue 2B En una nave industrial se guiere instalar ana pantalla dee cine y=rx)
{ver Hpura). La forma de T noee o5 b deserita por la grilie de b Goncidn ' (x.¥)
fiz)=12- — =L Caleula los vadores positivos (2, 5)  gue hacen mdixima
el drea de la pantalla. (2.5 puntos)
Liniversidad de Oviedo
Prusha o avalisscion dn Bachillerio : i araso A B Lnhversicad
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Prucha die evaluacidn de Bachilleraio

Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (ERALT)
i Crrso 2020-2021

Blogue 3.A
Sea el tetracdro de la figura formado por A(3,0,0), 5(0,2,0), C(0,0,6) y D
e, 3,1). Calela:

a) El drea ded Crisingule lmitado por s puntos A, B oy O (0.5 puntos)

b) La ceuscidn del plano & que pasa por los puntos A, Iy O, [0LT5 puntos) c

) El walor de e parague el veclor ﬁ s perpendicular al pluno o anberior. h

(0.75 puntos) o

o) Parnrx = 5, el punto I simétrien de 13 respecto al plane . (0.5 poentos)

Blogue 3.8 Sean el punto #(1,0,1) y la recta r__{ sty+a=0 )

x+z=00
a} Las ecuaciones paraméiricas de la recta r. {0.T5 puntos)
b) La distancia de v a P y el punto € v donde se aleansa dicha distaneia (1 punto)
€) La eenacidn del plane « que contiene a ¢y c6ld a la misma distancia de P que .
{0.75 puntos)

Blogue 4.A  Se licnen bres cajes. En la caja A hay 4 bolas negras v 6 bolas rojas. En b caja B, 6
iliwdos negros v 2 didos rojos vy oen L caja O, 2 dados mepros v 4 dados rojos. El suorso consisbe en
sacar una bola vy un dado. En primer Iugar se extrae al azar una bola de la caja A, 51 o8 negra, s
extrae al azar un dado de la caja 1 pero, si la bola es roja se extrae al aear un dado de la caja C.
Caleula las probabilidades de los siguicntes sueesos sin relacion eotre ellos:

a) Lav probabilidad de gue la bols y ol dado s mojos, (LT3 prunbas)
b) La probabilidad de que la bols v ol dado sean del mismo color. (LTS prambaos)
) La probabilidad de que ¢l dado sea mojo. (1 punto)

Blogue 4.8 Se Lieoe un sieeso con variable aleatoria X gue sigue una distribocidn pormal de media
e =30 vy desviacidn tipica & = 10, Calenla:
a} La probabilidad de que X < 20, {1.25 puntos)
b)) He hace una revision de bos datos v se observa que la probabilidad del 50 % se aleanza en el vabor
X = 35 v la probabilidad del 75% so alcanza en el valor X < 40, Cuodles son las nuevas medis
¥ desviacion tipica? {1.25 pumnbaos)
{Adpumees vadores de T funcidn de distribocion de L distobocion pormeal de media 0y desvizesion Gipes
1: F(z) = P(Z < z), F(0) =05, F(0.6745) = 0.75, F{0.8416) = 0.8, F(1) = 0.8413, F(1.375) =
09154, F{1.5) = 09332, F(2) = 09772 )

Prusha oe PvallEscion da w;nﬁ:nﬂmahm
PO
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+z=a
Dado el sistema de ecuaciones 2x —y —z = —1¢,a € R.
x+az=a

a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a.
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a O 1 a O 1 a
M=|2 -1 -1|yM'=|2 -1 -1 -1|.
1 O a 1 O a a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es:

a 0 1
IM|=1|2 -1 —-1|=-a?+1=0; a®?=-1>a, =-1,a, = 1.
1 0 a

Para a # —1 y para a # 1 el rengo de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz
ampliada, e igual al nUmero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible determinado.

-1 0 1 -1 -1 0 1 -1
Para a = —1 la matriz ampliadaes M' = ( 2 -1 -1 —1) = < 0 -1 1 —3) de rango 3.
1 0o -1 -1 0 0 0 -2
{Fz - F, + 2F1}

F;->F+F
Como el rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el de la matriz ampliada es 3, el sistema es
incompatible.
1 0 1 1
Para a = 1 la matriz ampliadaesM’' ={2 —1 —1 -1 | que tiene la fila primera igual a la tercera,
1 0 1 1

por lo que su rango es 2, igual al rango de la matriz de los coeficientes y menor al nimero de incégnitas,
por lo que el sistema compatible indeterminado.

x+z=1
b) Paraa = 1 el sistemaresulta 2x —y —z = —1}, que es compatible indeterminado y equivalente al
x+z=1
ist x+Z=1}H lendoz=1- x=1-1-2(1-2)—y—A1=-1-y=3-31
5|sema2x_y_Z:_1. aciendo z = X = ( )—y = y =
x=1—-A4y=3-31Lz=A4VA1ER
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Problema 2:

1 2 2
SealamatrizA=(2 1 2 ). Calcula:
1 0 1

a) Si existe, su inversa.

b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica: (X + A)?2 —X? — X - A =I5, siendo I3 la matriz
identidad de orden 3.

Solucion:

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 2 2
|[Al=12 1 2|=144-2—-4= -1+ 0= Lamatriz esinvertible
1 0 1
|1 0 _|2 0 |2 1
121 22 11 12 11 21 22 L-2 2
a=(2 1 0) Adjdedt=|-]| LY b =0 -1 2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 3
2 1| _|1 1 |1 2 - -
1 0 2 0 2 1
1 -2 2
0o -1 2
_, _Adj. de A* (—1 2 —3) 1oz 2
1 -2 3

D)X +A)2—X>—X-A=L> X>+2-X-A+A2—X*—X - A=L,>X-A+A2 =1 -
X A=L—A%> X-A-A1=(U;—A%) A 15X =(;— A% A1

1 2 2\ /1 2 2 7 4 8
A2=A-A=<2 1 2)-(2 1 2>=<6 5 8).
10 1/ \1 0 1 2 2 3
10 0 7 4 8 -6 -4 -8
13—A2=<0 1 O)—(6 5 8>=<—6 —4 —8).
0 0 1 2 2 3 -2 =2 =2
-6 —4 -8\ (-1 2 =2 -2 0 -4
X=(13—A2)-A‘1=<—6 —4 —8)-(0 1 —2)=<—2 0 —4)
-2 =2 =2 1 -2 3 0 -2 2

-2 0 -4
X=|1-2 0 -4
0o -2 2
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Problema 3:

1

Seala funcién f(x) =1 — =

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicién, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.

b) Calcula el area de la regidn limitada por la recta tangente a la funcidn en el punto de abscisa x = 1,
larectay = 1y el eje de ordenadas.

Solucion:

x%-1

Q) fe)=1-—=

Dominio: Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x que anulan el
denominador:x2 =0 ->x =0 = D(f) = R — {0}.

x2

Los puntos de interseccion con el eje X son:

2_
f) =02 =0 22 =1=0; x; =15 A(-1,0); x, =1- B(1,0).
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende a

21
x2

mas o menos infinito. k = lim f(x) = lim -1 >y =1
x—+oo x—+oo

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion tienda a infinito o menos
infinito: son los valores que anulan el denominador: x2 =0=>x = 0. . A

No tiene asintotas oblicuas.

positiva o negativa, respectivamente:

2x-x?—(x2-1)-2x _ 2x2-2x%+42 _ 2

f1@) = = 2

x4 x3 x3°

f'(x) < 0= x € (—x,0) decreciente. f'(x) > 0 = x € (0, +o0) creciente

Una funcién tiene un mdximo o minimo relativo en un punto en que sea
. . . . 2

derivable, si se anula su primera derivada en ese punto. f'(x) = 0= = = 0.
X

No hay maximos ni minimos.

Una funcién es cdncava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
—2-3x2
x6

respectivamente. f''(x) = = ;—f < 0,Vx € D(f). La funcidén es cdncava en todo su dominio.

La funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas, pues f(—x) = f(x).

2_
b) Parax =1es f(1) = 1121 = 0, por lo cual el punto de tangencia es B(1,0). La pendiente de la

tangente a la grafica de una funcidén en un punto es el valor de la primera derivada de la funcién en ese
2
. — ! — —
punto:m = f'(1) = 5= 2.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por: y = y, + m(x — x;):
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y=0+2-(x—1)=2x—-2.

El punto de interseccion de la tangente y = 2x — 2ylarectay = 1 es:
=2x—2

y=ex- }=>2x—2=1=> 2x=3=> x=2¢(31)

y=1 2 2

De la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

3
, 3 3 i 22_
Area = [[1— (2x - 2)] -dx = [2(1—2x +2) - dx = [2(3 — 2x) - dx = [3x—§]z =
3 2
212 = 3.3 (3| _p=2_2_189_2
[3x x]O_[3 2 (2)] T2 4 4
. 23
O bien, es un tridangulo de base 3/2 y altura 3, luego Area = <27> = % u?
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Problema 4:

En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine ve=[x
(ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica

2
de la funcién f(x)=12—x?20. Calcula los valores | X.¥)

positivos (x, y) que hacen maxima el area de la pantalla.

Solucion:

2
Las coordenadas del punto P de la funcién, son: P (x, 12 — x?)

Teniendo en cuanta que la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas: f(—x) = —f (x).

La dimensién de la pantalla, en funcion de x, es:
— 2. . _x\ _ ot 2 _ .3
S(x) =2-x (12 3) =24x -2 =2. 36x - x%).

Una funcién tiene un maximo relativo cuando se anula su primera derivada y es negativa la segunda
derivada para los valores que anulan la primera.

$'(x) =2 (36 —3x2) = 2- (12— x2),
SX)=0=2-(12-x¥)=0= 12—-x2=0=2>x2=12=x =12 = 2V3.
La raiz negativa no se ha tenido en cuenta por ser una longitud.

S"(x) =2-(—2x) = —4x = §"(2V3) = -8V3 <0

Por tanto, es un maximo.

2
V12
y=12-Y2 13 4=38
Para x = 2+/3 metros y para y = 8 metros la superficie de la pantalla es maxima.
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Problema 5:

Sea el tetraedro de vértices A(3,0,0),B(0,2,0),€(0,0,6) y D(a, 3,1). Calcula:

a) El area del tridngulo limitado por los vértices A(3,0,0),B(0,2,0) y €(0,0,6).

b) La ecuacidn del plano  que contiene a los puntos A(3,0,0),B(0,2,0) y €(0,0,6).
¢) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano i anterior.

d) Paraa = 5, el punto D’ simétrico de D respecto al plano 7.

Solucion:

a) Los puntos A(3,0,0),B(0,2,0),€(0,0,6) determinan los siguientes vectores:

AB = 0B — 04 =[(0,2,0) — (3,0,0)] = (=3,2,0).

AC =0C — 04 =[(0,0,6) — (3,0,0)] = (=3,0,6).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del producto
vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j ok
Supc =3 [AB X AC| ==-|=3 2 0|| =3-112i+ 6k + 18] = |6i + 9j + 3k| = 3- V22 + 37 + 12 = 3 - V14.
-3 0 6
S =3-vV14 u?
o x—3 y z
b)n(AB, AC; A)=| -3 2 0|=0=4(x—-3)+2z+6y=0-2(x—-3)+3y+2z=0;
-3 0 6

n=2x+3y+z—-6=0

¢)AD = 0D — 04 =[(a,3,1) — (3,0,0)] = (a — 3,3, 1).

—_—
Un vector normal del plano  es n,, = (2, 3,1). Para que es vector AD sea perpendicular al plano 7 es
necesario que sea linealmente dependiente del vector normal del plano, es decir: que sus componentes
sean proporcionales:

d) Paraa = 5es D(5,3,1). La recta t que pasa por D y es perpendicular al plano 7 tiene como vector

x=5+21
director al vector normal del plano: n; = (2.3,1). t ={y = 3 + 3A.
z=1+21
n=2x+3y+z—-6=0
El punto M, interseccion del plano i con la recta t es: _ x=5+24
t = y = 3+ 31
z=1+1
Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Andrés Garcia Mirantes

Comunidad Auténoma de ASTURIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

264+20)+3G+3)+(1+1)=6->10+42+15+9A+1+21=6; 141 =—-14; 1 =—-1= M(3,0,0).
Tiene que verificarse que DM = MD'.
DM =0M — 0D = [(3,0,0) — (5,3,1)] = (=2,-3,—1).
MD' = 0D’ — OM = [(x,y,2z) —(3,0,0)] = (x — 3,y,2).
x—3=-2->x= 1}
=

(-2,-3,-1)=(x—-3,y,2) = {y =-3
z=-1

D'(1,-3,-1)
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Problema 6:

x+y+z=0
x+z=0

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r.

Seael punto P(1,0,1) ylarectar = { . Calcula:

b) La distanciade r a P y el punto Q € r donde alcanza dicha distancia.
¢) La ecuacioén del plano m que contiene a r y estd a la misma distancia de P que r.

Solucion:

a) Llamamosaz = A

x=—-A
TE{D;-:_};-I:_ZO_O:Z:A; x=—4 y=0=2r={y=0
z=2

x=-21

TE{y:O

z=2

b) Un punto y un vector director de r son 0(0,0,0) y v, = (1,0, —1).
El haz de planos a perpendiculares a r tiene por expresion « = x — z + D = 0. De los infinitos planos
del haz a, el plano 8, que contiene al punto P(1,0, 1), es:

P(1,0,1)
El punto Q, interseccion de la recta r y el plano S, es la solucién del sistema que forman:

f=x—2z=0

x=-1 _ _ _

rE{y:O >-1-1=0> 1=0=Q = 0(0,0,0).

z=2

d(r,P) = |QP| = [(1,0,1)| = V12 + 12 = V2 u = d(r, P).
d(r,P) =\2u

¢) El plano 1 pedido tiene como vector normal a cualquier vector que sea linealmente dependiente del
vector Q—P) = (1,0,1), por ejemplo, 1 = a’) = (1,0,1) y contiene a r, por lo cual, contiene a todos sus
puntos, por ejemplo, a Q(0,0,0) € r.

x+z+D=0

Q(O,O'O)}:D=O=>nzx+z=0.

n=x+z=0
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Problema 7:

Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas blancas. En la caja B, 6 dados negros y dos
dados blancos y en la caja C, dos dados negros y 4 dados blancos. El suceso consiste en sacar una bolay
un dado. En primer lugar, se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar un dado
de la caja B pero, si la bola es blanca se extrae al azar un dado de la caja C. Calcula la probabilidad de
los siguientes sucesos sin relacidn entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean blancos.
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color.
¢) La probabilidad de que el dado sea blanco.

Solucion:

Llamamos bB al suceso sacar una bola blanca, y bN a sacarla negra. Llamamos dB al suceso de sacar un
dado blanco, y dN a sacarlo negro. Representamos los datos del enunciado en un diagrama de arbol.

dB
2/8
bN
6/8
4110 dN
6/10 dB
416
bB
216 dN

a) P(bB) - P(dB) = -

o |

La probabilidad de que la bola y el dado sean blancos es 2/5.

b) P(bN) - P(dN) + P(bB) - P(dB) = = -2+ =2 =24 == T

La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color es 7/10.

4 1 4 5
—_=e—t —=— =
6 10 10

¢) P(bN) - P(dB) + P(bB) - P(dB) =~ -2+ 2 ===

10 8 10

La probabilidad de que el dado sea blanco es 1/2.
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Problema 8:

Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucién normal de media u =30y
desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20.

b) Se hace una revisién de los datos y se observa que la probabilidad del 50 % se alcanza en el valor
X < 35 y la probabilidad del 75 % se alcanza en el valor X < 40. ¢Cuales son las nuevas media y
desviacidn tipica?

Solucion:

a) Los datos del enunciado son: p =30; o =10; X - N(u; ¢) = N(30,10).

Tipificando la variable: Z = XI:O.

20-30
10

P(x<20)=P(z<22)=p(z<20)=P@Z<-1)=1-P(Z<1)=1-08413 = 0.1587.

La probabilidad de que X < 20 es 0.1587.

b)
P(X <35)=05 =P(ZS3iT—u)
P(X <40)=0.75 = P(Z Sz}(iT—ﬂ)

Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0.5 le corresponde 0 y al valor 0.75 le
corresponde, aproximadamente, 0.675:

= 0.675; 0= —— =741,
0.675

o 0 = 35—,H
— = 0.675 g
o

40-35

=0->u=35-

Las nuevas media y desviacion tipicasonu = 35y o = ﬁ = 7.41.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
FASE GENERAL
CURSO: 2020-2021
MATERIA: MATEMATICAS Il

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA CONVOCATORIA
DE JUNIO

Muodel 3

Contestan de manera clars 1 raonads quetre questions qualssevol, csoollides d'entre les vt
proposades.

Dhispesan de W) minnts. Cada gliestic es puntua sobre 10 punts. La gualificacia final 8 obté de
dividir el todal de puoks oblinguls eolre 4, Nomds os Lindran en comple les respostes clarament
juatificades i raonades nsant llenpuatge matematic o oo matematic, sepons correspongni.  Fs
valoraran negativament cls crrors de cileul.

Es permet utilitzar calculadora cientifica basica. No es permet s de calealadores gridigues
ni programables, ni de dispositine amb aceés a Internet o aparells que pugnin transmetre o
conmaga s nlormmacks,

I. onada la matrin
(a) Estudia ol rang de Ia matrio A segons els valors de a. (6 punls)

(b)) Determina per a guing valors de a la matrin A és invertible. (1 punt)
(c) Per al walor de a 1 calcula la solucid, X, de I'egquacio matricial

i
A-X (g) (3 punts)
(31,

{a) Calenla A, 42§ A 1, on Ab és la matriu transposada i A ' la inversa. (3 pruets |
(b) Sigui I I matrin identitat. Resol X de Fequacid

2. Signm la matrin

AL 2AX + 1 (é _“4) (3 punts)

() Caleula totes Jes mabriug B per o des quals es 06 gue

A-B=B- A (4 punts)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE
— GENERAL

MATERIA: MATEMATICAS II

CONVOCATORI.
DE JUNIO

3. Considera la funcia

1

Jiz) p £
(a) Hepresenta-la graficament. (T pumta)
(b) Comprova que [(2) = f(-2). (1 punt)
() Clomprova que no existeix ¢ € [—2, 2] tal que f'(c) = 0. (1 pumt)
(d) I ha una contradiceid amb la conclusio del teorcma de Rolle? (1 punt)

4. Donada la foncid :

flz) = 44—z

(a) Caleula una primitiva de i), (5 punts)
(b) Caleula 'area delimitada per la grifica de f{x), les rectes © = Vi ix =6, i leix
X. (5 punts)

h. Considera els punts,
A= (57, B-—(3-17), C-—(654).
(a) Determins ol valor del parimetre a per al qual cls punts A, B 1 C formen un triangle

rectangle, amb Pangle recte al punt 5. |:3 pulllﬁ]
(b)) Per al valor de a = —2, calenla I'area del triangle de virtess A, 01 CL (8 pumta)
() Per al valor de o = 5, caleula angle format pels vectors AHi AC (4 pumta)

6. Donades bes recles

r—m g+ =43 z=1,
r: ; 7 T 5 g — 6444
2= —142A
(a) Caleula el valor de m per tal gue o= tallin en o punt, (7 pumnta)
(b)) Calcula el punt de tall. (3 punls)

7. Ea disposa de does nrmesa: L7 i1 0.
A Uy hi ha: 4 bolles vermelles 1 5 bolles negres.
A Uy hi ba: 6 bolles vermelles § 3 bolles negres,
A 'atzar e tren una bolla de L) i 8'introdueix a U5, a continnacid 8'extren a "atzar una
beolla e Uy, Caleula la probabilibal gque:

(a) anrti una bolla vermella de Ly (& pumta)
(b)) 1o bolla extreta de U sigoi negra, sabenol gue T bolla gqoe ha sortil de D Lunbeé ha

eatat negra. (& pumta)
(e} surti almenys una bolls vermella. (4 punts)

probabilitat gue, cseollida una malcta a 'atzar:

(a) pesi menys de 7,2 kg perd més de 7 kg,
(b) pesi entre 7.8 kg i 8 ke

8.1 ke?

8. Una companyia aria ba observal que ols prsos de bs maletes d'un determinal bragjocte
sepueixen una distribucid normal de mitjana 7,5 kg i desviacid tipica de 0,4 kg, Calenla la

() 5i cnoun trajecie hi ha 90 maleles, quanles maleles & desperac que pesine almenys
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1] 2 3 4 5 i - L] L)

00 | O |, TOS080 | (G120 | 05160 | 05199 | 0.5230 | 05279 | 0.5310 | 0,535
0] | N.5308 05478 | WAGIT | 05557 | 0550 | 05636 | 0567 | 05714 | 0LATRS
0.2 | 05703 | 05332 | 05871 | U5010 | 05048 | 05987 | 06026 | 0.6061 | 0.GI03 | 0.6141
0.3 | 06170 | 06217 | 06255 | 06295 | 06531 | 06368 | G406 | 06443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | DG4 | 00659 | G628 | G664 | 06TD0 | 0676 | 0GTT2 | OGS08 | D.G844 | 06370
05 | OGOLG | (LGOS0 | OGRS | 0,700 | 07054 | LTSS | 0L7123 | 0.7T157 | L7190 | 0,722
06 | 07257 | 0,729 | 07324 | 0LTEAST | 07380 | 07422 | 07454 | 07486 | 0.¥B1T | 0,.7549
.7 | O.7580 | 07611 | O.7642 | L7673 | 0.7700 | 0.7734 | 0.7764 | 0,779 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | .TES] | L7900 | 0.7939 | (GTET | 0.70085 | 08023 | 0.805]1 | 08078 | L8104 | 0.8133
0.9 | 0.8160 | 08186 | 08212 | (L8218 | 08264 | 08289 | 08315 | O340 | 08365 | 08380
100 [ 08418 (B435 | 08461 | 003485 | 08508 | 08531 | 08554 | 08577 | LBSOD | 08621
1.1 | 08643 | 03665 | DSGRG | (LATOS | 08720 | OETID | D8TTD | 0,87 | D.BS10 | 0885
12 | 0S840 | (2860 | 0S888 | (LRO0T | 08025 | 08044 | 0LBDG2 | 08080 | 0.BDOT | (L5015
13| 05052 | (V0049 | 00066 | 0Vs2 | 09000 | 09115 | 009131 | 09147 | 00162 | 09177
14| 09182 | L9207 | 09222 | 00923 [ 0.925] | .95 | 0.8270 | 09292 | L0306 | 09319
LG | U2 | DUOGAS | 03RT | OGGETD | 0382 | 0.5 | 000408 | 018 | D420 | D]
1.6 | D462 | 000463 | 00474 | 00484 | 09405 | 00506 | 00515 | 00525 | 00535 | 009545
1.7 | 069554 | 0.9564 | 00573 | 000582 | 00501 | 09506 | (L0608 | 00616 | 0.0625 | 09633
L& | 00641 | (360 | 00650 | (0GR | 09671 | 094678 | 09686 | OGS | 006599 | 097046
LG | OOTIE | 0.971% | 09726 | LT | 007388 | 09744 | LO750 | 09756 | 00761 | 09767
20| 0BTT2 | 00TTE | DOTEF [ 0VOTES | 009703 | 00798 | 009803 | 009808 | L0812 | 009817
1 | 00521 | 00836 | 00830 | 0065 | 00838 | 00842 | 00846 | 09850 | 00854 | 09857
2.2 | 04561 | DOsd | 00808 | GBETL | 09875 | 0OETE | 0081 | 005] | 0U08ET | 0,
20 [ 00s0R 0 o 0e0G | Os0s | OGEKN] | 00004 | 090906 | 00800 | 09911 | 00013 | 0916
T4 [ 00018 | 00930 | 00022 | 00035 | 00027 | 009 | 00031 | 0902 | 0,003 | 09005 |
25| 09038 0 00040 | 09040 | 00 | 00045 | 099546 | 009948 | 09949 | 00051 | 090952
| 009053 | 000955 | 00056 | V0957 | 00050 | 00060 | 000061 | 00062 | L0063 | 0,04
37| 0BOGH | 00966 | 00067 | (L0968 | 00060 | 0.09970 | 00671 | 09072 | 0.0073 | 09974 |
28| 09974 | 09975 | 09976 | 0.9977 | 09077 | 09978 | (L8970 | 09979 | 00880 | 0,998]
2.0 | 0.9081 | D.O9E2 | 09982 | (LDOES | 00084 09085 | (L0086 | 0.9
W0 | U00RT | 00087 | 00087 | O00e8 | 00088 | (0060 | 0 00s0 | O | 00000 | 0,0
A1 | 090900 0 0.0999] | 09900 | (J9909] | 000992 | 0,952 | 00002 | 0942 | 0.0003 | 0900
3.2 | 09993 | 0995 | 09904 | 00EM | 09004 | 09945 | 09994 | 09ES | 08095 | 0,5
A | 08095 ) OSEMKG | 09005 | (GEERKE | DO00E | O EeHe | DUD00E | O0deeE | OUDLDE | 05T
3.4 | 0090097 0 009097 | 09007 | 09T | 09007 | 09997 | 09997 | 09T | 00097 | 0, 900S
3.5 0.9908 | D998 | 099098 | 099098 | 0.9008 | 09908 | 0.09998 | 099408 | 00998 | 0,908
.6 | 09008 | DO00E | 08909 | 0GddEN | 02000 | 0EE | 00999 | 0940 | 00099 | 0, ER
AT | 00000 | 00 | 09900 | (GEEED | 000009 | 004540 | 008909 | 094 | 0.0000 | 09400
38 | 009000 | OO | 099099 | (0 EEN | 099009 | 0,999 | 009909 | 09EEE | 00000 | 0,90
B L0000 | 1NN | DAMNND) | 1Meh | ROUOD | LW | L0000 | 1O | 1000 |1 (a0
AN [ NANMH) | 100N | FODUEHD | 1 Oeeed | RJOOOD | LLCWd | LGOUND | L O | DOOUHRD | L)
A1 | LDODDO | LUWNNE | FDDEND | L OMeEE | LDDOD | L OG0 | L0000 | L D00 | 10000 | ]

Tanila de 1o distribucid pormal N (0, 1]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
(az a a )
DadalamatrizA=|a a? 1 |:
a 1 da?

a) Estudia el rango de la matriz A segun los valores de a.

b) Determina para qué valores de a la matriz A es invertible.

0
c) Para el valor a = —1 calcula la solucién, X, de la ecuaciéon matricial A - X = (0 .
0

Solucion:

a) Determinamos el valor del |A| para conocer su rango, y si es invertible:

2
a’? a a

[Al=|la a?> 1|=a®+a?+a?—-a*—a?—-a*=a®-2a*+a?=a?@@*—2a’>+1) =
a 1 a?

a’(a®?-1)?2?=0>a;, =a, =0,a3 =1,a, = —1.

Paraa # 0, a # 1 vy paraa # —1 el rango de la matriz A es 3, y como su determinante es distinto de
cero, es invertible.

0 0 O
Paraa =0:4 = (0 0 1) = (1) (1)| # 0, y el rango de la matriz A es 2, y no es invertible.
01 0
1 1 1
Paraa =1:4 = (1 1 1) el rango de la matriz A es 1, y no es invertible.
1 1 1
1 -1 -1
Paraa=—-1:4 = (—1 1 1 > el rango de la matriz A es 1, y no es invertible.
-1 1 1

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Va € R —{0,1,—1}, la matriz A tiene inversa.

1 -1 -1
c)Paraa=—-1:4A= (—1 1 1 ) = Ya sabemos que el rango de la matrizA es 1
-1 1 1

0 1 -1 -1 X 0 x—y—z=0
Planteamos la ecuacion: 4 - X = (0) = (—1 1 1 >(y> = (0) =>—x+y+2z=0;
0 -1 1 1 z 0 —-x+y+z=0

Sistema homogéneo con el rango de la matriz de coeficientes 1, menor que el nimero de incégnitas.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius es un sistema compatible indeterminado, con dos grados de
libertad (dos parametros).

Hacemosy =1,z=pu =

x=A+puy=A4z=pu, VA u€R.
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Problema 2:

Sea lamatriz A = (% 1)

a) Calcula A, A% y A™1, donde A? es la matriz traspuesta de A y A™! la inversa de A.

2 0

b) Sea I la matriz identidad. Resuelve X de la ecuacion A2 — 24X + I = (0 _4).

¢) Calcula todas las matrices B talesque A - B = B - AL,

Solucion:

o0 Barena-( DG DG D

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

an=( by V=6 4% D=0 i; D=6 17 2D=a=G 2)
{F, > F, — 2F} {F, > —F,} {F1 > F, — F,}
b) Sustituimos los valores ya obtenidos:
A2 24X +1 = (g _04):> (z g)—ZAX+(é (1)) - (g _04) >,
(i ;) + (é (1)) - (g _04) = 24X; (i é) = 24X; G 1) = AX.

Multiplicando por la izquierda por A™1:

a2y maaxs (5 2) G )=r=( )

= ((1) —32)
c) SealamatrizB = ((z Z)
as=na=( )¢ )=C JG D=
(Zaa-l-_l-cc be-l-_l-dd) - ?1‘3 ZIZ) db:ZCa} =
B= (Z Zba),\m,b €R
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Problema 3:

Considera la funcion f(x) = x—14

a) Represéntala graficamente.

b) Comprueba que f(2) = f(-2).

c) Comprueba que no existe ¢ € [—2,2] tal que f'(c) = 0.

d) éHay alguna contradiccion con las hipdtesis del teorema de Rolle?

Solucion:

a) La funcidn f(x) esta definida para todo valor real de x, excepto para x = 0, por lo cual:
D(f) = R —{0}.

La funcién f(x) = x—14 es simétrica con respecto al eje, por ser f(—x) = f(x) y también verifica que
f(x) >0,vx € D(f).

11111 flx) = lir+n x% = 0 = El eje y = 0 es asintota horizontal de la funcién.
x—+o0 x—+oo

lirgl+ fx) = lir51+x—14 = +o0 = El eje x = 0 es asintota vertical de la funcion.
X— X—

]
5

4

-3 -2 -1 0 1 2 3

-1

b) Por ser simétrica la funcidn con respecto al eje de ordenadas se verifica que f(2) = f(—2):

1

f@=5=15 D=5 =1

(-2)% 16

c,d) El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b €ERya<b,ysecumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor c, a < ¢ < b tal que f'(c) =
0”.

Sabemos que f(2) = f(—2), pero en x = 0 € [—2, 2] la funcién no es ni continua ni derivable, por lo
qgue no verifica las condiciones del teorema.

Por otra parte: f(x) = x% =x*sf(x)=-4-x3= —53 =0=>x =400 &R.

No existe ¢ € [—2,2] tal que f'(c) = 0, y no hay contradiccién con el teorema de Rolle
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Problema 4:

—x
4—x2"

Dada la funcion f(x) =

a) Calcula una primitiva de f(x).

b) Calcula el drea delimitada por la grafica de f(x), las rectas x = VS5yx =+6yelejeX.

Solucion:

a) Es la integral de una funcion racional, o una integral inmediata de tipo logaritmo.

La derivada de 4 — x? es —2x, que podemos completar:

—X 1 —2x 1
F(x)=f _xz-dxz—f -dxzzL(4—x2)+C=L x2—4+4+C

4 2) 4—x?
Si gueremos hacerla como racional, determinamos los coeficientes:
—X —X A B 2A—Ax+2B+Bx (—A+B)x+ (2A+ 2B)
= = =+ = = =
4—x? 2+x)2-x) 2+x 2-—x 4 — x? 4 — x?
1 1
—-A+B=-1;2A+2B=0=>A=-B;2B=-1 :>B=—§; Azf

1 1
—-X 5 ) 1f 1 1f 1
F(x) = Cdx = + dx == cdx + = cdx =
) f4—x2 x f2+x 2—x| T2 ) 2 T ) =2
L+ 2+ Llx =2/ +C=2-Lx+2| - [x—2]) =5 LIx? = 4| + C = LVx" =4+ C =

Una primitiva es F(x) = LVx% — 4

b) La superficie a calcular es:

N~—
5= (2 £00 - dx = (VAT a]le = 1| (V8)’ — 4~ 1L (V5)" — 4 = T
=L\/§—L\/T=L\/§—L(1)=L\/§—0=%L(2)u250.35u2
S= 1L(Z)u2 = (.35 u?
= = . v
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Problema 5:
Considera los puntos A(5,a,7),B(3,—1,7) y C(6,5,4).

a) Determina el valor del pardmetro a para que los puntos A(5,a,7),B(3,—1,7) y C(6,5,4) formen
un triangulo rectangulo en B.

b) Para el valor de a = —2, calcula el drea del triangulo de vértices A(5,a,7),B(3,—1,7) y C(6,5,4).
c¢) Para el valor de a = 5, calcula el dngulo que forman los vectores AB y AC.

Solucion:

a) Para que los puntos A(5,a,7),B(3,—1,7) y C(6,5,4) formen un tridangulo es necesario que sean
coplanarios. Determinan los siguientes vectores:

AB=0B-04=[3,-1,7) - (,a7)] =(=2,-1—a,0).
AC =0C - 04 =[(6,54) — (5a,7)] = (1,5 — a, —3).
BC =0C - 0B =[(6,5,4) — (3,—1,7)] = (3,6, -3).

Los puntos A(5,a,7),B(3,—1,7) y C(6,5,4) son coplanarios cuando el rango de los vectores que
determinan sea menor que tres.

Calculamos el determinante de la matriz que forman y lo igualamos a cero:

-2 —1—-a 0 2 1+a O

1 5—-a -3|=-3:|1 5—a -=-3|=0;

3 6 -3 1 2 -1
2 14a O
1 5—a -3[=0=-2G-a)-30+a)+12+(1+a)=6G—-a)+(1+a)—-6=6—-6=0
1 2 -1

Los puntos son coplanarios Va € R

Para que formen un triangulo rectangulo los vectores deben ser ortogonales, luego su producto escalar
debe ser cero:

AB-BC=0=(-2-1-a,0)-(3,6,-3)=—-6—-6—-6a—0=-12—6a=0= 24+a=0

El angulo B es recto cuando a = —2

b) Paraa = —2: AB = (—2,1,0), AC = (1,7,—-3),BC = (3,6,-3).
|AB| = V4 +1=5; [BC| =v9+36 +9 = V54 = 3v6

El 4rea del tridngulo de base v/5 y altura 3V6 es S = 53E _ 2\/30 u?

> =

Otra forma de hacerlo: El area del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 = — 1 l ] k 1 1 3
S=--[ABxAC|=3-|-2 1 0| =31-3i—14k—k—6jl =—-|-3i —6j — 15k| ==-
1 7 -3

li+2j +5k| =2 VIZ+ 22+ 52 = 2. V30.
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3
S = EVBO u? =822 u?

¢)Paraa = 5: 4B = (=2,—6,0) y AC = (1,0, —3).
AB - AC = |AB| - |AC| - cosa =

AB - AC (=2,-6,0) - (1,0,-3) —2-0-0 -2 2 _-2__1_ .
COSax = — = = = = = —=——=—0.
|4B|-[AC| J(=2)2+ (—6)2- /12 + (-3)2 V4+36-VI+9 +40-Vi0 V400 20 10

a =95° 44’ 21"
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Problema 6:

x=1
DadaslasrectasrEﬂ:yﬂozﬁysz{y=6+4/1 .

-1 4 1
z=-1+4+24

a) Calcula el valor de m para que las rectas se corten en un punto.

b) Calcula el punto de corte.

Solucion:
xX=m-—u
a) Escribimos las ecuaciones paramétricas der = {y = =10+ 4pu,
z=-=-3+u
l=m-—u
Como las rectas se cortan en un punto, buscamos ese punto: 6 + 41 = =10 + 4u; =

—-14+21=-34+u

6+41=-10+4u 34+21=-5+4+2u
—1+2/1=—3+,u} = —1+2/1=—3+,u}$4=—2+,u; u=6m=1+u=7.
m=1+u m=1+u

m=17

x=7—-6=1
b) Como u = 6, el punto de corte es: {y =-104+4-6 =14 = P(1,14,3).
z=—-3+4+u=-3+6=3

P(1,14,3)
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Problema 7:

Se dispone de dos urnas: U; y U,. La U; contiene 4 bolas blancas y 5 bolas negras; la U, contiene 6
bolas blancas y 3 bolas negras. Al azar se extrae una bola de U; y se introduce en U, y, a continuacion,
se extrae una bola de U,. Calcula la probabilidad que:

a) Se obtenga una bola blanca.
b) La bola extraida de U, sea negra, sabiendo que la bola sacada de U, también ha sido negra.
¢) Salga al menos una bola blanca.

Solucion:

Llamamos BU; al suceso sacar una bola blanca de la urna U;, y NU; a sacar una bola negra de dicha
urna. Llamamos BU, al suceso sacar una bola blanca de la urna U,, y NU, a sacar una bola negra de
dicha urna. El diagrama de arbol es:

7110 7 BY?
BU1
3/10
419 NU2
5/9 BU2
6/10
NU1
4/10 NU2

7
10

+2. 2 =20 B _ 6444
9 10 90 45

a) P(BU,) = P(BU,) - P(BU,/BU;) + P(NU,) - P(BU,/NU;) = g

La probabilidad de que se obtenga una bola blanca es de % = 0.6444

b) Es una probabilidad condicionada

5 4 10
P(NU{NNU;) _ P(NU{)-P(NU;/NU{) _ 979 _ 25 __ 10 _ 5
- — 29 T 45-29 — L. T o 0.625.
P(NU,) 1-P(BU;) - = 16 8

P(NU,/NU,) =

La probabilidad de que la bola extraida de U; sea negra, sabiendo que la bola sacada de U, también ha
. 5
sido negra es de i 0.625

¢) Utilizamos la probabilidad del suceso contrario: La probabilidad de que salga al menos una bola
blanca es la unidad menos la probabilidad de que salgan dos bolas negras:

NU,
NU;

):1_5321_E:Z=07W&
9 5 9

P=1—MNmyP( .

La probabilidad de que salga al menos una bola blanca esg =0.7778

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Autor: Francisco Barrientos Fernandez

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Una compaiiia aérea ha observado que los pesos de las maletas de un determinado trayecto siguen una
distribucién normal de media 7.5 kg y desviacidn tipica 0.4 kg. Calcula la probabilidad que, escogida una
maleta al azar:

a) Pese menos de 7.2 kg pero mas de 7 kg.

b) Pese entre 7.8 kg y 8 kg.

¢) Si en un trayecto hay 90 maletas, icudantas maletas se debe esperar que pesen al menos 8.1 kg?
Solucion:

Nos dice que es una distribucién normal de media u = 7.5 kg y desviacion tipica o = 0.4 kg.

X > N o) =N(75,04). Tipificamos la variable: Z = X;:'S,

[1—P(Z<0.75)] —[1-P(Z < 125)] = P(Z < 1.25) — P(Z < 0.75) = 0.8944 — 0.7734 =
0.1210

)P=P7<X<72)=P(E2<z<28) = p(T2<2<72) = P(-125 < Z < —0.75) =

La probabilidad de que pese menos de 7.2 kg pero mas de 7 kg es 0.1210

p)P(78<X<8)=P(TE 2 <z<T5) = p(L <7 <25) = p075<2<125) =

P(Z < 1.25) — P(Z < 0.75) = 0.8944 — 0.7734 = 0.1210
La probabilidad de que pese entre 7.8 kgy 8 kg es 0.1210

8.1-7.5 0.6
¢) P >81) =P(Z>T) =P(Z>ﬁ) =P(Z>15)=1-P(Z <15) =1-09332=
0.0668.
Utilizamos una distribucidon binomial:
n = 90. N=p-n=00668-90 = 6.01.

6 de las maletas pesan mas de 8.1 kg.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE
GENERAL EXTRAORDINARIA

MATERIA: MATEMATICAS Il

Maodel 1

Contestan de manera clara i raonada quatre gitestions qualasevol, escollides d’entre les vt
proposades,

Disgposan de 90 minuts, Cada giiestid es puntua sobre 10 punts. La gqualificachd fnal 8" obidé de
dividir el total de punts obtinguts entre 4. Nomeés es tindran en compte les respostes elarament
justilficades | raonades usant lenguatge matemdtic ¢ po matematic, segons correspongui.  Es
valoraran negativament els errors de caleul.

Es permet ubilitzar caleuladors cientifica bisica, Nooes permet 'is de caleuladores geidioues
ni programables, ni de dispositing amb aceds a Infernet o aparells que pugnin fransmetre o
ernmagatemar informacic,

1. Considera les matrins:

b=
T,
—_—
= b
T
=
.,
LR
|

[ "
.H""———"".

(o) Caleula’n els determinante; detiA), det[B], [2 punts)

(b1 Caleula la matrin producte B - A, la matrin transposada (B - A]L. (3 punts)

(o] Pergul es compleixi Ly relacid A - X = B - A, quantes files § columnes ha de tenic In

matrin X7 [2 punts)

(d] Caleula la matrin X que satisfa lo relacio (3 punts)
AKX =H A

2, Una empresa fabrica tres tipus de bombets: A, B 1 C. La bombeta tipus A t¢ 10 punts
LEL, la tipus B 66 20 punts LELY § la tipas O 68 50 punts LED. El nombre de bombetes de
10 punts LED fabricades difiriament &5 A vegades el nombre de bombetes de 50 punts LED.
A Vempresa Uinteressa saber guantes bombetes de cada tipus pot fabricar diariament.

(6] 318 = 2,1 aquests empresa use, diaripment, 30000 punts LED amb els gquals fabrics
1300 honbetes:

(i} planteja el sistema d'equacions lineals d aguest problema. (3 punts)

(i) classifica el sistema Qegguacions lineals §, s 6 possible, determing quantes Tom-

betes de cada tipus es poden fabricar. [ pmts)

(h) 85I A =3, i l'empresa Tabrica didriament 1000 bombetes; classifica el sistema d'egua-
cions lineals i determing el nombre de punts LED necessaris, [2 punts)

En aguest cas, gquantes bombetes de eada tipus es poden Inbricar? (1 puumt
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL
CURSO: 2020-2021

MATERIA: MATEMATICAS II

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

£,

amye 206000,

3. Considera la funcid f: i — I definida per

" L s x££
JE)= .
b gox =

(a) Estudia la continuitat de la funcié f als punts 25 # 0.

fel S1perals valorsde o = 216 = 1, f é una funcid derivable al punt x

milions d'individus, ve dopat per la lneid

15+ 2

Pit) = —.
(t) TESTE

(6] Caleula la poblacio que b havie I'] de gener de any 2000,

5, Donndes les rectps

:IJ{

LE

R S y 3
= T+ 2 {II}{ r =243,

(a) Caleula Veguacid vectorial de cada una de les rectes (1) i (I1).

[3 punts)

(b1 Caleula la relscid gque bl ha d haver entre a 15 pergue F sign una funeid continus sl
punt 3y = (0.

|5 pints )

0, caleula
[2 punts)

4. El nombre d'individos dune poblacid en un determinst imstant de temps, ¢ expressat en

on la veriable real ¢ > 0 mesura el nombre d'anys trapscorreguts des de 11 de gener de

[2 punts)

(b Prova gue el nombre d'individus de la poblacio asseleix un minim. Quin any s’assoleix
agquest mimim?” Ouants d'mdividus i haora any del minim?

(4 punts)

{c] Calenla la grandaria de la poblacid, aixd é8 el nombre diindividus, gue hi hanrd a
llarg termini.

[4 prnts)

(1 puamt)

{h) 5i és possible, calenla el pla paral-lel a la recta (11} que conté a la recta (1).03 punts)
(o] Caleula el pla perpendicular a la rects (11 que passa pel punt (=1, 0,2). (3 punts)

{d) Calenla la recta de direccid perpendicular a les de les rectes (1) i (1) que passa per
I'origen. [3 punts)
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i, Donats els punts
F=i10,1), Q={1L100, 1 k={011].

(a) Comprova que P, ¢ i K no estan alineats. [2 punts)
{b) Caleula I'equacio vectorial del pla gque determinen P, O 1 R. {3 punts)
{e] Caleula area del triangle gne té per virtexs P, Q0 1 K. |5 punts)

{d] Caleula, de forma raonada, la condicia que han de complir &, b i ¢ pergué els punts
P, O Ri 5= {abe) pertanvin a un mateix pla, (2 punts)

7. En una urna hi ha 12 bolles vermelles, 8 bolles blangues i 5 bolles blaves. Es realitza
lexperiment aleatori d'extreure dues bolles, consecutivament | sense devolucid a 'urna.
Calenla la probabilitat dels segiients esdeveniments:

() A="les dues bolles s6n vermelles” (2 punts)
(bl B="les dues bolles =on del mateix color” (3 punts)
{r] C="almenvs una bolla & vermella” {3 punts)
{d) D="cap de les dues bolles és vermella”™ [2 punts)

8. L'algada de les persones d'una classe es distribueix segons una normal de mitjana 160 cm
i desviacid tipica 10 e Caleula la probabilitat gque, escollida a atzgar nna persona de la
classe, la seva aleada:

(a) sobrepassiels 170 em. |3 punts)
{b] =g menor que 155 cm. (3 punts)
{c) estigni compresa entre 155 cme i 170 cm (4 punts)
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il 1 2 3 4 5 t T . L]
0.0 | 05000 | 0.5090 | 0.5080 | 0.5120 | 05160 | 0519 | 0.5230 | 05270 | 05310 | 0.5350
0] | 05388 | 058 | 05478 | (WASIT | OGGAT | 05506 | 06636 | 05675 | O.6TI | 0575
0.2 | 05703 05332 | O58TL | LA910 | 05048 | 050987 | (L6026 | 06061 | 0.G103 | D.6141
0.3 | 06170 | 0.6217 | 06255 | 0,6293 | 06331 | 06368 | 06406 | 06443 | 0.6480 | 0.6517
04 | DGE54 | D65D] | DGG28 | (LG666] | DUGTD0 | 06T | 06772 | 06308 | 06844 | 06870
0.5 | 06015 | 06950 | 06085 | 0.701%9 | 0.7054 | 0.70&8 | 07123 | 0.7157 | 0.7190 | 07224
0.6 | 07257 | 0LT29] | 07324 | 0.TI5T | 0.7389 | 0.7422 | 007454 | 0.7486 | 0L61T | 0,7549
0.7 [ 0,7580 | 0.7611 [ 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 07764 | 0,779 | 0.7823 | 0,752
0.8 | OLTERL | D.7T910 | 0,730 | O0UTGT | 0.7005 | 08023 | 08051 | 080TE | DLB10G | D.8133
0.0 | 08160 | D.8186 | 08212 | 0LA2ES | 08264 | 083280 | (L8315 | &0 | 08366 | 08380
10 | 08408 | 08408 | 08461 | 08485 | 08508 | 08531 | 0.8554 | 08577 | [LEGOD | 08621
1.1 | 08643 | 08665 | DBGRG | (LAT0S | D.AT20 | OETID | O8TTO | 08T | D.BSI0 | 08830
1.2 [ 0S840 | 08860 | 05888 | OR00T | 05025 | 08 | DSDG2 | 08560 | 08907 | 0015
1.3 | 00082 0 00049 | 00066 | (U002 | 009000 | 09115 | 09131 | 09147 | 00162 | 09177
14 | 09182 @ 09207 | 09222 | (U920 | 009251 | 09265 | 0.89279 | 0,922 | 008306 | 09519
LG | 0EE2 | DUEKHG | D367 | OU9CT0 | 09382 | OUEKEM | 00406 | 0518 | 00420 | D541
16 | 00452 | 00468 [ 00474 | O0as4 | 00405 | 00505 [ 00515 | 009525 | 00535 | 09545
1.7 | 00554 | 0.0564 | 09573 | 0.9582 | 0.9501 | 0.9590 | 0.0608 | 09616 | D.0635 | 0.0633
L& | 00641 | D060 | 00650 | (UGG | 09671 [ 0.D6TS | 00686 | 00 | D.0600 | 09704
19 | 007103 | 09719 [ 0.9726 | 0.0732 | 00738 | 0.9744 | 009750 | 0975 | 00761 | 09767
20 | 0OTT 00T | 0078 | 00755 | 00703 | 00T | DUS03 | 00808 | 00813 | 05817
21 | 00821 0983 | 00830 | 0,953 | 09838 | 059842 | 09846 | 09850 | 0.9854 | 09857
2.2 | 00561 | D.OSG] | 008GE | DUSSTL | 09875 | 0.0STS | 000851 | 005 | (L0887 | 0,5
D0 008EE | 000 | 0G50 [ 0590 | 00004 | OU5RG | 0.0800 | 081 | 00013 | O8N0
4| 00008 | 09930 | 00022 | 00935 | 00027 | 09930 | 00031 | 09002 | 0.0054 | 000006 |
2.5 | D003 | 09540 | 09041 | 05403 | 09045 | 09946 | 00048 | 09949 | D.OO51 | 0,9952
-z.-:_; u_'.r.‘IEE .04055 u_'.f._AE-ﬁ (L9957 | 00050 | 0,990 00961 00062 | 00063 | 0,564
4

37| 0006E | 0.9966 | (0067 | 09968 | 00060 | 09970 | 00071 | 00672 | 0.9073 | 09974
28| 09974 | DL99TS | 09976 | 0.9977 | 09077 | 09978 | 0CA970 | 09979 | 00880 | 0,998]
2.0 | 0.00E1 | 0.9982 | 0.9052 | 000835 | 00084 | 09984 | D.0085 | 09985 | 0.0056 | 0.0050
300 | 000ET | 09987 | 0.4 (L5Mhss | 0.00RE | 050 | 00080 | 0 | 00000 | 0,5
3.0 | Doao0 | 0,999)] (LOEMN] | 09002 | 0,992 | 0.0002 | 092 | 00003 (009400
3.2 | 09093 | 099951 (USR] | 09004 | 09949 [ 09994 | 09995 | 00095 | 0,995
30| D005 | 0.90905 | 00005 | (090 | 00006 | 0,000 | 00006 | 0500 | 00006 | 0.7
3.4 | 09097 | 00997 | 09997 | 09T | 09007 | 099497 | 09997 | O5EET | 0.0097 | 00008
3.5 0.9908 | L9998 | 09998 | 09998 | 0.9908 | 09908 | 0.9998 | 09949 | 00998 | 099908
.6 | 009008 | DO00E | 05999 | 0UDdEN | 02009 | 009 | 000999 | 054 | 08299 | (.5
AT | 00000 0 0000 | 09009 | (0EEE | 00000 | 004000 | 000900 | 09 | 020090 | %4000
38| 00000 (G009 | 00000 | (U0EEE | 00000 | 000 | 000000 | 0.5EED | 000905 | 0,0
B 1000 | 1 IMNEY | DAMMHD) | 1Odeh | ROOOD | LW | L0000 | L sd) | 10000 | 1000
20| 10000 | 10K | L0000 | L0 | 10000 | 10K | LOU00 | 1O | 10000 | 10000
4.1 | L0000 | OO0y | FDDEND | L O00eE | D000 | L OO0 | 10000 | LD | 10000 | ] 000

Tanila de Ta distribueid normal V{0, 1]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

Considera las matrices:

A= G g)'B - @ —15)

a) Calcula los determinantes: det (A4), det (B).

b) Calcula la matriz producto B - A, la matriz transpuesta (B - A)*.

c) Para que se cumpla larelacién A - X = B - A, cudantas filas y columnas debe tener la matriz X?
d) Calcula la matriz X que satisface la relacién.

Solucion:

3
2

o2

a =] =-zB1=] |=-17

det (4A) = —2, det (B) = —17.
_(3 1N\ (1 2\_(4 6
b)B'A_(z _5) (1 0)_(_3 4)
Nt _ (4 -3
B-4) _(6 4)
c)ComoA € M,,,yB € M,,, entoncesB - A € M,,,

Si X € Mgy, entonces, para poder hacer el producto A - X, el nimero de columnas de A debe
coincidir con el numero de filas de X, por lo tanto a = 2. Ademas, el resultado de este producto es una
matriz que tiene el mismo numero de filas que A y el mismo numero de columnas que X, por tanto b =
2.

X debe ser una matriz con dos filas y dos columnas.
d) Primera solucion: Si X = (m n)
' ~\p q

ax=( )G =" "W=G D

m+2p =4 m = —3

_ n=4 -3 4
n+2q—6:> 7 osx=|7
m= -3 P=3 = 1

2
Segunda solucién: ComoA- X =B-A=>X=A"1-B-A

Célculo de la matriz inversa:

== G gha =% D)= (

0 1
X=A‘1-B-A=(1 1)
2 2

0 1
1 1]; Resolucion de la ecuacion matricial
2

2

(—43 2):<_Z3 :)
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Problema 2:

Una empresa fabrica tres tipos de bombillas: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la de tipo
B tiene 20 puntos LED, y la de tipo C tiene 50 puntos LED. El nimero de bombillas de 10 puntos LED
fabricadas diariamente es A veces el nimero de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa
saber cudntas bombillas de cada tipo puede fabricar diariamente.

a) Si A = 2, y esta empresa usa, diariamente, 30 000 puntos LED con los que fabrica 1 300 bombillas:
1-- Plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema.

2-- Clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cutas bombillas de cada
tipo se pueden fabricar.

b) Si A = 3, y la empresa fabrica diariamente 1 000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones lineales
y determina el niumero de puntos LED necesarios. En este caso, écuantas bombillas de cada tipo se
pueden fabricar?

Solucion:

a) 1) Llamando: x = {numero de bombillas de 10 puntos LED}; y = {numero de bombillas de 20
puntos LED}; z = {numero de bombillas de 50 puntos LED }

x =2z
{10x + 20y + 50z = 3000
x+y+z=1300

II) El sistema tiene solucion porque el determinante formado por la matriz de los coeficientes es distinto
de cero.

1 2 =2
10 20 50|=-10
1 1 1

Resolvemos el sistema de ecuaciones por la regla de Cramer.

1 0 -2 1 0 -2 0
A{10 20 50 ),A"|10 20 50 30000

1 1 1 1 1 1 1300
0 0 -2
30000 20 50 5000
_ 11300 1 1 l_=— _
x="T g =g = 800
10 20 50
1 1 1
1 0 -2
10 30000 50 1000
_l1 1300 1l_= _
Y=o =z - —1o = 100
10 20 50
1 1 1
1 0 0
10 20 300000
_l1 1 1300l _ —4000 _
2= g = g = 400
10 20 50
1 1 1
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b) Las ecuaciones son

{ x =3z :{ x—3z=0
x+y+2z=1300 x+y+2z=1000

Estudiemos la compatibilidad y soluciones de este sistema

Las matrices asociadas son

AG (1) _13)"4*(1 (1) 1_310(())0)

El rango de la matriz A es 2, porque el determinante H (1)| =1

El rango de la matriz ampliada no puede ser mas de 2, por tanto, al ser la matriz de los coeficientes y la
ampliada iguales, por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado
(porgue su rango es menor que el nimero de incoégnitas).

Para calcular las soluciones, utilizamos la regla de Cramer

Utilizando la variable z como parametro, el sistema se puede escribir:

{ x =3z
x+y=1300—-z

actuando z como parametro.

3z 0 3
_ 11000 —z 11 _93Z _
X = |1 0 =7T= 3z
1 1
! 32 | 1000 — 4
_ 11 1000 — 2zl _ —*Z .
y = |1 0 = 1 =1000 — 4z
1 1
y las soluciones se pueden poner como
x = 3t
y = 1000 — 4¢t.
z=t

Se pueden fabricar tantas bombillas como se quieran, siempre que la relaciéon entre el nimero de
bombillas de cada clase esté en la anterior. La Unica limitacién es que el niumero de bombillas sea
mayor o igual que cero. Enestecasoquet = 0yque 1000—4t > 0 = t < 250.

x =3t
y = 1000 — 4t,t € [0,250]
z=t

En todos estos casos, el nUumero de LEDs necesarios es
N =10x+ 20y + 50z =10 - 3t + 20 - (1000 — 4t ) + 50t = 20000

Son necesarios 20 000 LEDs, independientemente del nimero de bombillas fabricadas, siempre que
estén en la relacion anterior.
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Problema 3:

ax

Considera la funcion f: R — R definida por: f(x) = { 2x
b si x=0

si x+0,

a) Estudia la continuidad de la funcidn f es los puntos x, # 0.
b) Calcula la relacién que ha de haber entre a y b para que f sea continua para x = 0.
¢) Siparalos valoresdea = 2y b = 1, f es una funcién derivable para x = 0, calcula f'(0).

Solucion:

ax

. e . . . .
a) La funcién es el cociente de dos funciones continuas, e** — 1 (que es continua por ser
diferencia de dos funciones continuas) y 2x que también es una funcién continua. El Unico problema de
discontinuidad podria ser x = 0, que anula el denominador, pero este punto esta fuera de los puntos

de continuidad que se quieren analizar.

b) En x = 0, utilizando la regla de L'Hépital

ax

y @) = li —1_1_ e a
Jim f00) = lim ———= lim —-=7

eax_l eax a
Jim f(x) = lim ———= lim —-=7

f(0)=b
Para que la funcidn sea continua, estos tres valores deben ser iguales.

¢ b=a=2b
—_—= a =
2

c) La funcién f(x) es en este caso
e —1
flx) = % si x#0

1 si x=0

gue por lo visto anteriormente es continua, puesto que a = 2b

Su derivada es

2e*2x — (e?* = 1)2 e(2x—-1)+1

f1 = 4x2 2x2
y utilizando dos veces la regla de L"Hopital
e?*2x—1+1 2e2*(2x — 1) + 2e%*
’(0) = lim f'(x) = lim = lim = lime* =1
f( ) x—0 f( ) x—0 2x? x—0 4x x—0
f(0) ==
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Problema 4:

El nimero de individuos de una poblaciéon en un determinado momento de tiempo, t, expresada en
15+t2

millones de individuos, viene dada por la funcién P(t) = 0

con la variable t = 0 mide el nUmero de
afnos transcurridos desde el 1 de enero de 2000.

a) Calcula la poblacién que habia el 1 de enero del afio 2000.

b) Prueba que el nimero de individuos de la poblacién logra un minimo. ¢Qué afio se alcanza este
minimo? ¢ Cuantos individuos habra el afio del minimo?

c¢) Calcula el numero de individuos que habra a largo plazo.

Solucion:

a) El 1 de Enero del 2000 corresponde al momento en que t = 0

15
P(0) =—=15
1
Habra 15 millones de individuos.

2t(t+1)2—(15+¢2)2(¢+1) _ 2t(t+1)—-2(15+t2) _ 2t-30

b) P'(¢) = (t+1D)* (t+1)? = )?
P’(t)=0:>m=0:>t=15
(t+1)3
P(t) = 2(t+ 1) — (2t —30)3(t + 1)? _ 2(t+1) —3(2t — 30) _ —4t + 92
(t+1)° (t+ 1) (t+ 1)
32
P"'(15) =50625>0

15
P(15) = 7 ~0.9375

En el punto (15, E) hay un minimo. El minimo se alcanza el afio 2015 con una poblacidn aproximada
de 937 500 individuos.

. 15+¢2 . t2+15
¢) lim = =
x—+00 (t+1)?2  xo+4oo t?2+2t+1

A largo plazo la poblacidn se estabilizara alrededor de un millédn de individuos.
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Problema 5:

Dadas las rectas r = { =
zZ=2x+2

1
y=x+3 _ { ==
a) Calcula las ecuaciones vectoriales de las rectas r y s.
b) Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta s que contiene a larectar.
¢) Calcula el plano perpendicular a la recta s que pasa por el punto P(—1,0, 2).
d) Calcula la recta perpendicular a r y s que pasa por el origen.

Solucion:

a) Una parametrizacion de la recta (1) es
(x,y,z) =(x,x+3,2x+2) =(0,3,2) + x(1,1,2)

La ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto A(0,3,2 ) y tiene como vector director
¥(1,1,2) es

(x,y,z) =(0,3,2) + A(1,1,2)
En la segunda recta (Il): (x,y,2) = (Zz + 3, —%,Z) = (3, —%, 1) +2z(2,0,1)

La ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto B(3,—%,1) y tiene como vector director
w(2,0,1) es
1 1
(x,y,2) = (Zz + 3,—5,2) = (3,—5, 1) + A(2,0,1)
b) Un plano paralelo a la recta (ll) y que contiene a la recta () tendrd como vectores directores vy w ;
que pasa por un punto de (1), por ejemplo A(0, 3, 2)

x y—3 z-—2
=1 1 2 |=x+3y—-2z-5=0
2 0 1

Este plano contiene a la recta (Il), puesto que esta construida con un vector director y un punto de (ll).
Ademas, el vector 1(1,3,—2), que es perpendicular al plano i, es perpendicular a la recta (1), puesto
quet v =0.Enefecto:u-v=(1,3,-2) - (1,1,2)=1+3-4=0

¢) Un plano perpendicular a la recta (ll) tiene por ecuacién 2x + z + k = 0. Si queremos que pase por el
punto P(—1,0, 2), sustituimos este punto en el haz de planos

2-(-1)+24+k=0 = k=0.
El plano perpendicular a la recta (Il) que pasa por el puntoPes2x+z =0

d) Primeramente hay que hallar una direccién 7 perpendiculara ¥y w

i j k
T=vXw=|[1 1 2[=i+3j-2k
2 0 1
El vector perpendicular es 7( 1,3, —2)
. . . x _y z
Una recta con esta direccidn y que pase por el origen es 13-
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Problema 6:

Dados los puntos P(1,0,1), Q(1,1,0) y R(0,1,1):

a) Comprueba que P(1,0,1), Q(1,1,0) y R(0,1,1) no estan alineados.

b) Calcula la ecuacién vectorial del plano que determina P(1,0,1), Q(1,1,0) y R(0,1,1).
¢) Calcula el drea del triangulo que tiene por vértices P(1,0,1), Q(1,1,0) y R(0,1,1).

d) Calcula, de forma razonada, la condicién que ha de cumplir a, b y ¢ para que los puntos P(1,0, 1),
Q(1,1,0) y R(0,1,1) y S(a, b, ¢) pertenecen a un mismo plano.

Solucion:

a) Los tres puntos estaran alineados si los vectores P—Q> y PR fueran proporcionales
PQ=(110)-(101)=(01,-1)

PR=(011)-(101)=(-110)

e . 0o 1
Como no se conserva la proporcion ni siquiera entre las dos primeras coordenadas (— * I):

Los tres puntos no estan alineados.

b) El plano it pedido tendra por los vectores directores Wj, PR y pasara por uno de los tres puntos, por

ejemplo P
x=1y z-1
c) Elareadel triangulo sera [Pgx PR|
-1 1 0

Con lo que el area es
|[POxPR| _ V12+12+12 _ 3
2 2 2

d) Como ya hemos visto el plano pasa por los puntos P(1,0,1), Q(1,1,0) y R(0,1,1). Para que el
punto S = (a, b, c) pertenezca a ese plano, debe cumplir su ecuacidn, por tanto la condicion es
que:

a+b+c=2
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Problema 7:

En una urna hay 12 bolas blancas, 8 bolas negras y 5 bolas rayadas. Se realiza el experimento aleatorio
de extraer dos bolas, consecutivamente y sin devoluciéon a la urna. Calcula la probabilidad de los
siguientes eventos:

a) Las dos bolas son blancas.

b) Las dos bolas son del mismo color.
¢) Al menos una bola es blanca.

d) Ninguna de las bolas es blanca.

Solucion:

Sacar dos bolas simultaneamente sin devolucion es el mismo experimento que sacar dos bolas
consecutivamente, sin devolucion. Sean los siguientes sucesos:

R, = {sacar bola roja en la primera extraccion}

B; = {sacar bola banca en la primera extraccion}

A; ={sacar bola azul en la primera extraccion}

R, = {sacar bola roja en la segunda extraccion}

B, = {sacar bola banca en la segunda extraccién}

A, = {sacar bola azul en la segunda extraccion}

a) Sepidep(R; N Ry)
Tenemos que p(R, ) = g y si extraemos una roja, la probabilidad de extraer otra roja en la segunda

., 11 .
extraccionesp(R, /Ry ) = ~, Porque hay una bola roja menos y una bola en la urna.

Por tanto

p(Ry N Ry) =p(Ry) - p(Ry/Ry) =

12 11 _ 11
25 24 50

11
La probabilidad de que las dos bolas sean blancas es 0

b) Hay que calcularp(R; N R, )+ p(B; N By,)+p(4; N Ay)

De la misma manera que hemos razonado en el apartado a) con las dos bolas rojas, calculamos la
probabilidad de sacar dos bolas blancas y dos azules.

p(Ry N Ry)+p(By N By)+p(A; N Ay) =

=p(Ry) - p(Ry/Ry)+p(By): p(By/By)+p(A;) - p(A,/A,) =
_11+8 7+5 4 26
50 25 24 25 24 75

26
La probabilidad de que las dos bolas sean del mismo color es P
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c) Hay que calcular la probabilidad de que alguna sea roja, es decir, p(Ry N R, ) +p(Ry NBy) +
p(Ry N Ay ) +p(By N Ry)+p(A; N Ry):

p(RiN Ry)+p(Ry NBy) +p(Ry N Ay) +p(By N Ry) +p(A; NRy) =

P( R1) 'P(RZ/R1) + P(R1) 'P(Bz/Rl) + P(R1) : P(Az/Rl) + P(B1) 'p(Rz/B1) + P(A1) : p(Rz/A1) =
11 12 8 12 §5 8 12 5 12_37
5072524725 24725 24725 22" 50
37

La probabilidad de que alguna sea roja es =

d) La probabilidad de que ninguna de las dos bolas sea roja es el suceso contrario de que alguna de las
dos bolas sea roja, por tanto

37 13
p(ninguna de las bolas searoja) = 1 — p( alguna de las bolas searoja) =1 — <0 — o

13
La probabilidad de que ninguna sea roja es =R

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Autor: Francisco Barrientos Fernandez
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

La altura de las personas de una clase se distribuye segin una normal de media 160 cm y desviacion
tipica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura:

a) Sobrepase los 170 cm.
b) Sea menor que 155 cm.
¢) Esta comprendida entre 155 cmy 170 cm.

Solucion:

Esuna N(160, 10)

a)
170 — 160
p(X > 170) = p(Z > T) =p(Z>1)=1-p(Z<1)=1-0.8413 = 0.1587
La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura sobrepase los 170 cm es
0.1587
b)

155 — 160) < —0s)
10 =P '

=p(Z>05)=1-p(Z<05)=1-0.6915 = 0.3085

La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura sea menor que 155 cm es

0.3085

p(X < 155) = p(Z <

155160 _ 170 - 160
10 10
=p(Z<1)—p(Z < —05) = 0.8413 — 0.3085 = 0.5328

p(155<X<170)=p< )=p(—0-5<Z<1)=

La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura esté comprendida entre 155
cmy170cmes 0.5328
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EVALUACION DE BACHILLERATO
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GEMERAL
CURSD 2020-2021

MATERIA: MATEMATICAS Il (1)

Conwvocatoria: |

Instrucciones:

- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las pargjas 1A-18, 2A-2B,
J4-38 y 44-48, correspondientes 3 cada und de los blogues de contenido. En caso de
presentar dos pregunias de un mismo blogue de contenido, se considerara sdlo la primera
pregunta respondida de ese blogue.

- En & desamrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para
splucionara. Se califica todo el proceso.

- Se puede utilizar cualquier calculadora cientfica no programable ni con conexicn a Intemsat.

Blogue 1.- Analisis [seleccione solo una pregunta)

1_
1A. Dada la funcion fx) = E:T:, donde o ¥ ¥ son dos parameiros con valores reales,

a) Calcular el valor de los paramefros o ¥ b que verifican que f{—2) =2 v que f(x)
se3 continua en B — {5}

Escribir la funcién resultante F{x) y calcular su derivada F'(x).

1.29 peos

b) Hallar las ecuaciones de las asintoias de la funcion fix)si los parametros 4 gspen
toman los valores e = —1yb=-3

1B. Se desea construir una caja sin tapa supenor (ver Figura 1). Para ello, se usa una
lamina de carton de 15 cm de ancho por 24 com de largo, doblandola
convenientemente después de recortar un cuadrado de iguales dimensiones en s
cada una de sus esqguinas (ver Figura 2). Se determina como requisito que la caja
a construir contenga el mayor volumen posible. Indicar cudles som las
dimensiones de |a caja y su volumen maximo.

Figurs 1 Figura 2
Elogue 2.- ﬁtlﬂehm {seleccione solo una pregqunta)

2A. Calcular el valor de |a matriz M = ¥° — ¥2, siendo ¥ e ¥ las mafrices que son
solucion del siguiente sistema:

4X+3¥ = {_13 _31] _—
w+r=(3 2

ZB. Un granjeroc compra un determinado mes 274€ de pienso para su ganado. Con
ese diners obtiens un total de 65 sacos de pienso de tres marcas diferentes: A, B y C.
Se sabe que el precio de cada marca de pienso gque ha comprado es de 5€, 4€ y 4€,
respeciivamente. También se sabe que el nimero de sacos adquiridos de la marca C
es 2| doble que el total de sacos comprados de las marcas A y B juntos. Averiguar |z
cantidad de sacos que el granjero ha comprado de cada una de las tres marcas.

13ptos
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Blogque 3.- Geometria [seleccione solo una pregunta)

3A. Dados los siguientes puntos en el espacio tridimensional;
A0, —2,3), B (1,—14) 0 (4,3,3) y D(4,55)

a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios.
A continuacidn, calcular la ecuacion del plano que los contisne.
x=1+21+3u
b} Calcular la ecuacion de la recta », perpendicular al plano m:§ »=—2Z+1
z=1—-31-3u Lpto

1.9 peos

que pasa por &l punto A

3B. Dadas las ecuaciones de los planos

r=1+4i+pu
A ix Ay —z=9 ¥y m: {_}r =—21—-At2u
E=3+34A—ypu
a) Hallar la ecuacion de la recta paralela a los planes m, ¥ T; que pasa por el
punto medio del segmento de extremos A(1,—1,00 y B{—1,—3.2) 13 ptos
b} Caloular el angulo formado por los planos my ¥ T L1.7% ptos

Bloque 4.- Probabilidad (seleccione solo una pregunta)

4A. En un cierto instituto el 50% de su alumnado lleva el desayuno desde casa, el
40% lo compra en la cafeteria del instituto, v el resto lo adquiere en un bazar cercano
al instituto. Solamente un 5% de los desayunos que se llevan desde casa incluyen
bebidas azucaradas, pero en los desayunos comprados en la cafeteria este porcentaje
es del 50% y en los desayunos comprados en el bazar del E0%.

a) Construir el arbol de probabilidades descrito en el enunciado. 0.3 peos

b} Justificar si es cierio gque mas de un 20% de los desayunos del alumnado
incluyen bebidas azucaradas.

c} Justificar si es cierto que, elegido un desayuno al azar, la probabilidad que um
estudiante lo haya traido desde casa, sabiendo que el desayuno incluye una ipa
bebida azucarada, es mayor que 0,1

1pto

4B. Se ha comprobado que, al aplicar un determinado medicamento, la probakilidad
de gue elimine &l acné a un paciente es del 20 %. Suponiendo independencia de

SUCES0E:

a) Sise lo toman 100 pacientes, ;cual es la probabilidad de que el madicamentio L
actie con mas de 75 pacientas?

b} Sise lo toman 225 pacientes, ;cudl es la probabilidad de gque el medicamento 1pio

actle entre 170 y 180 pacientas?
c) ;Cudl es el nimero esperado de pacientes sobre los que MO se eliminard el papms
acne si e toman el medicaments 500 pacientes?

2 warl ELR im e LE L] LN
i LEE) Gddal ) k) GgaN il I L

B QRS DALE TR DAY DR aaRE [ RO i
B LETER DAEE  IEEY DA TR RAEAY DD i
T I TE T - TR HE
B 1EEs QA 183 19
B3 LI R 1T LT
il ATET 0THA ITGE L
Eir]= &Y P oam T4 Ay =
Fixl= A2 23} i) AR 07U Nl - =
il amET LT A7 Lird
BB AT DETE IR -
\ # e pREE e

aa) e s 4
o] L3 fiME 1
i el R d
(T L BT L)

WF| O mEE e 5
L] Wil el b

i - T ] ] (5 o
i I LT E ¥
i Wdr DAl E Ly o
BN - LI B Laat
R T - o
RO LW RIE QWGD G DeEE AR CEET LT
Bd amon el dWe Gl el ol Dol e oEen @
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Bloque 1: Analisis
Problema 1.A:

2-2

ax
b—x

Dada la funcion f(x) = , donde a y b son dos parametros con valores reales.

a) Calcular el valor de los parametros a y b que verifican que f(—2) = 2 y que f(x) sea continua en
R — {5}. Escribir la funcion resultante f(x) y calcular su derivada f'(x).

b) Hallar las ecuaciones de las asintotas de la funcién f(x) si los pardmetros toman los valores a =
—1yb=-3.
Solucion:

a4 — 2
b—x

a) De la condiciéon f(—2) = 2 se obtiene una ecuacion: f(—2) =2 =

Como f(x) no es continua en x =5, se deduce que el denominador se anula para ese valorde x - b —
5=0=>b=5

a4 —2

Por tanto 2 = o2 —»14=4a—-2->16=4a > a =4.

. ., . ., 4x2-2
Resolviendo la ecuacidn se obtiene que a = 4. La funcién resultante es f(x) = —_
., 4x2%2-2
Por lotanto,a = 4y b = 5, de donde la funcién resultante es f(x) = P~
. 8x:(5—x)—(4x2-2)-(-1 40x—8x%2+4x%2-2  —4x?+40x-2
Su derivada es f'(x) = )i XD - = .
(5—x)2 (5—x)2 25—-10x+x?
4x%2-2 —4x2+40x—2
Por lo tanto, a = 4y b = 5, de donde la funcion resultante es f(x) = ') = ———.
! y ! f(x) 5—x y () 25—10x+x2
-x2-2 _ x%42
b) La funcidnes f(x) = =
) f( ) —-3—x x+3
, . . x%42
Asintotas verticales:x +3=0=>x = -3 - lim = o
x—>—3 X+3
Asintotas horizontales:
x242 . x242 , .
= 400 lim = —oo No hay asintotas horizontales.
x—+0o X+3 x——oco X+3
Asintotas oblicuas: y=mx +n
x?+2 2,5 1
T x° +
m= llmu: Im ——=-=1
x—00 X x-ox2+3x 1
. . X242 . x?4+2-x%2-3x . 2-3x -3
n = lim[f(x) —mx] = lim[ —x] = lim —————— = lim =—=-3.
X—00 x—oo X+3 X—00 x+3 x—oo X+3 1
La asintota oblicuaesy = x — 3.
Asintotas verticales: x = —3. La asintota oblicuaesy = x — 3
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Problema 1.B:

Se desea construir una caja sin tapa superior (ver figura 1). Para ello, se usa una lamina de cartén de 15
cm de ancho por 24 cm de largo, doblandola convenientemente después de recortar un cuadrado de
iguales dimensiones en cada una de sus esquinas (ver figura 2). Se determina como requisito que la caja
a construir contenga el mayor volumen posible. Indicar cudles son las dimensiones de la caja y su
volumen maximo.

Figurs 1 Figura 2
Solucion:
Si x es el lado del cuadrado que se recorta en cada esquina, las dimensiones de la caja seran:
24 — 2x cm de largo, 15 — 2x cm de ancho y x cm de altura. El volumen ser3, por tanto:
V(x) = (24 — 2x)(15 — 2x)x = 4x3 — 78x2% + 360x
Esta es la funcidon que debemos maximizar, por lo que debemos hallar su derivada:
V'(x) = 12x? — 156x + 360
Se iguala a cero la derivada y se resuelve la ecuacion resultante:

V'(x)=0=>12x*—-156x+360=0=>x?—-13x+30=0=

13+,/(-13)2—-4-1-30 1347
x: =
2a 2

x; = 3;x, = 10 son los posibles extremos de la funcidn. La solucién x, = 10 no es valida para este
problema porgue el ancho de la caja seria negativo.

Comprobamos que x; = 3 es un maximo mediante la derivada segunda de V' (x).
V'"(x) = 24x — 156
V'"(3) =24-3—-156 = -84 < 0 porlotanto x; = 3 es un maximo
El volumen maximoes V(3) = (24 —2-3)(15—2-3)-3=18-9-3 = 486 cm?

Las dimensiones de la caja para que su volumen sea maximo deben ser, por tanto, 18 cm de largo, 9 cm
de ancho y 3 cm de altura.

El volumen méaximo es 486 ¢m?3. Las dimensiones de la caja deben ser 18 ¢cm de largo, 9 cm de
anchoy 3 cm de altura.

Hemos cortado 3 cm en cada esquina.
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Bloque 2: Algebra
Problema 2.A:

Calcular el valor de la matriz M = X? — Y2, siendo X e Y las matrices que son solucién del sistema:

4X +3Y = (_13 _81)

3 4
2X+Y—(1 _1)
Solucion:
1 8
aX+3r=(_, °)
2X+Y=(i _41)—»(—2)—>

.1 8

X+3r=(_, °)
_—6 -8

ax-2v=C, )

Sumando ambas ecuaciones se obtiene:

-5 0

Y=_0_~;

4X +3Y = (_13 _81); 2X +Y = (i _41) > (=3) > —6X -3V = C;’,

Sumando ahora estas ecuaciones:

4 2, 4 2 22

=G PG pP=C

La matriz M pedidaes: M = X2 — Y2 = (

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
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Problema 2.B:

Un granjero compra un determinado mes 274 euros de pienso para su ganado. Con ese dinero obtiene
un total de 66 sacos de pienso de tres marcas diferentes, A, B y C. Se sabe que, si el precio de cada
marca de pienso que ha comprado es de 5 euros, 4 euros y 4 euros, respectivamente. También se sabe
qgue el nimero de sacos adquiridos de la marca C es el doble que el total de sacos comprados de las
marcas A y B juntos. Averiguar la cantidad de sacos que el granjero ha comprado de cada una de las tres
marcas.

Solucion:

Sean A = numero de sacos de la marca A ; B = nimero de sacos de la marca B; C = niUmero de sacos de la
marca C.

Total de sacos: 66 A+B+C =66

Precios por saco: 5€ marcaA,4€ marcaBy4€ marcaC

Precio total: 274 € 5A+ 4B + 4C = 274

El nimero de sacos de la marca C es el doble que el total de sacos de las otras marcas.
C=2(A+B); 2A+2B—-C=0

El sistema de ecuaciones es:

A+B+C =66
5A + 4B + 4C = 274}
24+2B—-C=0

Se puede resolver por el método de Cramer:

Matriz de coeficientes:

1 1 1 1 1 1
M=|5 4 4 |;Sudeterminantees: [M|=[5 4 4|[=-4+10+8-8-8+5=3
2 2 -1 2 2 -1
274 4 4
66 1 1
0 2 -1 —274+528-548+264 792—822 -30
—-5+8+8-8-10+4 12-15 -3
1 1 1
2 2 -1
5 274 4
1 66 1
— —330+548-528+274 822-858 —-36
y=2-0 -1 = = =12.
-3 -3 -3 -3
5 4 274
1 1 66
548+528-548-660 528-660 —-132
z =122 - 01— - = —=—= 44.

El granjero ha comprado 10 sacos de la marca A, 12 sacos de la marca B y 44 sacos de la marca C.

Otra forma (método de Gauss): Sea M’ la matriz ampliada del sistema:

1 1 1]66 1 1 1] 66
M = (5 4 4 274) —F,-5F; F3-2F; M' = (0 -1 -—1f 56 )
2 2 —-110 0 0 -—-3[-132
_ -132

C——3=44;—B—44=56$B=12;A+12+44=66=>A=10
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Bloque 3: Geometria
Problema 3.A:

Dados los siguientes puntos en el espacio tridimensional: A(0,—2,3),B(1,—1,4),
€(2,3,3)y D(4,5,5).

a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios. A continuacidn, calcular la ecuacién del plano que
los contiene.

x=14+214+3u

b) Calcular la ecuacidon de la recta r, perpendicular al plano t ={y = -2+ 1 gue pasa por el
z=1-31-3u

punto A.

Solucion:

a) Para comprobar si los cuatro puntos son coplanarios se estudia si son linealmente dependientes los
tres vectores que determinan:

AB=(1-0,-1-(-2),4-3)=(1,1,1)
AC=(2-0,3—-(-2),3—3) =(2,5,0)
AD = (4—-0,5—(—2),5-3)=(4,7,2)

Calculamos el determinante formado por los tres vectores:

1 1 1
2 5 0/=10+144+0—-20-0—-4=0
4 7 2

El determinante es nulo, por tanto, los tres vectores son linealmente dependientes y los puntos A, B, Cy
D son coplanarios. El plano al que pertenecen estos puntos se puede calcular utilizando un punto y dos

vectores:
x—0 y—(-2) z-3
1 1 1 |=0-5x+2(y+2)+3(z—3)=-5x+2y+3z—5=0
2 5 0

Elplanoes:5x —2y —3z+5=0

b) Si la recta r es perpendicular al plano T, el vector director de la recta es el vector normal al plano:

T ]k R
2 1 —3|=-31-37-3k
3 0 -3

Podemos tomar como vector director de la recta el vector i = (1,1, 1)

La ecuacion de la recta r que pasa por A(0, —2, 3) y es perpendicular al plano Tt es:

x=A
rejy=-2+1 Despejando A se expresa en forma continua: x =y + 2 =2z -3
z=3+1
larectaressx =y +2=2z—3
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Problema 3.B:

x=1+A+u
Dados los planosmy =2x+ 3y —z=9ym, ={y = -2 -1+ 2u:
z=34+31—yu

a) Hallar la ecuacién de la recta paralela a los planos m; y m, que pasa por el punto medio del
segmento de extremos A(1,—1,0) y B(—1,-3,2).

b) Calcular el dngulo formado por los planos ; y m,.

Solucion:

a) Si la recta es paralela a los planos tendrd como vector director el producto vectorial de los vectores
normales a los planos.

Vector normal ami: ny = (2,3,—1)

i ]k .
Vectornormalamx:n, =1 —1 3 |=-51+4]+3k n;, =(-5,4,3)
1 2 -1

El vector director de la recta sera, por tanto:

gk i 7 % .
u=123-1ll2 3 =1|=131—j+23k u=(13,-1,23)
-543 |-5 4 3
El punto medio del segmento de extremos A(1, -1, 0) y B(-1, -3, 2) es:

1-1-1-30+2

M = , , =(0,-2,1
(55 = 0.-2,1)
La ecuacidn de la recta que pasa por el punto M y es paralela a los planos m,y 7, es:
x =131
rryy=-2-121
z=1+4 231

. . X y+2 z—1
Despejando A se expresa en forma continua: 1—3 = 1 = E

b) El angulo formado por los planos m; y 1, es el angulo formado por sus vectores normales

n_l) = (2' 3' _1)yn_2) = (_5' 41 3)

|ﬁl-)n_2)|) ( |2(_5)+34‘+(_1)3| ) ( 1 ) 87.83¢
a = arccos(-————-) = arccos = arccos(—————=—=) = 87.832
[ng| - [nz] V22 432+ (—1)2-/(—5)% + 42 + 32 V14 - /50
El &ngulo formado por los planos ; y , es 87.83° = 87°50’ 2"’
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Bloque 4: Estadistica
Problema 4.A:

En un cierto instituto el 50 % de su alumnado lleva el desayuno desde casa, el 40 % lo compra en la
cafeteria del instituto, y el resto lo adquiere en un bazar cercano al instituto. Solamente un 5 % de los
desayunos que se llevan desde casa incluyen bebidas azucaradas, pero en los desayunos comprados en
la cafeteria este porcentaje es del 60 % y en los desayunos comprados en el bazar del 80 %.

a) Construir el arbol de probabilidades descrito en el enunciado.

b) lJustificar si es cierto que mds de un 30 % de los desayunos del alumnado incluyen bebidas
azucaradas.

c¢) Justificar si es cierto que, elegido un desayuno al azar, la probabilidad que un estudiante lo haya
traido desde casa, sabiendo que el desayuno incluye una bebida azucarada, es mayor que 0.1.

Solucion:

a) Se definen los sucesos:

C =“El alumno o alumna lleva el desayuno desde casa”

I = “El alumno o alumna compra el desayuno en la cafeteria del instituto”

B = “El alumno o alumna compra el desayuno en un bazar cercano al instituto”

A = “El desayuno incluye bebidas azucaradas” A
0.05
noA = “El desayuno no incluye bebidas azucaradas”
c
El arbol de probabilidades es:
05 0.95 "\ noA
0.6 A
|
04 noA
A
0.1 0.8
B
02 noA

b) Por el Teorema de la probabilidad total:
P(A) =P(C)-P(A/C)+P(U)-P(A/D)+P(B)-P(A/B)=0.5-0.05+0.4-0.6+0.1-0.8=0.345
La probabilidad de que un desayuno incluya bebidas azucaradas es 0.345, es decir, un 34.5 %.

La afirmaciéon de que mds de un 30 % de los desayunos del alumnado incluyen bebidas azucaradas es
cierta.

c) Por el Teorema de Bayes:
P(CNnA) P(C)- P(A/C) ~0.5-0.05
P4 P(A4) ~0.345

La probabilidad de que un estudiante haya traido el desayuno desde casa, sabiendo que el desayuno
incluye una bebida azucarada, es inferior a 0.1, por lo que la afirmacidn es falsa.

P(C/A) = = 0.0724
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Problema 4.B:

Se ha comprobado que, al aplicar un determinado medicamento, la probabilidad de que elimine el acné
a un paciente es del 80 %. Suponiendo independencia de sucesos:

a) Si se lo toman 100 pacientes, ¢cudl es la probabilidad de que el medicamento actie con mas de 75
pacientes?

b) Si se lo toman 225 pacientes, écual es la probabilidad de que el medicamento actue entre 170 y 190
pacientes?

¢) éCual es el numero esperado de pacientes sobre los gne NO se eliminara el acné si se toman el
medicamento 500 pacientes?

Solucion:

a) Sea p = probabilidad de que el medicamento elimine el acné a un paciente = 0.8

q=1—p=0.2

n = numero de pacientes = 100

Se define la variable X = nimero de pacientes a los que el medicamento elimina el acné

La variable X sigue una distribucién binomial. X ~ B(100,0.8)

Se pide la probabilidad P(X > 75)

Comon:-p=100-0.8=80>5yn-q=100-0.2 = 20 > 5; se aproxima a una distribucién normal:

p=n-p=80;0=,/n-p-q=v100-08-02=vV16=4; X ~N(80,4)

Sin la correccion de Yates:

"—80 75-80
4 > 4

La probabilidad de que el medicamento actlde con mas de 75 pacientes es 0.8944.

P(X > 75) = P(x' > 75) = P(-

)= P(Z > —1.25) = P(Z < 1.25) = 0.8944

Si se hace la correccion de Yates se obtiene:

x'— 80 S 75.5—80
4 4

P(X > 75) = P(x' > 75.5) = P( ) = P(Z > —1.125) = P(Z < 1.125) ~ 0.8708

La probabilidad de que el medicamento actlde con mas de 75 pacientes es 0. 8708
b) n = niUmero de pacientes = 225
Se define la variable X = nimero de pacientes a los que el medicamento elimina el acné
La variable X sigue una distribucidn binomial. X ~ B(225,0.8)
Se pide la probabilidad P(170 < X < 190)

Como n-p=225-08=180>5y n-q =225-0.2=45>5; Se aproxima a una distribucion
normal:

p=n-p=180; 0 =/n-p-q=v225-08-02=v36=6; X ~ N(180,6)

Sin la correccion de Yates:
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170 -180 «x'—180 190 — 180
P(170 < X <190) = P(170 < x' < 190) = P< G < G < G )
=P(-1.67<Z<1.67)=P(Z<1.67)—P(Z<-167)=P(Z <1.67)—-P(Z > 1.67)
=P(Z<1.67)—[1—-P(Z<1.67)] =0.9525—-1+ 0.9525 = 0.905

Con la correccion de Yates:
(169.5 — 180

190.5 — 180) <—10.5 10.5

P(Z<175)—-P(Z<-175)=P(Z<175)—-[1-P(Z<1.75)]=2-P(Z<175)—-1=
2-09599-1=19198 -1 =0.9198.
La probabilidad de que el medicamento actie en un grupo de entre 170 y 190 pacientes es 0.905.
Con la correccion de Yates es 0.9198.

c) Si se toman el medicamento 500 pacientes, el nimero esperado de pacientes sobre los que no se
eliminard elacnéesn-q =500-0.2 = 100

El nimero esperado de pacientes sobre los que NO se eliminara el acné si se toman el medicamento
500 pacientes es de 100 pacientes

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autora: Lidia Esther Fumero Acosta

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO

PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

FASE GEMERAL
CURSD 2020-2021

MATERIA: MATEMATICAS Il {3) |

Convocatoria: ‘ |

Instrucciones:

- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las pargjas 1A-18, 2A-2B,
3A-2B y 4A-48, comespondientes 3 cada uno de los bleques de conmtemido. En caso de
presentar dos pregunias de un mismo blogue de contenido, se considerara sodo la primera
pregunta respondida de ese blogue.

- En el desarrollo de cada pregunia, detalle y expliqgue los procedimientos empleados para
solucionara. Se califica fodo el proceso.

-  Se puede utilizar cuakquier calculadora cientifica no programable ni con conexion a Internet.

Blogue 1.- Analisis (seleccione solo una pregunta)

I:.__ﬂ .‘_—‘_-D
1A. Dada la funcidn f{:):[ Fre—ry T=
10x24+x+5 =0

Calcular los valores de los parametros & vy b para que la funcién f(x) sea continua L3 ptos
y derivable en B

Dar las expresiones de la funcion F(x) y de su derivada f'(x).

1B. Dadas las funciones: flxl = x*—4x:glxl =4 —4x

a)} Esbozar el grafico del recinto limitado por las funciones fix) y gix) 137 ptos
b} Determinar el area del recinto limitado por las funciones Fix) v glx) 127 ptes
Blogue 2.- ﬁtlﬂehm [seleccione 30lo una preguntal
) a1l -1y _¢1 D
2A. Se consideran las matrices: A = I'(A- 5 :I i B= |:J1 _1]
a) Sealamatriz M = A4 + ¢- 5, donde ¢ es un numero real cualguiera. Caloular 1 pta
los valores de ¢ de forma que el rango (M) =1
b} Seala matriz I = A% + B - 4. Averiguar |a mafriz X gue cumple Ia siguientes 13pen
.. . 2 1 3
fricial: D - ¥ = —30
ecuacion matricia (IZI ] 4}

ZB. En la liga Mate-Basket, las mujeres matemdticas con mayor puntuacion son:
Lovelace, Moerther y Germain. Las fres acumulan 17500 puntos. Ademas, lo que
ha anotado Germain mas 2500 punfos es equivalente a la mitad de lo anctado I3 ptos
por Lowvelace. Finalmente, Moerther anoto el doble que Gemain. ;Cuil es el
ranking de puniuaciones de la liga Mate-Baskel de las jugadoras Lovelacs,
Moerther y Germain?
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Blogue 3.- Geometria [seleccione solo una pregunta)

JA. Dadas las siguientes ecuaciones en el espacio tridimensonal:
rf—x=—y—3=5—x
m3x—4y—8Bz+35=0
a) Comprobar gue la recta v y el plano m s= cortan en un punio. 1.5 peos
Averiguar dicho punto.

b} Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto A{2,2,2), paralelo a Ia 1pa
recia r, y perpendicular al plano o

3B. Dadoelplanom-—x+ 3y + 2z +5=10

x+i

y las rectas secantes »: %5: y+i=1-—x5 y& T:-_‘E::

a) Sea A el punio de interseccion de las rectas ry . 1apos

Hallar |z ecuacion de |a recta que es parpendicular al plano T y que pasa por A,

b} Calcular el angulo que forman las rectas + y 5. e

Blogue 4.- Probabilidad (seleccione solo una pregunta)

4A_ Con el objetivo de llevar a cabo ! proceso de control de calidad de las arandelas,
estas se organizan en lotes de 20 arandelas. Si la probabilidad de que una arandelz
s23 defectuosa es de 0,01 y considerando independencia de sucesos:

a) Determinar si la probabilidad de encontrar en un lote 1 o 2 arandelas 1.7% pbos
defectuosas es mayor del 20%

b} 5Siwun lote s rechaza cuando se encuentra al menos una arandela defectuosa. 0,73 pros
icual es la probabilidad de rechazar el lote?

c} &Cual es el numero esperado de arandelas sin defectos si el lote fuera de 200 0.5 phas
arandelas?

4B. Suponiendo gue el tiempo de espera en la cola de Correos sigue una distribucion
normal de media 7.5 minutos con 2 minutos de desviacion tipica.

a) Hallar el porcentaje de personas gue esperan mas de ¥ minutos. 125 phos

b} Comeos afima que: "Menos del 40% de las personas que acuden & Comeos  y ge g,
esperan entre 7 y 10 minutos”. ;Es comecta la afirmacion?

B o [ W] an [ 113 o [ ]

3 LSL 0500 DOl C¥M3 DIE  CHIE 11| LIS
BF AR O0M3 DT QT DEET ChaaR q27°4  OATES
BE BRTRl OBER: DRAT J Rl OFRe CERdEY Qe ndd
b3 AR ORITT DoARE QRN DAY CRME A48T DT
DA LS4 OZEH DueRR QBB DA CETE 3 DATE
B RENE L) DEREE ONW DA (Dl WiTE e
B BTIEF oMt BTER aTET oves S TAd AT OTE
P CTEED OMIYi DTS OTER] DTVDE S TTM [ Bl i B 1
68 LTy oMW B gieal P Cga adve ol
B FAER OErm BEND JEEE . DEb =1 e 4 ERaE faEs
B ODRAY ORAWE DAl QRIES GEEE CRE AEEE HaES

1.0 DA N iR JRN AT SRR
12 IRHE Q33 DIROE  QRDO7 . DI CRDed
T 13 F0EE 03 DIORR  d50aE D SO12

17 R
Q5T DM
A2 DRI

T4 DGR OEMT DA 0N D] C s QRN DHE
1A LESD NES DENT AMM (e R ARAME N
18 DI OEI DHTS OB DT ToEEE [EIEL. T T
10 kebEs (FHE DEGR dEERD OB DEEE AHE s
18 B Qe DueERE DR DT DT dEEE T

18 &1 QW LT JFLE LI ST

2 EM AFW DA JNM b DRI
LY ORERD UMM SR OB (EEE Dl
Gl DRl OSEE  DARE 0T DAATE  CBETR
B3 COEEI O DARD QY DoRDe D EER
4. Gl O® Do gl ERT R
&8 SEEUE OFRa0 Dol dEmdl dobll DS

D ATET
DT
e
(R
D E
FEE.
[EEE

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autora: Lidia Esther Fumero Acosta

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es

P
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Bloque 1: Analisis
Problema 1.A:

x*+a
, < .,
Dada la funcion f(x) = { 2z ¥ = 0 . Calcular los valores de a y b para que la funcién f(x)

10x2+x+b x>0
sea continua y derivable en R. Dar las expresiones de la funcion f(x) y de su derivada f'(x).

Solucion:

Se estudia en primer lugar la continuidad de la funcién. Para x < 0 es continua por ser una funcion
racional en la que el numerador y el denominador son funciones polinémicas, que son continuas.
Ademas, el denominador es distinto de cero para x <0, ya que se anula para x = 2. Para x > 0 también es
continua por ser una funcion polinédmica.

Continuidad en x = 0:

0) = 02+a _a
f()_2-0—4_ 4

x*+a _ 0°+a _  a
2x—4  2:0-4

Limites laterales: hm lir(r)1+(10x2 +x+b)=10-0°+0+b=0>b
bl

Para que la funcion sea continua en R deben coincidir los limites laterales y f(0): _Ta =b=>a=—4b

La derivada de f(x) es:

2x-2x—4)— (x*+a)-2 <0 2x%> —8x —2a 0
/ , Six )
f'(x) ={ (2x — 4)2 = @2 —1ex 16" <
20x+ 1,six >0 20x+ 1,six >0

X —4x a
F1(x) = {zxr—grrs’ SX <0
20x+1,six >0

—4-0—a -a

_ _-a "oty = . =
f'(07) = 20280+8 5 ff(0")y=20-0+1=1
Para que f sea derivable en x = 0 deben ser iguales las derivadas laterales:
%a =1 = a = —8De la ecuaciona = —4bse obtiene el valorde b: -8 = —4b = b = 2
Para que f sea continua y derivable en R los valoresdeaybsona = —8,b = 2

La funcién fy su derivada son:

x2-8 . x2-4x+8

—_— si x<0 ——  Si x<0
f(x) = {2x—4’ f'(x) = {zx*—8x+8’
10x?>+x+2, six>0 20x+1,si x>0
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Problema 1.B:

Dadas las funciones: f(x) = x? — 4x; g(x) = 4 — 4x.

a) Esbozar el grafico del recinto limitado por las funciones f(x) y g(x).
b) Determinar el drea del recinto limitado por las funciones f(x) y g(x).

Solucion:

a) Se hallan los puntos de corte de ambas gréficas:

y =x?—4x
y=4—4x

f(2)=22-4-2=-4f(-2) = (—2)2—4-(—2) = 12 Puntos de corte: A(—2,12); B(2,—4)

Puntos de corte de f(x) con los ejes de coordenadas:

— 2
Con el eje ox:V =¥ 4x
y=0

Puntos: C(0,0); D(4, 0)El punto D es también el punto de corte de f(x) con el eje OY.

12x2—4x=4—4x>x>—-4=0>x=12

12x2—-4x=0>x-(x—4)=0>x=0;,x=4

Puntos de corte de g(x) con los ejes de coordenadas:

=4—-4
ConelejeOX:y —0 x}=>4—4x=0=>x=1 Punto: E(1,0)
ConelejeOY: g(0) =4—4-0=4 Punto: F(0,4) g
Vértice de la parabola f(x): i
f'(x) =2x —4 =0= x =2 El vértice coincide con uno & de
los puntos de corte de ambas graficas: B(2, —4) e
Se representan las graficas de ambas funciones: 10
b) El area del recinto limitado por las graficas de fy g viene 4
determinado por la integral definida:
2 2
\F
[1960 - Fenax = [ 14— 4) - (x2 = 4 |
-2 -2 A =-10.67
2 .::
C\ E b
= f(4_x2)dx 4 2 oMM 2 5 8 10
—2 2| Y i
x3 23 (-2)3 A B

4x ——]?, =4-2——=)—(4-(=2) - -4
[4x =2 = (4 2= )~ (4 (D) —5)

16 16 32

- 3 3"

. e - 32 2
El area del recinto limitado por las graficas de fy g es ?u

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autora: Lidia Esther Fumero Acosta

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es

1

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2: Algebra
Problema 2.A:

Se consideran las matrices A = (}} _21); B = (}} _01)

a) Sea la matriz M = A+ c - B, donde ¢ es un niumero real cualquiera. Calcular los valores de c de
forma que Rang M = 1.

b) Sea la matriz D = A? + B - A. Averiguar la matriz X que cumple la siguiente ecuacién matricial:

213)

D-x=—30-(0 !

Solucion:

a) Se calcula la matriz M:

_ oA -1, 1 0,_ 14c ~1
M=AtcB=( )% ( _PD=G g 220
El determinante de M es:
M= 1te¢ s+ -0 -@+40) (-1)=2—c+2c—c?+4+4c
44+4c 2-c
=—c?+5c+6

Para que la matriz M tenga rango 1 su determinante debe ser cero.

—c2+5c+6=0:»c=_5i“;2(j)(_1)'6=_f§7 g =-1c,=6
La matriz M tienerangolparac=—-1yc =6

b) Se despeja X en la ecuacion:

v_ _an.2 1 3 _ _2n.p-1..2 1 3
D-X=-30 (0 1 4)=>X— 30-D (0 1 4)
Calculamos la matriz D y su inversa, si existe:

a2 ._1—1.1—1 10.1—1_—3—3 1 -1, _ -2 -4
|ID| = |12 _ 4| = 12 + 48 = 60 # 0. La matriz D tiene inversa, ya que su determinante es no nulo.

. _ =6 =12 t_ = 4, —1/10 1/15
__._1_213__'—1/10 1/15 2 1 3 3 =2y 2 1 3, _
X==30-D7-( 4 =730 (—1/5 —1/30) o176 176G 1 #7
(6 1 1)

12 7 22

. (6 1 1
LamatrlzXesX—(12 - 22)
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Problema 2.B:

En la liga Mate-Basket, las mujeres matemadticas con mayor puntuacién son: Lovelace, Noerther y
Germain. Las tres acumulan 17.500 puntos. Ademas, lo que ha anotado Germain mas 2.500 puntos es
equivalente a la mitad de lo anotado por Lovelace. Finalmente, Noerther anotd el doble que Germain.
¢Cual es el ranking de puntuaciones de la liga Mate-Basket de las jugadoras Lovelace, Noerther y
Germain?

Solucion:

Sea L = “puntuacion de Lovelace”

N = “puntuacién de Noerther”

G = “puntuacién de Germain”

En total acumulan 17 500 puntos: L+ N + G = 17 500

La puntuacion de Germain mas 2 500 puntos equivale a la mitad de los puntos de Lovelace:

L
G+2500=§=>2G+5000=L:>L—ZG=5000

Noerther anot6 el doble que Germain: N =2G6=> N —2G =0

El sistema de ecuaciones que hay que resolver es:

L+N+G=17500
L—2G =5000 }Resolvemos por el método de Gauss:

N—-2G=0
1 1 117500
La matriz ampliada del sistemaes M' = (1 0 —2[5000 ) -F-F
0 1 =21 0
1 1 1] 17500 1 1 1] 17500
(0 -1 -3 —12500) -F3+F <0 -1 -3 —12500) -
0o 1 =2 0 0 0 -=5[-12500

L+N+G=17500
—N —3G = —-12500} G =
—5G = —12500

L + 5000 + 2500 = 17500 = L = 10 000

—12500

=2500 —N —3-2500 = —-12500 > N = 5000

Las puntuaciones han sido:
Lovelace: 10 000 puntos
Noerther: 5 000 puntos
Germain: 2 500 puntos
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Bloque 3: Geometria
Problema 3.A:

Dadas las siguientes ecuaciones en el espacio tridimensional:
r=5—-x=y—-3=5—-2z, n=3x—4y—-8z+35=0.
a) Comprobar que la recta r y el plano 7 se cortan en un punto. Averiguar dicho punto.

b) Calcular la ecuacién del plano que pasa por el punto A(2, 2,2), paralelo a la recta r, y perpendicular
al plano .

Solucion:

a) Estudiamos la posicidn relativa del plano  y los planos que determinan la recta r, que son:

S5—x=y-3  x+y=38
r'{y—3=5—Z:>{y+z=8
El sistema formado por las tres ecuaciones es:
x+y=28
y+z=38 }

3x —4y — 8z =-35

La matriz ampliada del sistema es:

1 1 0| 8 1 1 0
A=l0 1 118 |—=|0 1 11=-8+3+4=-1+#0
3 —4 -8l-35 3 -4 -8

El determinante de la matriz A del sistema es no nulo, por tanto, Rango(A) = 3 = Rango(A’) y el sistema
es compatible determinado, es decir, la recta r y el plano 7 se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte se puede despejar x y z en la ecuacién de la recta y sustituir en el plano m:
x+y=8__ x=8- _ o _
{y+Z _g?> {Z: 8-’ sustituyendo en el plano:m =3x —4y —8z+35=0=
38—-y)—4y—-88—-y)+35=0=2>y=5x=8-5=3;z=8-5=3

La rectar y el plano 7 se cortan en el punto (3, 5, 3).

b) Si el plano es paralelo a la recta r, el vector director de la recta debe ser también un vector director
del plano. Vector director de r: i = (—1,1,—1). Si el plano es perpendicular al plano 7 el vector
normal a m debe ser un vector director del plano que debemos hallar. Vector normal a m: 7 =
(3,—4,—8). Punto A(2,2,2)

El plano viene dado por la ecuacién:
x—2 y—2 z-2
-1 1 -1 [(=0=>-12x—-2)—-11(y—-2)4+z—-2=0=>12x+11ly—2z—-44 =0
3 —4 -8
El plano que pasa por el punto A(2, 2,2), es paralelo a la recta r y perpendicular al plano 1 es

12x+11y—-z—-44=0
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Problema 3.B:

(921

oy 42=1-zys=2 =L =y

Dadoelplanom = —x +3y +2z+ 5 =0ylasrectasr = — =

~ |

a) Sea A el punto de intersecciéon de las rectas r y s. Hallar la ecuaciéon de la recta t que es
perpendicular al plano 7 y que pasa por A.

b) Calcular el dngulo que forman las rectasr y s.

Solucion:

a) Expresamos las rectas r y s como interseccién de planos:

x—5 x—2y=9

r= > =y+2=1—z=>{y+z:_1
x+1 v N +3y=-1
s=E— =577 12,0
Se resuelve, por el método de Gauss, el sistema formado por las ecuaciones:
x—2y=9 1-209
y+z=-1 . . . ) r_ 011 -1
x+3y= _1} Matriz ampliada del sistema: M’ = (130 _ 1) —F3 - F4
y+2z=0 0120
1-—209 1-— 209
011 -1 011 —
(050_10) —F; -5F;; F4 - (00 5 _ 5)—>5F4+F3
0120 0011
o1, FT =9 :
( ) y+2z=—1} Delaterceraecuacién: z=— =1
00—-5-5 _c,— _c -5
0000 Z=
Sustituyendo en la segunda ecuacion: y + 1 = —1 = y = —2 y de la primera ecuacion se obtiene x:

x—2-(-2)=9>x=5
El punto de corte de las rectas es A(5, -2, 1).

Si la recta es perpendicular al plano 7, su vector director es el vector normal al plano: 71 = (—1, 3, 2)

x=5-1
Larectates:y = -2+ 31
z=1+221

b) El dngulo formado por las rectas r y s.es el angulo formado por sus vectores directores

% = (2,1, -1y = (6,~2,1)

(|_’ur —;|) ( |2-64+1-(=2) + (1) -1 ) = ( 9 ) = 54,980
a = arccos —) = arccos = arccos = Jo=
lur] - s V22 + 12+ (-1)2- /62 + (-2)2 + 12 V6 - V41

El angulo formado por las rectas r y s es 54.98° = 54° 28’

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autora: Lidia Esther Fumero Acosta

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4: Estadistica
Problema 4.A:

Con el objetivo de llevar a cabo el proceso de control de calidad de las arandelas, estas se organizan en
lotes de 20 arandelas. Si la probabilidad de que una arandela sea defectuosa es de 0.01 y considerando
independencia de sucesos:

a) Determinar si la probabilidad de encontrar en un lote 1 o 2 arandelas defectuosas es mayor del 20 %.

b) Si un lote se rechaza cuando se encuentra al menos una arandela defectuosa, écual es la
probabilidad de rechazar el lote?

c¢) éCual es el numero esperado de arandelas sin defectos si el lote fuera de 200 arandelas?

Solucion:
a) Sea X = niumero de arandelas defectuosas
La variable X sigue una distribucién binomial. X ~ B(20,0.01); P(X = k) = (Zko) cpk (1 —p)20-k
Se pide la probabilidad P(1 < X < 2)
PA<X<2)=P(X=1)+P(X=2) = (210) .0.01-0.99% + (220) .0.012 - 0.9918
= 0.1652 4+ 0.0159 = 0.1811

La probabilidad de encontrar 1 o 2 arandelas defectuosas es 0.1811 = 18.11 %, por tanto, no es mayor
del 20 %.

b) La probabilidad de que se rechace un lote es P(X>1)=1-PX=0)=1- (200) -0.01° -
0.99%° =1 -0.8179 = 0.1821
La probabilidad de rechazar un lote es 0.1821.

c) Si el lote fuera de 200 arandelas, la variable seria Y=numero de arandelas no defectuosas
Y ~ B(200,0.99)
El nimero esperado de arandelas no defectuosas serian - p = 200 - 0.99 = 198

El nimero esperado de arandelas no defectuosas es 198.
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Problema 4.B:

Suponiendo que el tiempo de espera en la cola de Correos sigue una distribucion normal de media
7.5 minutos con 2 minutos de desviacidn tipica.

a) Hallar el porcentaje de personas que esperan mas de 9 minutos.

b) Correos afirma que: “Menos del 40 % de las personas que acuden a Correos esperan entre 7 y 10
minutos”. ¢Es correcta la afirmacion?

Solucion:

a) Sea X = tiempo de espera en minutos en la cola de Correos

La variable sigue una distribuciéon normal X ~ N(7.5,2)

Se calcula la probabilidad P(X > 9)y tipificando:

X—-75 9-7
2 > 2

El porcentaje de personas que esperan mas de 9 minutos es 22.66 %

5
P(X >9) = P( Yy=P(Z>0.75)=1-P(z<0.75) =1—0.7734 = 0.2266

b) Se calcula la probabilidad P(7 < X < 10)y tipificando:
7—-75 X-75 10-75
< <

P(7 <X <10) = P( ) =P(—=0.25<Z<1.25)=P(Z<1.25) —P(Z

2 -2 = 2
< —0.25)
P(Z <1.25)—-P(Z>=0.25)=P(Z <1.25)—[1-P(Z <0.25)] =0.8944 — [1 — 0.5987]
= 0.4931
El 49.31 % de las personas esperan en Correos entre 7 y 10 minutos, por lo que la afirmacién no es
correcta.
Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autora: Lidia Esther Fumero Acosta

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



MATEMATICAS Il
Selectividad 2021

Comunidad autonoma de

CANTABRIA

):__—H__Q),

=1
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Antonio Menguiano Corbacho

ESOMEU\ PMBLICA:
L DE T‘OD@S




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Logo de la EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
Comunidad LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2020-2021 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Debe escogerse sdlo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realizan mas de cuatro ejercicios
sblo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe
exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion. Todas las respuestas
deben ser razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a internet.

Ejercicio 1:
. - x 1 - 2 . .7 .
Considera el vector v =( )=( ),v € R%, y la matriz de rotacion R(0), siendo R(0) =

y

(cos 6 —sen 9)
sen@ cos@ / -

a) Comprueba que para 8 = S due R(0) - ¥ rota el vector ¥ un angulo 8 en sentido antihorario.

b) Comprueba que para 6 = %que R?%(8) - ¥ rota el vector ¥ un angulo 20 en sentido antihorario.
¢) Comprueba que la matriz R(0) es invertible para cualquier valor de 6.

d) Calcula la matriz inversa de R(8) y comprueba que R~1(8) = R(-86).

Ejercicio 2:

Considera la funcién f(x) = x2.

a) Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.
Llamaremos a dicha recta g(x).

b) Calcula el érea de la region limitada por las rectas g(x),x = %,x =1, y el eje OX de abscisas.

¢) Halla una primitiva F (x) de la funcién f(x).

d) Calcula el area de la regién limitada por la gréfica de la funcion f(x), y las rectas g(x) y x = %

Ejercicio 3:

Se dispara un misil en linea recta desde el punto A(1,2,8) hacia la posicion de la base enemiga
B(3,4,0).

a) Calcula la ecuacidn de la recta que contiene la trayectoria del misil.

b) Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.

c¢) Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en B.

d) Calcula un vector perpendicular a los vectores OB y AB.
Ejercicio 4:

La testosterona es una hormona que se produce en el cuerpo de los hombres. En ciclismo la
testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de forma que niveles elevados se consideran
ilegales. En una poblacién dada, la concentracién de testosterona en sangre para un hombre adulto
que no se haya dopado, sigue una distribucion normal con media 600 ng/dl, y desviacién tipica
200 ng/dl.

a) Calcula la probabilidad de que un ciclista presente mas de 1.000 ng/dl de testosterona en sangre sin
haberse dopado.

b) ¢Qué nivel de testosterona elegirias como limite en un control antidopaje, para que la probabilidad
de acusar a un inocente sea de 1 entre 1.000?
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Ejercicio 5:

Axx—y=1
4x — Ay =21 -2

a) Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.

Considera el sistema { dependiente del pardmetro A.

b) Determina para qué valores de A el sistema tiene solucion Unica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucidn en funcién del parametro Asi es necesario.

c) Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucidn.
Ejercicio 6:

En una poblacidn, la proporcién de personas infectadas por una determinada enfermedad en funcién
ke?t sit<1
del tiempo, I(t), viene dada por la funcién I(t) =1 ¢2 . ,
—— sit=>1
3t2+1
tiempo en afos desde el inicio de la epidemiay t = 1 el inicio de la vacunacion.

siendo k una constante real, t el

a) Calcula el valor de k para que I(t) sea continua.

b) Calcula la proporcién de personas infectadas cuando t — oo.

¢) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = %

d) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = 2.

Ejercicio 7:

Considera el planom = 2x + 3y — 4z = 10 los puntos A(1,2,1) y B(2, 3, 3).

a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B.

b) Halla el vector normal del plano .

c) Determina la posicidn relativa del plano i y la recta que pasa por los puntos Ay B.

d) Halla la ecuacion del plano paralelo a T que contiene al punto A.

Ejercicio 8:

En ajedrez, la mitad de las partidas se juegan con piezas blancas y la otra mitad con negras. Un

determinado jugador gana el 40 % de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30 % jugando con
negras.

a) Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué piezas jugara.

b) Calcula la probabilidad de que haya jugado con blancas una partida concreta, sabiendo que ha
ganado.
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RESPUESTAS

Ejercicio 1:

X
Considera el vector 1‘7’=( )=(1),17€R2, y la matriz de rotaciéon R(8), siendo R(0) =

y 0
(cos 0 —sen 9)
sen@ cos8 /°

a) Comprueba que para 8 = %que R(0) - v rota el vector ¥ un dngulo 8 en sentido antihorario.

b) Comprueba que para 6 = %que R?(0) - ¥ rota el vector ¥ un dngulo 26 en sentido antihorario.

¢) Comprueba que la matriz R(@) es invertible para cualquier valor de 6.
d) Calcula la matriz inversa de R(8) y comprueba que R™1(8) = R(-86).

Solucion:
a)

- , - 1
El vector u resultante del producto de la matriz de rotacion R(0) por el vector dado v = ( ) es

el siguiente: Yl
1

cos~  —sen - 1 .
- - -
u=R(§)-v=>u= - ()= u

¢ D G=1=0) o5 A

. - . , Vs .
Como se observa en la figura, el vector v gira un angulo —3 respecto al origen para

R
transformarse en el vector u.

b)

s m s T
cos— —sen - cos—- —sen - 1
R2 (7‘[) D= 2 2. 2 2 ( )
2 - T T T T
sen —  Cos-— sen -  CcOS—
2 2 2 2

cos* 2 senzg —2-sen g COS% 1 cosm —senm\ /1
:<Z-Sen . ocosZ COSZE_SenZE>'(O)=(SenT[ COST[).(O):
Y
=" %) ®)=a=(3) )

 —L >—>

v 1
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. - . Ve .
Como se observa en la figura, el vector v gira un angulo —20 = —m respecto al origen para

-
transformarse en el vector u.

c)

d)

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

cosf —senf
|R(6)| =

= cos’0 + sen’0 =1 # 0.
sen @ cos 6

Queda comprobado que la matriz R es invertible VO € R.

cos 6 sen 9)

cosf sen 9)
—sen cos@

R (9) = ( Adj.de RE(0) = (_Sen , o

t( ) ( cos @ sen 9) P 0
_ Adj.de RY(0 —senf cosf _1 cos sen
R71(8) = = ~=sen = R (6 =( )
(6 [R(6)| 1 (6 —sen® cos@

_[cos(—8) —sen(—6)] _( cos® sen6
R(=0) = [sen (—8) cos(—6) | (—sen ] cose)'

Queda comprobado que R"1(8) = R(-0).
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Ejercicio 2:
Considera la funciéon f(x) = x2.

a) Determina la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.
Llamaremos a dicha recta g(x).

b) Calcula el drea de la region limitada por las rectas g(x),x = %,x =1, y el eje OX de abscisas.
¢) Halla una primitiva F (x) de la funcién f(x).
d) Calcula el area de la regién limitada por la gréfica de la funcion f(x), y las rectas g(x) y x = %

Solucion:
a)

Parax = 1les f(1) = 1, por lo cual el punto de tangencia es P(1,1).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcidn en un punto es el valor de la derivada
en ese punto.

f)=2x=om=Ff1)=2-1>m=2.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(0,1) conm = —4 es:

y—1=2(x—-1) =2x - 2.

Larectatangenteesy = g(x) = 2x — 1.

b)

Los puntos de corte de g(x) =2x—y—1=0 con las

rectas x = % yx=1sonA G, O) y B(1,1), respectivamente.

De la observacidon de la figura se deduce la superficie a
calcular, que es la siguiente:

S= ffg(x) cdx = ff(Zx —1)-dx =
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F(x)=ff(x)-dx=fx2-dx=oF(x)=§x3+(].

d)

Los puntos de corte de la funcién f(x) = x% y la
recta g(x) = 2x — 1 tienen por abscisas las raices reales
la ecuacién que resulta de la igualacién de sus
expresiones:

de

flx) =g(x) = x?=2x—1;

x*—2x4+1=0;, (x-1)?=0=>x=1.

El Unico punto de corte es B(1,1).

. .. 1 .,
En el intervalo de la superficie a calcular, (E’ 1), todas las ordenadas de la funcion f(x) son

mayores que las correspondientes ordenadas de la funciéon g(x), por lo cual, la superficie a calcular es
la siguiente:

S=[if(x) —g()]dx = [i[x? — 2x — D]dx = i (x2 —2x + 1) - dx =

R R R A R ORI B

1 i1 1+1 1 1 1+1 1_8—1+6—12=>
—3 244 273 244 27 24

S=2 u? =0 042
24
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Ejercicio 3:

Se dispara un misil en linea recta desde el punto A(1,2,8) hacia la posiciéon de la base enemiga
B(3,4,0).

a) Calcula la ecuacidn de la recta que contiene la trayectoria del misil.
b) Calcula el punto en el que el misil cruza el plano z = 4.
¢) Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en B.
d) Calcula un vector perpendicular a los vectores OB y AB.
Solucion:
a) Los puntos A(1,2,8) y B(3,4,0) determinan el vector:
AB =0B - 04 =[(3,40) - (1,2,38)] = (2,2,-8).

Un vector director de la recta r que contiene la trayectoria del misil es cualquiera que sea
linealmente del vector AB = (2,2, —8), por ejemplo: 7; = (1,1,-4).

La expresidn de r dada por unas ecuaciones paramétricas es:

x=14+41
r={y=2+141.
z=8—-44
b) El punto P de corte de la recta r con el plano z = 4 es la solucidon del sistema que forman:
7 =
x=1+1
r=ly=2+1 =28—-41=4=1=1, x=2;, y=3=>
z=8—41
P(2,3,4).
c) La distancia que recorre el misil es el médulo del vector AB = (2,2,-8):

d=[AB| =22 +22+ (=8)? = V4 + 4 + 64 =72 = 6V2.
d=6V2u=849u

d) Un vector es perpendicular a dos vectores dados cuando es linealmente dependiente del
producto vectorial de los dos vectores:
. i j k
vV =0BxAB=1|3 4 0|=-32i+6k—9k+24j = —32i + 24j — 3k =
2 2 -8

v = (32,-24,3).
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Ejercicio 4:

La testosterona es una hormona que se produce en el cuerpo de los hombres. En ciclismo Ia
testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de forma que niveles elevados se consideran
ilegales. En una poblacién dada, la concentracién de testosterona en sangre para un hombre adulto que
no se haya dopado, sigue una distribucién normal con media 600 ng/dl, y desviacion tipica 200 ng/dl.

a) Calcula la probabilidad de que un ciclista presente mas de 1 000 ng/dl de testosterona en sangre sin
haberse dopado.

b) éQué nivel de testosterona elegirias como limite en un control antidopaje, para que la probabilidad
de acusar a un inocente sea de 1 entre 1 0007?

Solucion:

a)
Datos: u =600; o = 200.

X—-600

X - N(u; 0) = N(600,200). Tipificando la variable: Z = o0

1000-600 400
P=P(X>1000)=P(Z>T)=P(Z>ﬁ)=P(Z>2)=
—1-P(Z<2)=1-09772 = 0.0228.
P(X > 1.000) = 0.0228.
b)

Se trata de determinar £ tal que:

P=P(X>ﬁ)=0.001=>P(z>%)=1—(z<%)=0.001=>

P (Z < %) = 0.999. Mirando de forma inversa en la tabla N(0,1) a 0.999 le corresponde,
aproximadamente, 3.08:

B—600
200

= 3.08; p — 600 = 3.08 - 200; p =616 + 600 =1 216.

El limite de testosterona seriade 1216 ng/dl.
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Ejercicio 5:
Ax—y=1
4x — Ay =21 -2

a) Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.

Considera el sistema { dependiente del parametro A.

b) Determina para qué valores de A el sistema tiene soluciéon Unica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucidn en funcidn del parametro Asi es necesario.

c¢) Determina para qué valores de A el sistema no tiene solucién.
Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M:(A —1)yM,=(/1 -1 1 ).

4 -1 4 -1 21-2
A _1 2 2
4 =2
A+ =2 , .,
Para{aqtz}:)RangM:RangM =2 =n%incog = S.C.D.
— I _2 _1 1 _1 1 I
Para A = 2:>~M—(4 5 —6):>|2 _6|¢0:>RangM—2.
ParaA = —2 = Rang M = 1; Rang M =2 = Sistema incompatible.
2 -1 1

Paral=2:>M’:( ):>{F2=2F1}:>RangM’=1.

4 -2 2
ParaA =2 = Rang M = Rang M =1<ne inc6g = S.C. 1.

Se resuelve el sistema cuando la solucién es Unica mediante la regla de Cramer.

‘= [ _a+2d-2 -2 _ -1
A -1 4-22 —(A+2)(A-2)  A+2
4 -2
_ :}, 2,11_2| _ 24%2-21—4 _ 2:(22-1-2) _2@+DA-2) _ —22(+1)
y 4-72 4-)2 4-72 —(A+2)(1-2) A+2
-1 —2(1+1)
Soluciéon:x = ——,y = ——— VA € R — {-2,2}.
A+ 2 A+2

Se resuelve ahora cuando el sistema tiene infinitas soluciones: A = 2.
2x—y=1

4x — 2y = 4 equivalente a 2x — y = 1. Haciendo x = u:

El sistema resulta {

Solucion:x = u,y = 2u—1,vu € R.
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Ejercicio 6:

En una poblacidn, la proporcién de personas infectadas por una determinada enfermedad en funcién
ke?t si t<1
del tiempo, I(t), viene dada por la funciéon I(t) = 2 ) ,
po, 1(t) p (®) 2 Git=1

3t2+41
tiempo en afos desde el inicio de la epidemiay t = 1 el inicio de la vacunacion.

siendo k una constante real, t el

a) Calcula el valor de k para que I(t) sea continua.

b) Calcula la proporcién de personas infectadas cuando t — oo.

¢) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = %
d) Calcula la velocidad de crecimiento de I(t) para el instante t = 2.
Solucion:

a) La funcién I(t) es continua en R por ser 3t?2 + 1 # 0,Vt € R, excepto para el valor de t =1,
cuya continuidad se va a forzar determinando los correspondientes valores reales de k.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

: — 1 2ty — 2
tlir{l—l(t) = ltl_r)rll(ke ) = ke

Parat=1=4 g2 1 >
tllgll(t) - ltl_r;rll 36241 4 1(1)
. T . 2 _ 1 _ 1
zgir{l_l(t)—giq;rl(t)—l(l)ﬁke —4:>k—4ez.
1
k_E'

1 .
E . eZt sit<1
La funcidn resulta I(t) = .2

— sit=>1
3t +1

t2 1

= lim =
3t2+1 t—+o00 3t2+1 3

b) Cuando t — oo la funcion es I(t) =

o . 1
La proporcion de personas infectadas cuando t — o es +

1 (4 — 1 . gt
c) Parat—2IafunC|onesI(1:)—462 e<t.

El valor de la velocidad de una funcién en un punto es el valor de su primera derivada en ese
punto.

IO =02 =ce*Zop()=1()=cc"=v(}) =1

4e2
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Ny ot
d) Parat = 2 lafunciénes I(t) = YERVE

I’(t) _ 2t-(3t%+1)—t>-6t _ 6t3+2t—6t3 __2 .
(3t2+1)2 (3t2+1)2 (3t2+1)2

R e _ 4

v(2)=1@2) = (3-22+41)2 132 =v(2) = 169

4
17(2) = 769
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Ejercicio 7:
Considera el planow = 2x + 3y — 4z = 10 los puntos A(1,2,1) y B(2, 3, 3).
a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B.
b) Halla el vector normal del plano 7.
c) Determina la posicidn relativa del plano 7 y la recta que pasa por los puntos Ay B.
d) Halla la ecuacién del plano paralelo a T que contiene al punto A.
Solucion:
a)
Los puntos A(1,2,1) y B(2, 3, 3) determinan el vector:

AB=0B-04=1[(233)-(1,21]=(112).

Un vector director de la recta r que contiene la trayectoria del misil es cualquiera que sea
linealmente del vectorﬁ = (1, 2, 1), por ejemplo: v_; = (1, 1, 2).

La expresidn de r dada por unas ecuaciones paramétricas es:

x=1+4+41
r={y=2+241.
z=1+ 241

b)

Un vector normal del planores 7 = (2,3, —4).

Existen varias formas de responder a este apartado; una de ellas es la siguiente.

La expresion de la recta r expresada por don ecuaciones continuas es la siguiente:

x=1+41
T R als et S PO LU PR AR
z=1+22 N B
x—y=-1
La rectar y el plano i determinan el sistema 2x —z=1¢

2x+ 3y —4z=10
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Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 =1 0 1 -1 0 -1
M=(2 0 —1>yM’=<2 0 -1 1 )
2 3 —4 2 3 —4 10

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta estd contenida en el plano.
22 -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

1 -1 0
RangM= (2 0 -1|=2+3-8=-3+#0> RangM = 3.
2 3 -4

Rang M = Rang M =3 > Larectar y el plano m son secantes.

d)

El haz de planos 8 paralelosamesdelaformaf =2x+3y—4z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz S, el plano T que contiene al punto A(1,2,1) es el que satisface
su ecuacion:

p=2x+3y—4z+D =0

A(1,2,1)}:>2'1+3'2_4'1+D:0;

2+6—-44+D=0=>D=—-4=>n"=2x+3y—4z—4=0.

T =2x+3y—4z—4=0.
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Ejercicio 8:

En ajedrez, la mitad de las partidas se juegan con piezas blancas y la otra mitad con negras. Un
determinado jugador gana el 40 % de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30 % jugando con
negras.

a) Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué piezas jugara.

b) Calcula la probabilidad de que haya jugado con blancas una partida concreta, sabiendo que ha

ganado.

Solucion:
-p=05-04=0,20
-p=05-06=0,30
-p=05-03=0,15
-p=05-07=0,35

a)

P=P(G)=P(BNG)+P(NNG)=P(B) P(G/B)+PN)-PG/N) =

=05-04+0.5-03=0.20+0.15 = 0.35.

0.35
b)
_ _ P(BNG) _ P(B)-P(G/B) _ 0.5:0.4 _ 0.20 _
P=P(B/G) = p(G) PG 035 035 0.5714.
0.5714.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARAEL

uc ACCES0O ALA UNIVERSIDAD

LIVERSIDAL
DE CARTAGRIA

LOMCE - JULIO 2021

MATEMATICAS II

INDICACIOMES AL ALUMNO

1. Deben escogerse solo cualtro ejercicios elegidos entre los ocho de gue consta & examen.

2. Sirealizan mas de cuatro ejercicios solo se comegiran los cuatro primenos, segun el orden que aparecen resueltos
en el cuademille de examen.

3. Debe exponerse con darndad &l planteamiento de La respuesta o &l método utfizado para su resolucion. Todas las
respuesias deben ser r@zonadas.

4 Entre corchetes se indica la puntuacion maxima de cada apartado.

5. Ho se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampooo esta permitido el uso de dispo-
sitivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

1. Il
Conmnidera el sistema de ecuaciones: { Az +dy A

Ir 4y a dependiente del parametro A

1) [1 FUNTO] Deterouna para que valores de A el sistemns tene mfimitas soluctones v resushvelo an ese cazo.

Iy [1 PUNTO] Determina para que valores de A el sistems tiene solucion tmica ¥ resuélvelo en ese caso,
expresando la selucion en funcion del parametro A 51 es necesano.

3y [0.5 PUNTOS] Deteromnz para que valores de A el sisterna no tiene solucion.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]
Considerz 1a fimcién f(r) = —.
0
1y [0.5 PFUNTOS] Caleula la dernivada primera,
1) [0.5 PUNTOS] Halla los mtervalos de crecimuento, vio decrecimiento.
3y [0.5 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(r) en el punto = = 2.
$ [l PUI-]TG]Calnﬂaﬂ]jE_ fiz)-

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

Conmdera los puntos A = (1, 1,0), B = (0, 1. 1), ' = (—1,0,1) ¥ el crigen de coordenadas .
1) [0.75 PUNTOS] Caleula la ecuacion del plane, 11, gue contiene a los puntos A, By ©.

Iy [0.25 PUNTOS] Comprueba que el ongen de coordenadas, (0, esta conterudo en el plano [1
3y [0.5 PUNTOS] Cummbammﬁespuﬂduaﬁyqueﬁﬂpual&luaﬁ.

4) [1 PUNTO] Calcula el area del paralelograme A HCO.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Unz defermunada especie de aves siempre pone dos lmevos, pero a la madre solo le es posible alimmentar 2 un
polluelo, el mas fuerte de los dos. El polluslo del huevo que primero eclosiona fiene un 60% de probabibdad de
ser el superviviente, mientas que el polluelo del bueve que eclosiona en segundo hugar fiene una probabilidad
de sobrevinay del 3%,

1) [1.25 PUNTOS] Caleula la probabihdad de que un polluelo cualqmera sea el supernmidente, 51 no sabemos
51 eclosiono en prmer lngar o en segundo lugar su lmevo.

Iy [1.25 PUNTOS] Caleula la probabihidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un lmevo eclo-
stonado en segundo lugar.

Ejercicio & [2.5 FUNTOS]

Considera 1a ecuacion matrieial X 4 — 2X = 4 endonde 4 (3 -1

9 ],Simduamaculﬂmnre real.

1y [0.5 FUNTOS] Esmdiz el rango de 4 en fimeion del pardmetro a.

3 [0.25 PUNTOS] Indica para que valores se puede caleular la mversa de A.
3y [0.75 PUNTOS] Despeja X de la ecuacion matrieial

4) [1 PUNTO] Caleula X paaa = 2.

Ejercicio 6 [2.5 FUNTOS]
Considera 1a fincidan (=) —r Ay

1) [0.25 PUNTOS] Caleula la derivada de f(x).

2) [0.75 PUNTOS] Halla los mtervalos de crecimiento y'o decrecimiento de f|x).

3) [0.5 PUNTOS] Calcula una primitiva de f{z).

4) [l PUNTO] Caleula el drea del recinto limitade por f{=), las rectas » = 1, = = 3y el eje OX de abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS]

o I-A
Considera los puntos A4 = (2, L5, B = (3 4. llvlamcta r {y 43X
z 1—4A

1) [0.5 PUNTOS] Caleula Iz ecuacion de 1a recta, v, que pase por Ay I
I) [1 FUNTO] Determana la posicion relativa de las rectas r v+
3y [1 FUNTO] Caleula el area del mangulo de vérices A, I v el ongen de coordenadas.

Ejercicio § [2.5 PUNTOS]

En una determirada poblacion de adulfos sanes, la concentracion media de colesterol en sangre sigue una
distmbucion nommal con media 190 mg'd] v desviacion tipica 30 mg/dl. Un nivel elevado de colesterol puede
mdicar posibles problemas de salud.

1) [1.25 PUNTOS] Caleula la probabihdad de que un adulto sano de la poblacion tenga un nrvel de colesterol
superior a 250 mg'dl
I [1.25 PUNTOS] Caleula que nrvel de colesterol sole superan el 1% de adultos sanos de dicha poblacion.
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Distribucion mormal

P Fich
Fiog=plXss)= | Loett dr
_Van

. . D K 4
X 000 0.01 0.0 0.03 0.04 005 0.06 007 0.08 0.0%
0.0 5000 5040 S080 S120 _5160 5109 5230 5270 5319 5359
0.1 5308 5438 5478 5517 5557 5506 5636 5675 5714 5753
032 5703 5832 5871 5910 _E043 5087 G026 (G064 G103 G141
0.3 G179 G217 G255 G293 6331 G368 G406 G443 G480 G317
04 B554 G591 G628 66454 G700 B736 G772 GB0E G4 GETO
[ G015 A030 G985 _T01% _T054 7088 7123 7157 T1%D 7124
0.6 T257 T291 7324 7357 7389 T422 7454 7486 T517 7549
0.7 T5ED 7611 7642 7673 TT4 7734 T764 TTe4 7823 7852
08 TEBE1 7910 7939 _T9457 _T095 goz3 851 B07E B10s 8133
0o B159 Bl186 8212 &238 _E264 g289 8315 B340 B3G5 &350
1.0 413 B438 8461 8485 _B508 8531 B554 B577 B500 8621
1.1 B643 B665 B5E6 B708 E729 ET40 BTT0 BTe0 B310 B830
1.2 JBE40 8860 8888 _&907 _ED25 R ES Boa2 8080 B90T o015
1.3 032 8040 Q068 082 _Boog 0115 8131 8147 o162 o177
14 2102 9207 9222 0236 0251 D165 8279 9207 0308 o319
1.5 8332 83435 8357 8370 0382 o304 9404 8418 0420 0441
1.6 0452 94463 0474 0484 L4035 0505 0515 8525 D535 0545
1.7 0554 8564 8573 0582 8591 9509 8808 8816 0§25 BE33
1.8 D641 S840 0558 04554 L0671 D678 886 9803 D500 0706
1.9 G713 8719 8726 0732 8738 0744 8750 9756 o761 757
2.0 9772 9778 9783 o788 0793 0708 0803 9BDE DE12 BbE1T
2.1 0821 8826 9830 0834 _BE38 0E42 D844 8850 0854 BE5ST
232 0E61 9864 QB68 BET1 BETS 0ETR O8E1 9884 DERT ogod
2.3 LE03 kit S80g L2901 _Lo0s 2004 8o00 8011 Da13 ools
24 00138 8970 897232 0925 L0227 029 84931 8932 ELERS 0038
25 0038 ao40 Q041 0943 QD45 o0d4d 0043 8040 oas] o532
26 0053 8055 Q058 0a57 Q059 9060 8941 90482 Do43 o4
27 0065 90466 QO0§T7 Doge _Dog9 0070 0971 9o72 DaT3 Lo74
28 o074 9975 Q978 L[a77 [oT7 0078 8970 9970 DoRD 0031
29 00E1 902 Qo2 D983 _DoE4 o0E4 0085 90gs DoRs O3S
30 00g7 907 Qo7 Qoga _QOER 00g9 O0E0 94g0 D000 Lood
3l R 8001 Qo091 Qgal _Qoa2 2002 a002 8002 0ao3 0oa3
iz 0003 9003 Qoog Qoa4 _Qoog o004 oong Q005 Doos Loos
33 0005 Q005 Q005 Lood _Qoog 000G 0004 900G Do0g oaT
34 9007 9007 Q09T QoaT _Qoa7 o007 0007 Q007 D997 ooog
36 o003 9008 Q900 Loog D099 2000 9900 9900 D90 oooo
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RESPUESTAS
Ejercicio 1:
2 _
Considera el sistema de ecuaciones: {/1 g;ﬁi’} : gl dependiente del parametro A.

a) Determina para qué valores de A el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

b) Determina para qué valores de A el sistema tiene solucidon Unica y resuélvalo en ese caso,
expresando la solucion en funcién del parametro A si es necesario.

c) Determina para qué valores de A el sistema no tiene soluciones.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

W& Yyw=( 3 )

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro A es el siguiente:

2
M= ¥|=22-9=0 =94 =-31=3
A+ -3
A+3

9 3
31

Para A = -3 = Rang M = 1; Rang M' = 2 = Sistema incompatible.

9 3 9
31 3

Paral =3 = Rang M = Rang M’ =1 < n?inc6g.= S.C.I.

Para{ }=>RangM=RangM’=2=n9inc6g.=>S.C.D.

Para/1=—3=>M’=( _39):|i _39|¢0:» Rang M’ = 2

Para/1=3:>M’=( ):>{C1=C3}:> Rang M' = 1.

a)
9% +3y =9

3x+y =3 gue es compatible indeterminado

Se resuelve para A = 3; el sistema resulta: {
(infinitas soluciones), equivalente a 3x + y = 3.

Haciendox = u =y =3 — 3u.

Solucion:x =u,y =3 —3u,vVu € R.
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b)
Se resuelve para {A;;_;}} mediante la regla de Cramer:
31 3
_ |3 1| _34-9 _ 3(A-3) _ 3
X = |/12 3| T A2—9 T (A+3)(A-3)  A1+3’
3 1
A% 31
_ ‘3 3| _3A*-94 _ 3A(2-3) _ 34
Y="m29 T a9 — (A+3)(1-3)  A+3°
i = 5 = A
Solucion: x = Y= A+3,VA € R.
c)
. 9x +3y =-9 . . . -
Para A = —3 el sistema resulta 3x+y =3 }, que es incompatible (no tiene solucién).
Ix+3y=-9) 3x+y=-3
= —6??
3x+y=3}—3x—y=—3}=>0 677.
sk 3k 3k sk sk ok sk sk ok k
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Ejercicio 2:
Considera la funcion f(x) = ex—x

a) Calcula la derivada primera.
b) Halla los intervalos de crecimiento, y/o decrecimiento.
c) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcidn f(x) en el punto de abscisa x = 2.
d) Calcula lim f(x).
x>0

Solucion:

a)

f/(x) — 1-eX—x-e* _ e*(1-x) N f/(x) — 1-x

—-X
(ex)z (ex)z ex '

b)

Una funcidon es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

Teniendo en cuenta que D(f) = R y por ser e* > 0,Vx € R, la derivada es positiva o negativa
cuando lo sea (1 — x).

f'(x) >0=x < 1= Crecimiento: x € (—oo,1).

f'(x) < 0=x>1= Decrecimiento: x € (1, +»).

Parax =2esf(2) = e%, por lo cual el punto de tangencia es P (2,62—2).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcion en un punto es el valor de la derivada
, 1-2 -1
en ese punto:m = f'(2) = = ==

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =

. 2 _ 1
m(x — x,), que aplicada al punto P (2,6—2) conm = ——es:
y—ez—zz—eiz-(x—Z); ely—2=—x+2.

La recta tangenteest = x + e?y — 4 = 0.

d)

X—00 X (o] X—00 (o] -

o0 e¥ e®

3k 3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Autor: Antonio Menguiano Corbacho

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

Considera los puntos A(1,1,0),B(0,1,1),C(—-1,0,1) y 0(0, 0, 0).

a) Calcula la ecuacidn del plano  que contiene a los puntos A, By C.

b) Comprueba que el origen de coordenadas estd contenido en el plano 7.

¢) Comprueba que AB es paralelo a oC y que A0 es paralelo a BC.

d) Calcula el area del paralelogramo ABCO.

Solucion:

a)
Los puntos A(1,1,0),B(0,1,1) y C(—1,0, 1) determinan los vectores:
AB =0B — 04 =1[(0,1,1) — (1,1,0)] = (-1,0,1).
AC=0C—-04=[(-1,0,1)—(1,1,0)] = (-2,—-1,1).

El plano T que contiene a los puntos A, By C es el siguiente:

. x—1 y—-1 =z
n(AB, AC; A)=| -1 0 1|=0;
-2 -1 1

20-D+z+(x-D+@y-1D=06x-1)-@—-1)+z=0;
x—1—-y+1+2z=0

>w=x—y+z=0.

b)

Un plano, expresado en forma general, contiene al origen cuando carece de término
independiente, o de otra forma: el punto 0(0, 0, 0) satisface su ecuacion.

Lo anterior comprueba que el plano m contiene al origen.

Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales.

—_  ——

¢ —0B =[(-1,0,1) - (0,1,1)] = (-1,-1,0).

Il
=)

A0 = (-1,-1, 0)} -
BC = (-1,-1,0)

A0 y BC son paralelos.
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d)
El drea de un paralelogramo es el moédulo del producto vectorial de los dos vectores que lo
determinan:
. A
Susco = |ABXAC|=|[-1 0 1f|=1-2j+k+i+jl=li—j+kl=
-2 -1 1

=12+ (-1)2 + 12
=>SABC0 =\/§u2.

%k %k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Ejercicio 4:

Una determinada especie de aves siempre pone dos huevos, pero a la madre solo se es posible
alimentar a un polluelo, el mas fuerte de los dos. El polluelo del huevo que primero eclosiona tiene un
60 % de probabilidad de ser el superviviente, mientras que el polluelo del huevo que eclosiona en
segundo lugar tiene una probabilidad de sobrevivir del 30 %.

a) Calcula la probabilidad de que un polluelo cualquiera sea el superviviente, si no sabemos si eclosioné
en primer o en segundo lugar su huevo.

b) Calcula la probabilidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un huevo eclosionado en
segundo lugar.

Solucion:
-p=05-06=0,30
-p=05-04=0,30
-p=05-03=0,15
-p=05-07=0,35
a)

P=PS)=PANS)+P(2nS)=P)-P(S/1)+P(2)-P(S5/2) =
=05-06+05-03=0,30+0,15=0,45 =45 %.

P=P(S)=045=45%

b)

P =P(2/8) =200 = FOZEID 0503 _ 8% — 03333 = 33,33 %.

P =P(2/S) =0,3333 = 33,33 %.

%k %k 3k >k 3k 3k 3k %k %k %
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Ejercicio 5:
Considera la ecuacién matricial X - A — 2X = A, donde 4 = (Z :;), siendo a una constante real.

a) Estudia el rango de A en funcién del pardmetro a.
b) Indica para qué valores se puede calcular la inversa de A.
c¢) Despeja X de la ecuacion matricial. d) Calcula X paraa = 2.

Solucion:
a)
|A|=|Z “|=-4+a=0sa=a

Paraa # 4 > Rang A = 2; paraa =4 > Rang A = 1.

b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

La matriz A es invertible Va € R — {4}.

c)
X-A—2X=4; X-(A-2D) = 4;
X-(A-2D-(A-2D"t=4-(A-2D"Y X-I1=A-(A-2D"1>
>X=A4-(A-2D1.

d
' msamraan@ ) acu=C -E 9-( )
=) D=z a-ar= (O 2) agaea-a= () )
-z =sni L) o o<1 (3 )
x=aa-a=(3 553G =i )=
=G 2
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Ejercicio 6:
Considera la funcién f(x) = —x?2 + 4x.
a) Calcula la derivada de f(x).
b) Halla los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de f(x).
c¢) Calcula una primitiva de f(x).
d) Calcula el area del recinto limitado por f(x), las rectas x = 1,x = 3y el eje OX.
Solucion:
a)f'(x)=-2x+4=
ff(x)=2-(—x+2).

b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

Teniendo en cuenta que D(f) = R, la derivada es positiva o negativa cuando lo sea (—x + 2).

f'(x) > 0= x> 2= Crecimiento: x € (2,+).

f'(x) < 0= x < 2= Decrecimiento: x € (—, 2).

c) F(x)=ff(x)-dx=f(—x2+4x)-dx=—%3+42i2+6'.

3
Por ejemplo, para C = 0: F(x) = —x? + 2x2.

d) La funcién f(x) = —x? + 4x es una parabola céncava (N) por YA ser
negativo el coeficiente de x? y su vértice es siguiente:

f'fx)=-2x+2=0=>—-x+1=0=>x=1=.
=>V(2,4).

Los puntos de corte de la pardbola con el eje de abscisa
los siguientes:

son

V<

x; =0=0(0,0)
La representacién grafica de la situacidon es la que expresa

figura adjunta, de la cual se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

—x? +4x = 0; —x(x—4)=0:>{

3 3
S= [ f dr= [+ a0 de = [-E+ 2 = [-T 420 =

=(-Z+2:3?)-(-T+2.12)=9+18+1-2=7+1=2
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Ejercicio 7:

x=3—-41
Considera los puntos A(2,1,5),B(3,4,1) ylarectar =iy =4 — 3.
z=1-4A

a) Calcula la ecuacion de la recta r’ que pasa por Ay B.
b) Determina la posicidn relativa de las rectasr y r'.
c) Calcula el area del triangulo de vértices A, B y el origen de coordenadas.
Solucion:
a)
U7 =AB=0B—-04=[3,41)-(21,5)]=(1,3,—4).

b)
Un punto y un vector director de la rectar’ son A(2,1,5) y v, = (1,3, —4).
Un punto y un vector director de la rectar son B(3,4,1) y v, = (1,3,4).

Los vectores v,/ y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r’ y r se cortan o se cruzan.

Como quiera que ambas rectas contienen al punto B(3,4,1):

Las rectasr' yr se cortan en el punto B(3,4,1).

AB = (1,3,-4). 04 = (2,1,5).

El area del tridangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del mdédulo del
producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 —_ —_ 1 l ] k
Sapo =5 |[ABx 0A|=2-|11 3 —4|f=
2 1 5

=~ |15 — 8] + k — 6k + 4i — 5j| == |19i — 13j — 5k| =

=~ /192 + (=13)% + (=5)2 = - V361 + 169 + 25 = - V555.

Sago =5 V555 u? = 11,78 u?.

%k 3% 3k 3k %k %k %k %k %k k
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Ejercicio 8:

En una determinada poblacidn de adultos sanos, la concentracion media de colesterol en sangre sigue
una distribucion normal con media 190 mg/dl y desviacion tipica 30 mg/dl. Un nivel elevado de
colesterol puede indicar posibles problemas de salud.

a) Calcula la probabilidad de que un adulto sano de la poblacién tenga un nivel de colesterol superior a

250 mg/dl.
b) Calcula qué nivel de colesterol solo superan el 1 % de adultos sanos de dicha poblacidn.
Solucion:
a)
Datos: u = 190; o = 30.
X - N(u; 0) = N(190,30). Tipificando la variable: Z = x—3290_

250-190
30

=1-P(Z<2)=1-0,9772 =0,0228.

P=P(X>250)=P(Z> )=P(z>2)=Pz>2)=

La probabilidad de que un adulto sano de la poblacién tenga un nivel de colesterol superior a 250 mg/dl
es de 0.0228.

b)
Se trata de determinar £ tal que:

P=P(X>ﬁ)=0,01=>P(Z>%)=1—(Z<%)=0,01:>

P(Z < ﬁ—;;;o) = 0,99. Mirando de forma inversa en la tabla N(0,1) a 0,99 le corresponde,
aproximadamente, 2,33:
% =2,33; —190 = 2,33-30; B = 69,9 + 190 = 259,9.

Solo superan el 1 % un nivel de colesterol, aproximadamente, de 260 mg/dl.

%k 3% 3k %k %k %k %k %k %k k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | cONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 20202021 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERMACIONAL

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO ejercicios, si resuelve mas,
se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora.

Cada ejercicio completo puntuara 2.5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Ejercicio 1:
1. Sean las matrices
21 2 011
A=10 1 1 y B=|(101
1 01 010
a) [1 punto] Calcula razonadamente el determinante de A", es decir, la matriz traspuesta de A.
b) [1,5 puntos| Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial X - A +3- A = B.
Ejercicio 2:

2. a) [1,75 puntos| Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

T +y 42z = a+1
a-x 4z = a-—1
T -y +z = 3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 0, si es posible.

Ejercicio 3:

3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: / 3T —dx.
e
(Cambio de variable sugerido: e* =t.)
- 1
b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: / I;r : 3 dr.

Ejercicio 4:

4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1,0,1) y la recta r = ITH =4= z__ll. Calcula razonadamente la
distancia del punto P a la recta r.
=0 42\
b) [1,25 puntos| Sean las rectas s = y=1 —-2-a-A yt= zT—l = _Lll = ZIQ. Calcula
z2=0 +2A
razonadamente el valor de a € R para que las dos rectas sean paralelas.
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Ejercicio 5:
5. Sean los puntos A(0,0,1), B(2,1,0), C(1,1,1) y D(1,1,2).

m [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

= [1,25 punto] Calcula razonadamente la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C, y
la de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

Ejercicio 6:
6. a) [1 punto] Sea la funcién f(z) = az® — 22> —x + b con a,b € R. Determina razonadamente los
valores de a y b para que la gréifica de la funcién pase por el punto (1,2) y la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién en este punto sea 1.
2_ar+1 <0
be* r>0"
mente los valores de a y b para que la funcién sea continua y derivable en = = 0.

T

b) [1,5 puntos| Sea la funcién f(z) = con a,b € R. Determina razonada-

Ejercicio 7:

er2 -1
7. @) [1 punto] Caleula razonadamente el siguiente limite: lim ————.
z—2 2r—4

b) [1,5 puntos] Dada la funcién

2 -2 & r<l
fla)=¢ 1 si 1<2<3
2e” si >3

1

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no lo
sea indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

Ejercicio 8:

8. a) Se sabe que el 20% de los usuarios de una red social nunca comparte fotogratias, mientras que
el otro 80% si que lo hace. Ademsds, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50% ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90 % ha comentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.

a.1) [0,5 puntos] jQué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de
alguno de sus contactos?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos,
jcudl es la probabilidad de que comparta fotos?

b) Un algoritmo de reconocimiento facial es capaz de identificar de manera correcta al 80 % de las
personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este algoritmo.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las

fotogratias?
b.2) [0,75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una
persona?
n | P01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
4| 0 [06561 04006 02401 0.1296 0.0625 0.0256 0.0081 0.0016 0.0001
1 0.2016 0.4096 0.4116 0.3456 0.2500 0.1536 0.07536 0.0256 0.0036
2 0.0486 0.1536 0.2646 0.3456 0.3750 0.3456 0.2646 0.1536 0.0486
3 0.0036 0.0256 0.0756 0.1536 0.2500 0.3456 0.4116 0.4096 0.2916
4 0.0001 0.0016 0.0081 0.0256 0.0625 0.1296 0.2401 0.4096 0.6561
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RESPUESTAS

2 1 2 01 1
A=|01 1] v B=(10 1].
101 010

a) [1 punto] Calcula razonadamente el determinante de AT, es decir, la matriz traspuesta de A.

Ejercicio 1:

1. Sean las matrices

b) [1,5 puntos| Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial X - A +3- A = B.

RESPUESTA

a) Eldeterminante de Ay el de 4" tienen el mismo valor
2 1 2

0 1 1
1 0 1

Calculamos el determinante de 4, |A| = =24+0+4+1-2-0-0=1

AT = Al =1
b) X-A+3-A=B, X-A=B-3-4 X=(B-3-4)-47!

2 01 1 -1 -1
Calculamos A1 = ﬁ-Adj(At), At = (1 1 O), Adj(AY) = ( 1 0 —2)
2 1 1 -1 1 2

1 -1 -1
Como |A]| =1, Al=[1 o0 =2

-1 1 2

0 1 1 2 1 2 -6 -2 -5
B—3-A=<1 1)—3-(0 1 1>=<1 -3 —2)
01 0 1 0 1 -3 1 -3
-6 -2 -5 1 -1 -1 -3 1 0
X=(B—3-A)-A_1=<1 -3 —2)-(1 0 —2>=<0 -3 1)
-3 1 -3 -1 1 2 1 0 -5

-3 1 0
X=(0 -3 1>
1 0 -5

(e}
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Ejercicio 2:

2. a) [1,75 puntos| Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardmetro a € R:

T +y 42z = a+1
a-T 4z = a—1 .
T -y +z = 3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 0, si es posible.

RESPUESTA

a) Escribimos la matriz de coeficientes Cy la ampliada 4

1 1 1 1 1 1 a+1
C = (a 0 1], A= (a 0 1 a-— 1) , calculamos el determinante de
1 -1 1 1 -1 1 3

1 1 1
[Cl=la 0 1|= —a+14+1—a=2-2a, 2—2a=0,obtenemos a = 1.
1 -1 1
1 1 1 1 1 1 2
Paraa = 1 , sustituimos, C = (1 0 1), A= (1 0 1 0)
1 -1 1 1 -1 1 3
0 1 1 1 2
Como |¢0,1(C)=2; como |0 1 0|#0,{4)=3.
-1 1
-1 1 3
En resumen,
Sia+1 rg(C)=rg(A) =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sia=1 rg(€C)=2+rg(A) =3 Incompatible (No hay solucién)
1 1 1 1 1 1 1 1
b) Paraa=0, A=(0 0 1 -—-1| F3=—-F +F; O 0 1 -1
1 -1 1 3 0O -2 0 2
x+y+z=1 x+y—1=1 xX+y=2 (x+y=2
Tenemos{ z=-1 { z=-1 {z=—1 {z=—1
=2y =-2 x—y—1=3 x—y=4 2x = 6
x =3, y=-1, z=-1
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Ejercicio 3:

2
3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: / 3 dx.
eI:
(Cambio de variable sugerido: e =t.)
— 1
b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: / %dm.
RESPUESTA
a) [ 2 dx , eX=t ,e¥dx=dt ,de=%=% f 2 _dx = [ 4%

3+e¥ eX t 3+eX 3+t t

es una integral racional con raices simples, descomponemos en fracciones,
2 A B
(3+t)-t_§+?' Z—A't+B'(3+t),
A+B= 0}
3B=2
Para t=0 2=B-3 B=:
t=-3 2=-3-4 A=-:

2 dt 2
luego =[= dt+ f dt = ——1n|3+t| += ln|t| —ln —|+C,

3+t t 3+t t+3
deshaciendo el cambio = § In x+3| +C

2

3 ex
c=1 ( ) c
|+ n 3+ e* +

X

e*+3

j 2 ax =24
3tex* "3 "

b) f_x+1dx [=

x2+3

X dx + [ — =——f

2+3

2+3 f

x2+43

1
ey
= ——lnlx + 3] +—arctg (\/_) +C

1 V3 x
—E-L(x2+3)+—'arctg—+(]

3 V3
f_x-l_ld 1l|2+3|+1 t (x)+c 1l(z+3)+\/§ tg —+C
X=——-nx — - arc — = ——-in(x — - arc —
X2 +3 2 N R AW 2 3 93
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Ejercicio 4:
4. a) [1,25 puntos] Sea el punto P(1,0,1) y la recta r = ITH =
distancia del punto P a la recta r.

= z__ll. Calcula razonadamente la

=l

=0 42X
b) [1,25 puntos| Sean las rectas s = { y=1 —-2.a-A vt = mT—l = _Lll = ZIQ. Calcula
z2=0 +2A
razonadamente el valor de a € R para que las dos rectas sean paralelas.

RESPUESTA

a) Dadoun punto Axo, Jb, Z) y una recta rla distancia es

AP AV,

aiP,r) = M
A

AL,0,1), V.=(1,1-1), A,=(-1,01), 4,P=(1,01) —(-1,0,1) = (2,0,0)

APAV,=[2 0 0]|=2k+2j, AP AV, =(0,22), |A,P AV|=V0+22+22=+8=2V2
11 -1

/| =VvI+1+1=+v3 dedonde, d(P,r)=%=%g

d(P,r) = Zg’ﬁu.

b) Para que dos rectas sean paralelas sus vectores directores han de ser proporcionales

2 —2a 2
a -1 1
Tomando
2 2 1
—_= — a =
a 1’
y
—2a 2 1
_— = a=
-1 1’
Las rectas son paralelas cuandoa =1
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Ejercicio 5:
5. Sean los puntos A(0,0,1), B(2,1,0), C(1,1,1) y D(1,1,2).

m [1,25 puntos] Calcula razonadamente el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.

= [1,25 punto] Calcula razonadamente la ecuacién del plano que pasa por los puntos A, By C, y
la de la recta perpendicular a este plano y que pasa por el punto D.

RESPUESTA

a) Elvolumen viene dado por la expresion V = %Hﬁ, A_C),E ]|
formamos los vectores:

AB =(2,1,-1) AC=(1,1,0) AD =(1,1,1)

Por tanto, el volumen es

- 2 1 -1
v==-|[4B,ACAD]|=:[|1 1 o]l=zl1]==u?
11 1

v=%u3zo.17u3

b) Consideramos el punto A4(0, 0, 1) y los vectores AB = (2,1,-1) AC = (1,1,0)

x y z-—1
La ecuacién del planovienedadapor |2 1 -1 |=0
1 1 0

Calculando, 2z-2-y-z+1+x=0, x—-y+z-1=0,luego m=x—-y+z—1=0

La recta pedida tendra como vector director el vector normal al plano: n, = (1,—1,1)
junto con el punto (1, 1, 2)

., x—1 -1 zZ—2
la ecuacion de la recta es - Y -

La ecuacion del planoes: m=x—-y+z—-1=0

e x—1 -1 z-2
La ecuacion de la recta es: - Y =
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Ejercicio 6:

6. a) [1 punto] Sea la funcién f(r) = ax® — 22> — = + b con a,b € R. Determina razonadamente los
valores de a y b para que la gréifica de la funcién pase por el punto (1,2) v la pendiente de la
recta tangente a la grafica de la funcién en este punto sea 1.

P —ar+1 <0

be® =0
mente los valores de a v b para que la funcién sea continua y derivable en = = 0.

b) [1,5 puntos] Sea la funcién f(x) = , con a,b € R. Determina razonada-

RESPUESTA
a) f(x) =ax®—2x?>—x+b alpasarporelpunto (1,2), (1) =2
luego f(1)=a-13-2-12-1+b=a+b—-3=2, a+b=5

Como la pendiente de la recta tangente en el puntoes 1, f'(1) =1

f'l(x)=3ax*—-4x—-1 f'1)=3-a-1>-4-1-1=3a—-5=1,3a—-5=1 3a=6

a+b=5 obtenemos

Resolvemos el sistema { a=

Losvaloresson:a=2 y b=3

b) Para x = 0, utilizamos la definicién de continuidad en un punto.

Primero calculamos el lir%f(x) y para ello tenemos que tomar limites laterales, ya que por la
xX—

izquierda del 0 tenemos una funcién y por la derecha del 0 tenemos otra funcién.
lim f(x) = lim(x> —ax+1) =1
x—-0~ x>0~

lirgl+ f(x) = lir(§1+bex = b, luego, para que exista el limite y f'sea continuaen x=0, b=1.
X—= X—=

Calculamos la derivada de f: f'(x) = {izx_ a 9; i g calculamos las derivadas laterales en 0

fl_(0)=2-0—a=-a

F.0)=b-e=b=1

Luego para que f'sea derivable en x=0,a = —1.
f es continua y derivableenx=0para a=-1 y b=1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

J:—E 1
7. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: 1fm — 1.
r—2 27 —4
b) [1,5 puntos] Dada la funcién
2 -2 si r<l
fla)y=4 &1 si 1<z<3
2e* si r>3

determina razonadamente su dominio y estudia su continuidad. En los puntos en los que no lo
sea indica razonadamente el tipo de discontinuidad.

RESPUESTA
X2 0o . L, . -
a) lim® = — indeterminacién, aplicamos regla de L'Hé6pital,
x-2 2x—4 0

, ex—Z_l , ex—Z 1

lim = lim ==

x—-2 2x—4 x—2 2 2
, e 21 1
lim =—
x>2 2x—4 2

b) El dominio es todos los nimeros reales menos en x = 2, por anularse el denominador de la
funcidn racional definida entre 1y 3
Sabemos que es continua en todos los numeros reales por ser una funcién definida a trozos de
funciones continuas, polindmica, racional y exponencial, salvo 1 y 3 por estar definida a
izquierda y derecha con diferentes funciones y hay que estudiar si es o no continuay en x=2
que no es continua pues no existe f{2), estudiamos el tipo de discontinuidad.

e Enx=1, fl1)=12-2=-1
xlg{l_f(x)— llm(x —2)——
f(X)—l |

1+ x-=2
Al ser f(1) = —1 = lllnf(x) ,fes continuaenx = 1.
X—

limf (x) =

, como los limites laterales son iguales, limf(x) = —1,
x-1

e EnXx=2, noexistef(2)
-1 _ 4
xll?%l_f(x) = ll)m_ — == ®

[
llmf(x) = l 2l ot o tw Alimy ()

_— = X2
0+

-1

llmf (x) = lim 2

_ 4
x—>2 X—2 0

e Enx=3, f(3)=2'3_2 =5
lim f(x) = lim =5
limf(x) =4 *3 x=3 s
x—3 3+f(x) = xlE;erZe =2-e

, como los limites laterales son distintos, Alimf(x),
x—3

Enx=2 f presenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto infinito
Enx=3 f presenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:

8. a) Se sabe que el 20% de los usuarios de una red social nunca comparte fotogratias, mientras que
el otro 80% si que lo hace. Ademsds, de los usuarios que no comparten fotografias, el 50% ha
comentado alguna vez una fotografia de alguno de sus contactos. De los usuarios que comparten
fotografias, se sabe que el 90 % ha ecomentado alguna vez una fotografia de sus contactos. Elegimos
un usuario de esta red social al azar.

a.l) [0,5 puntos] jQué probabilidad hay de que haya comentado alguna vez una fotografia de
alguno de sus contactos?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que nunca ha comentado una fotografia de alguno de sus contactos,
jcudl es la probabilidad de que comparta fotos?

b) Un algoritmo de reconocimiento facial es eapaz de identificar de manera correcta al 80 % de las

personas a partir de sus fotografias. Se procesan las fotografias de 4 personas con este algoritmo.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que identifique correctamente a las 4 personas de las
fotografias?

b.2) [0,75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que identifique correctamente al menos a una
persona?

RESPUESTA
a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes tenemos que
escribir una leyenda:

F: comparte fotografias
F: no comparte fotografias
C: comenta fotografias 0.8 0.1

C: no comenta fotografias 0.5

.,.,
°
O
0o 0

aal
0|

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total:
P(C)=P(FNC)+P(FNC) =

= P(F) - P(C/F) + P(F) - P(C/F) = 0.8-0.9+0.2- 0.5 = 0.82
P(C) = 0.82

a.2) Aplicamos el teorema de Bayes:
P(CNF) _P(F)- P(C/F) ~08-01 008 008
P(C) P(C) 1-P(C) 1-082 0.18
P(F/C) = 0.4444

P(F/C) = = 0.4444

b) Sea Xla variable, identificar de manera correcta la persona A X) =0.8
como se procesan 4 fotografias se trata de una distribucion Binomial
donde n=4 y p=0.8 B4, 0.38)

b.1) AX=4)=0.4096, mirando latablak=4y p=0.8,

Probabilidad de identificar las 4 personas, Ax=4) = 0.4096
b.2) AX21)=1-AX=0)=1-0.0016 =0.9984 mirando latabla k\=0y p=0.8

Probabilidad de identificar al menos una persona, AX2 1) = 0.9984

Matematicas Il. Curso 2020 —2021. Autor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE CONVOCATORIA:
GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2020-2021 DE JULIO
ANPUS DY EXCELENCIA INTERNACIONAL MATERIA: MATEMATICAS Il

Instrucciones: El estudiante deberi resolver CUATRO ejercicios, si resuelve mis,
se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora.

Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Ejercicio 1:

1. Sean las matrices
T [ 1 00
A=1]11 01 e IT=|0d1 0
01 1 0 0 1

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + 31 = A.
Ejercicio 2:

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a € R:

r Hday +z = 2
xr +z = a .
ar +2y 4z = 3

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Ejercicio 3:

3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: / x - cos(3x)dr.

dr
252 +1°

b) [1.25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: /
Ejercicio 4:
4, Sean los planos m =a-r+y+2-z2=3yvym=2-r—y+a-2=0

a) [1 punto]| Determina razonadamente el valor de a para que los planos 71 v 72 sean perpendicu-
lares.

b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2,0,1) al plano 7.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:
r—1
5. a) [1 punto] Caleula razonadamente el siguiente limite: lim '817
z—+leT 1 —1

b) [1.5 puntos] Dada la funcién

e’ si <0
1
flr)=4 —— s 0<xr<2
r—1
T si x> 2

estudia su continuidad en # =0 y en = = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

Ejercicio 6:

22 + 22 — 2
6. Sea la funcion f(r) = —————
ea la funcion f(x) 3.2+ 3

a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x)
v clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la grafica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa = = 1.

Ejercicio 7:
7. a) [1 punto] Sea la funcién f(z) =a-2*+b-22+ 2 —1, con a,b € R. Determina los valores de a y
b para que la grafica de f(x) pase por el punto (1,1) y tenga aqui un punto de inflexién.
b) [1.5 puntos] Sea la funcién f(r) = xsen(x) — cos(z). Enuncia el teorema de Rolle y usalo para
razonar si la funcion f(r) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [—1, 1].

Ejercicio 8:

8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves v graves segiin llegan al hospital.
El 20 % de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60% de los pacientes
graves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90% de pacientes
leves v un 10 % de pacientes graves. Si se seleceiona un paciente al azar:

a.l) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, jcudl es la probabilidad de que
llegara al hospital con una dolencia leve?
b) En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como

leves?
h.2) [0,75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados
como leves?
n P 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0 0.4305 0.1678 0.0576 0.0168 0.0039 0.0007 0.0001 0.0000 0.0000
1 0.3826 0.3355 0.1977 0.0806 0.0313 0.0079 0.0012 0.0001 0.0000
2 0.1488 0.2936  0.2965 0.2090 0.1094 0.0413 0.0100 0.0011 0.0000
3 0.0331 0.1468 0.2541 0.2787 0.218%8 0.1239 0.0467 0.0092 0.0004
4 0.0046 0.0459 0.1361 0.2322 0.2734 0.2322 0.1361 0.0459 0.0046
5 0.0004 0.0092 0.0467 0.1239 0.2188 0.2787 0.2541 0.1468 0.0331
6 0.0000 0.0011 0.0100 0.0413 0.1094 0.2000 0.2065 0.2936 0.1488
7 0.0000 0.0001 0.0012 0.0079 0.0313 0.0896 0.1977 0.3355 0.3826
8 0.0000 0.0000 0.0001 0.0007 0.0039 0.0168 0.0576 0.1678 0.4305
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS

3 1 2 1 00
A=|1 01 e S i 4f.
011 001

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

Ejercicio 1:

1. Sean las matrices

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + 37 = A.

RESPUESTA
a) Calculamos el determinante de 4,
3 1 2
[Al=]1 0 1/|=0424+0—-0—-3—1 = —2, como es distinto de 0 podemos calcular la inversa.
0 1 1
L 310 -1 1 1
Calculamos A‘1=m-Adj(At), At=(1 0 1>, Adj(At)=(—1 3 -1
2 1 1 1 -3 -1
L -1 1 1
Como |A| = -2, A‘1=—5 -1 3 -1
1 -3 -1
1 -1 -1
/2 2 2
ar=| 1l 31
2 2 2
-1 3 1
2 2 2

b) A-X+3-1=A4, A-X=A-3-1, X=A1-(A-3-1)=A4A"1-4A-3-471-]

1 -1 -1 -1 3 3
1 0 O 2 2 2 2 2 2
— _ 1 -3 1 -3 11 -3
X=1-3-471; X=I—3-A1=<0 1 0)—3 - = == s =
2 2 2 2 2 2
0 0 1 -1 3 1 3 -9 -1
2 2 2 2 2 2
-1 3 3
2 2 2
-3 11 -3
X=|= = =
2 2 2
\3 -9 -1
2 2 2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro a € R:

r +ay +=z
T +z

ar +2y +z

I |
wa M

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

RESPUESTA
a) Escribimos la matriz de coeficientes C'y la ampliada 4

1 a 1 1 a 1 2
C = (1 0 1], A= (1 0 1 a), calculamos el determinante de C,
a 2 1 a 2 1 3

=24+a?—-2—-a=a*—a, a>—a=0,obtenemos a=1 y a=0.

1 1 1 1 1 1 2
Paraa =1 ,sustituimos, C=(1 0 1], A=(1 0 1 1

IC| =

N O Q
= e

S

1 2 11 1 2 1 3
Como H (1)| #0, ((C)=2; como |1 0 1|=0, rld)=2.
1 2 3
1 0 1 1 0 1 2
Para a = 0, sustituimos, C = (1 0 1), A= (1 0 1 0>
0 2 1 0 2 1 3
Lo _, X _
Como 0 2| #0, n(C)=2; como |1 0 O|*0, r4)=3.
0 2 3
En resumen,
Sia+1ya+0 rg(C)=rg(A) =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sia=1 rg(C) =2 =1rg(A) = 2 | Compatible Indeterminado (inf. soluciones)
Sia=0 rg(C) =2 #rg(A) = 3 | Incompatible (No hay soluciones)

1 2 1 2 . 1 2 1 2
_ _ F2=—F1+F2
b) Paraa =2, A—(l 0 1 2), F'y = —2F, + F, (0 -2 0 O)

2 2 1 3 0 -2 -1 -1
x+2y+z=2 x=1
Tenemos{ =2y =0 ; {y=0
—2y—z =-1 z=1
x=1, y=0 z=1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

3. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: ] x - cos(3x)dr.

dx

b) [1.25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: / 1
x

RESPUESTA
a) [x-cos(3x)dx, porpartes,u==x, du=dx; dv=cos(3x), v=1/3"sen(3x), de donde,
1 1 X 1
jx -cos(3x)dx = x - 3 sen(3x) — 3 J sen(3x)dx = 3 sen(3x) + 5 cos(3x) + C

Por tanto,

X 1
f x-cos(3x)dx = 3 sen(3x) + 9 cos(3x)+C

Logx=L. 2 gy=1
b) [andx=13 f(ﬁx)2+1dx—ﬁarctg(\/7x)+6

ul
u2+1

De la férmula: f dx, donde u es una funcion de x

Por tanto,

[——dx =~

A Sarctg(V2x) + €
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

4, Sean los planos m =a-r+y+2-z2=3yvym=2-r—y+a-2=0

a) [1 punto]| Determina razonadamente el valor de a para que los planos 71 v 72 sean perpendicu-
lares.
b) [1,5 puntos] Para a = 1 calcula la distancia del punto P(2,0,1) al plano 7.

RESPUESTA

a) Para que los planos sean perpendiculares sus vectores normales también han de serlo,
Vector normaldem;, 7y =(a,1,2); Vectornormaldem,, n,=(2,—1,a)
Si el producto escalar vale 0, son perpendiculares,

nn,=1(0a12)-(2,-1,a)=2a—-1+2a=4a—-1
4 1=0 _1
a =0, a= 2
Paraa = % los planos son perpendiculares

b) Dado un punto P(xo, yo, zo) y un plano Tt = Ax + By + Cz + D = 0 la distancia es

|A-xg+B-yg+C-zo+D|

diP.m) = e

Para a =1 la ecuacion del planoes my = x + y + 2z — 3 = 0, sustituyendo en la férmula,

1-2+1-0+2-1-3] 1 V6

V12 + 12 + 22 V6 6

d(P, 71'1) =

d(P,m,) = ?u.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:

xr—1
5. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim ————.
z—+1 T 1

b) [1.,5 puntos] Dada la funcién

e’ si <0
1
fler) =9 — si 0<2<2
r—1
T si x> 2

estudia su continuidad en z = 0 y en = = 2 e indica el tipo de discontinuidad, si la hubiera.

RESPUESTA
a) ll m —— 111 = % indeterminacidn, aplicamos regla de L'Hopital,
lim — T = I-1
x—1 eX~ 1
, -1
5:1—1»'11 ex-1-1 i
b)
1
° EnX—O,j(O)-E-—l
llrgl_f(x) lim e*=1
limf(x) = x , como los limites laterales son distintos, Alimf (x)
x—0 f(x) = l1m —=-1 x—0
-0t x—1
1
L] EnX—Z,f(Z)—;—l
llm_f(x) = —=1
llmf(x) = x—>2 X , como los limites laterales son distintos, Alimf(x),
f(X) = l = X2

EnXx=0 fpresenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
En X =2 f presenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:
2% + 20 — 2
312 +3

6. Sea la funcién f(r) =

a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x)
v clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grafica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa = = 1.

RESPUESTA
a) Fl(x) = (4x+2)-(3x2+3)—(2x2+2x-2)-(6x) _ (12x3+6x2+12x+6)—(12x3+12x%-12x)
X) = (3x2+3)2 - (3x2+3)2 B
a2
= —G(Zx:ig:ﬁ , la fraccion es 0 si el numerador es 0, igualamos —6x2? +24x+6 =0,

Obtenemos, x = 2 + V5 yx=2-— \/g, estudiamos el signo de la derivada en los intervalos,

(—0,2-+5),f'(-10)<0; (2-V5,2+v5), f(0)>0; (24+V5,0), f'(10) <0

Decreciente ; Creciente ; Decreciente ;

_20-10V5 _ V5 | _ 20+10vV5 _ V5
f(z_\/g)_m— el f(2+\/§)_3o+12«/§_3

Por tanto, tenemos:
Minimo relativo en (2 — /5, —g ) y maximo relativo en (2 ++/5, ? )
b) Ecuacion recta tangente: y=fla) +f(a)- (x-a), paraa=1, f{1)=1/3, f(1)=2/3, de donde
y=1/3+2/3-(x— 1), y=§x—§

Recta tangente: y = %x — %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

7. a) [1 punto] Sea la funcién f(z) =a-2*+b-22+ 2 —1, con a,b € R. Determina los valores de a y
b para que la grafica de f(x) pase por el punto (1,1) y tenga aqui un punto de inflexién.

b) [1.5 puntos] Sea la funcién f(r) = xsen(x) — cos(z). Enuncia el teorema de Rolle y usalo para
razonar si la funcién f(x) tiene al menos un extremo relativo en el intervalo [—1, 1].

RESPUESTA

a) Sipasa porel punto (1, 1) entonces, f{1) =1
Si en este punto hay un punto de inflexion entonces, 7’(1) = 0.
ffx)=3-a-x2+2-b-x+1
f"(x)=6-a-x+2-b, aplicamos las condiciones,
f)=a-134+b-12+1-1=1, a+b=1
f"A)=6:-a-1+2-b=0, 6a+2b=0, b=-3a, a—3a=1

1 1 3
Dedonde, a=—> y b=-3(-2) =3

1
Los valores son: a = B b=

b) Enunciado: Si f'es una funcién continua en [qa, b], derivable en (a, b) y fla) = flb) entonces, existe
al menos un ¢ perteneciente a (a, b), tal que f’(c) = 0.
Al ser la derivada en cigual a 0, en ¢ debe existir un extremo relativo.
fix) = x-sen(x) — cos(x) es una funcién continua y derivable en todos los nUmeros reales al ser
suma y producto de funciones polindmicas y trigonométricas que lo son.
Ai-1) =-1-sen(-1) — cos(—1) = —(—=sen(1)) — cos(1) = sen(1) — cos(1)
A1) = 1-sen(1) — cos(1) = sen(1) — cos(1)
Como se cumplen las hipdtesis del teorema, en [-1, 1] la funcidn tiene al menos un extremo
relativo.

Efectivamente f'tiene al menos un extremo relativo en [-1, 1]
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Ejercicio 8:

.

8. a) En el servicio de urgencias clasifican a los pacientes en leves v graves segiin llegan al hospital.
El 20% de los pacientes leves debe ingresar en el hospital, mientras que el 60 % de los pacientes
esraves debe hacerlo. En un dia cualquiera llegan al servicio de urgencias un 90 % de pacientes
leves v un 10 % de pacientes graves. Si se selecciona un paciente al azar:

a.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que deba ingresar en el hospital?

a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el paciente tuvo que ingresar, jcudl es la probabilidad de que
llegara al hospital con una dolencia leve?

b} En un momento dado llegan 8 pacientes a urgencias.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que exactamente 4 pacientes se clasifiquen como
leves?

b.2) [0,75 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean clasificados
como leves?

RESPUESTA

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes tenemos que
escribir una leyenda:

L: pacientes leves 0,2 [

G: pacientes graves i:

I: debe ingresar 0,9 - I

I: no debe ingresar 0,6 |
G 4T

0,1
a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total:
P(D=P(LNnD+PGNI) =

=P(L)-P(I/L) + P(G) - P(I/G) = 0.9-0.2 + 0.1 - 0.6 = 0.24
P(I) = 0.24

a.2) Aplicamos el teorema de Bayes:
P(LNI) _ P(L)-P(I/L) ~09-02 018
P(D) P(I) 0.24 0.24
P(L/I) =0.75

P(L/I) = =0.75

b) Sea X'la variable, clasificar al paciente como leve P(X)=0.9
como llegan 8 pacientes se trata de una distribucion Binomial
donde n=8 y p=0.9 luego B(8,09)

b.1) P(X=4)=0.0046, mirando latablan=8, k=4yp=0.9
Probabilidad de que 4 pacientes sean leves, P(X=4) = 0.0046

b.2) P(X<7)=1-P(X=8)=1-0.4305=0.5695 mirando latablak=8yp=0.9

Probabilidad de que como mucho 7 pacientes sean leves, P(X 2 7) = 0.5695

Matematicas Il. Curso 2020 —2021. Autor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Comunidad Auténoma de CASTILLA LA MANCHA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



MATEMATICAS Il
Selectividad 2021

Comunidad autonoma de

CASTILLA Y LEON

):__—H__Q),

=1
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Jorge Muioz Yanhez-Barnuevo

ESOMEU\ PMBLICA:
L DE T‘OD@S
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Prochaz de accezo a enzefianzas EJERCICIO
univerzitariaz oficiale: de grado | NATEMATICAS II
Castilla y Leén ¥ Pagimas: 3

INDICACTONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escozer ibremente cinco ejercicios completos de
los diez propuestos. Se expresara claramente cusles som bos elegidos. 54 se resolvieran mas, solo se corregiran
los 5 primeros que estén resmelfos (segan el orden de numeracion de pliegos v hojas de cada pliego) ¥ que
no aparezcan totalmente tachados.

2- CALCULADORA: e permitiz2 el uzo de calculadoras no programables {gue no admitan memoriz para
texto ni repraseniaciones sraficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTION: Laos 5 gjercicios s2 pumtuarar sobre un maximo de 2 punios
%z obzervaran fandamentzlmente los sizuientes aspectos: Comrecta wtlizzcion de los conceptos, definiciones v
propiedades relacionadas com |2 matoralezz de la situzcion que se trztz da resolver. Justifcacione: teoricz: gue ==
zporien pare el desarrollo de las respusstas. Claridad v coherencia en 12 exposicion. Precisiar en los calcules ¥ en
las mofacionz:. Deben figurar exphicitamente las operaciones no triviales, dz modo gue puadan reconsirairss [z
arpumentacion logica v lo: calodlas.

El .- (Algebra)
a) Dnzcutir segin los valores del parametro X el sistema de ecuacionss linezlas siguisnte:

r—y+z=
Z2x+v—z=10 (1,2 puntos)
x+y+ i==0

b) Eesolverle para 4 = —1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
Sealamatnz 4 = (n; 10 ]

-1
a) Determinar los valores de n para los que la matriz 4% tiene inversa. (1 punto)
b) Para n = 2, hallar la matniz X que verifica la ecuacion AX + 4 = 27 | siendo [ la main=
1denfidad de orden 2. (1 punto)

E}.- (Geometria)
a) Hallar 1a recta perpendicular al plano w# = x + ¥ + = = 1 que pasa por el punto 4 = (0,0.0].

(0,8 puntosz)
b) Calcular la ecuacidn del plano respecto del cual los pomtos P = (1,1,1) ¥ ¢ = (1,3, —1) son
simetricos. (1,2 puntos)
E4.- {Geometria)
Dados larecta » EI_—+: = }rii= —ia vel punto P = {0,0,0), hallar 1a ecuzeion del plano
que contlane 2 F v paza por 2l punto P. {2 puntosz)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ES.- {Analiziz)

Fepresentar la fimcidn fix) = B{Iz:l, determinande antes sus intervaloz de crecimiento v
decrecimisnte, sus extremos relativos, sus intervalos de comcavidad v convexidad v sus
asintotas. (1 puntoz)

E6.- (Aniliziz)

Caleular lim ef-x—cas(ix)
=0  send{x)

(2 puntoz)

ET.- {Anali=ziz)

a) Dadaz las funcionss fx) = x%, g{x) = —x° + B, hallar los valorez de x € R para los que
g(x) = flx). (0,5 puntos)
b} Caleular el drea limitada por las graficas de las fimeiones f{x) v g{x). (1.5 puntos)

E&.- (Analiziz)
Hallar los valores de a, b v ¢ para los cuales el polinomio Pix) = ax® + bx + ¢ cumple las

siguientas condicionas:
s PlO)=1
* L3 pendiente de la recta tangente a la graficade Pzl enx =0 s m = 1.
. _r; Flx)dx = 12. (2 puntos)

E9.- (Probabilidad v Eztadiztica)

Enun club deportivo, el 55% de los socios son hombres v el 43 % mujeres. Entre los socios,
el 60% de los hombres practica la natacion, asi como el 40% de laz muojeres.

a) Describir los sucesos v sus probabilidades, v caleular 1z prebabilidad de que un secio

elegido al azar practigue la natacion. (1,25 puntoz)
b) Szahendo que una persona practica la natacion, ;jeual es la probabilidad de gue sez una
mujar? (0,75 puntoz)

E10.- (Probabilidad y estadiztica)
El tiempo emplaado, an minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta
enfermedad sigue una distnibucion nomal de media 20 v de desviacion tipica 4.

a) ;En qué porcentaje de test ze obtisne el resultado entre 16 v 26 munotes? (1 punta)
b} ;Cuintos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del

96.41% de los test? (1 punto)
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RESPUESTAS DE LA CONVOCATORIA DE JUNIO

Ejercicio 1:

x—y+z=0

a) Discutir el sistema {Zx + y — z = 0 segln los valores del parametro A.
x+y+1z=0

b) Resolverlo para A = —1.

Solucion:

a) Es un sistema lineal homogéneo por lo que si el rango de la matriz de los coeficientes es 3 entonces
solo tiene la solucidn trivial, y si es menor que 3 es un sistema compatible indeterminado con infinitas
soluciones.

1 -1 1
La matriz de coeficientesesM =2 1 -1
1 1 A

Su determinante es:

1 -1 1
M=12 1 —-1|=24+2+1-14+1+4+21=0; 34=-3; 1 =-1
1 1 A

Para A # —1 el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada e igual al
numero de incégnitas por lo que la solucidn es Unica, la solucidn trivial: x =y =z = 0, y el sistema es
compatible determinado.

Para A = —1 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es compatible
indeterminado.

x—y+z=0
b) Para 1 = —1 el sistema es {2x+y—z = 0, que es compatible indeterminado. Eliminamos la
x+y—z=0

tercera ecuacién, y hacemos z = A:

x—y=-4

2x+y=/1}:>3x:0:> x=0; y=A41.

x=0, y=A4, Z=24, VA ER
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Ejercicio 2:

n;l _01)

a) Determinar los valores de n para los que la matriz A? tiene inversa.

Seala matrizA4 = (

b) Para n = 2, hallar la matriz X que verifica la ecuaciéon AX + A = 21, siendo I la matriz identidad de
orden 2.

Solucion:

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero:

A2=A-A=(”Il _01).(7111 _ol)z(nz;EnZH 2)

2 _

|=n2—2n+1=(n—1)2=0=>n=1.
n—2 1

La matriz A% tiene inversa Vn € R — {1}

b)Paran=2esA=(1 O).

1 -1
Despejamos X:
A-X+A=21-> A-X=21—-A-> AT A-X=A"1-Q2I-A)->X=4"1-(21-4)
Sustituimos:

21_‘4:((2) (2))_(} —01)=(—11 g)

Calculo de A™1:

ar=1; Ol=-ua=( 1) adidea=(T] )4 _agjaent _ (53 )

0 11 4l !
A_lz(i —01)

x:A-l-(ZI—A)=G _01)(_11 (3)):(; —03)
x=( )
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Ejercicio 3:
a) Hallar la recta r perpendicular al plano m = x + y + z = 1 que pasa por el punto A(0, 0, 0).

b) Calcular la ecuacion del plano S respecto del cual los puntos P(1,1,1) y yQ(1,3,—1) son
simétricos.

Solucion:
El vector normaldel planom=x+y+z=1esnn = (1,1,1).
Podemos tomar como vector director de la recta, 7, el vector normal del plano: v, = (1,1, 1).

Conocemos un punto A4(0, 0, 0) y el vector de direccidn, por lo que la ecuacidon paramétrica de r es:

x=2
r=jy=4
z=21

b) El punto medio del segmento de extremos P y Q es M(1,2,0), que debe ser un punto del plano S.
Los puntos P(1,1,1) y y Q(1, 3, —1) determinan el vector:

P¢ =0 - 0P =[(1,3,-1) — (1,1, 1)] = (0,2, -2).
ﬁ es un vector ortogonal al plano. Tomamos como vector ortogonal: 7 = (0,1, —1)

Hallamos la ecuacién de dicho plano:

y—z+D=0

M(1,2,0)}=>2_0+D=0=> D=—-22B8=y—7-2=0,

f=y—z—-2=0
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Ejercicio 4:

Dadalarectar = x_—+11 = y_Iz = _iz y el punto P(0, 0, 0), hallar la ecuacion del plano  que contieneary

pasa por el punto P.

Solucion:
Un punto y un vector director de r son A(—1,2,0) y v = (1,—1, 2).
Los puntos P(0,0,0) y A(—1, 2,0) pertenecen al plano, y determinan el vector PA = (-1,2,0).

El plano 7 tiene como vectores de orientacion ¥ = (1,—1,2) y PA = (=1,2,0) y contiene al punto
P(0,0,0) por lo que su ecuacion es:

x y z
n(P; $,PA)=|1 -1 2|=0= —4x+2y+2z=0
-1 2 0

=—-4x+2y+z=0
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Ejercicio 5:

. s 2 . . ..
Representar la funcion f(x) = el ), determinando antes sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas.

Solucion:
La funcidn f(x)es exponencial por lo que es continua y derivable en toda la recta real.

Como f(—x) = el = o(¥?) = f(x), la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f’(x)=2x-e("2). f’(x)=0:»2x-e(x2)=0:» x=0.

x € (—,0) = f'(x) <0, luego la funcidén es decreciente.

x € (0,+) = f'(x) > 0, luego la funcidn es creciente.

En x = 0 la funcidn pasa de ser decreciente a ser creciente luego en ese punto tiene un minimo.

f(0) = e(0?) = g0 =1 — A(0,1) es un minimo relativo (luego comprobamos que es un minimo
absoluto).

Una funcidon es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

(*) > 0,vx € R
") =2 - e(®) . (1 + 2x2 ﬁ{e VX = f"(x) > 0,Vx € R.
[ ( ) 14+ 2x%>0,Yx €ER [

La funcién es convexa (U) en todo su dominio.

No tiene asintotas verticales.
k= lim f(x) = lim e(**) = ¢*® = 40
x—too x—+oo

No tiene asintotas horizontales, ni oblicuas

Otros puntos de la funciéon son: B(—1,e); C(1,e).
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Ejercicio 6:

. e¥—x—cos (3x
Calcular: lim —2()
x—0 sen? x

Solucion:

- e*—x—rcos (3x)
lim 5 =
x—0 senc x

Para x = 0 se anula el numerador y el denominador, por lo que hay una indeterminacién, aplicamos la
regla de L’Hépital:
o e*—1+3-sen(3x) . e*—1+4+3: sen(3x)
= lim = lim
x>0 2-Senx-:cosx x—0 sen 2x

De nuevo se anula el numerador y el denominador, por lo que hay una indeterminacidn, aplicamos la
regla de L’Hépital:

e*+3-3.cos 3x) _ e%+9-cos0 _ 1+9:1 _

= lim = 5.
x—0 2-C0S 2x 2-cos 0 2-1
e*—x—cos (3x)

lim > =5

x—=0 senc x
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Ejercicio 7:
a)Dadas las funciones f(x) = x2?, g(x) = —x? + 8, hallar los valores x € R para los que g(x) > f(x).

b) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x).

Solucion:

a) Ambas funciones f(x) y g(x) son pares, por ser f(—x) = f(x) y
g(—x) = g(x), por lo cual, ambas son simétricas con respecto al eje de
ordenadas.

Calculamos sus puntos de interseccién:

fX)=gx)>x?=—x2+8> 2x2=8> x?*=4>x,=-2>
A(—2,4); x, =2 > B(2,4).

La funcién f(x) = x? es una pardbola convexa (U) cuyo vértice es

0(0,0).
La funcién g(x) = —x? + 8 es una parabola céncava (N) por ser negativo
el coeficiente de x? cuyo vértice es el punto C(0, 8). 3

En la representacion grafica se observa que g(x) = f(x),Vx € [-2,2].
g(x) = f(x),vx € [-2,2]

b) Como todas las ordenadas de g(x) son mayores que las correspondientes ordenadas de f(x), la
superficie a calcular es:

2 2 2
s=j [g(x)—f(x)]-dx=2-j [g(x)—f(x)]-dx=2-j [(—x2 +8) — x?] - dx =
-2 0 0

-32496 _ 64

3 3°

=2Lﬁ—m@+8ydx=2-kf§+842=2-K—%§+8-@—n]=—§+32=

u? = 21.33 u?

5_64
3
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Ejercicio 8:

Hallar los valores de a,by c para los que el polinomio P(x) = ax? + bx + ¢ cumpla las siguientes
condiciones:

e P(0)=1.
e Lapendiente de la recta tangente a la graficade P(x) enx = 0esm = 1.
o [JP(x)-dx=12.

Solucion:
P0O=1=a-02+b-04+c=1=>c=1.
Parax = 0 es P(0) = 1, por lo cual el punto de tangencia es P(0,1).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor de la derivada en ese
punto.

P(x)=2ax+b=>P'(0)=1=2a-0+b=b=>b=1.
Por ahora P(x) = ax? + x + 1.

2 o (22 R [ SO COPN R [ SO COPY I
Jy P(x) - dx =12 = [ (ax +x+1)dx_[3+2+x]0—[3 +2+2] 0= —+2+2-

89 _8=>q=3.
3

a=3;b=1,c=1; P(x) =3x*>+x+1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 9:
En un club deportivo, el 55 % de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60 % de

los hombres practica la natacidn, asi como el 40 % de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al azar
practique la natacién.

b) Sabiendo que una persona practica la natacidn, écual es la probabilidad de que sea mujer?

Solucion:

a) Llamamos H al suceso ser hombre, y M a ser mujer. Llamamos N al suceso practicar la natacion, y
noN a no practicarla. Llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol:

N
0.6
H
0.4
0.55 noN
0.45 N
0.4
M
0.6 noN

P(N) =P(H)-P(N/H)+P(M)-P(N/M) =0.55-0.6+0.45-0.4 = 0.330 + 0.180 = 0.510.

La probabilidad de que un socio elegido al azar practique la natacién es 0.510.

b) Ahora es una probabilidad condicionada:

P(MnN) _ P(M)-P(N/M) _ 0.45-0.4 _ 0.180
P(N) P(N) T 0510 0510

P(M/N) = = 0.3529.

Sabiendo que una persona practica la natacion, la probabilidad de que sea mujer es 0.3529.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 10:

El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta enfermedad
sigue una distribucién normal de media 20 y de desviacion tipica 4.

a) ¢En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos?

b) ¢Cudntos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41 % de los
test?

Solucion:
a) El enunciado nos dice que: u = 20; 0 =4;X - N(u,0) = N(20,4).
Tipificando la variable: Z = %.

16 — 20 26—20)

<Z<
4 - 4

P(Z<15)—-[1-P(Z<1)]=P(Z <15 —1+P(Z<1)=0.9333 -1+ 0.8413 = 0.7746.

—4 6
P(16<X<26)=P< =P(TSZSZ)=P(—1SZSL5)=

En el 77.46 % de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos.

b) P(X < a) = 0.9641 = P (Z < “"42").
Buscando en la tabla N(0, 1) a la inversa, a 0.9641 le corresponde 1.8:

2720 _ 18> a—-20=72=qa=272.

Para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41 % de los test son necesarios 27. 2 minutos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruoebaz de accezo a enzefianzas EJERCICIO
nniverzitarias oficiales de grado | NATEMATICAS II
Castilla y Ledn N° Paginas: 3

INDICACTONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alomno debers escoger libremente cnco ejercicios completos de
lox diez propuestos. Se exprezara claramente cuales son los elegidos. 5i se resolvieran mas, solo se corresiran
los 5 primeros que estén resmeltos (segun el orden de numeracion de plisgos ¥ hojas de cada plisge) ¥ que
no aparezcan totalmente tachados.

- CALCULADORA: Se permitir2 el uzo de calculadoras no programables {gue no admitan memoriz para
18xto ni reprazentacionss graficas). .

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTON: Los & ejercicios 52 puntuzrap sobre un maximo de 2 puntos
Za ghzervaran fopdamertalmente los sizuisnies aspectos: Correcta wilizacion de los conceptos, defimiciomss v
propizdades ralacionadas con la nataralezz de la situacion que se tr2t2 de rezolver. Tustificacione: teoricas que =2
zparien parz el dezzrrelle éa las respusstas. Claridad v coherencia en |2 exposicion. Precision en los caloules ¥ en
las nofaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, dz modo gue puadan reconsimirz: [z
argumentacion logica v los caloules.

El .- (Algebra)
a) Dizeutir zegun los valores del parametre X el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

r+y+z=0
x—dy=1 (1,2 puntoz)

2Zx+ d==1
b) Rezoberlo para d=1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
Dadas las matrices M = [_?_ :] vN = [_E g], hallar la matnz P que venfica que
M™IPM = N. (2 puntos)

El. (Geometria)
Dadaz.lasrectaerx=}'+1=P—2 }'EE{I_T-'-H:I],
z 2x—=z+3 =10

a) Determunar la posicion relatrva de » ¥ =. (1 punto)
b) Hallar 1z ecuacion del planc gue contisne ar v 5. (1 punto)

ze pide:

E4.- (Geometria)

El:i»l:lzllztrechrEJ:—:l=}—_—_:=I_T‘l

a) Caleular el plano w4 que paza por 4 = (1,2,3) v ez perpendicular a la recta ». (0,5 pontos)
b) Calcular el plane m> que pasa per B = (—1,1, —1) v contisne a la recta r. (1,5 puntoz)

E=.- {Analiziz)

Dada la funcidn f(x) = x¥ — 5x — 1, determinenze sz mtervalos de crecimiento ¥
decrecimianto, sus extremos relatives, sus intervalos de concavidad v convexidad v sus
puntos de inflexion. (2 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E6.- (Ansliziz)

Caleular el valor de m = 0 para el cuzl s verifica qua ].'I.'I:_.'I:l'!. 1—:?\;:11] = 2. {2 puntos)
X
E7.- {Analiziz)
1—cosx . ;t 0
a) Estudiar la continuidad d la funcién definida por f(x) = [ xS F T (1 punts)
0 ,=six=0
b) Caleular [ x In{x?) dx. (1 punto)

E3S.- {Analiziz)
Se considera la funcicn f{x) = x — cosix)
a) Demostrar que la ecuacion F{x) = 0 tiene al menos wna solucion en ol intervalo [0,m/2].

(1 puntao)
b} Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucion en el imtervalo [0,w/2], de
mode que la solucion del apartado anterior es la tmnica. (1 punto)

E%.- (Probahbilidad ¥ Eztadiztica)

Deentro da una caja hay bolas de varios colores que tiensn todas el mismo tamario v aspecto,

siendo alzunas de madera v las otras de metacnlato. Concretamente:

= El 43% son blancas v entre ellas dos fercios son de madera.

= E]1 24% son rojas, v de ellaz las fres cuartas partes zon ds madera.

= E]1 28% son verdas, da las cualas la mitad zon de madera.

Conziderande loz sucezos: B = “serblanca”, B = "serroja”, V= "ser verde" v M ="zerde

madera”

a) Indicar cuales son los valores de P{M /B, P(M/R) v P{M V). (0*3 puntos)

b} Caleular la probabilidad da que al zacar al azar una de laz bolas de la caja, sea de madera.
(0*7 puntos)

c) 51 zolo sabemos que una de las belas de la caja, elegida al azar, es de madera, ;jcual ez la

probabilidad de que sea blanea? (1 punteo)

E10.- {(Probabilidad y Eztadiztica)

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacion adulta esparicla sigue una distribucion
normal de media 100 v desviacion tipica 20.

a) ; (Jue porcentaje de ezpafioles adultos ze espera gue tengan un coeficiente mmtalectnal antre

95 v 1057 (1 punto)
b} 51 s2 considera que una persona es superdotada cuando su coeficients intelectual es mavor

gue 160, calcular &l porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 puntao)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

aaa i 0.2 0% a4 ans 206 AT 0BE 209
i D000 0.5d40 0 S &850 DELgn 0510 Lk 05179 0.531% QSEED
bi DS30E D438 05473 85517 DESST 0550 B5E3E 0.5475 05714 B575L
02 DETOE D332 0EETL LK1 DERaE 0.5pET DE0TE 0604 06103 LR R
03 DELTD D217 06155 el ik LS EE 06563 DgdDE 05443 06450 BESIT
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LY DogpET Dopat 0pRET DQNEE Dapas nokee LLNER g 0.0 LLupD
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Ejercicio 1:

x+y+z=0
a) Discutir el sistema {x -Aly=1 segun los valores del pardmetro A.
2x+Az=1

b) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1 1 1 1 1 0
M=|1 -1 0|yM'=|1 -2 0 1)
2 0 2 2 0 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del pardmetro A es:

1 1 1
IM|=]1 -2 0|=-22+4+21—-1= -2+1=-21-1)=0=>1,=0,1,=1.
2 0 2

Sid # 0 o0siA+# 1 elrango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz ampliada e
igual al numero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado.

1 1 1 0
Para A = 0 la matrizampliadaes M’ = (1 0 0 1), que tiene el menor:

2 0 0 1
1 10
1 0 1|=2-1=1+0,
2 0 1

Por lo que su rango es 3, distinto al rango de la matriz de los coeficientes que es 2, por lo que el sistema
es incompatible.

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
ParaA =1 la matrizampliadaesM'=(1 -1 0 1|-=|0 -2 -1 1]-(0 -2 -1 1

2 0 1 1 0O -2 -1 1 0 O 0 O
{Fz_’Fz_F1}
F; - F; —2F;

Al tener una fila de ceros su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes y menor que el nimero
de incégnitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

{F; > F; — F,}

x+y+z=0
b) Para A = 1 el sistema resulta x —y = 1, que es compatible indeterminado.
2x+z=1

Hacemosx =y, y=—-1+u; z=1-2u.
x=uy=-1+puz=1-2uVu€eR
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

Dadas las matrices M = (_01 D yN = (_1 (2)), hallar la matriz P que verifica que

M™1.P-M=N.

Solucion:

Despejamos P de la ecuacién matricial multiplicando dos veces por M~1:
Mt*p-M=N-M-M'wWY M-M1=M-N-M1> P=M-N-M1

Sustituimos:
M| = _01 1| — 1 # 0 luego existe su matriz inversa
we=(§ ) agpaene= (3 =it Gl - (13
p=menem= (20 0)-(0 )G 9)=G DG =G D)
P=(3 %)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

x—y+3=0

2x <z +3 =0 € P9

Dadaslasrectasr5x=y+1=?ysz{

a) Determinar la posicion relativader y s.
b) Hallar la ecuacidn del plano que contienear y s.

Solucion:

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta s:

XxX—y+3=0 x =4
SE{ Y o =2x=2 y=34+1 z=3+21>s={y=3+1.
2x—z+3=0
z=3+21

Un punto y un vector director de la recta s son B(0,3,3) y v, = (1,1, 2).
Un punto y un vector director de la rectar son A(0,—1,2) y v, = (1,1, 2).

Los vectores v, y U, son iguales y por tanto linealmente dependientes luego las rectas r y s son
paralelas o coincidentes. Si son paralelas, no tienen ningin punto en comun, mientras que, si son
coincidentes, los tienen todos.

Para diferenciar el caso comprobamos si el punto A(0,—1,2) € r, también pertenece a la recta s, para
lo cual, tiene que satisfacer su ecuacién:

S=xz§+l A=0 A1=0
_2]:3_'_2/1 =2>3+1=-1;> 3#-1 (>A¢&s.

Las rectas  y s son paralelas

b) Del plano pedido ya conocemos puntos, A(0,—1,2) y B(0, 3,3) y un vector de orientacion, el vector
de direccién de ambas rectas: v, = (1,1, 2). Obtenemos otro vector de orientacién:

AB = 0B — 04 =[(0,3,3) — (0,—1,2)] = (0,4, 1).

. x y+1 z-2
n(4; v,AB)=[1 1 2 |=0= -7x+4z-2)-(y+1)=-7x+4z—-8—-y—1
0 4 1
=—7x—y+4z—-9

7x+y—4z+9=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

-2 z—1
Dadalarectar=x—1 =y—1=7.

a) Calcular el plano ; que pasa por A(1,2,3) y es perpendicular a la recta r.
b) Calcular el plano 7, que pasa por B(—1,1,—1) y contiene a la recta .

Solucion:

a) Un vector director de la recta r es v, = (1,—1,2), y por tanto el vector ortogonal al plano buscado,
quetendrdlaforma:my =x—y+2z+D =0

Imponemos que pase por el punto A(1,2,3)
m=x—-y+2z+D=0-1-2+2-3+D=0=5+D=0=D=-5
my=x—-y+2z—-5=0

b) Ahora del plano pedido conocemos dos puntos, B(—1,1,—1) y un punto de la recta r: P(1,2,1). El
vector BP es un vector de orientacién del plano, asi como el vector v, = (1, —1, 2) de direccién de la

recta.
BP = 0P - 0B = [(1,2,1) = (-1,1,-1)] = (2,1,2).

. x+1 y—-1 z+1
m,(B; v,,BP) =| 1 -1 2 [=0=—-4(x+D+2(y-1)+3(z+1) =
2 1 2
—4x —4+2y—2+3z+3=4x—-2y—3z+3

m,=4x—-2y—-3z+3=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:
Dada la funcién f(x) = x° — 5x — 1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexion.

Solucion:

La funcion dada es polindmica, por lo que es continua y derivable en toda la recta real. Para determinar
sus extremos relativos buscamos los puntos donde se anula la primera derivada:

flx)=5x* - 5> f'(x)=0=5x*-5->x*-1=0-> x*=1=>x, =-1,x, = 1.
Para saber si una funcion es creciente o decreciente analizamos el signo de su primera derivada.

Por ser f(x) polindmica, las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos
(=0,—1),(—1,1) y (1, 4+), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Por ejemplo, parax =0 € (—1,1) es: f'(0) = —5 < 0 por lo que la funcidn es decreciente.
Y parax € (—o,—1) U (1, +) la funcién es creciente.

Six € (—1,1) es decreciente, y si x € (—o0,—1) U (1, +0) la funcion es creciente

Para x = —1 la funcion pasa de ser creciente a ser decreciente, por lo que en .

ese punto se alcanza un maximo:

f(-1)=(-1°*-5-(-1)—-1=-1+5-1=3. :
A(—1,3) es un maximo relativo 2

Para x = 1 la funcidn pasa de ser decreciente a ser creciente, por lo que en
ese punto se alcanza un minimo:

f)=(1)5-5-(1)-1=1-5-1=-5 o

B(1,—5) es un minimo relativo

L

Una funcion es céncava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

f'"(x) = 20x3; Si x < 0 entonces f"'(x) < 0; Six > 0 entonces f"'(x) > 0.

Para x € (—0,0) la funcién es céncava (N).
Y para x € (0,+) es convexa (V).

Una funcién tiene un punto de inflexion cuando pasa de ser cdncava a
convexa o viceversa, por lo que tendra un punto de inflexion para x = 0. 7

(0,—1) es punto de inflexion
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Ejercicio 6:

s .. 1—cos(mx
Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que: lln(l)+ = 2.
xX—

Solucion:

Indeterminado del tipo %. Aplicamos L’Hépital.

. 1—cos (mx . m-sen (mx
fjm ACS ) _ o mosen (mx)
x—0 X x-0 2x

. . .0 . A
Vuelve a ser indeterminado del tipo p Volvemos a aplicar L’Hépital.

m2-cos(mx) _ m?.cos0 _

= lim =2-
x—0 2 2 2

m2-1

=2=>m?!=4>m;=-2,m, =2.

Por ser m > 0 la Unica solucion esm = 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

1-cosx

, Six+0

a) Estudiar la continuidad de la funcidn definida por f(x) = { .
0 ,six=0

b) Calcular I = [ x - L(x?) - dx.

Solucion:

a) La funcién f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para x = 0 cuya continuidad es
dudosa, y vamos a estudiar.

Una funcion es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen y son
iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
. . 1-cosx
lim f(x) = lim —==
x—0~

=0
Para x = 0 = { x>0
lim f(x) =1im0 =0 = f(0)
x—0t x—0

T . . .0 . JirAL
e Ellimite 111(1)1 °% es indeterminado del tipo o Aplicamos L’Hépital.
x—>0"
. 1-cosx . sen 0~ 0
lim = lim =-=0.
x>0~ X x—0- 1 1

IS0 =in0=0
e f(0)=0
= lim f(x) = lim f(x) = f(0) =0

La funcién es continua en x = 0, y por tanto, es continua en toda la recta real.

b)I =[x -L(x?) -dx=[x-2-Lx-dx=2-[x-Lx-dx=
2
La hacemosporpartes:uzLx—>du=%-dx;x-dx=dv—>v=x?
2 2 2 2
I=2-fx~Lx~dx=2-[Lx-x?—fx?-%-dx]=2-[%-Lx—%-fx-dx]=x2-Lx—x?+C.

2
I=fx-L(x2)-dx=x2-Lx—x7+C.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:
Se considera la funcion f(x) = x — cos x.

. . . . Y
a) Demostrar que la ecuacién f(x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [O, E]'

b) Probar que la ecuacién f(x) = 0 solo puede tener una solucién en el intervalo [0, %], de modo que

la solucién del apartado anterior sea Unica.

Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

. . . s
Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcién f(x) en el intervalo [O, E]:

La funcidn f(x) = x — cos x es continua en R por ser suma algebraica de dos funciones continuas en R.
f(0)=0—-cos0=-1<0.

f)=F-cosi=7-0=37>0.

.z . , . T
Luego por el Teorema de Bolzano la funcidn tiene al menos una raiz en el intervalo [0, E]

b) En el intervalo [0, g] la funcidén es creciente ya que:
f'x)=14+senx>0
La derivada no se anula nunca por lo que es imposible que haya otra raiz.

. q ;7 . , q s
La funcion tiene una Unica raiz en el intervalo [0, E]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 9:

Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamano y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente: el 48 % son blancas y entre ellas dos
tercios son de madera; el 24 % son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera y, el 28 % son
verdes, de las cuales la mitad son de madera. Considerando que B, R, V y M indican blanca, roja, verde
y de madera, respectivamente:

a) Indicar cuales son los valores de P(M/B); P(M/R) y P(M/V).
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.

c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, écudl es la
probabilidad de que sea blanca?

Solucion:

Llamamos B, R, V, M y noM al suceso, ser blanca, roja, verde, de madera y no de madera,
respectivamente. Y llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol.

a) P(M/B) == = 0.6667.

P(M/R) === 0.75.

NIRLr »lWw

P(M/V) =% = 0.50.
b) P(M) = P(BA M) + P(RNM) + P(V n M) =P(B)-P(%)+P(R)-P(§)+P(V)-P(%) =
0.48 -§+ 0.24 - % +0.28 % =032+ 0.18 + 0.14 = 0.64.
Probabilidad de ser de madera es 0. 64
P(BNM) __ P(B)-P(M/B) _ 0-48'§ _ 032

c) P(B/M) = Pp(M)  P(M) = 062 o064 0.5.

Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, la probabilidad de que
sea blanca es de 0. 5.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 10:

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacién adulta espafiola sigue una distribuciéon normal de
media 100 y desviacion tipica 20.

a) ¢Qué porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y
1057

b) Se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160,

calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados.

Solucion:

Nos dicen que es una distribucién normal de u = 100; o = 20:

X = N(y; o) = N(100, 20). Tipificando la variable: Z = X_Ztoo,

Q) P(95<X<105)=P(E2R <z <20 = p(Z<Z <) =P(-025<Z <0.25) =

P(Z <025 —[1-P(Z<025)]=P(Z<025—1+P(Z<025) =2-P(Z<025)—1=
2-05987 —1=1.1974—1 = 0.1974 = 19.74 %,

Se espera que tenga un coeficiente intelectual entre 95y 105, un 19.74 % de espafioles adultos.

160-100

b) P(X > 160) = P(Z > 28

)=P(Z>%)=P(Z>3)=1—P(ZSB)=1—O.9987=
0.0013 = 0.13 %.

El porcentaje de espafioles superdotados es de 0.13 %.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestié val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet I'ds de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna gliestio si necessiteu més espai. En aquest dltim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestio corresponent.

Problema 1:

1. Consideren la parabola y=4 - x* i un valor a > 0.
@) Comproveu que Pequacio de la recta tangent a la grafica de la paribola en el punt
d’abscissa x=a és y=-2ax+ @’ + 4 i calculeu els punts de tall d’aquesta recta tangent
amb els eixos de coordenades.

[1,25 punts]

b) Calculeu el valor de a =0 pergué 'area del triangle determinat per aquesta recta tan-
gent i els eixos de coordenades sigui minima.

[1.25 punts]

Problema: 2

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real p:
px+y+z=12
Qx+py+pz=1
2x+y+z=12

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre p.
[1.5 pums]

b) Resolew, si és possible, el sistema per al cas p=2.
[ punt]

Problema 3:

x-1

3. Considereu el punt P=(-1,3, 1), elpla m: x=yila recta r: 7 - =z-2.

b
3
@) Trobeu les coordenades del punt P simetric a P respecte al pla m.
[1.25 punts]

b) De tots els plans que contenen la recta r, trobeu I'equacio cartesiana del que és per-
pendicular al pla .

[1,25 punts]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

4. Siguilafuncié f(x)=

In(x)

definida en el domini x> 0, en qué In és el logaritme neperii.

@) Trobeu les coordenades d'un punt de la corba y=f{x) en el qual la recta tangent a la
corba sigui horitzontal i analitzeu si la funcié té un extrem relatiu en aquest punt.
[ punt]

b) Determineuw si la funcidé flx) té alguna asimptota horitzontal.
[0.5 pums]

¢) Calculeu I'area de la regio delimitada per la corba y=f{x) i les rectes x=1 i x=e. Feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funcié en el domini 0 <x <5, en qué quedi
representada I"area que heu calculat.

[ pnt]

Problema 5:

001
5. a) Donada la matriu 4=| 1 0 0 |, resoleu I'equacio matricial A*X=A - 31, en qué
010

I 65 la matriu identitat.
[1.25 punts]

b) Una matrie quadrada M satisfa que M*-3M*+3M -TI=0, en qué I és la matriu
identitat. Justifiquen que M és invertible i expresseu la inversa de M en funcié de les
matrius M iI

[1.25 puris]

Problema:6

6. Considereu la funcio fix)=e""'-x-1.

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

@) Estudieu-ne la continuitat, els extrems relatius i els intervals de creixement i decrei-
xemenit.

11,25 punts]

b) Demostren que I'equacio fix) =0 té exactament dues solucions entre x=-1ix=3.
[1.25 punts]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS SERIE 2

Problema 1:

1. Considereu la paribola y=4 - x* i un valor a > 0.

a) Comproveu que 'equacio de la recta tangent a la grafica de la parabola en el punt
d'abscissa x=a és y=-2ax+ & +4 i calculeu els punts de tall d’aquesta recta tangent
amb els eixos de coordenades.

[1.25 punts]

b) Calculeu el valor de a =0 pergué "area del triangle determinat per aquesta recta tan-
gent i els eixos de coordenades sigui minima.
[1.25 punts]

Solucion:

a) Para determinar la recta tangente buscamos el punto de tangencia, y con la derivada en ese punto,
la pendiente de la recta:

Parax = aes f(a) = 4 — a?, por lo cual el punto de tangencia es P(a, 4 — a?).
f(x) =-2x>m=f(a) = -2a.

La ecuacion de la recta tangente es: y = y, + m(x — x;)

y=(0“4-a?) —2a(x—a) =4—a*—-2ax +2a? = —2ax + a? + 4. C.q.d.

La recta tangente corta a los ejes de coordenadas en los puntos:

. y= 0 _ 2 _ _ a?+4 a’+4
X'y=—2ax+a2+4}_’ 2ax +a>+4=0- x="54(22)0).
: x=0 _ 2 2
Yy=_2ax+a2+4}_)y—a +4_>B(O,a +4’)
Queda comprobado que la recta tangente es y = —2ax + a? + 4, y conta a los ejes coordenados en

2
a“+4

los puntos: A (

2a

,0)yB(0,a% +4).

iy Lo . . 1 a’+4
b) El triangulo de vértices OAB es rectangulo, y su area vale: > % - (a? + 4). Imponemos que sea

2
minima anulando la derivada primera y haciendo positiva la segunda:

¢ 1 a’+4 2 1 (a?+4)°

Area(a)=5-7-(a +4)=Z' P

‘ , 1 [2-(a?+4)2a]-a-(a?+4)* 1 _ 1 (a?+4)-[4a?—(a?+4)] _ 1 (a?+4)-(3a%-4) _
Area’(a) =2 p =3 e =7 e 0

(a® + 4) - (3a2 — 4) = 0. Es siempre distinto de cero: a’ + 4. Anulamos:

3¢ —-4=0-> 3a’=4->a= i%. La solucidn negativa da longitudes negativas luego no tiene

sentido geométrico

[2a-(3a2-4)+(a%+4)-6a]-a®~[(a?+4)-(3a%~4)]-2a _ 3a*+16a°+16

Area’ (q) = L.
Area' (a) = 2 pr o3

- Area” (\/2—5) >0

El area del triangulo es minima para a =
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Problema: 2
2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre real p-
px+y+z=1
2x+py+plz=1
dx+y+z=12
@) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre p.
[1.5 purms]
b) Resolew, si és possible, el sistema per al cas p=2.
11 punt]

Solucion:
a) Para discutir el sistema estudiamos los rangos de las matrices de los coeficientes y ampliada:

p 1 1 p 1 1 2
M=<2 p p2>YM'=<2 p p? 1).

2 1 1 2 1 1 2
Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:
p 1 1
M| =2 p p*|l=p*+2+20"-2p—p*-2=0-> p>—3p*+2p=0;
2 1 1
) ) 3+v/9-8  3+V1 341
p(p*—3p+2)=0-p=0. yp°"—=3p+2=0-> p= = =—o-o>p=1p=2.

2 2 2

Porlo quesip #0,p # 1, p # 2 el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la
matriz ampliada e igual al nimero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado.

0 1 1 2\ (0 1 2
Para p=0->M'=(2 0 0 1);(2 0 1|=4+2—-4=2+0, luego su rango es 3, mientras
2 1 1 2/ 12 1 2

qgue el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

1 1 1 2 1 1 2
Parap=1-M'=(2 1 1 1);(2 1 1|=2+4+2—-4—-1—-4=—-1+0,luegosurangoes
2 1 1 2 2 1 2

3, mientras que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

2 1 1 2
Parap=2->M' = (2 2 4 1>, tiene la primera vy la tercera fila iguales, luego su rango es 2, igual

2 1 1 2
al rango de la matriz de los coeficientes y menos que el nimero de incdgnitas, luego el sistema es

compatible e indeterminado.
La discusion completa del sistema es:
e Sip=0obienp=1elRgM =2 # RgM" = 3y el sistema es incompatible.
e Sip=2elRgM =2 =RgM" < ny el sistema es compatible indeterminado.
e Sip#0,p#1yp+2elRgM =3 = RgM" = ny el sistema es compatible determinado.
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2x+y+z=2
b) Sip = 2 el sistemaes: 2x + 2y + 4z = 1}, que es compatible indeterminado.

2x+y+z=2
2x2:;-yy+'|:é:i}=) 2x+y+z=2} 2x+y=2—/1} - —2x—y=—2+,’{}
2x+y+z=2 2x+2y+4z=1 2x+ 2y =1—44 2x+ 2y =1—-42
Hacemos z = A, y sumamos: y = —1 — 34.

2x+y=2-1- 2x—1-31=2-1- 2x=3+21> x=-+A

3
x=i+l,y=—1—A,Z=A,VAER
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
. , -1 ¥
3. Considereuel punt P=(-1,3, 1), elplam: x=yilarecta r: 3 =’?= z-2.

@) Trobeu les coordenades del punt P' simetric a P respecte al pla m.
[1,25 puns]

b) De tots els plans que contenen la recta r, trobeu I'equacio cartesiana del que és per-
pendicular al pla .

[1,25 punis)
Solucion:
a) La recta t que pasa por P(—1,3,1) y es perpendicular al plano T = x — y = 0 tiene como vector
x=—-1+41
director al vector normal de T: 1 = (1, -1, 0) =>t= {y =3-1.
z=1

El punto M, interseccion del plano  con la recta t es la solucidn del sistema que forman:

nt=x—y=0

y=3-21

=—-1+21
r:{x =5-141-3B3-1)=0; -1+41-34+1=0=>1=2=M(1,1,1).
z=1

—_—

Debe verificarse: PM = MP .
PM =0M-0P =[(1,1,1) - (-1,3,1)] = (2,-2,0).

MP = 0P —0M = [(x,y,2) - (1,1, 1)] = (x—,y — 1,z 1).
x—1=2-x=3
2,-20=(kx-1y-1,2z-1) :{y—1=—2—>y=—1}.
z—1=0-2z=1
El punto simétrico pedido es: P'(3,—1,1)

b) De la recta r = xT_l = % = z — 2 conocemos un punto: Q(1,0,2) y el vector de direccién: v, =
(2,3,1).
Buscamos un vector perpendicular a 7; = (2, 3, 1) y al vector normal al plano m: (1,—1,0)
. i j k
n,=v,xn=[1 -1 0|=-i+3k+2k—j=—-i—j+5k=>=>n =(1,1,-5).
2 3 1

El haz de planos y tiene por expresién general: y = x +y — 5z 4+ D = 0. Imponemos que contenga a
Q(1,0,2):y=x+y—-5z2+D=0—14+0-5:-2+D=0; D—-9=0=D =09.

El plano pedidoes:x+y—-5z+9 =0
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Problema 4:

definida en el domini x> 0, en qué In és el logaritme neperii.

4. Siguila funcio j'(x]=@
x

@) Trobeu les coordenades d'un punt de la corba y=f{x) en el gual la recta tangent a la
corba sigui horitzontal i analitzeu si la funcié té un extrem relatiu en aquest punt.
[ punt]

b} Determineuw sila funcid fx) té alguna asimptota horitzontal.
[0.5 pums]

¢) Calculeu I'area de la regio delimitada per la corba y=f{x) i les rectes x=1 i x=e. Feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funcié en el domini 0 <x <5, en qué quedi
representada I"area que heu calculat.

11 pun]
Solucion:
a) Buscamos un punto en el que la tangente sea horizontal, es decir:

-1 1o ()

1-In(x)=0-> In(x) =1->x=e— f(e) =

x2 x2 e

f)=0-
. 1
El punto buscado tiene de coordenadas: A (e, ;)

Como ya hemos visto que es un punto de tangente horizontal, podria ser un punto de inflexion si se
anulara la derivada segunda:

1 2
—x-x—(1—ln(x))-2x=21n(x)—3 2In(e) -3 _2-1-3 -1

f)= wr N fle) = = =5 <0

e

1 . . .
En A (e, ;) la funcién alcanza un maximeo relativo

b) Calculamos el comportamiento de la funcién cuando tiende a infinito
In(x)

k= lim f(x) = lim Tanto el numerador como el denominador tienden a infinito por lo que
X—+00 X—>+00

podemos aplicar la regla de L’Hépital.

. 1
= lim -=0
X—>+o00 X

k= lim
X—+00

= xie

La recta y = 0 es asintota horizontal cuando x > 0

c¢)Parax =1,y = 0, la curva pasa por el punto B(1, 0).

Calculamos el drea mediante un cambio de variables: In(x) =t — i -dx = dt ’ ‘
e o pelm@ Lo, o [e2]N_ 2 0% 1 )
S=[f&)-dx=[ ——-dx=[t dt—[z]o— ~——=,=05u%
Area—%z 0.5 u?
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Problema 5:

1 i
0 |, resolen Pequacid matricial A*X=A - 31, en que
!

Ll ===

0
5. a) Donada la matriu A =| 1
H

I 65 la matriu identitat.
[1.25 punis]

b) Una matrie quadrada M satisfa que M*-3M*+3M -I=0, en qué I és la matriu
identitat. Justifiquen que M és invertible i expresseu la inversa de M en funcio de les
matrius M iL
1,25 punts]

Solucion:

a) Resolvemos la ecuacion:
A X=A4-31- (A1 42 x=U)1- U-3D->T1-X=04>)T-(4-3]) >
X=(A»1-(4A-3D

0 0 1 0 0 1 0 1 0
A2=A-A=<1 0 0)-(1 0 0>=<0 0 1).
0 1 0 0 1 0 1 0 0

Se obtiene la inversa de A? por el método de Gauss.

0 1 01 0 0 1 0 00 0 1 1 0 00 0 1
(A2|I)=<O 0 1/0 1 o>—><o 0 1/0 1 0>—><0 1 0[1 o0 o>_>
1 0 olo o 1 0 1 ol1 o o o o 1lo 1 o
{F1‘—’F3} {F1‘_’F3}

0 0 1

(AZ)_1=<1 0 0).

0 1 0

0 0 1 100 0
A—3I=(1 0 0)—3-(0 1 o>=<1
01 0 00 1 0

0 0 1\ /=3 0 0 1 -3

X=<1 0 0)-(1 -3 )=<—3 0 1>.

01 0 0 1 -3 1 -3 0

0 1 -3
X = (—3 0 1 )
1 -3 0

DM —3M* +3M —1=0-> M*—3M*+3M—-0=1- M-(M3=3M+3I) =1

SR R oo
oo R

Por la definicion de matriz inversa, la matriz (M3 — 3M + 3I) es lainversa de la matriz M:

M 1=M3-3M+3I
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Problema 6:

6. Considereu la funcié f(x)=e*"'-x-1.
a) Estudieu-ne la continuitat. els extrems relatius i els intervals de creixement i decrei-
xement.
[1.25 pums]

b) Demostreu que equacio fix) =0 té exactament dues solucions entre x=-11ix=3
[1.25 punts]

Solucion:

a) La funcién f(x) es suma de una funcion exponencial y de una funciéon polindmica, ambas continuas
en todo su dominio, que es R.

Estudio de los extremos relativos, crecimiento y decrecimiento. Calculamos la derivada primera:
f)=etT-15f(x)=0->e"1-1=0-> ¢ '=15x-1=0-> x=1.
Parax > 1 — f'(x) > 0 - La funcion es creciente si x € (1, +0)

Parax <1 - f'(x) < 0 - La funcion es decreciente si x € (—o0, 1) . L

Por lo tanto en x =1 la funcién pasa de ser decreciente a ser .
creciente, luego en ese punto alcanza un minimo. )

El punto A(1,—1) es un minimo relativo.

b) La funcién es continua en toda la recta real. Vamos a aplicar el teorema de Bolzano en cada uno de
los intervalos (—1,1) y (1, 3).

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

1) = o1l (1)1 =2 _ L
(—1.1): {f( 1) =e (-D-1=e?=->0
f)=et1-1-1=e"-2=1-2=-1<0
en (—1,1),aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una Gnica raiz en ese intervalo (=1, 1):
f()=e't-1-1=e"-2=1-2=-1<0
(1) 3) 3—-1 2
fB)=e1-3-1=e“-4=439>0
, 3),aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una Unica raiz en ese intervalo (1,
1,3 licando el de Bol b i ani i i lo (1,3

Como f(x) es mondtona decreciente

. Como f(x) es mondtona creciente en

Por tanto f(x) tiene exactamente dos raices en (=1, 3).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Poden utilitzar calculadora, perd no es permet I'Gs de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacia,

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 1 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna gqfiestio si necessiten més espai. En aquest dltim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la giiestié corresponent.

Problema 1:
x+ky+z=3+k
Considere el sistema kx +y + z = 4}, dependiente del pardmetro real k.
x+3y+z=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de k = 1y haga una interpretacidn geométrica.

Problema 2:

iy 4 . .
a) Dada la funcion f(x) = " calcule la ecuacidn de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x =
1. Encuentra también la ecuacién de la recta normal a f(x) en el mismo punto.

b) Haga un esbozo de la gréfica de la curva y = f(x) y de la recta 4x +y = 8, y calcule el érea
delimitada por estas dos graficas, el eje de abscisas y la recta x = 3.

Problema 3:
En R3 se dan los puntos A(3,1,1),B8(0,0,1),C(4,1,2) y D(1,1,t), en donde t es un valor real.

a) é¢Para qué valor real de t los cuatro puntos son coplanarios?

b) Encuentre el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga un
volumen de 5 u3.

Nota: El volumen de un tetraedro definidos por los vectores v, v, y U5 es igual a un sexto del valor
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores.

Problema 4:

a) En la figura adjunta se muestra la grafica de la funcién f(x). YA

Represente de manera esquemadtica la grafica de la funcion /
derivada de f(x). Explique el razonamiento que ha seguido.

bx? + 1 tenga un punto de inflexién en x = % y su derivada en

() /
b) Calcule los valores de a y b para que la funcién g(x) = ax® +
X

3
punto sea —~. 0 1
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Problema 5:
a a 0
Seala matrizA4 = ( 2 a+1 a-1 ) siendo a un parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Encuentre los valores de a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Compruebe que, para a = 3, la matriz A es invertible y resuelve la ecuaciéon matricial A- X = B —

6 3 3
3I,siendoB=<2 5 21|

1 1 4

Problema 6:
3
Considere la funcién f(x) = xxTz

a) Estudie si tiene puntos criticos y, en caso de que los tenga, justifique de qué tipo son. Determine
también cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

b) Compruebe que la ecuacién f(x) = 0 tiene una Unica solucién en el intervalo (-2, 1).
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RESPUESTAS SERIE 4
Problema 1:
x+ky+z=3+k
Considere el sistema kx+y+z= 4}, dependiente del parametro real k.
x+3y+z=5

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro k.
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de k = 1y haga una interpretacion geométrica.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 k1 1 kK 1 3+k
M=(k 1 1>yM'=<k 1 1 4 )

1 3 1 1 3 1 5
El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro k es:
1 k 1
IM|=|k 1 1|=1+3k+k—-1—-k*-3=—-k?+4k—-3=0;
1 3 1

k2—4k+3=0; k=

4im:4iﬁ:4i2:2i1:>k1:1,kz=3-

2 2
Si k # 1 o si k # 3 entonces los rangos de ambas matrices es 3, igual al nUmero de incégnitas, por lo
que el sistema es compatible y determinado.

1 1 1 4
Sik=1=>M = (1 1 1 4) la matriz amplaida tiene dos filas iguales por lo que su rango es 2,
1 3 15

igual a la matriz de los coeficientes, por lo que el sistema es compatible indeterminado.

1 3 16 1 3 6
Sik=3=>M’=<3 1 1 4)=>

31 4
1 3 15 1 3 5

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del de la matriz de los coeficientes que es 2, por lo que el
sistema es incompatible.

=54+54+12-6—-12—-45=8+0

Sistema compatible y determinado si k # 1 o si k # 3. Sistema compatible indeterminado si k = 1.
Sistema incompatible si k = 3.

x+y+z=4
b) Para k=1 el sistemaes x+y+z= 4}, gue sabemos que es compatible indeterminado vy
x+3y+z=5
. . xX+y+z=4 )
equivalente al sistema X+3y+z= 5}. Haciendo z = A:
xx++3§z=§—f1}_) xx+3§1/= 54—4/-1/1}_)2y= Ly=gx=4-A-y=4-d-;ox=;-1

_ 7 1
Geométricamente son dos planos que se cortan en la recta: x = 5= Ay = 1 Z= A, VA ER,yelotro
plano coincidente.
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Problema 2:

. 4 . .
a) Dada la funcion f(x) = " calcule la ecuacidn de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x =
1. Encuentra también la ecuacién de la recta normal a f(x) en el mismo punto.

b) Haga un esbozo de la gréfica de la curva y = f(x) y de la recta 4x +y = 8, y calcule el érea
delimitada por estas dos graficas, el eje de abscisas y la recta x = 3.

Solucion:

a) Parax = 1 es f(1) = 4, por lo cual el punto de tangencia es A(1, 4).

La pendiente de la tangente de la gréfica de una funcién en un punto es el valor de la derivada en ese
punto: f'(x) = —;—2 >m=f'(1) = —% =>m=—4.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la formula y —y, =
m(x — xy), que aplicada al punto A(1,4) conm = —4es:y —4 = —4(x — 1) = —4x + 4.

Recta tangenteen (1,4):4x+y—8=0
La pendiente de la recta normal es inversa y de signo contrario de la pendiente de la tangente: m’ = i.
La recta normal es la siguiente: y — 4 = i(x —1)-> 4y—-16=x—1.

Rectanormalen (1,4):x —4y +15=0

b) La funcion f(x) =§ es una hipérbola equildtera que contiene al punto
A(1,4). La recta dada, 4x +y = 8, es la tangente a la funcién en el punto

A1, 4).
En el intervalo (1,2), todas las ordenadas de la funcién f(x) son mayores que .|
las correspondientes ordenadas de larecta t = y = 8 — 4x, por lo cual: \ :

S=f12[f(x)—t(x)]-dx+j23f(x)-dx=L2[§—(8—4x)]-dx+f:§-dx=

4x? 2
[4-Lx+7—8xl +[4-Lx]; =
1

(4-12+2-22-8-2)—(4-L1+2-1°-8-1)+4-1L3—-4-1L2 =
4-12—-24+4-13—4-L2=(4-L3-2)u?
Area = (4-L3 —2) u?
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Problema 3:
En R3 se dan los puntos A(3,1,1),B(0,0,1),C(4,1,2) y D(1,1,t), en donde t es un valor real.
a) ¢Para qué valor real de t los cuatro puntos son coplanarios?

b) Encuentre el valor de t para que el tetraedro (irregular) que forman los cuatro puntos tenga un
volumen de 5 u3.

Nota: El volumen de un tetraedro definidos por los vectores 7, U, y U5 es igual a un sexto del valor
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores.

Solucion:

a) Los puntos A(3,1,1),B(0,0,1),C(4,1,2) y D(1,1,t) determinan los siguientes vectores:
AB =0B - 04 =1[(0,0,1) — (3,1,1)] = (-=3,—1,0).
AC=0C-04=[(412)-3,11]=(,071).

AD =0D — 04 =1[(1,1,t) —(3,1,1)] = (=2,0,t — 1).

Los puntos A, B, Cy D son coplanarios cuando lo sean los tres vectores que determinan, por lo cual, el
rango de los tres vectores tiene que ser 2, es decir: que el determinante de la matriz que forman es

cero.
-3 -1 0
1 0 1 [=2+t-1=0=>t=-1.
-2 0 t—-1
Los puntos A,B,C y D son coplanarios parat = —1
b) Vapcp = (ABxACxAD)=5=(|1 0 1 [|=30-
-2 0 t-1

1+t=30-¢t =29

|1+t|=30—>{_1_t:30_)t2:_31.

El volumen del tetraedro ABCD es de 5 u3 parat = 29 y parat = 31
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Problema 4:

a) En la figura adjunta se muestra la grafica de la funcién f(x).
Represente de manera esquematica la grafica de la funcidn derivada de
f(x). Explique el razonamiento que ha seguido.

b) Calcule los valores de a y b para que la funcién g(x) = ax3 + bx? +

. g 1 .
1 tenga un punto de inflexion en x = Sysu derivada en este punto sea
3

>
Solucion:

YA
]

f&x) /
X

0 1

a) La derivada de una funcion representa el valor de la tangente de la funcién en cada uno de sus
puntos. Por tener la funcidn un maximo en x = 0 y un minimo para x = 1, la funcién derivada se anula

para estos valores, por lo cual, su expresién es de la forma:
flx) =2x-(x—1).

Para determinar el signo mds o menos se tiene en cuenta, por
ejemplo, que la funcién es decreciente en el intervalo (0, 1), el
signo es positivo y la funciéon derivada tiene por expresion
f'(x) =x-(x—1), que es una pardbola convexa (U), por ser
positivo el coeficiente de x?2.

, . ., . - 1 1
El vértice de la funcidn derivada es el siguiente: IV (E’ — Z)‘

b) g'(x) = 3ax? + 2bx. Imponemos que la derivada sea —%

g’(%)=—§=>3a-(%)2+2b-%=—§; %a+b=—§; 3a +4b = —6.

Para que una funcién tenga un punto de inflexidn en un punto es condicidn necesaria que se anule la

segunda derivada en ese punto.

g"(x) = 6ax + 2b.
n —_ 1 —_ . —
9"(3)=0=6a--+2b=0; 3a+2b=0. (1)

Resolvemos el sistema obtenido:

3a+4b=-6 3a+4b = -6 _ _
o) T b= —6-b=-3
3a+2-(—3)=0—> a—2=0->qa=2.
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Problema 5:
a a 0
Seala matriz4 = 2 a+1 a—1 |,siendo aun parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Encuentre los valores de a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Compruebe que, para a = 3, la matriz A es invertible y resuelve la ecuacidn matricial

6 3 3
A-X=B-3I],siendoB=(2 5 2]

1 1 4
Solucion:

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

a a 0
|A] = 2 a+1 a—-1|=0 —a(a+D(@+3)+ala—1)2a+ 1)+ 2a(a+3)=0;
2a+1 0 —a—3

a(a+3):-[-(a+1)+2]+a(a—1)2a+1)=0;a(a+3)(1—a)—a(l—a)(2a+1) =0;
a(l—-a)2—-—a)=0>a, =0,a, =1,a; = 2.
La matriz A en invertible Va € R — {0, 1, 2}.

b) Del apartado anterior se deduce que la matriz A es invertible para a =3, por lo que su
comprobacién es superflua; no obstante, se comprueba a continuacion.

3 3 0 3 3 0
Paraa=3=>A=<2 4 2>—>|A|=2 4 2 |=-724+424+36=78—-72=6=*0.
7 0 -6 7 0 -6
3 3 0
La matriz (2 4 2 ) es invertible
7 0 —6
A-X=B-3> A1 - A-X=41-B-3-)> X=4"1-(B-3-])
-24 18 6
3 3 0 _ . (26 -18 —6) 24 18 6
Al=[2 4 2 =—72+42+36=6,-A-1=Ad"|jl”= =28 21 ¢ =%-(26 —18 —6).
7 0 —6 —-28 21 6

6 3 3\ /30 0y /33 3
B—3-I=<2 5 2)—(0 3 o)=<2 2 2>.
114 Voo 3 \111
L /-24 18 6\ (3 3 3
X=A‘1-(B—3-I)=—-<26 18 —6)-(2 2 2>=
6 \28 21 &
5 -5 -5
=<6 6 6)
6 -6 —6

—5 —d =8
X = ( 6 6 6 )
-6 —6 -6

Textos Marea Verde

N =

-30 —-30 -30
¥ ( 36 36 36 )

—-36 —-36 -—36
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Problema 6:

3
Considere la funcién f(x) = xxTz

a) Estudie si tiene puntos criticos y, en caso de que los tenga, justifique de qué tipo son. Determine
también cuales son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién.

b) Compruebe que la ecuacion f(x) = 0 tiene una Unica solucidn en el intervalo (-2, 1).

Solucion:

a) Por tratarse de una funcién racional la funcién es continua en toda la recta real excepto los valores
de x que anulan el denominador: x —2 =0; x =2 = D(f) = R — {2}.

Una funcién tiene un extremo relativo (maximo o minimo) para los valores de x que son derivables y en
los que se anula su primera derivada.

f’(x) _ 3x2.(x—2)-x31 _ 3x3-6x2-x3  2x3-6x% _ 2x2%(x-3)

(x-2)2 (x-2)2 (x-2)2  (x-2)% °
2(n_
f'(x) =0:>%=0; 2x?2(x—3)=0=x, =0,x, = 3.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa
para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo relativo vy, si es positiva, de un
minimo relativo.

f”(X) — (6x2_12X)-(x—2)2_2x2(x—3)-[2.(x—2).1] _ (6x2—12x)-(x—2)—4x2(x—3) _

(x=2)* (x=2)3
_6x3-12x2-12x2+24x—4x3+12x% _ 2x3-12x%+24x _ 2x(x%-6x+12)
B (x-2)3 @23 (@23
2:0-(02-6-0+12) . . N
f"(0) = 0=2)° = 0; Tiene en ese punto un punto de inflexiéon
.3.(3%2-6- 3
f"@33) = % > 0 = Minimo parax = 3. f(3) = 33_—2 = 2T7 =27 = Min.=> A(3,27)

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién y las raices de su primera derivada, se determinan los
intervalos (—,0),(0,2),(2,3) y (3,4), en los cuales la funcién es creciente o decreciente.
Determinamos cada caso.

2-(-1)%(-1-6)

Parax = —1€ (—,0) = f'(-1) = < 0 = Decreciente.

(-1-2)?
12.(1—
Parax=1€(0,2)= f'(1) = %;26) < 0 = Decreciente.
2.52.(3—
Parax =25€(2,3)= f'(2.5) = %SZB) < 0 = Decreciente.
2:52.(5-3)

Parax =5€ (3,4x) = f'(8) = > 0 = Creciente.

(5-2)2

La funcién es creciente si x € (3,+) y decreciente en el resto
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3
b) La funcidn f(x) = xxTz es continua en el intervalo [—2, 1], por lo cual, podemos aplicar el teorema de
Bolzano, que dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
1

—2)3 — 3
f-2)=2=2=2>0 fy=t==L=-1<0

Lo anterior demuestra que la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una raiz real en el intervalo (—2, 1).

Como la funcién f(x) es mondtona decreciente en el intervalo (—2, 1), entonces la raiz es Unica.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

== | LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
u E CURSO: 2020-2021 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN
El examen consta de 10 problemas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ninglin caso debera responder a un nimero
mayor del indicado porque en la correccion del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas
respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna
de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las
cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

Problema 1:

Demostrar que la matriz M = (i %) verifica la ecuacién M? + ;M + 2,1 = O y determinar los

escalares A; y A4, de R (donde I y O son las matrices 2 X 2 identidad y cero)

Problema 2:

Discutir y resolver (cuando sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del

xX—y=4
parametroA € R: x — Ay = Ag.
Ax—y=241

Problema 3:

-4 -2 2
DadoselplanonEkx+y—z=OyIarectarExT=yT=%.

a) Determinar los valores del pardmetro A € R para que el plano 7 contengaar.

b) Para k = 0, calcular el dngulo que forman T y r.

Problema 4:

Sea el plano m = x + y + z = 1. Encontrar un plano S, paralelo a m, tal que el tridngulo formado por
los puntos de corte de  con los ejes tenga de area 2+/3 unidades cuadradas.

Problema 5:

Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexion

de la funcién f(x) = e ™",
Problema 6:

Demostrar que las gréficas de las funciones f(x) = 2 —x% y g(x) = e* se cortan en al menos dos
puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud
menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que
los justifiquen.

Problema 7:

3x
x2+x—2

Calcular la integral racional: I = |

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
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Problema 8:

Sean las funciones f(x) = x%y g(x) = Vx.

a) Representar la region plana delimitada por las gréficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0, 2].

b) Calcular el area de la regidn anterior.

Problema 9:

Un mecanico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecdnico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.
b) Sila rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Problema 10:

Las notas del examen de Matematicas Il de la EBAU siguen una distribucién normal de media 6,5 y
desviacion tipica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (= 5).

b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las
notas.
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Problema 1:

Demostrar que la matriz M = (2

RESPUESTAS

1) verifica la ecuacién M? + A;M + A,] = O y determinar los

escalares A; y A, de R (donde I y O son las matrices 2 X 2 identidad y cero)

Solucion:

M2+/11M+121=0=>(

2 1
1 2

)+Al-(i ;)+,121=0;

2{ + 1, = =5
G Hen-@ Den-( 9= 9= 1*132_4}%:3_
(2 9-+G D+ D=0 o)
G 9+ +6 9-03207 Jsiy)-o
Queda demostrado que M verifica la ecuacion dada para 14 = —4y 1, = 3.
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Problema 2:

Discutir y resolver (cuando sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del
x—y=24

parametro A € R: x — Ay = /1}.
Ax—y=21

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 1 -1 2
m=(1 a)yw=(1 5 3}
A -1 A -1 2

El rango de la matriz ampliada en funcién del pardmetro A es el siguiente:

1 -1 2 1 -1 1
IM'|=11 -2 A|l=212-]1 -2 1{=2-(-2-1-24+22+1+1)=
A -1 2 A -1 1

=1-(2-22+1)=AA-12=0=14, =0,4, = 1.

Para {'1 =0

P 1} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 -1 0 L1
Parai=0=M=(1 0 0|=| | #0= Rang M’ =2.
0 -1 0 10

ParaA =0 = Rang M = Rang M' = 2 = n2%incég.= S.C.D.

1 -1 1
ParaA=1:M’=(1 -1 1>:RangM’=RangM=1.
1 -1 1

ParaA=1= Rang M = Rang M' =1 < n%incég.= S.C.I.
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Problema 3:

—4 -2 2
Dadoselplanom = kx+y—z=0ylarectar ExszTz%.

a) Determinar los valores del pardmetro 4 € R para que el plano 7 contengaar.
b) Para k = 0, calcular el dngulo que forman T y r.

Solucion:

a) Para que la recta r esté contenida en el plano  es condicidon necesaria que el vector director de
la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

El vector director de la recta es v, = (2,1,—1) y un vector normal del planom es 1 = (k, 1, —1).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
von=0=(2,1,-1)-(k,1,-1)=0; 2k+1+1=0; 2k+2=0;

k+1=0=>k=-1.

El plano resulta m = —x + y — z = 0. Si el plano contiene a la recta tiene que contener a todos
sus puntos. Un punto de r es P(4, 2, —2).

Si el plano m contiene al punto P tiene que satisfacer su ecuacion:

T=—-x+y—z=0
P(4,2,-2)

Elplano m contiene a larectar para k = —1.

}=> —4+2—(-2)=-2+2=0= Sesatisface.

b) Parak = O el planoesm; =y — z = 0y su vector normalesn; = (0,1, —1).

Proyeccionder BODY P DEEDDEEDDDE

Por definicidn de producto escalar: nn; - v, = |n | - |v,| - cos B.

nivy . ny-vy
cos f = ——=-. Por ser a y B complementarios: sen @« = ——..
[77l-[vr] [n7l-[vrl
0,1,-1)-(2,1,-1) 0+1+1 2 2 2
sena = = =

JOZ+ 2+ (-2 22+ 2+(— 12 JOT1+1VATITl  vZv6 Viz 23
1_ 0,5774 = a = arc sen 0,5774 = 35° 15’ 52",

V3

Larectary el plano w forman un dngulo de 35° 15' 52"
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Problema 4:

Seaelplanom = x + y + z = 1. Encontrar un plano 3, paralelo a &, tal que el tridngulo formado por los
puntos de corte de 8 con los ejes tenga de area 24/3 unidades cuadradas.

Solucion:
El plano 8 tiene por expresion f =x+y+z+ D = 0.

Los puntos de corte con les ejes del plano 8 son los siguientes:

p=x+y+z+D=0

Eje X = y=0t=2>x+D=0;, x=-D=A(-D,0,0).
z=0
p=x+y+z+D=0

EjeY = x=0;=y+D=0; y=-D = B(0,-D,0).
z=0
B=x+y+z+D=0

EjeZ = x=0y=>z+D=0; z=-D = €(0,0,-D).
y=0

Los puntos A(—D,0,0), B(0,—D,0) y C(0,0,—D) determinan los siguientes vectores:
AB = OB — 04 = [(0,—D,0) — (=D, 0,0)] = (D, —D, 0).
AC =0C — 04 =[(0,0,—D) — (=D, 0,0)] = (=D, 0, D).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del mdédulo del
producto vectorial de los dos vectores que determinan:

i ik
SABC=%'|EXR|=2\/§; D —]D 0 =4\/§;
-D 0 D
i j k
D2-|[1 -1 o||=4V3; D% |—i—k—j|=4V3; D?-|—i—j — k| = 4V3;
-1 0 1

D%/(-1)2 + (-1)2+ (-1)2 = 4V3; D?-V3 =43, D> =4> D, = -2,D, = 2.

Cumplen la condicién pedida los siguientes planos:

fi=x+y+z—-2=0y B, =x+y+z+2=0.
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Problema 5:

Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexién
iy —x2
de la funcién f(x) = e™*".
Solucion:
.. — 2 . s .
El dominio de f(x) = e™" es Rpor ser una funcién exponencial.
Por ser f(—x) = f(x) la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funciéon cuando x

tiende a mas o menos infinito.
) . ) _ 1 1
k= lim f(x)=lim e™* =e™*===—=0.
X—+oo x—+o0 o0

eOO

Larectay = 0 (eje X)es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funciéon tienda a infinito o

menos infinito: son los valores que anulan el denominador.
No tiene asintotas verticales ni asintotas oblicuas.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f'(x) =—-2x- e,

Crecimiento: f'(x) > 0 = x < 0 = xe(—o0,0). Decrecimiento: f'(x) < 0 = x > 0 = xe(0, +).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
que se anule su derivada en ese punto.

f'x) = —2x-e ™ =0=e* £0,VXxER>x=0.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

fre)=-2-[1-e™ +x-(=2x)-e™*| = -2 (1 - 2x?).

f"(0) =-2-e°(1-0) = -2 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

fO=fx)=e’=1>

Maximo relativo: A(0, 1).

Una funcién tiene un punto de inflexion cuando se anula su segunda derivada y es distinta de
cero su tercera derivada para los valores que anulan la segunda.

) =—2-e (1 - 2x?).

') =0=>—-2-e*(1—-2x2)=0; e* #0,VxER=>1—2x%=0;
2x%2 =1; x? =%:>x1 =—§,x2 :g.

fre) ==2-[-2x-e™ - (1-2x2) +e™ - (—4x)] =
=—2-(=2x)-e* - [(1 —2x2) +2] = 4x-e* - (3 —2x2).

f”'(i@) # 0 = Puntos de inflexién para x = —\/2—5 yx =

feE) ==Lz

Ve e’
Puntos de inflexién: P (— \/Z—E,E) yQ (

e

~ S

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Antonio Menguiano Corbacho
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Ver



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

Demostrar que las graficas de las funciones f(x) = 2 — x? y g(x) = e* se cortan en al menos dos
puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud
menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que los
justifiquen.

Solucion:

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

fx)=gx)>2—x?>=e*>h(x) =e*+x%—2.

Demostrar que las funciones f(x) = 2 — x? y g(x) = e* se cortan al menos en dos puntos es
equivalente a demostrar que la funcién h(x) = e* + x? — 2 tiene al menos dos raices reales.

La funcién h(x) = e* + x? — 2 es continua y derivable en su dominio, que es R, por lo cual lo
serd en cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Considerando, por ejemplo, los intervalos [—2,0] ¥ [0, 1] y aplicando el teorema de Bolzano a
cada uno de ellos, resulta:

[—2 0]=>{h<_2)=e_2+(—2)2—2=eiz+4_2=eiz+2>0.
h(0)=e®+0*-2=1-2=-1<0
h(0)=-2<0
[0'1]i{h(1)=el+12—2=e+1—2=e—1>0'

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en los intervalos [—2,0] y [0, 1].

Para obtener intervalos menores o iguales que la unidad consideramos, en primer lugar, el
intervalo [—1, 0] en el cual, aplicamos de nuevo el teorema de Bolzano:

h(-1) =e 4+ (-1)2-2=241-2=--1<0
hO0)=e® +02—2=1-2=-1<0 :

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [—2, —1].

[—1,0] :>{

Se considera, ahora, el intervalo [0, 1/2] al cual se aplica el teorema de Bolzano:
h(0)=-2<0

[0,1/2] = 1 1)? 1 7 _ 7
h(@)=ei+(5) —2=ve+i-2=ve—2=165-2<0

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [0,1/2].
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Problema 7:
Calcular la integral racional: [ = | ng - dx.
X“+x—2
Solucion:
X’ +x—-2=0; x = _1i21+8 =188 X, =—2,%x, =1.
x2+x—-2=(x+2)(x-1).
3x__ _ M | N _ Mx—M+Nx+2N _ (M+N)x+(-M+2N) M+ N =3 }
x2+x-2 x+2  x-1  (x+2)(x-1) x2+x-2 —M4+2N=0

=>3N=3, N=1, M+1=3 >M=2.

3 2 1
1= dr=[(+2) dr=2-Llx+2|+Llx—1]+C=

x2+x-2
x + 2)2
_p (B
lx — 1]

I=[2 . dx=L|(x+2)* (x—1)|+C.

x2+x—2
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Problema 8:

Sean las funciones f(x) = x?y g(x) = Vx.

a) Representar la regidn plana delimitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0,2].

b) Calcular el &rea de la regidn anterior.

Solucion:

a) Los puntos de corte de las funciones f(x) y g(x) tienen por abscisas las soluciones reales de la
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones:

— A2
f(x) X}:}xzzﬁ; X4:x2,' X4—x2:0,' xz(xz—l):()ﬁ

gx) =x

> x2(x?—-1)=0>x; =0,x, = 1,x3 = —1. (x = —1 carece de sentido légico).
Los puntos de corte son 0(0,0) y A(1,1).
f(2)=2%2=4=C(2,4). 9(2) = +V2 = D(2,V2).

v =<

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la expresada en la figura adjunta.

b) De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S = fol(\/}—xz) ~dx + flz(xz —Vx) - dx =

E+1 E+1
3 3
|z ), 28 22 I 12} _2 1.8 4 -2 1,2_10 4-V2
S [\3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2
§=26-22) 12 & 1 4542
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Problema 9:

Un mecanico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecanico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.

b) Sila rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Solucion:
-p=04-003=0,012
-»p=04-097=0,012
-»p=206-0,01=0,006
-p=206-099 =0,594
a)

P=P(D)=PAND)+P(BND)=P(A) -P(D/A) +P(B)-P(D/B) =
=0,4-0,03+0,6-0,01 = 0,012 + 0,006 = 0,018.

La probabilidad de que la rueda sea defectuosa es 0,018

b)

P(AnD) _ P(A)-P(D/A) _ 0,4:0,03 _ 0,012

P=P(A/D) = p(p) ~ P(D) 0018 0,018

= 0,6667.

Si la rueda es defectuosa, la probabilidad de que sea de la marca A es 0,6667.
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Problema 10:

Las notas del examen de Matematicas Il de la EBAU siguen una distribucion normal de media 6,5 y
desviacion tipica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (= 5).
b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las notas.
Solucion:

a) Datos: u=6,5 o =1,5.

X—6,5
1,5 °

X > N(u; 0) = N(6,5; 1,5). Tipificando la variable: Z =

P=PX25)=P(z22F)=P(2275)=PZ2-1D)=PZ< D=

= 0,8413.

La probabilidad de que un alumno haya aprobado es 0,8413

b)  Sedebe hallary tal que: P = P(X < y) = 0,9750 = P (z < y;z's) = 0,9750.

Mirando de forma inversa en la tabla N(0,1) a 0,9750 le corresponde 1,96:

Y—6,5
1,5

=196; y—65=294 y=65+294=944.

El alumno tiene que sacar una nota de 9,44.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

T=1i Prueba de Evaluacion de Bachillerato
g para el acceso a la Universidad (EBAU)
I Curso 2020-2021
Materia: Matematicas 1T Tiempo méximo de la prueba: 1h 30 min.

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 preguntas, cuyo valor
ez de 2 puntos cada una. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En mingin caso debera respon-
der & un mimero mayor del mdicads porque en la correceadn del examen sdlo se tendridn en cuenta
las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparescan
desarrolladas por el estudiante. 31 se deses que alpuna de ellss no ses temdse en cuents, el estudian-
te ha de tacherla y dejarle claramente indicado. En ese caso, ademas de las cuatro primerss preguntas
ain tachar, se corregiria la que ocupe el spmente lugar. Justificar las respuestas v las soluciones

PREGUNTAS
k2L 2 1 1
1. Sea la igualdad matricial M- X =N, donde M = | -1 k& 1 | ¥ N=| 0 1
-1 1 1 1 1
a) jCudntas filas ¥ columnas debe tener la matriz X7 (Justicar la respuesta). (0.5 puntos)
b) jPara qué valores de k € R es la matriz M invertible? (1 punto)
e) jPuede ser M - V invertible para algin valor de k € R? (0.5 puntos)

2. Diseutir v resolver (en los cascs que sea posible) el siguiente sistoma de ecnaciones lineales en

fimeidn del pardmetro o € B - (2 pumtos)
ar + ¥ =1
T 4+ ay =a
ar + 2y =1
r=1+4+2AX .
3 Sean lasrectas rv s dadas por rof v=2—-3A , =2 I+ﬂ+'_2.
. — 1 rT—y—z=4
a) Obtener un plano I que contiene o la recta r v ez paralolo a la recta s (1 punto)
b) Caleular la distancia entre las dos rectas. (1 pumnto)

4. Caleular un veetor de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores @ = (1,1, 1) y ¥ = (2, 1,0).
(2 pumtos)

5. a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcidn f{z) para z #0 (con o € B): (0,5 puntos)

e—-1-1

sir#d
flz) = x
a sir=1>0
b) Caleular el valor de @ para que la funcidn f{z) sea continua en = = 0. (1,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

= o,

Prueba de Evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)

Curso 2020-2021

Materia: Matemdticas IT

Tiempo méaximo de la prueha: 1h 30 min.

a) Estudiar las asintotas, monotonia ¥ puntos extremos de la funcidn f{z).

(1,5 puntos)

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gréfica de fi{z). (0,5 puntos)

(2 puntos)

7. Resolver la integral f In’(z) dr.

(2 puntos)

8. Dadas las funciones f{z) =3z —2? v g(r) = z? — 2z, caleular el drea de la regidn limitada
por 3us grificas,

(1 punto)
(1 punto)

a) Calenlar la probabilidad de que hable alpuno de los dos idiomeas.
b} Calenlar 1a probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés.

9. En un estudio a 1000 estudiantes curopecs, 500 saben hablar inglés, 300 zaben hablar espadiol,
v 100 de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

anos vy desviacidn tipica de

10. La duracidn de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3
El fabricante da ima garantia de 3.5 afios a sug Smartphone.

(1 punto)
(1 punto)

a) Caleular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia
b} Calenlar la probabilidad de que un Smartphone dure més de 5 afios.

Afio.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS

Problema 1:

k 2k 2 1 1
Sea la igualdad matricial M - X = N,dondeM =|—-1 k 1]JyN={(0 1]

-1 1 1 11
a) ¢éCuantas filas y columnas debe tener la matriz X? Justificar la respuesta.

b) éPara qué valores de k € R es la matriz M invertible?
c) iPuede ser M - N invertible para algun valor de k € R?
Solucion:
a)
Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el nimero de columnas

de la primera matriz sea igual que el numero de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene
las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: M(, ) * Np.m) = P(am)-

En el caso que nos ocupa: M(33) - X(32) = N(32)

Lamatriz X tiene que tener 3 filas y 2 columnas.

b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
k 2k 2
M| =]-1 k 1=k -2-2k+2k—k+2k=k*+k—-2=0;
-1 1 1
fo= VIR D S = 2k, = 1.
2 2 2
La matriz M es invertible Vk € R — {-2,1}.
c)

Para que una matriz sea invertible tiene que ser cuadrada.
Segun se ha expresado en el apartado a): M(33) - N(32) = P(32)-
Por lo expresado anteriormente y para cualquier valor de k € R:

M - N no es invertible por no ser su producto una matriz cuadrada.

%k 3 3k 3k %k %k %k %k %k k
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién

ax+y=1
del parametroa € R: x+ay = ayg.
ax +2y =1

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 a 1 1
M=[1 a)yM’z(l a a).

a 2 a 2 1

a

1

1 1
M| = a al=ad*+2+4+a*-a*-2a"-1=-a*+1=0;a*=1>
a 2 1
>a =-1a,=1
a+ —1 ' . . .
Para { - } = Rang M = 2; Rang M = 3 = Sistema incompatible.
-1 1 1 1
Paraa=—-1=>M=( 1 -1 :>| |¢0:>RangM=2.
-1 2
-1 2
1 1 1 1
Paraa=1=>M=(1 1 :>| |¢O:>RangM=2.
1 2
1 2
=-1 , o
Para { a=1 } = RangM = RangM = 2 = n%incég.= S.C.D.
Resolvemos paraa = —1yparaa = 1.
—x+y=1
Paraa = —1 el sistema resulta: x —y = —1¢, equivalente al siguiente sistema:
—x+2y=1
X—y= —1}
—x+2y=1 >
x=-1Ly=0.
x+y=1
Paraa = 1 el sistemaresulta: x +y = 1}, equivalente al siguiente sistema:
x+2y=1
x+y=1} —x—y=—1}
x+2y=1 x+2y=1 =
x=1y=0.
3k 3k %k 3k 3k %k %k %k *k %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
x=1+41
T _[(x+ty+z=2
Seanlasrectasr:{y—i—iﬂ YS—{x_y_Z=4-
zZ =

a) Obtener un plano  que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.
Solucion:

a)

La expresién de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(x+y+z=2 _ x+y:2—u} o _ .
S:{x—y—z=4:>2_u:>x—y=4+u =>2x=6; x=3; 3+y=2—y;
x =3
y=-1-up :SE{J’=—1—/L
z=U

Un punto y un vector director de r son A(1,2,1) y v, = (1,-3,0).
Un punto y un vector director de s son B(3,—1,0) y v, = (0,1, 1).
La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x—1 y-2 z-1
1 -3 0 |=0;
0 -1 1
—3B3x-1)-(z-1)-(@yp—-2)=0, -3x+3—-z+1—-y+2=0.

n(4; v, V) =

n=3x+y+z—6=0.

b)

beud b . . . .
Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w gue tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w=
AB=0B-04=1[(3-10) -(1,21)] = (2,-3,-1).

, —_— — —> .
Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

— — —> . .
Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 =3 0
Rang (v, vow}=>0 -1 1|=1-643=-2#0=
2 -3 —1

= Rang {v,,v,,Ww} = 3 = v, v, W no son coplanarios.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Las rectasry s se cruzan.

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas

. . . e d —_ —_
dimensiones son los vectores directores de las rectas, v, y v, y el vectorw = (2, -3, —1) hallado en el
apartado anterior.

Para una mejor comprensién se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también

se puede determinar el volumen como el producto del area de la base por la altura. Observando que la
altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V=o (U, x W) =[o, X 75| -h=1p X vg| -d =d =2rTXW

[vr x v
1 -3 0
0 -1 1
d(r S)_Iv_r'~(v_s’><W)I_ 2 -3 -1 -2l _ 2 _ 2
’ vy x v ; 13’; |-3i—k—j|  V32+12+12 V1T
0 -1 1

d(r,s) = ?u.

%k %k 3k 3k %k 3k 3k %k %k %
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectoresu = (1,1, -1) y v = (2,1,0).

Solucion:

— . - - .
Un vector, w, perpendiculara uy v, es su producto vectorial:

i j k
w=uxv=|1 1 -1|=-2j+k-2k+i=i-2j—k=(1,-2-1).
2 1 0
Un vector unitario de w, w', (versor) es el gue se obtiene al dividirlo por su mdédulo: w = l—v_v,l =
w
W __v _i_(i—_z—_l) ([ii)
V222412 Vit Ve \Ve've'Ve 6’ 3 6
El vector pedido, Z, esz = +3 - w':
— _ (V6 V6 — V6 V6
n=(3Vo-3) ym=(-36%)
sk 3k 3k sk 3k sk sk k ko k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

59) ) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion f(x) para x # 0 (con a € R):

e¥—1-x

f(x) — {x—z Six # O

a six=0
b) Calcular el valor de a para que la funcién f(x) sea continua en x = 0.
Solucion:
a)

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para x = 0 cuya continuidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
lim f(x) = lim
x—0

1
L =2 ()
Parax = 0 = x>0 =
lim f(x) =lima =a = f(0)
x—0t x—0

eX—1—x

x2

= lim f(x) = lim f(x) =f(0) > =a.

. . ef—1-x _ e’-1-0 0 , . e
©) Jl)rgl_ f(x) —}CI_I)% 2 - 2 —5° Ind.= {L'Hotipal} = }Cl_r)ré S
-1 _1-1_0 i = (UHotipal)
= = =—> = =
>0 0 5= 1In otipa

. e e’ 1
lim—=—=-
x—0 2 2 2

b)

1

La funcién f(x) es continuaenx = 0 paraa = -

% %k >k ok ok %k %k %k %k %k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

., 2—x?
Sea la funcidn f(x) = —

a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcién f (x).

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).
Solucion:

a)

El dominio de una funcién racional es el conjunto de numeros reales, excepto los valores que
anulan el denominador.

—4=0>x,=-2,x,=2>D(f) >R-{-2,2}.

CorteconelejeY:x=0:>f(0)=_i4=—1:>A(0,—1).
Cortes con el eje X: f(x)—Oﬁf(x)— —0 2—-x2=0; x2=2>

= x; = —V2 > B(—V2,0) y x, =\/§—>C(\/§,O).

Por ser f(—x) = f(x), la funcidn es simétrica con respecto al eje Y.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

2
= —1.

x24-

k= 11m flx) = 11m

Larectay = —1 es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Lasrectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

/( ) _ —2x~(x2—4)—(2—x2)~2x _ —2x34+8x—4x+2x3 _ 4x
J0 = sy Tt @
f(x) =0>——=0; 4x=0; x = 0.

(x%~ )2

Como es denominador es siempre positivo para los valores pertenecientes al dominio de la
funcidn, la derivada es positiva o negativa cuando lo sea su numerador, por lo cual, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento:f’(x) < 0 = xe(—o0,—-2) U (=2,0).

Crecimiento: f (x) > 0 = xe(0,2) U (2, +).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

" 4-(x?=4)2—ax[2-(x*=4)2x]  4(x*—-4)—-16x  4x*—16—16x  4-(x*—4x—4)
Fe) = - - -

(x2-4)* IR G L Ca ER C S
) T S (ni : _
f(0) = -4 > 0 = Minimo relativo para x = 0.
2
fO=%=-1>

Min.: A (o, _ %)

b)

La representacion grafica, aproximada, de la funcidn es la siguiente:

| v |
| C |
I D I
| |
| |
: HES
3
X = —2 l l
== I |
1 |
I - I
IBK 0 C: 3 6 X
P B | | y=-1
_____ R — _________:.__._________:.__.______.______._____;
~ ! |
| |
\ | f(x) 2 |
| |
| |
| |
| —4 |
| |
i u(
3k 3k sk sk ok %k kok ok k
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

72) Calcular la integral racional: I = [ L?x - dx.
Solucion:
_ 2 —2.74.1.
I:szx_dxi{u—Lx—wiu—Z Lx -~ dx}:>
dv=dx »v=x
:sz-x—fx-Z-Lx-i-dx=x-sz—Z-fo-dx=x-L2x—211=I. (*)

— _1, 2
11=fo-dx=>{u_Lx_)du_x dx}=>Lx-x—fx-dx=x-Lx—x—=11.
dv=dx->v=x 2

Sustituyendo el valor hallado de I en (*):
2
I=x-L2x—2-(x-Lx—x7)+C=x-L2x—2x-Lx+x2+C:

=>I[L?x-dx=x-(L*x—2-Lx+x) +C.

%k % 3k 3k %k %k %k %k %k k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Dadas las funciones f(x) = 3x — x? y g(x) = x? — 2x, calcular el drea de la regién limitada por sus
graficas.

Solucion:

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

f(xX) =gx)>3x—x?>=x%2—-2x; 2x>-5x=0; x(2x—-5)=0>
59
A(53)
La funcién f(x) = 3x — x? es una parabola céncava (N), por ser negativo el coeficiente de x2,
cuyo vértice es el punto siguiente: \: AAY “

f'(x)=3—2x. f'(x)=0:>3—2x:0;x:§.
3 2 3 3
f@=33-() =2n()
Otros puntos de la parabola son C(O, 3),D(—1,—-4)
yE(4f_4)

=2, =0-000,0) x,=2-g() == :

3-2=

e 4

La funcién g(x) = x2 — 2x es una pardbola convexa (U), porser

positivo el coeficiente de x?, cuyo vértice es el punto siguiente:
g()=2x-2. f(x)=0=22x—-2=0; x—1=0; x = 1.
g=12-2-1=1-2=-1=>V,(1,-1).
Otros puntos de la parabola son F(—1,3) y G(3, 3).
La representacion grafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figura adjunta.
Para el calculo del area pedida se tiene en cuenta que en el intervalo correspondiente a la

. 5 .
superficie a calcular, (0,;), todas las ordenadas de f(x) son mayores que las correspondientes

ordenadas de g(x), por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

S = fog[f(x) —gX)]-dx = fog[(3x —x?) = (x? = 2x)] - dx =
5x _
=, -

—f(3x—x — x% + 2x) - dx—f( 207 +5%) - dx = [~ 2 4+ 2

3 2
_ [_ 2.2 N 5(2) l _ 0 250 125 _ -2504375 _ 125
3 2 24 8 24 24"
125
S =— u?=521u>%
24
sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
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Problema 9:

En un estudio a 1 000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300
de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas.

saben hablar espafiol, y 100

b) Calcular la probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés.

Solucion:

Una forma sencilla de resolver este ejercicio es mediante un diagrama de Venn.

Espacio muestral

Inglés 400

Espafiol
100
200
300
Aplicando la regla de Laplace:
a) b)
_ 700 _ 7 _ _ __PUNE) _ 100 _ 1
"~ 1.000 10 0.7. P=PE/D = P(I) ~ 500 5

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente:
Datos: N = 1.000; I =500; E =300; InE =100.

a)
700 7
P=PUIVE)=_—-=7=07
7
PUIVE)=—=07.
b)
P(INE) T 100 1
P=PE/N =g =5 =g =5=02

1.000

P(E/D) = % =0.2.

%k 3 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 10:

La duracién de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 afios y desviacidn tipica de 1 afio. El
fabricante da una garantia de 3.5 afios a sus Smartphone.

a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia.
b) Calcular la probabilidad de un Smartphone dure mas de 5 afios.

Solucion:

Datos: u=3; o=1.

X->N(Qu; 0) =N(3,1). Tipificando la variable: Z = ?
a)
P=P(X<35)=P (z < ”7‘3) = P(Z < 0.5) = 0.6915.
P(X < 3.5) = 0.6915.
b)

P=P(X >5) =P(Z>5%3) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0.9772 = 0.0228.
P(X > 5) = 0.0228.

%k %k 3k %k 3k 3k %k %k %k %

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Antonio Menguiano Corbacho

www.apuntesmareaverde.org.es

—_——————
Textos Marea Verde



MATEMATICAS Il
Selectividad 2021

Comunidad autonoma de

GALICIA

Lz__:-g’,

—— §
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autora: Paula Orta

20 8 <) T 5 BB

2\ @4l ) 25 b 2 %> X
E e S

=at i O D "

5 ¥ B ; -ﬂ"—* 453
\'u!\'«;t“é 1) D @S




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Proba de Avaliacion do Bacharelato Codigo: 20
C IUG E‘?fﬁ“m para o Acceso a Universidade
2021
MATEMATICAS II

0 exame consta de & preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira, 5o oresponde mais preguntas das permitidas, 50 seran comixidas as 5 primeiras respendidas,

1. Mimeros e Aluebra:

1 e [ =1, _— 4
(—1)(i—1) se i=zz MEMAE
A + I son ou non invertibles e caloule as inversas cando existan. (Nota: a;; é o elemento de 4 que estd na fila

i enacolumna j, e I & a matriz identidade.

Srena A= {l]-jj'} a matriz de dimensién 2 X 3 definida por a; = {

2. mimeros e Alwebra:
x + 2y = M
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema my + iz
x + (m+2y + m+1l=

1
i
-

m+ 1

3. analise:
De entre todos os rectdngulos situados no primeire cuadrante que tefien dous lados sobre os eixes de
coordenadas & un vértice sobre a recta X + 2y = 4, determine of vértices do que ten maior drea.

4. analise:

I —r—1 -] I{D;
Dada a funcid ={ >
ada a funcién flx) —xT—x—1 52 x=0,

rectas y = dx — Tey = L.

calcule a area da rexion encerrada pola grafica de f e as

5. Keomatria:
a) Obteda a ecuacidn implicita do plano T que pasa polos puntos 41,0007, B(0,2,0) e C{0,0,3).
b} Calcule o punto simétrico de P10, —5,57 con respecto ao plano m:éx + 3y + 2z —6 = 0.

&. Xeomeatria:
r=1+4,

a) Ache avalor de @ e o plana m:ax + ¥y + 2 = 0 ¢ paralelo i recta 7 [::=1+‘L AER.
=21+ 4,

b} Estude a posicion relativa dos planos m:2x +y +mz +m = 0enm:im—1)x + v + 32 = D en
funcidm do pardmetro m.

7. Estatistica e Probabilidade:
a) Sexan A e B dous sucesos dum mesmo espazo mostral. Calcule PLA4) sabendo que P{B)} = ZP{4).
PIANMEB)=01e P{AUE)} =08
b} Diga se o5 sucesns A e B son ou non independentes, se se sabe que
Pld)y=106 PEI=03 e P(AuE) =0.82

8. Estatistica e Probabilidade:

O portador dunha certa enfermidade ten wn 10% de probabilidades de contaxiala a quen nen estivo exposta
a ela. e entra en contacto con £ persoas gue non estiveron expostas, caloule:

a) A probabilidade de que contaxie a un masimo de 2 persoas.

b} A probabilidade de gue contaxie a 2 persoas polo menas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Proba de Avaliacidon do Bacharelato Chdigo: 20
C IUG %"m para o Acceso 3 Universidade
2021
MATEMATICAS IT

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5. combinadas
come quisra. 5 responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. Mimeros y Algebra:

1 st 1=2,
sea 4 = (&) la matriz de dimensidn 3 ¥ 3 definida por a; = {{—1}-"{1'—1) ——
A+ 1 son o na invertibles y caloule las inversas cuando existan, [Nota: 8;; es el elemento de 4 que estd en la
filaiy enla columna j, e § es la matriz identidad.)

Expligue =i 4 ¢

2. Nimeros y Algebra:
x + 2y = m,
Discuta, segdn los valores del parametro m, el sistema my + 3z 1,
¥ + m+y + (m+1l)s m+ 1.

3. analisis:
De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre larecta x + 2y = 4, determine los wértices del que tiene mayor drea.

4. analisis:
2 .
. ¥ —-—x—1 5i x=0 . ) .
Dada la funcian fx) = { 2 . " caleule el drea de la region encerrada por la grifica de f
—x*—x—1 51 x>0
ylasrectasy = 4xr—Fey=1.

5. Geomatria:
a) Obtenga la ecuacidn implicita del plano o gue pasa por los puntos A{1,0,00, 80,200 v €({0.0,3}.
b} Calcule el punto simétrice de P10, —5,57 con respecto al plano m-6x + 3y + 2z —&6 =0

&. Geometria:

x=1+ 4
a) Halle el valorde e sl el plano m-ax + y+z = Desparaleloalarectar: sy =1+ 4, A ER.
=2+ 4

b} Estudie |a posicidn relativa de los planos my-2x +y +mz +m = Oy mpe:-im—1)x + v + 3z = D
en funcion del parametra m.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) 5ean 4 y B dos sucesos de un mismo espacio muestral, Calcule P{A) sabiendo que P{B) = 2P(4),
P(ANEB) =0.1yPAUE) = 0.8
b} Diga si los sucesos A y B son o no independientes, si te sabe que
PlA)=06 PEI=03 vy PLAWE) = 082

8. Estadistica y Probabilidad:

El portador de wna cierta enfermedad tiene wun 10% de probabkilidades de contagiarla 3 guien no estuvo
expuesto a ella. 5 entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestas, caloule:

a) La probabilidad de que contagie 3 un mdximo de 2 personas.

b} La probabilidad de gue contagie a 2 personas por lo menos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

Sea A = (a;;) la matriz de dimensién tres X tres definida de la forma siguiente:

a;; = {(_1)}(isi 1i):si2i s Explique si Ay A+ 1 son o no invertibles y calcula las inversas cuando
existan.

Nota: a;; es el elemento de A que esta en la fila i y en la columna j, e I es la matriz identidad.

Solucion:

a1 =(_1)1'0=0; p) =(_1)2'0=0; as =(—1)3'0=0

0 0 0
a21=1;a22=1;a23=1 A=| 1 1 1
-2 2 2

aszi = (_1)1 -2= _2; a3, = (_1)2 ‘2= 2, ds3z = (—1)3 2==2

A no tiene inversa ya que tiene una fila de ceros = |A| =0

1 0 O 1 0 O
A+l=|1 2 1 ;A+I|:1 2 1|=—2-2=4#0>
-2 2 -1 -2 2 -1
A + I si tiene inversa.
L [Aada+ D]
(A+|)‘=—[ (A+D)]
|A+1]
2 1 1 1 1 2
2 -1 -2 -1 -2 2
-4 -1 6 -4 0 0
0 0 1 0 1 O t
Ad(A+1)=| - — =0 -1 -21; [Ad(A+I)]: -1 -1 -1
2 -1 -2 -1 -2 2
0o -1 2 6 -2 2
0 0 1 0 1 0
2 1 1 1 1 2
4 0 0 1 ‘1) ‘1)
(A+1) === -1 -1 -1|=| = = =
6 5 9 4 4 4
- 31
2 2 2
Matematicas II. Curso 2020 — 2021. Autora: Paula Orta
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Problema 2:
x+2y=m
Discuta el sistema: {my +3z=1 segun los valores del parametro m.
x+(mMm+2)y+(m+1)z=m+1
Solucion:
1 2 0 1 2 0 m
Sean A=|0 m 3 y A=|0 m 3 1 la matriz de coeficientes y la ampliada
1 m+2 m+l 1 m+2 m+Im+1

respectivamente.

1 2 0
|Al=0 m 3 |l=m(M+D)+6-3(M+2)=m*+m+6-3m-6=m>—-2m
1 m+2 m+l1

A=0em’ -2m=0<mm-2)=0<m=0 o m=2

e Si m#0 y m=#2 = rg(A)=rg(A)=3

2.0 0
. sm:o‘i g‘:6¢0:>rg(A)=2;O 3 1|=6-2=4%0=rg(A)=3
21 1
1 2 2
e Sim=2 §2‘=2¢0:>rg(A)=2;0 2 1|=6+2-4-4=0=rg(A)=2
1 4 3
DISCUSION:

e Si m0 y m=#2 = rg(A)=rg(K)=3= n? de incégnitas = Sistema Compatible
Determinado (Una unica solucion).

e Sim=0 =rg(A) #rg( A)= Sistema Incompatible (No tiene solucién).

e Sim=2=rg(A)= rg(z\) = 2 < n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas
soluciones).
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Problema 3:

De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados en los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x + 2y = 4, determine los vértices del que tiene mayor area.

Solucion:

34

-1 o 1 2 3 N

Sea el rectangulo formado por los vértices: A(0, 0); B(x, 0); C(x, y) y D(0, y) con x €(0, 4).

ComoC(x,y) errx+2y =4 :>y=—%x+2

1 1
A=X-y=X(——X+2)=——x*+2X
y = X( 2 ) 2

A=—x+2A=0 x+2=0x=2y=-1+2=1;
A” =-1<0 por lo que en x = 2 hay un maximo.
Por tanto, los vértices pedidos son:

A(0, 0); B(2, 0); C(2, 1) y D(0, 1)
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Problema 4:

2 _ _ .

Dada la funcién f(x) = {x ) x—1 si 'x =0 , calcule el area de la region encerrada por la grafica de
—x“—x—1six>0

fylasrectasy=4x—7ey=1.

Solucion:

f(x) es una funcién continua en todo su dominio. f(0) = —1.

y = x2 — x — 1 es una parabola abierta hacia arriba.

1 5
Su vérticees: V = (5,—1] no pertenece al dominio.

y = —x? — x — 1 es una parabola abierta hacia abajo.

1 3
Su vértice es: V = (—E,—Zj no pertenece al dominio.

Calculo los puntos de corte de la funcién con las rectas.
Con larectay = 1, el punto de corte es: (-1, 1)

La recta y = 4x — 7 es una recta creciente que pasa por los puntos (0, -7), (1, -3), (2, 1), siendo este
ultimo el punto de interseccion de las dos rectas.

El punto de corte de la funcion con larectay = 4x — 7 es:
—x2—x—1=4x—7;x*+5x—-6=0; x=1yx =-6; Por lo que el punto de corte es (1, -3).

Ahora puedo representar las funciones:

1

Azf_ol[l—(xz—x—l)]dx+f0 [1—(—x2—x—1)]dx+f12[1—(4x—7)]dx

0 1 2
=f(1—x2+x+1)dx+f(1+x2+x+1)dx+f(1—4x+7)dx=
-1 0 1

0 1 2 —x3  x2 0 X3 x2? 1
=f (—x2+x+2)dx+f(x2+x+2)dx+f(—4x+8)dx=T+7+2x] +?+?+2x + (—2x2 + 8x)]?

-1 0 1 1 0

1 1 1 1
:(0_(§+E_2))+(§+E+2_0)+((_8+16)_(_2+8)):
_ 2+3_12+2+3+12+8 6—7+17+2—24+2—4+2—62
- 6 6 66 T T -
A = 6u?
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Problema 5:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano  que pasa por los puntos: A(1,0,0), B(0,2,0) y
€(0,0,3).

b) Calcule el punto simétrico de P(10,—5, 5) con respecto al plano de ecuacion general
T=6x+3y+2z—6=0.

Solucion:

a) u=AB= (-1,2,0) y v=AC = (—1,0,3) son dos vectores directores del plano pedido.

-1 -1 x-1
2 0 -1 -1 -1 -1
12 0 =0 (x-1 - +12 =0 6(x—-1D+3y+22=0=6X-6+3y+22=0
el 0 o Jof ) o y

El plano pedidoes 7:6x+3y+2z2—6=0

b) Primero calculo la proyeccién ortogonal de P sobre 7: Q, este punto sera el punto medio del

segmento PP', donde P’ es el simétrico de P.
Para calcular Q, primero calculo la ecuacién de la recta r, perpendicular al plano, pasando por P.

n= (6,3,2) vector normal del plano es un vector director de r.

x=10+6t
r:qy=-5+3t tel
Z=5+2t

6(10+6t) + 3(-5+3t) + 2(5+2t) — 6 =0; 60 + 36t — 15 + 9t + 10 + 4t — 6 = 0;
49t +49=0;49t=-49;t=-1

Portanto Q=rnz;Q=(4,-8,3).

Sea P’(x’, y’, Z') el simétrico pedido.

10+ x'

—4=x'=-2

Y gyr=11

+2 =3=17"'=1

El simétrico pedido es: P’= (-2, -11, 1)
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Problema 6:

a) Halle el valor de a si el plano Tt =ax+y+ 2z =0 es paralelo a la recta r de ecuacién: r =
x=1+41

y=1+21,1€R.

z=2+12

b) Estudie la posicion relativa de los planos m; = 2x+y+mz+m=0yn,=(m—-Dx+y+3z =
0 en funcién del parametro m.

Solucion:

a) ﬁ=(a,1,l) vector normal del plano.
d= (1,1,1) vector director de la recta.
7rHr<:>ﬁ'a=0
(2,1,1)- (1,1,1) =0 @ a+1+1=0< a+2=0 &
a=-2
o) 2 =LMoo
m-1 1 3
e Sim=3
72X+ Yy+32+3=0

= Los planos son paralelos (no coincidentes).
7T, 2X+y+32=0

e Si m#3= Los planos son secantes (se cortan en una recta).

e Sim = 3; Los planos son paralelos (no coincidentes).

e Sim=#3= Los planos son secantes (se cortan en una recta).
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Problema 7:

a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B) =
2P(A),P(ANB) =01y P(AUB) = 0.8.

b) Diga si los sucesos A y B son o no independientes, si se sabe que: P(A) = 0.6, P(B) =03y
P(AUB) =0.82.
Solucion:

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
0.8=P(A) + 2P(A) = 0.1 <> 0.8 + 0.1 = 3P(A) < 3P(A)=0.9 <

P(4)=03

b) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)
0.82=1-P(ANB)= P(AnB)=1-0.82= P(ANB)=0.18
P(A) - P(B)=0.6-0.3=0.18
Por tanto, P(ANB) = P(A) - P(B) =

Los sucesos Ay B son independientes.
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Problema 8:

El portador de una cierta enfermedad tiene un 10 % de probabilidades de contagiarla a quien no estuvo
expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestos, calcula:

a) La probabilidad de que contagie a un maximo de 2 personas.
b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.

Solucion:

X = “n2 de personas contagiadas” x € B(n, p)donden=8;p=0.1yq=0.9

a) P(x<2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)= (i)o.l" -0.9° +Gjo.11 0.9’ +Gj0.12 -0.9° =

=0.9°+8-0.1-0.9" +28-0.1°-0.9° = 0.9619
Por tanto, P(x < 2) = 0.9619

b) P(x>2)=1-P(x<2)=1-[P(x=0)+P(x=1)]=1-(0.9°+8-0.1-0.9") =0.1869
Por tanto, P(x = 2) = 0.1869
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Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso 4 Universidade Cadigo: 20

2021

MATEMATICAS IT

0 exame consta de & preguntas de 2 puntos, das gue pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
fueira,

1. MUmeros e Alxebra:

Despexe X na ecuacion matricial BLY — [} = A, onde [ & a matriz identidade ¢ 4 e B son matrices cadradas, con
B invertikle. Logo, calcule X se

o 0 0 i L] L]
A:( 1 1 1) & E‘:(D 152 ﬂ).
-2 2 =2 o o 153

2. Mumeros e Alxebra:

+ ¥y + I = 2m,
Discuta, segundo os valores do parémetro m, o seguinte sistama: ﬁ + (m+1l)y + = = 1,
mx + m4+1ly + 2z = m+ 1

3. Anzlise:

a) Enuncie o tearema de Bolzano.

b) Obtefa os valores de @, B e ¢ que fan que fx) = ax® + bx® — 3x + ¢ cumpra F(0) = 1 e tefia extremos
relatives en X = il. Dicir lngo se s @xtremaos $0n magimas ou minimas.

4, Analisa:
a} Enuncie o tearema de Ralle.
—2x = x<0,

b) Calcule a drea da rexid da polas graficas d —x+6 :{
| Calcule a drea da rexidn encerrada polas graficas de f(x) = x e gix} % se x=0

5. Xeometria:

x=1—A4
a) Obiefia a ecuacidn implicita do plano T con ecuacidns parameétricas m: {ir =2+p AuE R
=1+44+2u

b) Calcule o valor de m para gue oi seguintes puntos sexan coplanarios: A{D,m.0), B(0.2,2}, €(1.4.3) &
IN2,0,2). Obteda a ecuacidn implicita do plano T que os contén.

E. Xeometria:
Calcule o punto simétrico de P{1,1,2) con respecto ao planom: 2x —y +z+ 3 = 0.

7. Estatistica e Probabilidade:

Nunha determinada cidade, o 8% da poboacidn practica loga, o 20% ten mascota e o 3% practica loga e ten
mascota. 5e nesa cidade se elixe unha persoa ao azar, caloule:

al A prababilidade de gue noen practique ga e 3 ver tefia masoata,

b) & probabilidade de que tefia mascota sabendo que practica loga.

8, Estatistica e Probabilidade:

0 grosor das pranchas de aceiro que se producen nunha certa fibrica segoee unha distribucidn normal de media
8B mm e desviacion tipica 0.5 mm. Calcule a probabilidade de que unha prancha elixida ao azar tefia un grosor
comprendido entre 7.6 mm ¢ 8.2 mm.
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Proba de Avaliacion do Bacharelato
T ———— para o Acceso a Universidade Codigo: 20

2021

MATEMATICAS IT

El examen consta de & preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
uiEra,

1. Mimeros y Algehra:

Despeje X en la ecuacién matricial B{¥ — IJ = 4, donde [ es la matriz identidad v 4 v B son matrices
cuadradas, con B invertible. Luego, calcule X si

00 0 i i i
A=( 11 1) ¥ E‘=(D 172 D).
-2 2 =2 o o 13

2. Milmeros y Algebra:

+ ¥y + =z = 21,
Discuta, segin los valores del pardmetro m, el sigulente sistema: {ﬂuﬂ + m+L)y + =@ = 1,
mx + (m+1)y + 2r = m+ 1L

3. Analisis:

a) Enunicie gl tegrema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de @, & y ¢ gue hacen que Fix) = ax® + bx® —3x + ¢ cumpla F{0) = 1 y tenga
extremaos relativos en X = +1, Decir luegs silos extremas son maximes o minimas,

4, analisis:
a) Enuncie & tearema de Rolle.
—2x si x< 0

b) Calcule el drea de la regidn encerrada por las graficas de fix) =x + &y glx) 2{ I s or=0

5. Geometria:

r=1—-1,
al Obtenga la ecuacion implicita del plano o con ecuaciones parametricas w: I}' =2+ ApER.
s=1+4+ 2

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m,.0). B(0,2.2) C(1.4.3) v
I{2,0,2). Obtenga la ecuacidn implicita del plano T que los contiene.

6. Geometria:
Caleule el punto simétricn de P{LLI) con respecto al plans m: 2y —y+z+3 = 0.

7. Estadistica y Probabilidad:

En una determinada ciedad, @ 8% de la poblacion practica yoga, el 20% tiene mascota y el 3% practica yoga v
tiene mascota. 5 en eca cludad se elige una persona al azar, calcule:

a) La probabilidad de gue no practigue yoga y a la vez tenga mascota.

b) La probabilidad de que tenga mascata sabiendo que practica yoga,

8, Estadistica y Probabilidad:

El grosor de las planchas de acero que s producen en una cierta Bbeica sigue una distribucion normal de media
B mm y deswiacidn tipica 0.5 mm. Calcule la probkabilidad de gue una plancha elegida al azar tenga un grosor
comprendido entre 7.6 mm y 8.2 mm.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

Despeja X en la ecuacion matricial B(X —I) = A, siendo I la matriz identidad de orden tresy A =

0O 0 O 1 0 0
( 1 1 1 ) yB = (0 1/2 0 ) Luego, calcula el valor de la matriz X.
-2 2 -2 0 0 1/3
Solucion:
B(x—1)=A; B B(X—1)=B" A} X—1=B""A;
X=Bl-A+1I

1 0 0 1 0 0 0 O 0 0 O
B'=|0 2 ;BTA={0 2 1 1 1 (=2 2 2
0 0 3 0 0 -2 2 =2 -6 6 -6
0 0 O 1 0 0 1 0 O
X=12 2 2|+/0 1 0|=2 3 2
-6 6 -6 0 0 1 -6 6 -5
1 0 O
X=(2 3 2
-6 6 -5
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Problema 2:

mx+y+z=2m
Discuta el sistema:{mx+ (m+ 1Dy +z=1 segun los valores del parametro m.
mx+(m+1)y+2z=m+1

Solucion:
m 1 1 m 1 1{2m
Sean A=m m+1 1| vy A=lm m+1 1|1 la matriz de coeficientes y la ampliada
m m+1 2 m m+1 2|1
respectivamente.
m 1 1
|Al=|m m+1 1j=2m(m+D+m+mm+1)-mm+1)-mm+1)—2m=2m’+2m+m-m’ —-m-2m=m’
m m+1 2
Al=0=m’ =0 m=0.
e Si m#0 = r(A)=3=r(A)
| 1 10
e Sim=0; 2‘=2—1=1¢0:>r(A)=2;1 1 1|=1+1-2-1=-120=r(A)=3.
1 2 1
DISCUSION:

e Si m#0 = r(A= r(K) =3 =n2 de incégnitas = Sistema Compatible Determinado (Existe
una Unica solucion).

e Si m=0 = r(A=# r(Z\) = Sistema Incompatible (No tiene solucidn).
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Problema 3:

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de a,by c de manera que f(x) = ax3+ bx? —3x + ¢ cumpla f(0) =1y
tenga extremos relativos en x = +1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

Solucion:

a) Teorema de Bolzano:
Si f(x) es una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y signo f(a) # signo f(b) (f(a) - f(b) <0),
entonces existe por lo menos un punto C e (a,b) tal que f(c) =0.
b) f(x)=ax®+bx?=3x+c
f(O)=1lc=1
f'(x) = 3ax? +2bx — 3
Por ser x =1 un extremo =f(1)=0 =3a+2b-3=0
Por ser x =-1 un extremo =f(-1)=0 =3a-2b-3=0
Resolviendo el sistema, obtenemos quea=1yb =0.
Portantoa=1;b=0yc=1.
f(x)=x3-3x+1
f(x) =3x>-3
7(x) = 6x
f'(1)=6>0 =
x =1 es un minimo.
'(-1)=-6<0 =

X =-1 es un maximo.
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Problema 4:

a) Enuncie el teorema de Rolle.

—2x si x <0

b) Calcule el drea de la region encerrado por las graficas de las f(x) = x + 6y g(x) = { X2 six>0"
Solucion:

a) Teorema de Rolle:

Sea f:[a, b] —» R una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el abierto (a, b).

Si f(a) = f(b) , entonces existe por lo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c)=0.

b) Primero calculo los puntos de corte de las dos funciones:
¢ X+6=-2X3X=-6 X=-2
e X+6=Xx"Xx"—Xx—6=0< x=3(Lasolucidn x = -2 no nos interesa por ser negativa).

Por tanto los puntos de corte de las graficas son (-2, 4) y (3, 9).

76-5-4-3-2-1]01 2 3 4

A= [x+6-(-20kx+ [ (x+6-x)dx =[ 3x+6)dx+ [ (~x + x+6)x =

2 3 2 3
X rox| + XX x| —0=(6-12)+ (942 +18)=0=6+9 42 =2
2 L3 2 2 2 2

Por tanto: A= 3—29u2
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Problema 5:
x=1-41

a) Obtenga la ecuacion implicita del plano T = {y =2+4+u , A, UER.
z=1+4+21+2u

b) Calcule el valor de m para que sean coplanarios los puntos A(0,m,0), B(0,2,2), C(1,4,3) y
D(2,0,2). Obtenga la ecuacion implicita del plano 8 que los contiene.

Solucion:

a) 7« pasa por el punto P(1, 2, 1) y esta generado por los vectores u= (-1,0,1) y V= (0,1,2).

1 0 x-1
0 1 2/=0e (x 1)0 : ( 2)_1 O+(z 1)_1 %o
T —2|=0& (X— —(vy— — —
L, Z 1 B A P 0 1

-(x-1) + 2(y-2) = (z-1)=0; x+1+2y-4-2z+1=0
Portanto:m:—x+2y—2z—-—2=0

b) BC = 1,2,y BD = (2,-2,0) son linealmente independientes, por lo que determinan un plano.

Calculo la ecuacién implicita del plano que pasa por B y estd generado por estos dos vectores. Después
obligaré a A a pertenecer a ese plano, asi los cuatro puntos seran coplanarios.

1 2 X
plr 2 yo=0e o2 Jra-z|l Zl-o
' e tool Yo 2 -2
1 0 z-2

2x +2(y-2) —6(z-2)=0; 2x + 2y —4—-62+12=0; 2x+2y—-62+8=0
Por tanto: #:x+y-3z+4=0
Aefeom+d=0m=—4

Por tanto, sim =4; A, B, Cy D son coplanarios.
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Problema 6:
Calcule el punto simétrico de P(1,1, 2) con respecto al planom =2x —y +z+3 = 0.

Solucion:

Primero calculo la proyeccién ortogonal de P sobre 7 : Q; Q sera el punto medio del segmento PP'
donde P’ es el simétrico pedido.

Para calcular Q, calculo la ecuacidn de la recta r perpendicular al plano pasando por P.

Q=rnr.

n= (2,—1,1) vector normal del plano es un vector director de la rectar.

x=1+72t
Portanto:r:ijy=1—-—t t€R
z=2+t

20 +2t) - (1-t)+(2+t)+3=0;2+4t-1+t+2+t+3=0;6t+6=0=>t=-1
Sustituyendo en las ecuaciones de la recta, obtenemos Q = (-1, 2, 1).

Sea P’ (x,y’,Z’) el simétrico pedido.

X o xw—2-1=-3
2
'+1
Y asy=4-1=3
2
2%2 1 g22-2-0
2
Por tanto el simétrico de P es P’ (-3, 3, 0)
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Problema 7:

En una determinada ciudad, el 8 % de la poblacién practica yoga, el 20 % tiene mascota y el 3 % practica
yoga y tiene mascota. Se elige una persona al azar de esa ciudad, calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.
b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.
Solucion:

Considero los sucesos Y = “practicar yoga” y M = “tener mascota”.

P(Y) = 0.08; P(M) = 0.20; P(Y "M ) = 0.03

a) P(YAM)=P(M)=P(Y "M )=0.20-0.03 =0.17

La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota es 0.17

P(M AY)  0.03

=—— =0.375
P(Y) 0.8

b) P(M/Y)=

La probabilidad de que tanga mascota sabiendo que practica yoga es 0.375.
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Problema 8:

El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue una distribucién normal
de media 8 mm y desviacion tipica 0.5 mm. Calcule la probabilidad de que una plancha elegida al azar
tenga un grosor comprendido entre 7.6 mmy 8.2 mm.

Solucion:

Sea X = “grosor en mm de una plancha de acero”. x € N(8,0.5)

P(7.6 <x<82)=P (7'(:8

0.7881 = 0.4435

<z<®0) = p(z<04)— [1-P(z<0.8)] = 0.6554— 1 +

P(7.6 < x < 8.2) = 0.4435
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2020-2021
UNIVERSIDAD MATERIA: MATEMATICAS ||

DE LA RIOJA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINTO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregird los cinco que
haya contestado primero. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no
sean programables ni graficas ni calculen integrales. Si algun alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada,
podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen
otra.

Problema 1:

.y 3 . . . . . . .
Sea la funcién f(x) = x - e’/*". Determinar el dominio, las asintotas verticales, horizontales y oblicuas
cuando existan.

Problema 2:

x+1, x<0
eX, x>0
las funciones f y las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en el punto x = 0.

Sea f una funcion continua cuya derivada es la siguiente: f'(x) = { . Halla la expresién de

Problema 3:
Calcular el area del recinto limitado por la funcién f(x) = %, eleje OXylasrectasx =0yx = 5.
Problema 4:
x+y+taz=1
Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 2x + ay = —1¢, segun el valor del parametro real

ax+y+z=1
a. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a = 0.

Problema 5:

34—-5B=C

Hallar A y B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: { ,
y —A+3B=D

donde C y D son las

2 -4 2 4

matrices: C = ( 7 4 ),D = ( 3 0). Determinar la matriz inversa de C!-D, donde C! es la
-1 2 -1 2

matriz traspuesta de C.
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Problema 6:
Xy z
Sabiendo que |A| =1, donde A=<a b c), calcular el determinante de la matriz B =
1 1 1
X y z

x+1 y+1 z+1
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)

. Calcular |4 - B~ - At|2.

Problema 7:

Hallar la ecuacion de una recta s, tal que:
1) Pasa por el punto P(0,1, 1).
2) Estd contenidaenelplanom =x+y+3z—4 = 0.

x=z4+3

3) Es perpendicularalarectar = {y - 44

Problema 8:

Hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por el punto P(2,—1,1) y corta perpendicularmente a la
xX—2 -1
rectar == =2"-=
2 2

Problema 9:

La duracién de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado sigue una distribucién normal, con
media 20 afos y desviacion tipica 5 afios. El fabricante garantiza el buen funcionamiento de la maquina
por un periodo de 25 afios.

Problema 10:

Una bolsa M contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa N contiene 2 bolas negras y 6 blancas. Se
elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola.

a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca.

b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la bolsa M.
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RESPUESTAS

Problema 1:

.z 3 . .. , . . .
Sea la funcién f(x) = x - e?/*". Determinar el dominio, las asintotas verticales, horizontales y oblicuas
cuando existan.
Solucion:

La funcidn esta definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0, por lo cual:
D(f) = R — {0}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

. 3 —

lim (x-el/*") = -0 = —co,
X—>—00

. 3 . ’ .

lim (x cel/x ) =400 = o, No tiene asintotas horizontales.
X—>+0o

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito.

1 1
xll)r(r)1+f(x) = xll)rggr (x e ) 0-eo0=0-0 = Indeterminado =

a1 X2 3 = 1 1
3 ———.ex —ex 3 o
. ex co . . 6 . ) . ex eo 3
lim =— =—=Ind.= {L'Hopital} = lim *5— = lim *5—=3" lim —=3-—=-= 4o
x—-0% po o x—-0% 3z x—-0t 2 x—0t X 0 0

1

1
Jlim £G) = Jim (x-e<) =—0-e7 = ~0- e =~ 2=

Larectax =0 (EjeY) es asintota vertical en su parte positiva .

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo

m = lim @yn= lim [f(x) —mx].
X—>+oo X X—+00
L 1 1
.ex3 s 1
m= lim 2% = lim 2% = |im e =ew =% = 1.
X—>+oco X X—>+00 X X—+00
1 1
n= lm[fG) —ma] = lim (3 —1x) = Jim [« (&5 — 1)}

1
=oo-(85—1)=00~(e°—1)=oo-(1—1)=oo-0:>1ndet.=>

1 1
. ex3-1 e©—1 e'-1 1-1 o0 .
=lim—F——=—5—= =— === Indet.= {L'Hopital} >
X—00 = — 0 0 0
X [ee]
3 ex% i3 i 0
. e . ex e 3-e 31
= lim*~—=3-lim—=3-—=—=—=0.
X—00 x_z x—oo X [ee] [ee] co

Larectay = x es asintota oblicua.
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Problema 2:

x+1 x<0
e*, x>0
las funciones f y las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en el punto x = 0.

Sea f una funcién continua cuya derivada es la siguiente: f'(x) = { . Halla la expresion de

Solucion:

f(x)=f(x+1)-dx=xz—2+x+C1 six<0=>

f(x)=ff'(x)'dx=>{ _
fx)=[e*-dx=e*+C, si x=0

x2
?‘I‘.X‘I‘Cl, x<0
e*+C,, x=0

- re-
Como quiera que f(x) es continua, para x = 0 sus limites laterales tienen que ser iguales:
li li x?
xl)r(r)l_f(x) = lim (7 +x+ Cl) =(;.
lim f(x) =lim(e* +C,) =e® +C, =1+ C, = £(0)
x—0* x—0

2

lim f(x) =lim(>=+x+¢, ) =cC
x—>0‘f x->0(2 1) ! =>C=1+(C,>
lim f(x) =lim(e* + C,) =e® +C, =1+ C, = f(0)
x—-0t x—0

= CZ = Cl - 1

x2

—+x+C x<0
f(x)={z ’ .

e*—1+C, x>0

La pendiente de la recta tangente a una funcion en un punto es el valor de la primera derivada
de la funcién en ese punto.

m=f'(0)=0+1=¢e=1.
El punto de tangencia es el siguiente: f(0)=C= P(0,C).
y—Yo=mx—x5) 2>y—C=1-(x—0).

Recta tangente:t=x—y+C = 0.
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Problema 3:

Calcular el area del recinto limitado por la funcion f(x) =

Solucion:

En el intervalo (0, 5) todas las ordenadas de la funcién f(x) =

—Z)Z,eIeJeOXyIasrectasx—ny— 5.

G +2)2 son positivas, por lo cual,

el drea a calcular es la siguiente:

S=[ f) dx=

7t+1 7 (1
= [ ae= [ (3+

- -

[Lt+ ]

1

= l-14lop3s5-14lc
2 7 2 2

7

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
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5 x+3 X+2=t x=5-t=7
Jooomrdx=>{x+3=t+1| _ o>
(x+2) dx = dt =0-t=2
1) _ (7 (1 5 _ —2+17_
tz) dt_fZ (t+t ) dt = [Lt+—2+1]2_

(179 (2- =742

14-135-2+47 _
14

14-L3.545
14

S=ﬁ-(14-L3.5+5)u251.61u2.
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Problema 4:
x+y+taz=1

Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 2x + ay = —1}, segun el valor del parametro real
ax+y+z=1

a. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a = 0.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a 1 1 a 1
M = (2 a O) yM' = (2 a 0 —1).
a 1 1 a 1 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:
1 1 a

-3
IM|=12 a O0|l=a+2a—a3—-2=0; 11 f " _;
a*-3a+2=0. 1 1 2 |
1
Resolviendo por la regla de Ruffini: a; = a, = 1,a; = —2. _9 _22 .2.'
Para {aa:_lz} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D 1 ‘i.'
11 1 1
Paraa=1=>M =2 1 0 —-1|=>{F, =F;}=RangM' = 2.
1 1 1 1

Paraa=1= Rang M = RangM' = 2 <n%incég.= S.C.I.

1 1 -2 1
Paraa=—2:»M’=<2 -2 0 —1>:RangM’=>{Cl,Cz,C4}=>

-2 1 1 1
1 1 1
2|12 -2 —-1|=-242+4+2-4+1-2=-3%#0= RangM' =3.
-2 1 1

Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 1 0 1 1 0 1 2 0
Paraa=0esM=<2 0 O). IM|=12 0 0 =—2.Mt=<1 0 1).
0 1 1 0 1 1 0 0 1
Oy gy R o
0 1 0 1 0 O 0 -1 0
Adj. de Mt = —|§ (1’ |(1) (1’ —|(1) g =<—2 1 o).
-1 -2

2o Lo |tz

0 1 1 1 1 0
0 -1 0

-1 Adj. de mt (_22 _11 _02> -1 1 0 1 0

M e = ﬁM =E' 2 _1 0 e

M| -2
-2 1 2
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Problema 5:
. . . . (3A—-5B=C
Hallar A y B, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: {—A +3B =D donde C y D son las
2 —4 2 4
matrices: C=| 7 4 |,D=|( 3 0. Determinar la matriz inversa de C!-D, donde C! es la
-1 2 -1 2

matriz traspuesta de C.

Solucion:

3A—SB=C} 94 — 15B = 3C
—A+3B=DJ) -5A+15B =5D

2 —4 2 4 6 —12 10 20
3-(7 4>+5-<3 o>]=§[<21 12)+<15 0)]:
1 2 1 2 3 6 5 10
(16 8 4 2
=Z-<36 12>:>A=<9 3).

8 16 2 4

3A—5B=C} 34—5B=C
—~A+3B=DJ —34+9B=3D
B=12

) 2 -4 2 4 .
4(7 4>+3-(3 O>]=Z
-1 2 -1 2
. 8 8 2 2
=Z-<16 4)$B=<4 1).

-4 8 -1 2

2 4
Ct'D:(—24 : _21)(_31 (2)>:(226 ) (Ct'D)t:(266 —212)‘

}=>4A=3C+SD=>A=§(3C+SD).

A=2
4

}:>4B=C+3D:>B=§(c+3p).

o))l

b i 126 6 | g0 (13 L[ oo
IC D|_|2 _12|_12 |1 _2|_12 (=26 — 1) = —324.
. e e (12 —6
Adj.de (C* - D) —(_2 26)'
-12 -6
(Ct-D)t = Adjde (ctp)" — (55 26)
|ct-D| -324

o= (6 3
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Problema 6:
Xy z
Sabiendo que |A| =1, donde A=<a b c>, calcular el determinante de la matriz B =
1 1 1
X y z

x+1 y+1 z+1
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c)

.Calcular [4 - B~1 - At)2.

Solucion:
x y z X y z
Bl =| x+1 y+1 z+1 |=2-|x+1 y+1 z+1|=
2(x+a) 2(y+b) 2(z+c) x+a y+b z+c
Xy z Xy z Xy z
=21 Y zZ[+2-11 1 1|=2:-0-2:]a b c|=-2-|A|=-2:-1=>
x 'y z a b c 1 1 1
= |B| = -2.

En la realizacidn del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su
determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el
segundo sumando, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante
inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.
32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.
42 - Sj todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un nimero su

valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.

. _ . _ 1 .

Para determinar |4 - B~ - At| se tiene en cuenta que |B7!| = 5] Y que el determinante de una

matriz es igual que el determinante de su traspuesta: |A¢| = |A|, con lo que la expresién |4 - B~1 - At|
, 4-A . . .

quedaria de la forma |?| Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por un ndmero es el

producto del numero por todos y cada uno de los elementos de la matriz y que, si se multiplica un linea
de una matriz por un numero el valor de su determinante queda multiplicado por dicho nimero v,
también, que la matriz A tiene de dimensién 3 X 3, resulta que |4 - A| = 43 - |A|.

De lo anterior se deduce que:

oot = () = (5 - (2 - o

B |B| 2

l4-B71- 4t = 1.024.
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Problema 7:

Hallar la ecuacion de una recta s, tal que:
1) Pasa por el punto P(0,1,1).
2) Estd contenidaenelplanor =x+y+3z—4 = 0.

x=z4+3

3) Es perpendicular alarectar = {y — 44

Solucion:

=z+3 . . Lo _
_ dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: r =

., _ix
La expresiéon der:{y 44
+1
=z+3
{x z _2

-z
{x=3

Sz=A>r={y=4%

=—-z+4

Y z z=A

Un vector director de la recta r es v, = (1,—1,1) y un vector normal del plano m es 71 =

(1,1,3).

El vector director de la recta s es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector
perpendicular a los vectores v, = (1,—1,1) y 7 = (1, 1, 3), que es su producto vectorial:

i j k
vAn=|1 -1 1|=-3i+j+k+k—-i—-3j=—-4i—-2j+2k=
1 1 3

=(—4,-2,2)>v, = (2,1,-1).
Teniendo en cuanta que P € m por satisfacer su ecuacién, como se comprueba a continuacién:
T=x+y+3z—4=0
P(0,1,1)
Teniendo en cuanta lo anterior, la expresion de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones
paramétricas es la siguiente:

}:0+1+3—4=O:ComprobadoquePEn.
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Problema 8:

Hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por el punto P(2,—1,1) y corta perpendicularmente a la
_ x-2 y—-1
rectar=—=—=12z
2 2

Solucion:

Un vector director der es v, = (2,2,1).

El haz de planos, 3, perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresién general: f = 2x +

2y+z+D=0.
De los infinitos planos del haz 8, el plano 7 que contiene al punto P(2,—1, 1) es el que satisface
Ssu ecuacion:
ﬁ52x+2y+z+D=O} A
P(2,-1,1) =22:24+2-(-1)+1+D =0;
4-2414+D=0;3+4D=0; D=-3=>n=2x+2y+z—-3=0.
x=2+21
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = 1 + 24.
z=A

El punto Q de interseccidn de la recta y el plano 7 es la solucidn del sistema que forman:
n=2x+2y+z—-3=0

x=2+21 .
r=ly=1+21 =22-24+2)+2(1+20)+1-3=0;
z=21
44+4214+24+414+1-3=0; 94+3=0;
1
3/1+1—0,/1——§. P(2,+~1,1)
x=2-= i T
3 3
Sly=1-2=1l,0(81,2Y) r Q
Q y_ 3_3 Q 3’3’ s T -

lz=-7 ) s
4 1 1 .
Los puntos Q (§'§' _E) y P(2,—1,1) determinan el vector:

=08 -00- [0~ (-] G- ).

3’3’ 3 3 3’3

Un vector de la recta pedida, s, es cualquiera que sea linealmente
2

dependiente del vector Q—15 = (E’ — %,%), por ejemplo: v, = (1,-2,2).

La expresién de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x=2+pu
sz{y=—1—2y.
z=1+2u
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Problema 9:

La duracién de un cierto modelo de maquina de aire acondicionado sigue una distribucién normal, con
media 20 afios y desviacidn tipica 5 afios. El fabricante garantiza el buen funcionamiento de la maquina
por un periodo de 25 afios.

a) ¢Qué porcentaje de maquinas se espera que no cumplan la garantia?
b) éQué proporcion de maquinas tienen una duracién comprendida entre 15y 21 afios?
Solucion:

Datos: u = 20; o =5.

X > N(u,0) = N(20,5). Tipificando la variable: Z = %.

25-20
5

a)P=P(X<25)=P(Z< )=P(Z<§)=P(z<1)=0.8413=

= 84.13 %.

Se espera que no cumplan la garantia un 84.13 %.

pP=PAs<x<21)=P(2<z<2 ) =p(Z=<z<])=
—P(-1<Z<02)=P(Z<02)-P(Z<-1)=P(Z<02)—1+P(Z<1)=
—0.5792 — 1 + 0.8413 = 1.4205 — 1 = 0.4205.

La proporcién de maquinas que tienen una duracion comprendida entre 15 y 21 afios es de 0.4205.
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Problema 10:

Una bolsa M contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa N contiene 2 bolas negras y 6 blancas. Se
elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola.

a) Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca.
b) Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la bolsa M.

Solucion:

Bolsa M

a)P =P(B)=P(MNB)+P(NnB)=P(M)-P(B/M)+P(N)P(B/N) =

=1z, 16 _1,.3_2%9_13_ (5417
2 6 28 6 8 24 24 "
La probabilidad de que la bola sea blanca es g = 0.5417
P(M)-P(B/M) e s A 24
_ _ : —_26 _—_6___6_ _ 4% _
b) P=PM/B) = POM)-P(B/M)+P(N)-P(B/N) — 2.242.2 7 243+ 283 7 693

-2 -03077.
13

Sabiendo que la bola es blanca, la probabilidad de que sea de la bolsa M es de % = 0.3077.
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Pruecha de Evaluacidn de Bachillerato para el
L:Lp-. Acceso a la Universidad (EBAU)
s Curso 20202021
UNIVERSIDAD Convocatoria: Extraordinaria
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS I

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los plan-
teados.

En caso contrario, el corrector corregird los cinco que haya contes-
tado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario jus-
tificar las respuestas.

Se permite al uso de calenladorss cientificas slempre que no sean programahles ni
praficas ni ealeulen integrales. Si almin alumno es sorprendido con una caleuladora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo easo, se le rotirard la
ealenladora sin que tenga derecho & que le proporcionen otra.

1.— (2 puntos) Sea la funcidn
?

2_g=

flz) =

Determinar ] dominio, extremos relativos v las asintotas verticales, horizontales y
oblicuas mando existan.

2.— (2 puntos) Sea la funcidn

fiz)=
Hallar el drea de la superficie encerrada por la rm:l:a t.a.ngameala prifica de f en
ol punto ¥ = —— Lagmﬁr:ade_fj-lg.'srmms::— —}'I——

4 2
3.— (2 pumtos) Caleular los siguientes Hmites:

B e
&] !I—fﬁl" (F) )
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4.~ (2 puntos) Discutir v resolver ¢ sistema de eeuaciones lineales:

ar+y+4-2 =
riayfalz = 1
Ir 4yt = P

somin el valor del pardametro real a.

5.~ (2 puntos) Hallar las matrices 4 — B, A v B, sabiendo que las matrices 4 v
B, zatisfacen las signiontes identidades:

a o -1 2 0 =9
AyB=| 0 -1 0 |, A"—AR4+BA_R*=-| 2 1 D |.
(| T | 0 0 O

0 3 4

6.~ (2 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 -5 |. Calcular At y A%,
-1 3 4

utilizando necesariamente la sipuiente identidad A = —J, donde I es la matriz

identidad.

T.— (2 puntos) Hallar la ecnacidn de la recta, tal que:
a) pasa por el pumto P(1,1,1),
b) es paralela al plano T =r 4y - 22 -3 =10,

T = 3+ A
¢] os porpendicalar alaroctar =4 y = 2— A,
r = 1-—-24

B.— (2 puntos) Caleular el valor del pardmetro real a para que las rectas r y 2 se
corten v calenlar pste punto.

4t 4 =
r=
{ T+y

UI
2o,

Il
B

o T+y+z
. r42z

9.— (2 puntos) El tiempo que una persona tards en llegar a su lngar de trabajo
gimnuo una distribuciin normal de media 20 mimates. Se ha comprobado gue ol 84,1 %
de los diss lega antes de 22 mimtos. Si durante o] afio acude & su lugar de trabajo
200 diae, jevdntos dins puede estimar que tardard menos de 18 minutos en legar?.

10.— (2 puntos) Sofia va al teatro, cine o de eoncierto con probabilidades 05,02 v
0,3, El 60 % de las voces que va al cine se encuentra con amigos v sz va de cena con los
amigos. Lo mismo le ceurre e 10 % de las voees que va al teatro v ol 90 % de las que
va de coneiorto.

a) ;OQué probabilidad hav de que se vaya de cena con los amipos?.

b)) Si vaelve a casa despuds del espectdenlo, jqué probabilidad hay de que hava
ido al cine?.
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Tabla simplificada de la distribucidn normal tipificada

= i 001 002 003 0M 005 006 007 008 0,00
0 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05230 05279 05319 0,5350
0,1 05308 05438 05478 05517 05557 05596 05636 05675 05714 05753
02 05793 05832 05871 05010 05M8 05087 06026 06064 06103 06141
03 06179 06217 06255 06203 06331 06368 06406 06443 064580 06517
04 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 06808 0,6844 06870
05 06015 06950 06085 07019 07054 07088 07123 07157 07190 07224
06 07257 07201 0.7324 07357 07380 07422 07454 07486 07517 0.7540
0,7 0,7580 07611 0.7642 0,7673 07704 07734 07764 07794 0,7823 0,7852
08 0,7881 07910 07939 07967 0.7995 082023 08051 08078 08106 08133
00 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 0,8365 08380
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621
1,1 08643 08665 08686 08708 08720 08749 08770 08700 08810 0,8830
1,2 08840 08860 08888 08007 08025 08044 08962 08080 08097 09015
1,3 00032 009049 09066 009082 09099 09115 09131 09147 00162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 009279 092092 00306 09319
15 09332 09345 09357 09370 09382 09394 00406 00418 00429 009441
16 00452 00463 09474 00484 09495 09505 00515 09525 00535 09545
1,7 00554 00564 09573 00582 09501 00509 00608 09616 00625 09633
18 00641 00640 09656 009664 09671 00678 00686 09603 00609 09706
19 09713 09719 09726 095732 09738 09744 09750 09756 00761 09767
2 DOTT2 00778 00783 00788 09793 00708 00803 09808 00812 09817
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Prueba de Evaluacidn de Bachillerato para el
up-\ Acceso a la Universidad (EBAU)
— Curso 2020-2021
UNIVERSIDAD Convocatoria: Ordinaria / Extraordinaria
DE LA RIOJA ASIGNATURA: MATEMATICAS II

CRITERIOS GENERALES DE CORRECCION

(1) Se sugiere un tipo de correceién positivo, es decir, partiendo de cero y sumando
puntos por los aciertos que el alumno vaya obteniendo.

(2) Como excepcidn al apartado anterior, los errores muy graves, del tipo

Inzx T 1 T
2 f— —_ = _ —_ —
Vol b =a4+b, r In, fmﬂ-l—ﬂ f(1+3):
g0 penalizarin especialmente, v pueden suponer un 0 en el apartado en el que se
hayan cometido.

(3) Se deberd valorar la exposicion légica v la coherencia de las respuestas, tanto
en cuestiones tedricas como practicas. Alpunos ejemplos:

(a) 5i al resolver un sistema de ecuaciones, el alumno comete un error numérico,
v &l desarrollo posterior s eoheremte con dicho error, no se prestard especial
atencidn siempre v cuando el problema no hayva quedado redueido a uno trivial.

ib) En la representacidn grifica de funciones, se valorard la coherencia del dibu-
jo con los datos obtenidos previamente por el alumne. (Vale aqui la misma
excepeidn que en el pdrrafo anterior.)

(4) La puntuacién méxima que se puede obtener en cada ejercicio viene sefialada
en la copia del examen que se entrega al alumno. Si alpuno de los apartados tiene a
a1 vez subapartados, se deberd distribuir razonablemente el miimero de puntos entre
log mismos (no necesariamente debe darse el mismo peso a cada subapartado).

(5) S5i un alumno da una respuesta acertada a un problema eseribiendo sélo los
resultados, sin el desarrollo ldgico de edmo los ha obtenido, la puntuacidn en este
apartado no podrd ser superior al 40% de la nota méixima prevista.

(6) La calificacidin serd la suma de las puntuaciones obtenidas en cada ejercicio de
mmna sola propuesta.
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RESPUESTAS

Problema 1:

Sea la funcién f(x) = Determinar el dominio, extremos relativos y las asintotas verticales,

2—e~X"

horizontales y oblicuas cuando existan.

Solucion:

El dominio de una funcidn racional es el conjunto de los numeros reales, excepto los valores
reales de x que anulan el denominador.

2—e*=0; 2= % =L, ex:%:>x=L%=L1—L2=—L2.

D(f) = R — {-L2}.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

%2 %2 %2 x2.0%
f(x) - 2—e—X - Z_ELX - 2€xx—1 - 2eX—1"
F1(x) = (2x-eX+x2-e¥)(2e¥—1)—(x2-e¥)-2e¥ _ e*:[(x?+2x)(2e*-1)—2x2-e¥] _
- (2ex-1)2 - (2ex-1)2 -
_eX(2x?e*—x2+4x-e¥-2x-2x2-e¥) _ e*(-x?+4x-e*-2x) _ —x-e¥(x—4-e¥+2)
- (2e%-1)2 - (2eX-1)2 - (2eX-1)2
—x-eX.(x—4-eX+2
flx)=0=2>5 (x-te )=0; —x-e¥ - (x—4-e¥+2)=0; x;, =0;

(2e¥-1)2

x—4-e*4+2=0; x+2=4-e*. Las soluciones de esta ecuacién son los puntos de corte de las
funciones g(x) =x+2 y h(x) =4 -e*. Se hace un esquema, aproximado, de las graficas de las
funciones.

La funcién g(x) = x + 2 es una recta que pasa por los puntos A(—2,0) y B(0, 2).

La funcidn h(x) =4 -e* es una funcidn exponencial, Y
creciente, que corta el eje de ordenadas en el punto C(0,4);
tiene como asintota horizontal al eje de abscisas en su parte
negativa y contiene los puntos siguientes:

S

N

fx
h(-1)=4-e1=2=147 = C(-1,147). C)/B

e
h(=2)=4-e72= 5 = 0.54 = D(=2,0.54). D/

<y

Como se puede observar en la figura adjunta, las —4 ) 0 2
funciones g(x) =x + 2 y h(x) = 4-e* no tienen puntos en
comun, lo que supone que (x — 4 - e* + 2) < 0, para cualquier
valor real de x, y como consecuencia, la Unica raiz real de la 12
derivadaes x = 0. ‘

x<0=f'(x)<0
x>0=>f"(x)>0

Q
~—
—

Para } = f(x) tiene un minimo relativa para x = 0.
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fO) =25=0=

2—e™X

Minimo relativo: 0(0,0).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.
x? _ (—o0)2 o0 )

k= lim f(x) = lim = = -2 Indet.=
X—>—00 X (o]

Smw2—e % 2-e~(-®) T 2.0 " 2_o

2 ——=0.

= {L'Hopital} = lim esz =2 > Indet.= {L'Hopital} = lim
X——00 o) X——00

. . x? 00?
ke = x1—1>I-Poof(x) _xl—1>r4¥lm 2—e~*  2-e~%®

00} oo
—_— = — = 00,
2-0 2

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal en su parte negativa.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funciéon tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

La recta x = —L2 es asintota vertical.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

%k %k %k ok ok ok %k %k %k %k
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Problema 2:

Sea la funcién f(x) = cos x. Halla el area de la superficie encerrada por la recta tangente a la grafica de

f enel punto x = —%, la grafica de f y las rectas x = —%y x = g
Solucion:
Parax = ——es f(—f) = cos (— E) _ 2 = Punto de tangencia: P (— E,E).
4 4 4 2 4’ 2

La pendiente de la tangente de la gréfica de una funcién en un punto es el valor de la derivada
en ese punto.

f'(x)=—-senx=>m=f' (—%) = —sen (—%) >m :‘/2_5_

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(0,1) conm = —4 es:

y—£=£(x+z)=\/2—ix+" 2; 8y—4\/7=4\/7x+n\/7;

2 2 4 T
8y = 4V2x + V2 + 42 :>t5y=g'(4x+ﬂ+4)-

Para la representacion de la recta tenemos en cuenta el punto de tangencia y haciendox = 0 =
y =2 (x+4) =126 = Q(0,1.26).

NI
\—n 7/
v

La representacion grafica de la situacion, aproximada, se expresa en la figura adjunta.
. . .. m T
En la figura se observa que en el intervalo de la superficie a calcular, (_Z‘E)’ las ordenadas de
la recta tangente son mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion f(x) = cos x, por lo
cual la superficie pedida es la siguiente:
L n LA n
S=[%t(x) dx— [*rcosx-dx = f_zzg- (4x +m+4)-dx — [senx]?, =
P ) 4 T2
V3

5 d
=2, i+n-x+4x]2 —[senE—sen (—E)]:
8 L2 _r 2 4
4
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_ vz T\ _
. [x - (2x+7t+4)]2 — sen - +Sen (_Z)_
v VI _
B
T2 n )+ 2 (T4a) -1 -2 =Ty 4 D2 Mg
16 32 2 2 2
:n_ﬁ,(4n+8+8+_n)_1_£:i.w_1_£:
32 2 32 2 2
V2 V2
=~ Om+24)—1-—-=3629-1707 =
S =1.922 u?
3k 3k 3k 3k 3k %k %k %k k k
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Problema 3:
1\ta9 % . (4x-1\*

Calcular los siguientes limites: a) xll)%l (;) . b) 911_1;210( " ) .
Solucion:
a)

I 1\tag x 1 0 0 Ind 4 I 1\tag x

et (;) - (5) = 07 = [ndet.= =, (ﬁ) =

_ ] 1\tag x ) 1\tag x - aNtag x] _
- 1 =1y (5] = i 1) = gl - aeyeee) <

_ . _ . t _ . _ . . _ . _ . senx . _
_,}L%l+[( 2 Lx)t99x] = 11m+( 2-tag x - Lx) = 11m+( 2 Lx) =

Ccosx

= lim [ = lim hm L (sen x - Lx) =
x—>0’r x—>0+ COSX xo
=22 lim (senx - Lx) = -2 - lim, L = 2.22 = 2.2 Indet.>
1 x_)0+ x—)O senx 6 ©
. (L'Hopital} = —2 - lim —her = 2- senx . l.sem0
opita LI‘(I)I ;:::;; o x—>0+ cox x x—>0+ x 1 0o
=225 Indet.> {L'Hopital} = 2 - m 22ERXCOSE _ 5 lim (sen2x) =
0 0’r 1 x—-0%
1\tag x
=2-5en0=2-0=0=LA=0>4=lm (5) =
x—-0%
tag x
lim (—) =1
x-0* \x?2

b)
;1_{130 (4Z;1)x = ,11_1,130 (1 +;—;)x = (1 +§)oo =1%° = Indet.n%e =
o tim (14 ) = tim (14 )"
; 1

= tim [0 ) ] =g [ ) ] ==
(4x—1)x _ Nes

4x

lim
X—00 e

%k %k %k >k ok ok %k %k %k %k
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Problema 4:

ax+y+z=2

Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 2x + ay + a®z = 1, segun el valor del pardmetro
2x+y+z=2

real a.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 1 a 1 1 2
M=(2 a a*?|yM =2 a a* 1)
2 1 1 2 1 1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro a es el siguiente:

a 1 1
IM|=12 a ad?|=a?+2+2a*°—-2a—-a®>—-2=-a%®+3a?—-2a=0;
2 1 1

=—a(a’—-3a+2)=0=>a,=0; a*—3a+2=0; a=3i29_8=%ﬁ=

3+1
=T$a2=1,a3=2.

a+0
Para {a * 1} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.
a+2

0 1 1 2
Paraa=0=>M’=<2 0 0 1>:>RangM’={C1,CZ,C4}:>
2 1 1 2
0 1 2
=12 0 1|=442-4=2+0=>RangM' =3.
2 1 2
1 1 1 2
Paraa=1=>M’=<2 1 1 1>=>RangM’=>{C1,C2,C4}=>
2 1 1 2
1 1 2
=22 1 1|=24+44+2-4-1—-4=—-1+#0= RangM' =3.
2 1 2

Para {Z f (1)} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 1 1 2
Paraa=2:>M’=(2 2 4 1>=>{F1=F3}=>RangM’=2.
2 1 1 2

Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n®incb6g.= S.C.I.
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Se resuelve en primer lugarparaa # 0,a # 1y a # 2:

Resolviendo por la regla de Cramer:

2 1 1
1 a a?
2 1 1|l _ 2a+1+2a%-2a-2a%-1 _ 0 0
X = —a(a-1)(a-2) —a(a-1)(a—2) T —a(a-1)(a-2)
a 2 1
2 1 a?
|2 2 1| _ at4+4a?-2-2a3-4 _ -2a3+4a’+a-2 _ -(a-2)(2a%-1) _ 2a%-1
Y= —a(a-1)(a-2)  -a(a-1(a-2)  -ala-1(a-2) -a(a-1(a-2) ala-1)
a 1 2
2 a1
_ 2 1 2l _ 2d*+4+2-4a-a—4 _ 2a*-5a+2 _ (a-2)(2a-1) _ —2a+1
—a(a-1)(a-2)  -a(a-1)(a-2)  -a(a-1)(a-2) -ala-1)(a-2) a(a-1)"
i o o 2a*-1 —2a+1 .
Solucion:x =0; y = e 2= a(a_l),Va eER-{0,1,2}.
2x+y+z=2
Resolvemos ahora para a = 2; el sistema resulta {Zx +2y+4z =1, que es compatible
2x+y+z=2

2x+y+z=2
2x+2y+4z=1
2x+y=2-241 } —2x—y=-2+21
2x+2y=1—-41) 2x+2y=1-441

indeterminado y equivalente a } Haciendo z = A:

}:y=—1—31.
2x—1-31=2—1; 2x=3+2,1=>x=§+,1.

Soluci()n:x=%+/1; y=—1-34 z=41, VIER.

%k %k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 5:

Hallar las matrices A — B, A y B, sabiendo que las matrices A y B, satisfaces las siguientes identidades:

0 0 -1 -2 0 =2
A+B=<O -1 0>,A2—AB+BA—BZ=<—2 -1 0).
1 0 1 0 0 0
Solucion:
A>—AB+BA—-B*=A-(A-B)+B-(A—B)=(A+B)(A—B).
Multiplicando por la izquierda los dos términos por (4 + B)™1:
(A+B)'-(A>—AB+BA—-B?)=(A+B)'-(A+B)-(A-B);
(A+B)'-(A>-AB+BA—-B*)=1-(A—-B) >
(A2—AB+BA—-B*)-(A-B)'=A+B)-1>
=>A—-B=(A+B)' - (A> — AB + BA — B?).

Se obtiene la inversa de (A + B) por el método de Gauss-Jordan.

0 0 —-1]1 0 0 F o F 10 110 0 1
A+BID=[0 -1 o0 1 0):»{;_F3}=><0 1 00 -1 O>=>{F3—>—F3}=>
0 110 0 1 z 72 0 —111 0 o0
1 0 110 0 1 1 0 0]1 0 1 1 0 1
<0 1 0oflo -1 0 :>{F1—>F1—F3}=><O 1 0/0 -1 0 :>(A+B)—1=<o -1 0).
0 0 1l-1 o o 0 0 1l-1 0 o -1 0 0

1 0 1 -2 0 -2
A-B=(A+B)'(A*-AB+BA-B*)=(0 -1 0](-2 -1 o0 |=
-1 0 O 0 0 0

0 0 -1
A+B+(A—-B)=24A=(0 -1 0 |+
1 0 1

0 0 -1 0 0 -1
A+B=<O ~1 0>=>B=<O ~1 0>— -
1 0 1 1 0 1

3 1
0 0 -1\ 1 /-2 0 =3y /(0 0 -1 -10 -3 10 3
=<0 —1 0)—5-(2 0 0>:(0 —1 0)— 1 0 0 |=|-1 -1 0 |>
1 0 1 3 0 3 1 0 1 3 3 1 1
2 2
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Problema 6:

0 3 4
Dada la matriz A= 1 -4

-1 3 4

identidad: A% = —I, donde I es la matriz identidad.

—5). Calcular A™1y A%9, utilizando necesariamente la siguiente

Solucion:
0 3 4 0 1 -1
|Al=(1 -4 -5|=12+15-16—-12=—-1. At=<3 -4 3>.
-1 3 4 4 -5 4
— 3| _|3 3 3 —4
. . 15 4—1 04—f 40 51 _ -1 0l
adideat=| -0 | h T -l = Lot
1 —1| _|0 —1| 0 1 B
-4 3 3 3 3 —4
-1 0 1
_ , (1 4 4)
A_1=Ad]. de A _\-1 -3 -3/ _
Al -1
1 0 -1
A‘1=<—1 —4 —4).
1 3 3
0 3 4 0 3 4 -1 0 1
wena=(1 o0 s)(1ooe s)=(3oa )
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2-A=<1 4 4>-<1 —4 —5>=(0 -1 0)=>A3=—1.
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1

AZO =A18+2 =A6~3 'AZ — (A3)6 'AZ — (_1)6 'A2 — 16 'AZ =

-1 0 1
=>A20=A2=(1 4 4).
-1 -3 -3
%k ok sk sk sk sk sk kok ok
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Problema 7:

Hallar la ecuacion de una recta s, tal que:
1) Pasa por el punto P(1,1,1).
2) Es paralelaalplanor=x+y—2z—-3=0.

x=34+1
3) Es perpendicularalarectar={y=2—-41 .
z=1-2A1

Solucion:

Un vector normal delplanomr =x+y—2z—3=0es7n = (1,1,-2).

Un vector director de r es v, = (1,—1,-2).

El vector director de la recta s pedida es perpendicular, simultdneamente, a los vectores v, y 71,
o sea: es linealmente dependiente del producto vectorial v, X 7.

i j  k
vpXn=|1 -1 =2|=2i—2j+k+k+2i+2j=4i+2k=(402)=>
1 1 =2

=7, = (2,0,1).

%k 3%k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 8:
Calcular el valor del parametro real a para que las rectas r = {4x tz=a ys= {x ty+z=0 se
T(xt+y=2 " lx+2z=2a
corten y calcular este punto.
Solucion:
dx+z=a
Las rectas r y s determinan el sistema Xt+y=2 .
x+y+z=0
x+2z=2a

Para que las rectas r y s se corten en un punto es condicién necesaria que el sistema que
forman sea compatible determinado, que, segin el teorema de Rouché-Frobenius, los rangos de las
matrices de coeficientes y ampliada tienen que tener el mismo rango, que ha de ser igual al nimero de
incdégnitas, que es tres, por lo cual, el determinante de la matriz ampliada tiene que ser cero:

4 0 1 a 4 0 1 a
11 0 2|_ _ 1 1 0 2]|_,.
111 ofl~0=2W-EB-Rl=l 4 1 5[=0
1 0 2 2a 1 0 2 2a
4 1 a
0 1 -2|=0,8a—-2—-—a+16=0; 7a=-14=>
1 2 2a
a=-—2.
4x+z=-2
Para determinar el punto de corta consideramos el sistema xX+y=2;>
x+y+z=0
z=-2—4x
= y=2_x}=>x+(2—x)+(—2—4x)=0;x+2—x—2—4x=0;
—4x=0;, x=0;, y=2;, z=-2 =
P(0,2,-2).
sk 3k 3k sk 3k sk k %k sk k
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Problema 9:

El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una distribucion normal de media
20 minutos. Se ha comprobado que el 84.1 % de los dias llega antes de 22 minutos. Si durante el afo

acude a su lugar de trabajo 290 dias, ¢cuantos dias puede estimar que tardara menos de 18 minutos en
llegar?

Solucion:
Datos: u = 20; P(X < 22) =0.8410.
X—-20

X -> N(u,0) =N(20,0). Tipificando la variable: Z = —

Se trata de determinar o tal que:

g

P=P(X <22) = 08410 = P (z < 22‘2") =P (z < g) = 0.8410.

Mirando de forma inversa en la tabla N(0,1) a 0.8410 le corresponde, aproximadamente, el
valor1:§= 1=>0=2.
o=2
18-20 2
P—P(X<18)—P(Z<T)—P(Z<—E)—P(Z<—1)—
=1-P(Z<1)=1-0.8413 = 0.1587.
n=P-N=0.1587 - 290 = 46.023.

Se estima que tardara menos de 18 minutos en llegar al trabajo 46 dias.

%k %k 3k %k %k 3k 3k %k % %k
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Problema 10:

Sofia va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0.5; 0.2 y 0.3. El 60 % de las veces que va al
cine se encuentra con amigos y se va de cena con los amigos. Lo mismo le ocurre el 10 % de las veces
que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto.

a) ¢Qué probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos?

b) Sivuelve a casa después del espectdculo, équé probabilidad hay de que haya ido al cine?

Solucion:
A -p=05-01=0,05
-p=05-09=0,45
0,5
A >p=02-06=0,12
02 ,_ 06
Ci
\A\%ﬁ p=02-04=0,08
-p=03-09=0,27
A a->p=03-01=003
a)

P=P(A) =P(TenA)+P(CinA) +P(ConA) =
= P(Te) - P(A/Te) + P(Ci) - P(A/Ci) + P(Co) - P(A/Co) =
=0.5-0.1+0.2-0.6+03-0.9 = 0.05+ 0.12 + 0.27 = 0.44.

P(A) = 0.44

b)

— . —\ _ P(cind) _ P(c))-P(4/Ci) _ 02:04 _ 0.08
b= P(Cl/A) ~ P(A) ~  1-P(A)  1-044 056

P(ci/A) = 0.1429.

= 0.1429.
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Fr ) UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
g gt EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSEMANZAS
S s i UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
T e Curso 2020-2021
Y MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Cespuds do leer atentaments ol axamen, msponda razonadaments cuatro pragunias cualesquiara aalagir entre
las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

A, Calificacion méxima: 2.5 punios.

Tres harmanos quigran repartirse da forma equitativa un tofal da 540 accicnes valoradas en 1560 auros, gue
comasponden a tres empresas A B y C. Sabiendo que ol valor actual en bolsa de la accion A es el friple que ol de
By la mitad que el da C, que al nimerc de acciones de C a5 la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa
da la accidn B as 1 euro, encuentre ol ndmere da cada tipo de accidn gue le comespende a cada harmano.

A2, Calificacién méaxima: 2.5 punios.
Calcula el araa de la regidn delimitada por las graficas de las funciones

firl=2+z—12 glz)=22"— 4z

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
rT—y+=

Sean la ecta r {25_ .

0] .
Pz “yalplanc-r 2r +y—z+3=10. Sapide:

a) (075 puntos) Calcular el angulo que forman »y .

b} (1 punto) Hallar el simétrico dal punto de intersaccidn de la recta » y el planc = con respacte al plano
z—y=1.

¢} (0.75 puntos) Daterminar la proyeccidn ortogonal da la recta = sobre el plano 7.

A4, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
El fiempo da vida de los individuos de ciarta espacie animal tiene una distribucion normal con una madia da 8.8
miesas y una desviacion tipica de 2 masas.

a) (1 punto) ;Qué porcantaje de individueos de esta especie supera los 10 mesas? ;Ouws porcantaje da indivi-
duos ha vivido entra 7 y 10 measas?

b} (1 punio) Si se toman al azar 4 especimenas, jcudl s |a probabilidad de que al menos uno no supare los
10 mesaes devida?

¢} (0.5 puntos) ; Ows valor de c es fal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢} incluye al tiempo da vida (medido an
mesas) dal %8 % de los individucs de asta aspacia?
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B.A. Calificaciéon maxima: 2.5 punios.
Se considera el siguienta sistema de ecuacionas dependientas dal parametro real a:

ar — 3y +{a— 1z =4
2r 43y — Gz =2
ar + y — Gz 6
a) (2 puntos) Discuta el sistema sagln los diferentes valores da a.

b} (0.5 punios) Resuvalva el sistema para a = 1.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.
So considara la funcidn

senzr Sz <
fi=) )
re® Elx=0

a} (0.75 puntos) Estudie la continuidad v la darivabilidad de fenzx = 0.

b} {1 punio) Estudie los inlervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a {—, 2). Demuastre que
axiste un punto r < |0, 1] de manara gua f{xrp) = 2.

¢} (0.75 punios) Calcula _Ir‘i Fix)dr.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Spanlosplanos my =r+py=1¥m=xr+z =1L
a)} (1.5 puntos} Halle los planos paralkelos al plano x; tales que su distancia al origen de coordenadas saa 2.
o) (0.5 punios) Halle la recta qua pasa por al punto (0, 2,0) v as parpendicular al plano .

c} (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de intersaccion del plano m; con los ejgs ra y.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Una estacion de medicidén de calidad del aire mide niveles da Ny, ¥ de particulas an suspansion. La probabilidad
da gqua en un dia se mida un nivel de N0, suparior al parmitido as 0.16. En los dias an los gue s8 supara el nival
parmitido da NOkx, la probabilidad da que so supera al nivel parmitido de particulas es 0.33. En los dias an los
qua no se supera 2l nivel da N0, la probabilidad de que sa supame el nivel de particulas es D08,

a) (0.5 puntos) ;Cual es la probabilidad de gue en wn dia se superen los dos niveles parmitidos?
b} (075 puntos) ;Cual es la probabilidad de que so supera al manos uno da los dos?

c) (0.5 puntos) ;Son independientes los sucasos an un dia se supara el nivel parmitido da NO2™ y “an un dia
=0 supara el nivel parmitido de particulas™?

d} (0.75 punios) ;Cual 85 la probabilidad de gue en un dia 58 supere al nival parmitido de MNO., sabiando que
no s ha superado el nivel parmitide de particulas?
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucitn N(0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 00 002 003 004 005 006 007 0,08 0,00
0.0 | 05000 0,500 05080 05120 05160 0,6190 05239 0,5270 05310 0,5350
0.1 | 0,5308 05438 05478 05517 05557 05596 0,5636 0,5675 05714 05753
02 | 05703 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
03 | 06179 06217 06255 06203 06331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 06844 06870
05 | 06915 06950 06985 07019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 07190 0,724

06 | 0,7257 0,7291 0,7324 07357 0,7380 0,7422 07454 07486 07517 0,7549
0.7 | 0,7580 0,7611 0,7642 07673 07704 0,7734 07764 07794 07823 0,7852
08 | 0,7881 07910 0,7939 07967 0,7095 08023 08051 08078 08106 0,8133
00 | 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
1.0 | 08413 0,8438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621

1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 08708 08720 08740 08770 08790 08810 0,8830
1,2 | 0,8840 0,8860 08888 08907 08925 08944 08962 08080 08007 09015
1,3 | 00032 09049 09066 00082 00000 00115 09131 09147 09162 09177
14 | 09192 09207 09222 09236 009251 009265 009279 09292 09306 0,9319
1,5 | 09332 09345 09357 00370 009382 00394 09406 00418 09420 0,9441

1,6 | 09452 09463 09474 00484 00405 00505 009515 09525 09535 09545
1,7 | 00554 09564 00573 00582 09501 009599 09608 09616 09625 00633
1,8 | 00641 09649 09656 00664 09671 00678 09686 09603 09609 00706
10 | 00713 09719 09726 09732 09738 00744 09750 09756 09761 00767

20 | 09772 09778 09783 00788 00703 00798 00803 00808 09812 09817

2.1 | 00821 09826 00830 00834 009838 00842 00846 00850 09854 00857
22 | 00861 09864 00868 00871 09875 00878 00881 009884 09887 0,0800
23 | 00803 09806 00808 00001 09004 00906 09000 09911 09013 00016
24 | 00918 09920 09922 00925 09927 09920 09931 09932 09934 00936
25 | 00038 09040 09941 00943 09945 00046 09048 009040 09051 00052

26 | 00053 09055 09956 00957 00950 00960 09961 09962 09963 09964
2.7 | 0,0065 09066 09967 00968 00960 00970 09971 09972 09973 0,9974
28 | 00074 09075 09976 00977 09977 00978 00979 009979 09080 0,908
20 | 00081 09082 09082 00983 00984 00984 00085 00085 09086 0,9086
3.0 | 00987 00087 00987 009088 00088 00080 00080 00080 009090 0,9990
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MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION Y ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

En cada pragunta, aumgua al procedimiento saguido soa difermnte al propuasto an al documeanto solucionas,
cualquier argumeanto valido que conduzca a la solucion serd valorado con la puntuacion asignada.

Loz estandame s do aprendizaje del blogue 1 32 evaluaran transversalments en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacién de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos y toma adecuada de decisionas.

Al

Por cada acuacién bien plantaada- 0.5 puntos. Por la solucién dal sistama: 1 punto. Si so reswalve cormactaments
un sistema incomecto: hasta 0.5 pumtos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Formula algebraicamenta las restriccionas indicadas an una situacion
de la vida mal, estudia y clasifica ol sistema da ecuacionas lineaks planteado, lo resuelve an lbs casos que sea
posible, ¥ ko aplica para reschvar problomas.

A2,

Por hallar los puntos de corie: 0.75 punios. Por plantaar la integral correcia: 0.5 puntos. Por calcular la primitiva:
0.5 puntos. Por aplicar la Ragla da Barrow: 0.5 punios. Por al resultado comrecto: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Aplica los métodos basicos para el cilculo de primitivas da funciones.
Calcula el area de recintos limitades por rectas y curvas sancillas o por dos curvas.

Al

a) Planteamianto: 0.5 puntos. Basoluciin: 0.25 puntos.
b) Planteamianto: 0.5 puntos. Rasclucién: 0.5 puntos.
¢) Planteamianto: 0.5 puntos. Rasolucion: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Exprosa la ecuacion do la recia do sus distintas formas, pasando da
una a ofra comactamenta, idanfificando en cada caso sus elemantos carackeristicos, y msolviendo los problemas
afinas antrm recias. Obliena las ecuacionos de rocias v planos en diforontas situaciones. Delormina angulos,
distancias, areas y volimanas utilizando los producios escalar, vactorial y micto, aplicandolos en cada caso a la
resolucicn da proble mas gaométricos.

Ad.

a) Plante amionto modalo: 0.5 puntos. Por cada porcantaje pedido: 0.25 punios.

b) Reconocar la binomial: 0.25 puntos. Parametros cormectos: 0.25 puntos. Expresion de la probabilidad: 0.25
punitos. Resolucion: 0.25 punios.

¢) Planleamianto: 0.25 puntos. Calculo corracio: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula probabilidades da sucesos asociados a fendmanos que puadan
modelizarsa medianta la distribucidn normal a partir de la tabla de la distribucién o mediante calculadora. Caloula
probabilidades asociadas a wna distribucion binomial a partir da su funcién da probabilidad, de la tabla de la
distribucion o madiante calculadora.
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RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1 560 euros,
gue corresponden a tres empresas, 4, By C. Sabiendo que el valor actual de la accién A4 es el triple que
el de By la mitad que el de C, que el nimero de acciones de Ces la mitad que el de By que el actual valor
en bolsa de la accién Bes 1 euro, encuentre el nimero de cada tipo de acciones que le corresponde a

cada hermano.

Solucion

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/9iMcwbp14VI (ﬂ
video
Llamamos x al numero de acciones 4, y al nUmero de acciones B,y z al nimero de acciones C.

Con los datos del enunciado planteamos el sistema:

x+y+z=>540 x+y+z=>540
3x+y+6z=1560; — 3x+y+6z=1560
y =2z y—2z=0

Lo resolvemos usando la Regla de Cramer:

540 1 1

1560 1 6 1080+1560—3240+3.120 680 320
x =10 1 -2l ZORDVIH0nTIwanis ey Z0WA9PR — 360.

—2+3—-6+6 1

3 1 6

0 1 -2

1 540 1
y=[3 1560 6 |=—3120+ 3240 = 120.

0 0 -2

1 1 540
z=13 1 1560| = 1620 — 1560 = 60.

01 0

Lo que le corresponde a cada hermano:

=22=120; y =" =140; z="2"=20.
3 3 3
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Problema A.2:

Calcula el area de la region limitada por las graficas de las siguientes funciones:
flx)=2+x—x?yg(x) =2x% — 4x.

Solucion:

% Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/LIsWgHYpRHQ ( ’\
video
Buscamos los puntos de interseccion de ambas funciones:

fX)=g(x)>2+x—x2=2x>—-4x->3x>-5x—2=0>

= SEVZERZE _ 51VE9 _ 547 1

=—-ox=—=; x=2.
6 6 6 3

y—op_1_1_1823-1_ 14 _1 1 ?
f(_§)_2 3 9 9 _9:>A( 3’9)' C
f(2Q)=2+2-4=0= B(2,0). 2

A

Las funciones se cortan en los puntos: A (—%,%) yB(2,0)
Buscamos sus extremos:

’ _ _ _1 _9 19 -2 1 0 1 3
f(x)_1_2x_0_)x_5_)f(%)_Z_)C(E’Z)'
gx)=4x—-4=4(x—-1)=0->x=1-D(1,-2). !

El punto C (%,%) es un maximo de f(x) y el punto D(1,—2) es 2 v
un minimo de g(x)

Representamos las gréficas, con lo que:

2 2 2
S = f 1[f(x) —g()]-dx = f 1[(2 +x—x2)— (2x% —4x)] - dx = f 1(—3x2 +5x +2) - dx
3 3

2 12

N
| =

27 18 3

=(—23+5"2—22+2-2)—l—(—§)3+ﬂ+2-(—§)- = 8+10+4-L-242

_324-2-15+36 _ 360-17 _ 34

1 5 2 3
=6————+- — = 6.35u?.
27 18 3 54 54 54
z 343
El dreaes: S = — = 6.35 u?.
54
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Problema A.3:

—-x—y+z=0
2x+3y—z+1
a) Calcular el angulo que formanr y m.

b) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano i con respecto al plano

SeanlarectarE{ =OyeI planomr = 2x +y — z + 3 = 0. Se pide:

p=z—y=0.
c) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano 7.
Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/3ytiulfmSqU ( h

video

a) Vectores ortogonales a la recta r son: (—1,—1,1) y (2, 3,—1). Hallamos su producto vectorial para
obtener el vector de direccién de la recta .

i j  k
-1 -1 1
2 3 -1
Un vector normal del planores 71 = (2,1, —1).

=i+2j—-3k+2k—-3i—j==2i+j—k > =(2,-1,1).

n-v =1l - 7] - cos B.

Podemos calcular el angulo que forman dos vectores:

vy
cosf3 = .
B |7l [or]
Por ser los dngulos @ y § complementarios sabemos que: sen a = I?Z.rvi’l'
WVr
2,1,-1)-(2,—-1,1 4-1-1 2
sena = ( ) ) =—-=0.3333->

VA 124 ()2 22+ ()2 +12 Va+1+1-Va+1+1 V6-v6 6 3
La rectar y el plano 7 forman un dngulo @ = arc sen 0.3333 = 19° 28’ 16"".

b) Calculamos el punto P de interseccidn de la recta r y el plano m:

r={—x—y+z=0 x+y—z=0
“2x+3y—z+1= 0}—>2x+3y—z= —1}. El punto de corte es P(—3,1,—2).
n=2x+y—z+3=0 2x+y—z=-3

La recta s que pasa por P(—3,1, —2) y es perpendicular al plano § = y — z = 0 tiene como vector
director al vector normal del plano: g = (0,1, —1).

x=-3
La expresién de s dada por unas ecuaciones paramétricas es s = {y =14+1.
z=-2—-21
El punto M, interseccion del plano 5 con la recta s es el siguiente:
p=y—z=0
(*E 14— (2-D=0514+2+2+1=0> 201=-351=-2>
s=jy=1+41 2
z=—-2—-41
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x =-3

3
z=—-243=-2
2 2

Calculamos los vectores:

Pl = 00~ 0F = (3,2, ) - 3.1.2)] = (0-3.2).

MP' = 0P —O0M = [(x,y,z) — (—3,—%,—%).] = (x + 3,y+%,z+%).

Para que P’ sea el simétrico de P’ se debe verificar que:
x+3=0->x=-3

. - _3 =
PM=MP’->(0,—§»%)=(x+3,y+%,z+%)" yH = Y= 20 L pi(=3,-2,1).

El simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano i con respectoal planof =z —y =0es
P'(-3,-2,1)

¢) Sabemos que: P(—3,1, —2), punto de interseccion de la recta r y el plano 7. Buscamos un punto de
larectar.
x=1+24

= —X—Y+Z=0} _ X+y=4 } =ly=_1-
TEo+3y—z=-1 7242 43y =—142 _’r‘ijll A

Por ejemplo, para A = 0: Q(1,—1,0).

La recta g que pasa por ese punto y tiene por vector director al normal del plano 7, que es 7t = (2,1, —1);

x=1+2u
esIasiguiente:qE{y=—1+u.
Z=—U
El punto Q' es la interseccion de q y :
n=2x+y—z=-3 x=—§
x=142u _ __2 —_1_2%2__53
qz{ Y= iap [C2AFAISTH (=30 p=ogogy=olog= o
2=k \2=3 )

' 1 52
0(-3-52)
La recta r’ pedida, proyeccidon ortogonal de r sobre 7 es la que pasa por los puntos P(—3,1,—2) y

f_l_EZ)
Q( 3’ 3’3/

, _ x+3  y-1  z+2 x+3  y-1  z+2
r = = =3 85— 8 — "8
243 o1 i g -8 g
3 3 3 3

La recta r' pedida, proyeccion ortogonal de r sobreres: X +3 =1—-y =2z + 2
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Problema A.4:

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucion normal de media
8.8 meses y una desviacion tipica de 3 meses.
a) é¢Qué porcentaje de individuos de esta espacie supera los 10 meses? ¢ Qué porcentaje de individuos
ha vivido entre 7 y 10 meses?
b) Si se toman al azar 4 especimenes, écudl es la probabilidad de que el menos uno no supere los 10
meses de vida?
¢) éQué valor de ¢ es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida (medido en meses)
del 98 % de los individuos de esta especie?

Solucion:

6: Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/E08i7gHUeaw (’\
video o’

a) Nos dicen que: X = N(u; o) = N(8.8; 3). Tipificamos: Z = 22,

10-8.8

P(X>10)=P(Z> .

) P (Z > %) =P(Z>04)=1—P(Z < 0.4) =1—0.6554 = 0.3446.

El porcentaje de individuos de esta especie que supera los 10 meses es de 34.46 %

7 8.8 10 — 8.8 ~1.8 1.2
P(7SXS10)=P( - szs—) P(TSZ§?>=P(—O.6SZSO.4)

=P(Z<04)—[1-P(Z<06)]==P(Z<04)—1+P(Z<0.6)
= 0.6554 — 1 + 0.7257 = 1.3811 — 1 = 0.3811

El porcentaje de individuos que ha vivido entre 7y 10 meses es de 38.11 %
b) La probabilidad de que un individuo no supere los 10 meses de vida es la siguiente:

P(X<10)=1-P(X >10) =1—0.3446 = 0.6554.
Distribucién binomial: P = (Z) -p" - q" ", siendon =4; p=0.6554; q=1—p =0.3446; r > 1.

4
0

Si se toman al azar 4 especimenes, la probabilidad de que el menos uno no supere los 10 meses de vida
es de 0.9859

Pr=1)=1-Pr=0)=1- ( ) - 0.6554° - 0.3446*° =1—1-1-0.3446* = 1 — 0.0141 = 0.9859.

X-8.8

¢) Tipificando la variable: Z = .

P(8.8—c§X§8.8+c):P(WSZSS'SZL&S)zo.%—»

P(_?Cszsg):P(z<§)—[1—P(Z<§)]=P(Z<%)—1+P(z<§)=

=2-P(z<%)-1=098 P(z<S)=22=0.9900.
3 3 2
Buscamos ese valor en la tabla N(0,1) —» 2.33 — g =233-5c=7.

El valor de c tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluya el tiempo de vida (medido en meses) del 98 %
de los individuos de esta especie es de ¢ = 7
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ax —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2¢
—ax+y—6z=6

a) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema paraa = 1.

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/aGJuoPVALdI ( \
video

a) Escribimos las matrices de coeficientes y ampliada:
a -2 a-—1 a -2 a-1 4
M=(-2 3 -6 |yM'=|-2 3 -6 2|
—-a 1 —6 —-a 1 -6 6
Calculamos los rangos:

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es:

a -2 a-1

M| =1-2 3 —6 |=-18a—-2(a—1)—12a+3a(a—1)+6a+ 24 =-24a—2a+2 +
—a 1 —6

3a? — 3a + 24 = 3a® — 29a + 26 = 0; xzzgivzj‘zs‘“'%:”i”:>a1 =1, a, =2

26 . - .
Por lo tanto, paraa # 1y paraa # ey el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la
matriz ampliada, e igual al nimero de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado.

3 -6
Calculamos los rangos para a = 1. El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 5 #0
Calculamos el rango de la matriz ampliada:
1 -2 0 4 1 -2 0 4
rango|{ -2 3 —6 2|=rango(0 -1 -6 10)=2
-1 1 -6 6 0 -1 -6 10
F, - F, +2F; _
{F3_’F3+F1} o = F5)

El rango de la matriz ampliada es 2, igual al rango de la matriz de los coeficientes y menor que el nimero
de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible e indeterminado.

26 : . —6
Calculamos los rangos para a = 5 El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 5 #0
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Calculamos el rango de la matriz ampliada:

2 -2 Z g4 26 —6 23 12 13 -2 23 2
rango| -2 3 —6 2 =rango<—6 9 -—18 6>=rango(—3 3 -—18 1>=3-

%1 -6 6 ~26 3 -18 18 -13 1 -18 3
13 -2 2

Yaque:l-3 3 1/=117—-64+264+78—13—-18=221-35% 0= 221-37+0
—-13 1 3

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto al rango de la matriz de los coeficientes, por lo que el sistema
es incompatible.

La discusion completa del sistema es:

. 26 . - - . .
o Sia= 5 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, distinto del de la matriz ampliada que es 3,
el sistema es incompatible.

e Sia =1 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, igual al de la matriz ampliada y menor que
el nimero de incégnitas que es 3 sistema es compatible indeterminado.

. 26 . - . .
o Sia# S va # 1 el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz
ampliada, y al nUmero de incdgnitas el sistema es compatible determinado.

x—2y=4
b) Sia =1 el sistema es —2x + 3y — 6z = 2}, que es compatible indeterminado, como acabamos de
—x+y—6z=6
ver. Haciendo z = —A:
x—2y=4 x—2y=4 x=2y+4
—2x+3y—6z=2}—> —-x+y=6+61 Z:_A}—)—y=10+6l
—X+y—6z=6 —2x+3y=61+2 z=-1

>x—2-(-10—-61)=4-> x=-16—12A.
x=-16—-124;,—y=10+64;z=—A,VAER
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Problema B.2:

senx si x <0,

Se considera la funcion f(x) = {x ¥ si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m, 2). Demuestre que existe
un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2.

¢) Caleule [z f(x) - dx.

@@ Solucion:
éﬂ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/py-Zo0AzgW0 ( »\
) -

video

a) La funcién es definida a trozos, formada por la funcidn seno, continua y derivable en toda la recta real,
y por una funcién exponencial, también continua y derivable en toda la recta real. El Unico punto dudoso
es por tanto el de uniéon de ambos trozos, x = 0.

Para estudiar la continuidad en x = 0, estudiamos el valor de la funcién en ese punto y el valor de los
limites laterales:

f(0O)=0-e°=0
lim f(x) =limsenx =0
x—0~ x—0
. T LX) —
S0 = e =0
Como lir(r)l_ flx) = lir(r)l+ f(x) = f(0) sabemos que la funcion es continua para x = 0
xX—> X—
Ya hemos visto que también el Unico punto dudoso para la derivabilidad es el punto de unién de ambas
ramas, x = 0.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

rron [ cosx six <O
f(x)_{ex(x+1) six=>0

Luego f'(07)=lim f'(x)=limcosx=cos0=1= f'(0"}=lim f'(x)=lime* (x+1)=e’ (0+1)=1

x—0" X—0" x—0" x—0~
porloque f'(07)=f'(0") =1
f(x) es continua y derivableen x = 0

b) Si la primera derivada de una funcidn es positiva o negativa entonces la funcién es creciente o
decreciente, respectivamente.

rrn [ cosx six <O
f(x)_{ex(x+1) si x>0

. . . . s e
En el intervalo (—m, 0): la funcidn f'(x) = cos x es negativa en el intervalo (—n, —5) y es positiva en el

intervalo (—g, 0). En el intervalo (0,2): f'(x) = e* - (x + 1) > 0. Por lo tanto:
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Six € (—n, —%) entonces f'(x) < 0, luego la funcion es decreciente

Six € (— g 2) entonces f'(x) > 0y la funcion es creciente

El Teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux dice que “si una funcidn es continua en
un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)”

Para demostrar que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2 se tiene en cuenta que la
funcién es continua en [0,1], que f(0) =0-e°=0-1=0yque f(1)=1-e! =e > 2, por lo que
como 0 < 2 < e, queda demostrado que:

Existe al menos un x, € [0,1] de manera que f(x,) = 2

También se puede demostrar usando el teorema de Bolzano que dice que “si f(x) es una funcion
continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal

que f(c) = 0":

Probar que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2 es equivalente a probar que la funcién
g(x) = f(x) — 2 tiene una raiz real en el intervalo [0, 1]. En el intervalo [0, 1] la funcidn:

g)=f(x)—2=x-e*—2.
Es continua en el intervalo [0, 1],
g(0)=0-e2-2=0-2=-2<0,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

g(1) =1-el—2 =e— 2> 0.Tiene distinto signo en los extremos. Luego

g(x) tiene al menos una raiz real en [0, 1]. Por lo tanto
Existe al menos un x, € [0,1] de manera que f(x;) =2
c) Debemos integrar la funcién en cada uno de los subintervalos:

1 0 1
I=j f(x)-dx=jsenx-dx+Jx-e"-dx
z m 0

La primera integral es inmediata y la segunda la hacemos por partes:

0
T
— [_ o _ _ _ ) =—1—-_0=—
fnsenx dx = [ cosx]_g— cos0 cos( 2)— 1-0=-1

—cosO+cos(—%) =-1+0=-1

Utilizamos el método de integracién por partes: [ udv = uv — [ vdu

Uu=x du = dx
I
v=[eXdx=e* dv = e*dx
Sustituimos:
folx-ex-dxz [x-e*—[e*-dx]g=[x-e*—e*]g=(1-e' —e')—(0-e°—e%) =1.
Por lo tanto: I= f_lgf(x) cdx=-1+1=0.
2 1
sznf(x)'dx=0
2
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Problema B.3:

Seanlosplanosmy =x+y=1yn, =x+z=1.

a) Halle los planos paralelos al plano 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2.
b) Halle la recta que pasa por el punto P(0, 2,0) y es perpendicular al plano 7.

¢) Halle la distancia entre los puntos de interseccidn del plano m; con los ejes Xe Y.

@@ Solucion:
6= Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/LQ_4yL6udS0 (»\
)

video

a) La distancia del origen de coordenadas al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula:

D]
VA2+B2+(C?

Todos los planos paralelos al plano m; = x + y — 1 = 0 tienen por expresidn general:

d(0,m) =

n=x+y+D=0.

Aplicamos la férmula alplanor =x+y+ D = 0:

Pl _ ol
V1Z+12+02 V2

Los planos pedidos son:

do,m) =2 - = |D| =2V2 - D; = =2V2,D, = 2V/2.

T =x+y—-2V2=0yn" =x+y+2V2=0

b) Un vector normal del plano 1, es n; = (1,0, 1), por lo que la recta r pedida lo tendrd como vector
director. Como ademas conocemos un punto P(0, 2, 0), sus ecuaciones paramétricas son:

x=21
r= y:Z
z=2

¢) Buscamos los puntos de interseccion del plano; = x +y — 1 = 0 con los ejes Xe Y:

m=x+y—1=0
Eje X: y=0->x—-1=0; x=1-A4(1,0,0).
z=0
T=x+y—1=0
EjeY: x=0f—=y—1=0; y=1-B(0,1,0).
z=0

La distancia entre los puntos A(1,0,0) y B(0, 1,0) es el mddulo del vector AB:
AB = 0B — 04 =[(0,1,0) — (1,0,0)] = (—1,1,0).
d(4B) = |AB| = /(=12 + 12+ 02 = 2
d(AB) =V2u
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Problema B.4:

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO, y de particulas en suspensién. La
probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NO, superior al permitido es 0.16. En los dias en los
que se supera el nivel permitido de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel permitido de particulas
es 0.33. En los dias en los que no se supera el nivel de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel de
particulas es 0.08.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

c¢) éSon independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de NO,” y “en un dia se supera
el nivel permitido de particulas”?

d) éCudl es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que no se ha
superado el nivel permitido de particulas?

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/VIK1B2007Bg (}\

‘S

video

Denominamos por /N a superar el nivel permitido 133 o~ P PINOP)=0.16-033=00528
de NO,, y P a superar el nivel permitido de N

particulas. Llevamos a un diagrama de arbol los o1 067\, noP PN 1 noP)= 0.16 - 0.67 = 0.1072

datos del enunciado. Comprobamos operaciones
viendo que las probabilidades en cada nudo
suman 1, y que: 08 0.0, P P(noN n P)= 084 008 =00572

noN

0.0528 + 0.1072 + 0.0672 + 0.7728 = 1.

noP P(noN n noP) = 0.84 - 0.92 = 0.7728

a) Debemos calcular:
P(NNP)=P(N)-P(P/N)=0.16 - 0.33 = 0.0528
La probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos es de 0.0528.

b) Utilizamos el suceso contrario. La probabilidad pedida es igual a la unidad menos la probabilidad de
gue no se supere ninguno de los dos niveles:

1—P(noN NnnoP) =1-0.84-0.02=1-0.7728 = 0.2272
La probabilidad de que se supere al menos uno de los dos niveles es 0.2272
c¢) Dos sucesos A y B son independientes cuando P(A N B) = P(A) - P(B):
P(N) = 0.16; P(N n P) = 0.0528; P(P) = P(NNP) + P(noN n P) = 0.0528 + 0.0672 = 0.1200.
P(N)-P(P) =0.16-0.12 = 0.0192 # 0.0528 = P(N N P).
Los sucesos NO son independientes

d) Nos piden una probabilidad condicionada:

P(NnnoP) _ P(N)-P(NOP|N) _ 0.16:0.67 _ 0.1072

P(noP) 1-P(P) 1—012 088 0.1218.

P(N|noP) =

La probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que no se ha superado
el nivel permitido de particulas es de 0.1218
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MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GEMERALES Y CALIFICACION

Caspuds de lear atentaments &l examen, responda razonadaments cuatro pragunias cualesquisra a alagir anire
las ocho que so proponan.

TIEMPO ¥ CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

AA. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen wun total de 15000 saguidoras en una red social. Si Jimena perdiara
ol 259% do sus soguidoros todavia temdria el triple de seguidores gue Sara. Adomas, la mitad de los saguidores

da Sara mas la quinta parto da los do Cristina suponan la cuarta parte de los soguidoras da Jimana. Calcula
cuantos saguidores tiene cada una de las fros amigas.

A2 Calificacion maxima: 2.5 punios.

a) (125 puntos) Calcule, en caso de axistir, al valor da los siguiantes limitas:

2r? — gen T see T AT menl

, .
a1) (05 puntos) ]m.””'“—?z’ a?) (075puntos) Tm — |2 2 ]
r—a r

(Indicacion: use al cambio de variable ¢ = 1+ donde saa necasario).

b} (125 puntos) Calcule las siguientes intogralas:

L
b.1) (0.5 puntos) J{ ,21 - dr b.2) (075 puntos) f JEN
[1]

A3, Calificacion maxima: 2.5 punios.

z 2

Cade al punto A(1, 0, -1}, laectar=r—- 1=y + 1 '2

yelplano » = = + y — =z = &, 50 pida:

a) (075 puntos) Hallar al angulo gue forman el plano = y el plano parpandicular a la recta » gque pasa por el
pumnto A

B} (075 punios) Determinar la distancia entra la recta » y al plano «.

c} (1 punto} Calcular una ecuacion de la recia gue pasa por A, forma un angule recto con la recta » y no corta
al plano =.

A4, Calificacion maxima: 2.5 punios.

En una urna hay dos bolas blancas y cualro bolas negras. Se extras wuna bola al azar. Si la bola extraida es
blanca, se devuelve a la urnay se afiade ofra bola blanca; sies negra, no s8 devuslve a la uma. A continuacion,
sa vualve a exirasr una bola al azar da la urna.

a) (1 punto) ;Gual es la probabilidad de gue las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b} {1.5 puntos) ;Cual es la probabilidad de gue la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la sagunda ha
sido blanca?
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B.A. Calificacion maxima: 2.5 punios.

a) (075 puntos) Encuentra un Onico sistermma de dos ecuaciones lineales en lasvariables r e y, qua fanga como
solucionas (=1, p=2} ¥y {z =0,y =0}

B} (1 punto) Encuanire un sistoma de dos ecuaciones linsales an las variables ¢, y ¥ = cuyas solucionas saan,
an funcion dal paramatro A < K:

c} (0.75 puntos) Encuentre un sislema de fres ecuaciones lineales con dos incognitas, = e v, que solo tenga
como solucitn ar =1e y= 2.

A
A-2
A-1

[ERL- ]

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Sea la funcidn
fiz) =12 — |z| + 2

a) (075 puntos) Estudie la continuidad v la derivabilidad da f en = = 0.
B} (1 punto) Detarmine los extramos relatives da fix) en la recta real.

c) (075 puntos) Calcule el area da la region dalimitada por la grafica de f, el aje de abcisas y = 0, y las rectas
T ly z= 1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 punios.
Dadas las ractas

r—2 gy+1 z 4 4 r4z=2
r . = ar

+y—2z =1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion da la recta parpendicular comBn a ry & &
B} (1 punto) Calcule la distancia anire ry =.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Sagin las esiadisticas meteorclgicas, an una ciudad nordica llueve un promedio del 45 % de los dias. Un
climatologo analiza los registros pluviomatricos de 100 dias olegidos al azar ontro los de los dltimos 50 anos.

a) (1 punto) Exproese como calcular con axactitud la probabilidad de gua an 40 do allos haya Novido.
b} (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola medianta una normal.

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Javier Rodrigo Hitos
Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

ee=————x
Textos Narea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucitn N{0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 000 o0l 002 008 0,04 005 008 007 008 0,08
0.0 | 05000 0,5040 05080 05120 0,560 0,5100 0,5230 0,5270 005310 0,5350
0.1 | 05308 0,5438 05478 05517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 05714  0,5753
02 | 05793 0,5832 05871 05010 05948 05087 06026 0,6064 06103 06141
03 | 06179 06217 06255 06203 0,6331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 06844 06879
05 | 06015 06950 06985 07019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 07190 0,7224

06 | 0,7257 0,7201 0,7324 07357 07380 07422 07454 0,7486 07517 0,7540
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 07673 0,7704 07734 07764 07704 0,7823 0,7852
08 | 0,7881 0,7010 0,793 07967 0,7995 08023 08051 08078 08106 0,8133
09 | 0,850 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
10 | 0,8413 0,8438 0,8461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 0,8621

1.1 | 0.8643 0O,B665 08686 O08T0E 08729 08745 08770 08T 08810 08830
1,2 | 08849 0O,BB69 0,5888 08007 08025 08944 0,8962 08080 O0BMT 059015
13 | 0,9032 0049 09066 09052 050099 059115 09131 09147 09162 08077
14 (09192 00207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 09306 059319
1.5 | 09332 00345 09357 09370 09382 005394 09406 09418 00429 05441

1,6 | 00452 00463 00474 00484 00405 00505 09515 09525 00535 09545
1,7 | 00554 09564 009573 00582 09501 00500 09608 09616 00625 09633
18 | 00641 09640 009636 00664 009671 00678 00686 09603 00690 09706
10 | 00713 09719 0076 00732 09738 00744 09750 09756 00761 09767
20 | 00772 09778 00783 00788 00703 00708 00803 00808 00812 09817

2.1 | 00821 09826 00830 00834 00838 00842 00846 09850 00834 09857
22 | 00861 09864 00868 00871 00875 00878 00881 00884 00887 0,980
23 | 00803 09806 00808 00001 00004 00006 00908 09911 00013 0,9916
2.4 | 00018 09020 009922 09925 09027 00920 09931 09932 000934 09936
25 | 00938 09040 09941 09943 09045 000946 09948 099409 00951 0,9952

26 | 0,0953 09055 0,996 00957 00950 09960 09961 09962 0090963 00064
2.7 | 0,0965 09066 09967 00968 00960 09970 09971 09972 09073 00074
28 | 00974 09075 009976 09977 00977 00978 09979 09979 090980 0,008
20 | 00081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 00086 00086

3.0 [ 090987 09987 09987 00058 0590858 009959 09989 09080 059090 09990
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MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION Y ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

En cada pregunta, aunque al procedimiento saguido saa diformante al propuesto en al documanto solucionas,
cualgquier argumeanto valido que conduzca a la solucién sard valorado con la puniuacién asignada.

Los estandare s de aprendizaje del bloque 1 s evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacién de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos y toma adecuada de decisionas.

A

Por plantear correctamente cada ecuacion: 0.5 puntos. Resolucidn cormacta dal sistema planteado: 1 punto. Sa
daran como maximo 0.5 puntos si se msuelve cormectameants wn sistema que esté mal planteado.

Estandares de apmndizaje evaluados: Formula algebraicamanta las restricciones indicadas an una sifuacion
de lavida real, estudia v clasifica el sistema de ecuacionas lineakes planteado, 1o resushe an los casos gua saa
posible, ¥ lo aplica para resolvar problemas.

Az

a.1) Por cada aplicacion correcta de LHOpital:0.25 puntos.

a.2) Por el cambio da variable: 0.5 punios. Aplicacion da UHépital: 0.25 puntos.

b.1) Por resolvar coractamenta la integral: 0.5 puntos.

b.2) Por cada intogracion por paries comecta: 0.25 punios. Por aplicar comectamente la rogla da Barrow:
0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Aplica la regla da LHdpital para resolver indatarminacionas an al cilculo
da limites. Aplica los métedos basicos para el calcule da primitivas de funcionas.

A3,

a) Plants amianto: 0.5 puntos. Rasolwcidn: 0.25 puntos
b) Planteamiento: 0.5 punios. Resolucion: 0.25 puntos.
¢} Planto amianto: 0.5 puntos. Rasolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Cbliena las acuacionas de ectas v plancs en diferantas sifuaciones.
Expresa la ecuacion da la mcta de sus distintas formas, pasando de una a ofra correctameanta, identificando an
cada caso sus alementos caracteristicos, v resolviendo los problemas afines antre rectas. Detarmina angulos,
distancias, araas y volimenas utilizando los producios ascalar, vactorial y mixio, aplichndolos encada caso ala
resolucion de proble mas geomairicos.

A4,

@) Plants amienta: 0.75 puntos. Resolucion: 0.25 puntos.
b} k=0 comacto de las formulas de Bayas y da la probabilidad tofal: 1 punio. Rasolucién: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos an exparimenics simples y com-
puestos madiante la mgla da Laplaca, las formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorov v dierantes
Bcnicas do mouanto. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando la farmula da Bayes.
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Ba1.

En los apartados a) y ¢), dar el ejemplo 0.5 puntos; justificacion de que cada ejemplo cumple al enunciado,
025 puntes. Enal apartado b), llegar al sistema 0.75 puntos; justificacion, 0.25 punios.

Estandares de aprendizaje evaluados: Resushlve problemas suscaptibles de ser mpresentados matricialmenta
e interpreta los resultados obtanidos.

B.2.

a) Continuidad: 025 puntos. Dervabilidad: 0.5 puntos (repartidos an 0.25 por el planteamiento, v 0.25 por los
calculos).

b} Dacidir que > = 0 es extremo: 0.25 puntos. Hallar el ofro punio critico: 0.5 puntos. Demcstrar gue as minimao:
0.25 puntos.

c) Hallar la primitiva: 0.25 puntos. Aplicar la regla de Barmrow: 0.25 punios. Resultado: 0.25 puntos.

Esténdares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas, y represanta la
funcién en wunentorno da los puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de limite v de derivada, asi coma los
tooremas relacionados, a la resolucién de problemas. Aplica los métodos basicos para el calculo da primitivas da
funcicnes. Calcula el area da mcintos limitados por rectas y curvas sancillas o por dos curvas.

B.3.

a) Planteamiento: 1 punto. Resolucidn: 0.5 puntos.
b) Plantsamignta: 0.75 puntos. Resolucidn: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuacion de la recfa de sus distintas formas, pasando da
una a ofra comactamenta, idantificando en cada caso sus alemantos caracterstices, v resolviendo los problemas
afines antre ractas. Oblione la ecuacién del plano an sus distintas formas, pasando de una a oira comactamenta.
Obtiene las ecuaciones de mcias y planos en diferentes situacionas.

B.A4.

a) Por identificar la binomial 0.5 puntos. Porexpresar la probabilidad 0.5 puntos.
b) Calculo de parametros de la normal: 0.5 puntos. Calcule de la probabilidad: 1 punto (planteamianto: 0.5 puntos;
resolucidn: 0.5 puntos).

Esténdares de aprendizaje evaluados: Utiliza un vocabulario adacuado para describir situaciones relacionadas
con el azar. Conoce las caracteristicas y los parametros de la distribucion Mormal y valora su importancia en al
mundo cientifico. Calcula probabilidades de sucesos asociados a fandmenos que puadan modalizarsa madianta
la distribucidn normal a partir da la tabla de la distribucion o madianie calculadora.
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RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Tres amigas, Sara, Cristina y Jmena, tienen wn total de 15000 seguidoras en una rad social. Si Jimana perdiera
el 25% de sus seguidomes todavia tendria el triple de sequidores que Sara. Ademas, la mitad de los saguidores
da Sara mas la quinta parie de los de Cristina suponan la cuarta parte de los saguidoras do Jimana. Calcule
cuantos saguidoras tiena cada una de las fres amigas.

Solucion:

®® Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/p4XUv7IK4NU ( \

video

Llamamos x,y,z al numero de seguidores que tienen en la red social Sara, Cristina y Jimena,
respectivamente.

Escribimos un sistema de ecuaciones lineales siguiendo el enunciado

x+y+2z=15000 x+y+z=15000 x+y+z=15000
(1-025)z=3x} 5 0.75z = 3x ¢ = 4x —z =0} =z =4x.
“Xtzy=:z 10x + 4y = 5z 10x + 4y — 5z = 0

Como z = 4x eliminamos la incognita z del sistema:

x+y+4x=15000}_) 5x+y = 15000

3y = 15000 - y = 5 000.
10x + 4y —20x =0 —5x+2y =0 > 2y = 5x }_’ Y -

Sustituimos el valor de y en la ecuacién: 5x +y = 15 000
5x +5000 =15000 - 5x =10000 - x =2000. z=8000.

Sara tiene 2 000 seguidores, Cristina tiene 5 000, y Jimena 8 000
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Problema A.2:

a) (125 punios) Calkule, en caso de existir, el valor de los siguienias limites:

721 — 27)

17— Dp? _gop o

0
a1) (0.5 puntos) ]i[[: a?2) (0.75puntos) lim _11 (E = )
I raao I

T osen L

{Indicacion: use el cambio de variable ¢ = 1/z donde sea necesario).

b) (1.25puntos) Calcule las siguientes intagrales:

1
b1) (05 puntos) j o b2) (075 puntos) f ot dr
a

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/DC2b9f2Lzyk ( \
video
2(4_ 2.(1—
a1) L = lim x“(1-2x) _ 0%-(1-0)

X0 x—2x2—senx  0—2-02—sen 0’
aplicamos la Regla de L’Hépital, derivando numerador y denominador:

se anulan tanto el numerador como el denominador por lo que

2x-(1-2x)+x2-(=2) _ .. 2x—4x?-2x2 _ . 2x—6x2

L = lim
x—0 1—-4x—cosx x—0 1—4x—cosx x—0 1—4x—cosx 1-0-1

Vuelve a salir una indeterminacién del mismo tipo, por lo volvemos a aplicar la Regla de L'Hopital:

) 2—12x 2—-0 2 1

L:}cl—rg—4+senx:—4+sen0:—4+O:_§
_ x%(1 - 2x) 1
L:;Icl—r%x—sz—senx:_E

. 1 3 2 . 3 2 . 3 . 2 2
a;) lim|=-(=——=]|=lim |5 ———=| = lim = — lim - =0——
x—oo | X X sen; x—oo \ X x-sen; xX—00 X X—00 x-sen; -0

El limite del primer sumando es 0, y el segundo tiene una indeterminacion del tipo oo - 0. Para calcularlo
hacemos operaciones y aplicamos la regla de L’Hopital

2 -2
— = >z 2 2 2
lim ———— = —lim —%*— = —lim —X*—— = —lim = — =—== =2
X—00 1 X—00 x—oo 1 1 X—00 1 cosO 1
X -sen = sen = —=C0S = =
X X X X
i 1 (3 2
lim |—- [ =— 1= =7
e X \X gen =
X
b;) Es una integral inmediata de tipo logaritmo. Podemos hacer el cambio de variable
x> —1=t »2x-dx =dt
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I=[— dx=%-f%-dt=%-Lt+C=%-L|x2—1|+C =

x2-1

1—] Y o dx=ip?—1l+cC
=)y T

by) I = folxze_x - dx. Hacemos la integral indefinida
La segunda integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracién por partes: [ udv = uv — [ vdu

u = x? du = 2x - dx
: v=—e* dv=e""-dx
Sustituimos:
[x?- e dx=x?(—e™*)—[—e™* 2x-dx=—x?-e*+2[x-e ™ dx

El segundo sumando volvemos a hacerlo por partes: fx e - dx

u=x du = dx
X dv=e % -dx

[x-e*dx=x-(—e®)—[—e* dx=—x-e*+[e* dx=—x-e ¥ —e*+(C=— (x+1)+C

v =-—e

Sustituimos el valor de esta integral:

[x? e dx=—x?-e*4+2 - [x? - e ¥ -de=—-x?-e¥4+2 - [-e*(x+1]+C=
=—x%e*—-2-e*(x+1)+C>1=[x*" -dx=—e*(x>+2x+2)+C.
Aplicamos los limites de integracidn:

I=[ x%* dx=[-e (2 +2x+2)]y=—[e (1> +2-1+2)] +[e (0% +2:0+2)] =

1+2+2 5
=2 12=-2_23
e e

e 5
I=fx2e‘x-dx=2——
0 e
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Problema A.3:

Dado el punto A(1,0, -1}, lamectar=xr—1=y+1 yelplano = = r + y — z = 6, 50 pida:

a2

) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano = y el plano parpendicular a la recta » gue pasa por al
punto A,

b} (075 puntos) Daeterminar la distancia entre la recta r» v el plano =

¢} (1 punto) Calcular una ecuacion de la ecia que pasa por A, forma un &ngule recto con la recta » v no corta
al plang =.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/Px6bNWm1k9Y (ﬂ
) g

‘S

video

a) Un vector director de la recta r es v, = (1,1,2), que es, a su vez, el vector normal del plano
perpendicular a la recta.
Un vector normal delplanomr=x+y—z=6es7n = (1,1,—1).
El dangulo que forman los dos planos es el mismo que el que forman sus vectores normales.
Hallamos el producto escalar de los dos vectores normales encontrados:
v,on=1-14+1-14+2-(-1)=0
Como el producto escalar es cero, los vectores son ortogonales.
Los planos son perpendiculares, forman un dngulo de 90° = %radianes

b) Al ser el vector de direccion de la recta ortogonal al vector normal al plano, recta y plano son paralelos
por lo que tiene sentido calcular la distancia entre recta y plano, para ello podemos calcular la distancia
de un punto cualquiera de la recta al plano. Un punto de la rectaes P(1,—1, 2)

La distancia de un punto P (xg, Yo, Z,) aun plano Ax + By + Cz+ D = 0es: d(P,m) = le%wl

Por tanto:

_ _ 111+1(-D-12-6| _ |1-1-2-6| _ 8
drm) =dP,m) == e = mm v

d(r,m) = 5 0

=—u
V3 3
¢) Buscamos una recta s que no corte al plano  por lo que debe ser paralela a él, es decir, el vector
director de s tiene que ser perpendicular al vector normal de 77, 7 = (1,1, —1). También sabemos que el
vector director de s es perpendicular al vector director de r, v, = (1, 1, 2), por lo cual, el vector director
de s tiene la misma direccién que el producto vectorial 7 X v,:

i j k
Axv =01 1 —1|=2i—j+k—k+i—2j=3i—3j-(3.-3.0) >7 = (1,—1,0)
11 2

La recta pedida pasa por A(1,0,—1) y tiene de vector de direccién: v, = (1,—1,0), luego su ecuacién
parameétrica es:

x=1+21 x—1 y
S=Ejy=—-1 - =—;z= -1
1 —1
z=-1
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Problema A.4:

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Sa extras una beola al azar. Si la bola exiraida as
blanca, sa devualve a la urna y se anade ofra bola blanca; sies negra, no s devusalve a la urna. A continuacion,
sa vualve a exftrasr una bola al azar de la wrna.

a) (1 punto) ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas oxtraidas soan de distinto color?

b) (1.5 puntos) ;Cual as |a probabilidad da gue la primara bola exiraida fuera negra, sabiando qua la sagunda ha
sido blanca?

Solucion:

‘S

video

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/wTM9DjSWHfU (ﬂ

Llamamos A al suceso sacar bola blanca y N a sacar bola negra. Dibujamos un diagrama de
arbol con los datos del problema:

B P(BNB)=2/6-3/7=1/7

377
B
2/6 417 N P(B n N)=2/6 - 4/7 = 4/21
B P(N N B)= 46 - 2/5 = 4/15
4/6 25
N
3/5 N P(N N N)=4/6 - 3/5 = 2/5

a) Para que las dos bolas extraidas sean de distinto color tiene que ser

2 4 4 2 4 4 20+28 48 16
24,42 4 4 =28 ~ 19~ 045714
6 7 6 5 21 15 105 105 35

P =P(B,N) +P(N,B) =

16
La probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color es 5 = 0.45714

b) Ahora es una probabilidad condicionada a que la segunda bola sea blanca. Miramos las probabilidades
en el arbol:

4 2 4 4
P(NNB) =2 = = 4715 47 28
P=P(N/B) = =205 =15 — 15 — =—=—=(0.65116.
(N/B) P(B) 23,327 1 % 715428 T 543 T 43 43
67 65 7 15 105

La probabilidad de que la primera bola extraida haya sido negra sabiendo que la segunda bola ha sido

blanca esE = (0.65116
43
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

a} (0.75 puntos) Encuentre un Onico sistemna de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que fenga como
solucicnes [z =1,y= 2}y {z=0,y =0D}.

b} (1 punto) Emcuentra un sistema de dos ecuacionas lineales en las variables ¢, y ¥ = cuyas solucionas saan,
an funcion del parameltro A = R:
T A
] A—2
{ -] A1

¢} (0.75 puntos) Encuantre un sistama de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, = e v, que solo tenga
como scluciénar =1ay=2

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/jGrrOi6er5q ( h

‘S

video

a) Por dos puntos pasa una recta, en este caso y = 2x. Por tanto, se trata de encontrar un sistema
compatible e indeterminado, con lo que sus dos ecuaciones deben ser linealmente dependientes.

2x—y=0}
4x -2y =0

b) Ahora buscamos un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, compatible indeterminado, ya que
su solucion debe la recta dada, que pasa por el punto (0, —2,—1). Llamamos a x el valor del parametro
y tenemos:

y=x—2}_)x—y=2}

z=x—1 x—z=1

c) Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, dos de las cuales son linealmente
independientes y con soluciones x = 1 ey = 2, y la tercera es combinacidn lineal de las dos primeras.
Podria ser el sistema:

2x—y=0
x+y=3
x—2y=-3
Pero hay infinitas soluciones
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Problema B.2:

Sea la funcidn
fiz) 7 x| 4

2=

a} (075 punfos) Estudia la continuidad vy la derivabilidad da f en = = 0.
B} {1 punto} Determine los axiramos relativos da =) an la recta real.

c) (075 puntos) Calcule al drea de la regidn delimitada por la grafica de f, el aje de abcisas y = 0, ¥ las ractas
= ly 2= 1

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/-HCRhLIu6A8 (ﬂ

video

La funcién valor absoluto es continua pero no es derivable en el origen. Su definicion es:

X3+x+2six<0

|x|:{—xsix<0
x3—x4+2six>0

X six>0 la funcién f (x) puede redefinirse de la forma: f(x) = {

a) La funcién f(x) es suma de funciones continuas luego es una funcién continua en toda la recta real.
Si la consideramos una funcién definida a trozos, formada por dos funciones polindmicas es Unico caso
dudoso es el de unién de los trozos. Estudiamos la derivabilidad en el origen:

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

1 six<O0

I _ 3X2 +1six<0 _ 1 _ :
f'(x) = { ,luegoparax =0, f'(0) = {_1 six>o0Por lo que no es derivable en 0.

3x2—1six>0
Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

La funcidn es continua en toda la recta real. La funcién NO es derivable en x = 0. Por tanto f(x) es
derivable en R — {0}

b) Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto en el que exista la derivada, es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

3x°+1=0=>x &R

3x2—1=0:x=g'

f1(x) = oﬁ{

Usamos la segunda derivada

(%) ={6x SLX < 0—>f”(§) = 6-g> 0 — Hay un ml'nimoenx=\/3—§

|
I
|
|
}
|
|
i
6x si x>0 :
|

3

3 3 =35 "3 t4=

& _ (V3 V3 YERRE V3-3V3+18 18-2v3
f(_)_< ) 3 9 3 - 9 9

|
t
V3 18-2v3 .. . [
El punto 4 (?, ) ~ A(0.6,1.62) es un minimo relativo ,
i
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Estudiamos el punto B(0, 2) en el que no existe la derivada.

, 1six<0
Como f (O)Z{—l si x>0

el punto B(0, 2) es un maximo relativo.

antes de B(0, 2) la funcidn es creciente, y después es decreciente, luego

A (ﬁ’ 18-2+/3
3

¢) En (—1,1) todas las ordenadas de la funcion f(x) son positivas, por lo que la superficie pedida es:

1

) ~ A(0.6,1.62) es un minimo relativo y B(0, 2) es un maximo relativo

1 0 1 X+ x2 0 x4 2
S=Jf(x)-dx=] (x3+x+2)-dx+j(x3—x+2)-dx=—+—+2x +|——=+2x
) 3 . 4772 L e T2 .

(-D*  (-1)? ¢ 12 1 1 1 1
=0- [+ 542 (-n|+ (5-F+2-1)-0=-3-2+42+1-3+2=4-1=3
4 2 4 2 4 2 4 2
S =3u?
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Problema B.3:

[adas las ractas

_r-2 y+l1 z+4 r4+z=12
=7 1 7 B+ y—dr=1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta parpandicular comina ry a =

b) (1 punto) Calcule la distancia enire r y .

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/FcKSWKmKioU (ﬂ
S

‘S

video

a) De las rectas r y s sabemos: Un punto y un vector director de la recta r son A(2,—1,—4) y v, =
(1,1, —3). Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta s

x+z=2

s={_2x+y_2221—>z=/1; X=2-2 y=1+2x+25y=1+4—21+22=5 -

x=2-—2
s={y=5
z=2A

Un punto y un vector director de la recta s son B(2,5,0) y v, = (1,0,—1).

Como los vectores 1, y U, son linealmente independientes, las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso buscamos un vector de origen A € r y extremo el punto B € s:

Ww=A4B =0B — 04 =[(2,5,0) — (2,—1,—4)] = (0,6,4) = w.

, — —> —> .
Segun que los vectores {v,, U5, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan.

1 1 -3
Rang {v,,v,w}—->|1 0 —-1|=-184+6—4+# 0 - Rang {v,,v,,Ww} =3 — Los vectores son
0 6 4

NO coplanarios por lo que las rectas se cruzan.

El vector director de la recta t perpendicular a r y s es uno de igual direccién que el producto vectorial
de los vectores directores de lasrectasr y s.

i j ok
vyXvg=11 1 =-3|==i-3j—-k+j=—i—-2j—-k=>v,=(1,2,1).
1 0 -1

Buscamos los planos que tengan a dicho vector como vector de orientacién, a) ; pase por un punto de
r y tenga como el otro vector de orientacioén el vector de direccién de r, y b) m, pase por un punto de s
y tenga como el otro vector de orientacidn el vector de direccién de s:

x—2 y+1 z+4
w4 v, v) = 1 1 -3 (=0~
1 2 1

(x=2)—30+1D)+2z+4) -+ +6(x—-2)—(y+1)=0=
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Tx—2)—4y+ 1D+ (z+4)=7x—14—-4y—-4+2z+4=0
m=7x—4y+z—-14=0.

x—2 y-=5 2z
m,(B; Vs, ) = | 1 0 -1/=0-
1 2 1

—(y—=5+2z+2(x-2)—-(y—5=0=2(x—-2)—-2(y—-5)+2z=
2x—4—-2y+10+2z2=0=2x—-2y+2z+6

m,=x—y+z+3=0.

La recta pedida es la interseccidon de los planos 1 y 1o:

{7x—4y+z—14=0
x—y+z+3=0

b) Las ecuaciones paramétricas de las rectas tienen las siguientes expresiones:

x=2+u x=2—2
rz{y=—1+u ysz{y=5 )
Z=—4—3ﬂ z=A

Un punto cualquiera de cada una de las rectas es:
Per=PR2+u—-1+u—-4-3u)yQes=>0Q(2—-2175271).
(_Zﬁ=5ﬁ—56= (u+2A,—-6+u—4—-3u—21).
Imponemos que este vector sea perpendicular a ambas rectas:
QP 7, =0- (u+ 4 —6+u,—-4—-3u—21)-(1,1,-3)=0=pu+1—6+p+12+9u+ 321
11p + 44 = —6.
Q_P)-FS’=O—> W+, —-6+u—4-3u—21)-1,0,-1)=0=pu+A+4+3u+1=4u+21+4
2u+1=-2.
Resolvemos el sistema:

11,u+4)L=—6}_) 11u + 21 = -6
2u+1=-=2 —8u—41=28

Los puntos resultan ser:

}—)3#:2—)#:%_—)§+A:—2—) 4+3/1=—6—>/1=—?.

P+p—1+p—4-3)~P(2+2-1+% -4-2)~P(%,-3,-6)

02 —1,51) ~ Q(z +1?°,5,—2—°) ~ Q(%ﬁ,s,_l?‘))_

La distancia pedida es el médulo del vector Q—ﬁ:

=09 0= (1 0) - (259 = (2159
8

opP| =8 8 3
dpg = [QP| =2 NP+ 2+ 12 =26 =22

3
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Problema B.4:

Segun las estadisticas meteorcldgicas, en una ciudad ndrdica llueve un promedio dal 45 % da los dias. Un
climatologo analiza los registros pluviomatricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los Gltimos 50 anos.

a) (1 punto) Expresa como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de sllos haya llovido.
b} (15 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

Solucion:

B Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/2RMh10drD6w (}\
Q- ~
video

a) Como o llueve o no llueve, se trata de una distribucién binomial de la que sabemos que:
p =045 g=1-p=0.55 n=100; r =40.

En una distribucién binomial, la probabilidad de que de n elementos, r sean favorables es:

= ()

P(40) = (14000) .0.45% . 0.5560 = 1.3746 - 1028 - 0.45% . 05560,
La probabilidad de que haya 40 dias de lluvia es:
P(40) = (14000) L 0.45% . 0.5560 = 1.3746 - 1028 - 0.45% . 05560,

b) Vamos a aproximar la distribucion binomial B(n,p) = B(100, 0.45) por una distribuciéon normal, ya
100 -0.45 = 45}
100 - 0.55 = 55J)°

p=n-p=100-045=45  o=,/n-p-q=+100 045 0.55=24.75 = 4.98.
X = B(100, 0.45) ~ N(45, 4.98).

que n-p>5ynq>5—>{

g . X— X—45
Tipificamos la variable: Z — T“ = o8

y consideramos la correccién de Yates:

P=P(395<X<405)=P(2 <z <25

P (ﬂ <7< is) = P(=1.10 £ Z < —0.90) = P(0.90 < Z < 1.10)
4.98 4.98

= P(Z < 1.10) — P(Z < 0.90) = = 0.8665 — 0.8159 = 0.0506.

La probabilidad de que llueva 40 dias es aproximadamente de 0. 05 dias
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder 8 un maximo de 4 cuestiones y no es
necesarno hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene wna
puntuacion de 2.5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las cuatro
primeras. en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas
estadisticas gue se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sislema de ecuaciones en funcion del parametro a:

ar + ¥ + z 4
X ay + z = 1
r + ¥y + z = a+2

a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema fiene solucion Onica.

b} [1 p.] Determine para qué valor de a el sistema fiene infinitas soluciones y re
suélvalo en ese caso.

c) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no fiena solucidn.

2: Considere las matrices

1 0
o), B=| 0 —1 y C= B
2 1 1 I

a) [1,5 p.] Compruebe que la matriz A s reqular (o inversible) y calcule su inversa.

b) [1 p.] Resuelva la ecuacion malricial AX — B = ', donde O denola la malriz
rraspuesta de .

3: En este gjercicio se puede utilizar ¢l resultado del apartado a) para realizar el apar-
tado b}, aun en &l caso en que no s& sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefiar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y supe-
rior. El material para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm® y el material para
el resto del cilindro tiene un coste de 3 euros cada cm?®.

a) [1 p.] 5i denotamos por x el radio de |as tapas y por v la altura de la lata,
demuestre que el coste tolal del material necesario para construir dicha lata
viene dado por 10me® | 6mxy.

b) [1,5 p.] Si el volumen de la lata es 90xcm’, determine sus dimensiones (radio
y altura) para que el coste del material sea minimao.

El examen continla por detras
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4: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
a) [1 p] Calcule lim_ (ff*+ —x}.

b} [1,5 p.] Calcule |a integral indefinida f.rzllll[.s:] dx. Determine la primitiva de la
funcion fix) .:iJn{.:r]n cuya grafica pasa por el punto de coordenadas (1,0).
5: Considere los planos de ecuaciones &y cxr— vz =0y m:x4+y—z=2.
a) [1 p.] Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacidn de la recta r
determinada por la interseccion de ambos planos.
b} [1.5 p.] Compruebe que el punio A = (3,2.1) no esii en x; ni en @ y calcule la
ecuacion del plano my que contiene a la recta r y pasa por el punto A.
6: En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considera los puntos A = [a,4,3), 8= (0,0,5) y "= [(L3,-1).
a) [1 p.] Calcule los valores de a para los cuales el tiangulo ABC tiene un angulo
recto en el vértice A.
b) [1,5 p.] Tomando el valor de o = 3, delerming la ecuacion del plano gue pasa

por los puntos A y By es paralelo a la recta dadapnr{ Il—r}?}-l;z = 2

7: Un estudio revela que el 10% de los hombres son daltdnicos y que el 1% de las
migjeres son daltdnicas. Segin los datos de las Maciones Unidas, en el mundo hay
actualmente un 50,5 % de hombres y un 49 5% de mujeres. Determine:

a) [1 p.] La probabilidad de que una persona elegida al azar sea daltdnica.
k) [1 p.] Si una persona es daltdnica, ;jcual s la probabilidad de que sea mujer?
c) [0,5 p.] ;iSon independientes los sucesos "ser una persona daltdnica” y "ser
mujer™?
B8: En esle ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 km'h
sigue una distribucidn normal de media g km'h y desviacion tipica @ =10 kmh. Se
sabe que el 69,15% de los vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) [0.75 p.] Calcule la media de esta distribucion.

b) [0,75 p.] ;i Cudl es el porcentaje de vehiculos gue no sobrepasan la velocidad
méAxima permitida?

c) [1 p.]La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre
120 v 150 kmvh ; Cual es la probabilidad de ser sancionado con dicha multa?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

ax+y+z=4
Considere el sistema de ecuaciones lineales{x —ay +z =1 en funcion del parametro a.
x+y+z=a+?2

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion unica.
b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a 1 1 a 1 1 4
M=<1 —-a 1>yM'=<1 —a 1 1 )
1 1 1 1 1 1 a+2

a 1 1
IM|=(1 —a 1|=-a?+1+14a—-a—-1=0; 1-a?=0=>a, =-1,a,=1.
1 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a, es 3 sia # —1 o si a # 1. Luego para
esos casos el sistema tiene igual rango, 3, para la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada, e igual
al nimero de incégnitas, por lo que el sistema tiene solucidn Unica, es compatible y determinado.

-1 1 1 4
b) Paraa=-1, M' = ( 1 1 1 1) gue tiene dos filas iguales por lo que su rango es 2, igual al
1 1 11

rango de la matriz de los coeficientes y menor que el nimero de incégnitas, por lo que el sistema es
compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

—x+y+z=4%
Paraa = —1 el sistemaes x+y+z= 1}, gue es compatible indeterminado y equivalente al sistema
x+y+z=1
—x+y+z=4 .
xty+z= 1}. Hacemos z = —A:
—x+y=4-1 _ 5 _x—y=—4+l} _ 3
x+y=1—/1}_)2y_5 A Y=EiTA by =1-f 73 X= 0y
= 3- > A, z=ALVAER
X = 2; y_z rZ_ )
1 1 1 4 1 1 4
c)Paraa=1,M"=(1 -1 1 1|=]1 -1 1{=-34+4+14+4-1-3=2+0
1 1 1 3 1 1 3

Para a = 1, luego su rango es 3, distinto del de la matriz de los coeficientes que es 2, por lo que el
sistema es incompatible, no tiene solucién.
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Problema 2:

1 1 1 1 0
Considere las matricesA={0 1 0),B=(0 —-1|y(C= (_2 0 _1).
1 -1 1
1 2 2 2 1
a) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) Resuelva la ecuacién matricial AX — B = Ct, donde C* denota la matriz traspuesta de C.
Solucion:

a) Una matriz cuadrada es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 1 1
0 1 0
1 2 2

|A| = =2-1=1%#0

Luego A es regular, tiene inversa.

2| —| A

10 1 1 2 0 -1

At=<1 1 2) Adj.de A* = ( | |\‘ ( 1 0).
\p e

1 0 2 1 1 / 1 1
1 2 |1 1
2 0
Adj. de At (O ! 0> 2 0 -~
-1 __ . — \-1 -1 1 —
AT = = - ={o 1 0]
-1 -1 1

2 0 -1
A‘1=(0 1 0)
-1 -1 1
P)A-X—B=C'> A-X=C'+B> A1-A-X=A41-(Ct+B)> X=A4"1-(Ct +B)
-2 1 1 0 -1 1
Cf+B=<0 —1)+(0 —1>=(0 —2).
-1 1 2 1 1 2
2 0 -1\ /-1 1 -3 0
X=A‘1-(Ct+B)=<0 1 0)-(0 —2>=<o —2).
-1 -1 1 1 2 2 3
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Problema 3:

En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b), aun en el
caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere disefiar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior o superior. El material para
las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del cilindro tiene un coste de 3
euros cada cm?.

a) Si denotamos por x el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el coste total del
material necesario para construir dicha lata viene dado por la expresién 10mx? + 6mxy.

b) Si el volumen de la lata es 90 cm3, determine sus dimensiones (radio y altura) para que el coste del
material sea minimo.

Solucion:
a) La superficie de las tapas en cm? es: Srqpqs = 2 - 7 - X2
La superficie lateral en cm? es: S; grorqr = 2T - X - V.
Coste =5 Srapas + 3 - Spaterat =52 mw-x*+3-2-m-x-y = 10mx? + 6mxy

Como habia que demostrar.

DYV = Spase X Altura =m-x2 -y =90 -1 >y = =

x2’
Sustituimos el valor obtenido de y en la expresidon del coste:

90 _ 10-m-x3+540-1

x3454
x2 x ’

Coste = C(x) = 10mx? + 6mx - =107

La condicidn necesaria para que el coste sea minimo es que se anule su primera derivada:

2. —(x3 . 3_,3_ 3_ 3_
C’(x)=10n-L’;+54)1=10n-“—"254=10n.2" L T L4
X X X X
3_
C'x)=0=20m- 22 =0; x3-27=0>x=3.
X
=2 =3=2=10.

x2 32 9
El coste es minimo con radio de 3 cm y altura de 10 cm

Veamos que se trata de un minimo. La segunda derivada del coste tiene que ser positiva para x = 3:

3x2.x2—(x3-27)-2x 3x3-2x3454 2x3454 x3427
C"(x) = 207 - (C-27)2% _ g 3025 _ g A5 _ g 2427
X X X X
., 3% 427
C(3)=401‘[-T=80T[>0
En efecto es un minimo.
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Problema 4:

En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.

a) Calcule xgglm(m — x).

b) Calcule la integral indefinida: I = [ x? - [n(x) - dx. Determine la primitiva de la funcién

f(x) = x% - In(x) cuya gréfica pasa por el punto P(1,0).

Solucion:
) > _ o T (VaZ+1-x)-(VxZ+14x) . x24+1-x2 . 1 _
) lim (Vx? +1-x) =0 —oo = lim “=——2r = m e T a VeTrier
lim ( x2+1—x)=0
X—+00

3
b) Integramos por partes: u = Lx — du = i cdx;x% -dx =dv o v = x?

I=fx2-ln(x)-dx=Lx-x3—3—f§-§-dx=§-Lx—§-fx2-dx=§-Lx—%-x3—3+C=%3-(3Lx—1)+C.
Las funciones primitivas son:

3
F(x)=%-(3Lx—1)+C.
Imponemos que pase por el punto P(1,0), por lo que F(1) = 0:

3
F(1)=%-(3-L1—1)+C=0= g-(3-0—1)+c=>c=§.

FoO =5 Bl — 1)+ -

X =g e 9
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Problema 5:
Considere los planos de ecuacionesmy =x—y+z=0ym, =x+y—z = 2.

a) Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacidn de la recta r determinada por la
interseccion de ambos planos.

b) Compruebe que el punto A(3,2,1) no esta en 1, ni en 1, y calcule la ecuacién del plano w3 que
contiene a la recta r y pasa por el punto A.

Solucion:

a)

Dos planos son secantes (se cortan en una recta) cuando sus vectores ortogonales son linealmente
independientes.

Los vectores normales de los planossonn; = (1,—-1,1) yn, = (1,1, -1).

Los vectores 1; y 11, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes, por
lo que los planos dados son secantes.

La recta r que determinan los planos m; y m,, expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones
parameétricas, es:

_{x+y_2=2:>Z_A:>x+y:2+/1:>2x_2'x_1_>1 y=—4 y=141> _
x=1
TE{)’=1+A
z=2

Un punto y un vector director de r son P(1,1,0) y v, = (0,1, 1).

b) Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacion:
T =x—-y+z=0
A(3,2,1)
M,=x+y—z=2
A(3,2,1)

Los puntos P(1,1,0) y A(3, 2,1) determinan el vector:
PA=04A-0P=[(321)-(,1,0]=(211).

}:>3—2+1¢0:>A€£7T1.

}:>3+2—1¢2:>A¢7T2.

Ecuacion del plano m5:

x—3 y—2 z-1
0 1 1

2 1 1
20-2)-2z-1)-»(y-2)-(z-1)=0= y—-2—-2z41=0=y—z—-1 =2=0.

m3(4; v, PA) = =0=x-3)+2(y-2)-2(z-1) - (x—3) =

ng=y—z—1=0
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Problema 6:

En este ejercicio las cuestiones a)y b) son totalmente independientes. Considere los puntos
A(a) 4'; 3))8(01 O; S)yC(O; 31_1)'

a) Calcule los valores de a para los cuales el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.

b) Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacidén del plano m que pasa por los puntos Ay B y es
x—y+z=0

paraleloalarectas = {Zx fy=3

Solucion:

a) Calculamos los vectores AB y ﬁ, de vértice en A, para comprobar si son ortogonales:

AB = 0B — 04 =[(0,0,5) — (a,4,3)] = (—a, —4,2).

AC=0C—-04=1[(0,3-1) - (a43)] = (—a,—1,—4).

Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es cero:
AB-AC=0=(-a,-42) - (-a,—1,-4) = a?+4-8=a’>—4=0=>q, = —-2,a, = 2.

El triangulo ABC es rectanguloen Aparaa =—-2ya =2

b)Paraa = 3,A4(3,4,3) y 4B = (-3, —4,2).

Un vector director de la recta s es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial
de los vectores normales de los planos que la determinan, que sonn; = (1,—-1,1) yn, = (2,1,0).

U 2 B -
vi=11 -1 1|=2j+k+2k—i=—-i+2j+3k=>v,=(1,-2,-3).
2 1 0

Para determinar la ecuacion del plano escogemos el punto A(3,4,3) y los vectores de orientacién del
plano: vg = (1,-2,-3) yﬁ = (—3,—4,2). La ecuacion del plano es:
x—3 y—4 z-3
1 -2 -3 |=0=-16(x—3)+7(y—4)—10(z—-3)
-3 -4 2
16x—48 -7y +28+10z—30=16x—-7y+10z—-50=0
n=16x—-7y+10z—-50=0

n(4; 75’,@) =
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Problema 7:

Un estudio revela que el 10 % de los hombres son dalténicos y que el 1 % de las mujeres son daltdnicas.
Segun los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50.5 % de hombres y un
49.5 % de mujeres. Determine:

a) La probabilidad de que una persona elegida al azar sea dalténica.
b) Si una persona es daltdnica, éicual es la probabilidad de que sea mujer?
¢) éSon independientes los sucesos “ser una persona dalténica” y “ser mujer”?

Solucion:

Llamamos H al suceso ser hombre, y M a ser mujer. Llamamos D al suceso ser dalténico.

Llevamos los datos del enunciado a un diagrama en arbol.

a) P(D) = P(HND) +P(MND)=P(H)-P(D/M) + P(M) - P(D/M)
= 0.505 - 0.10 + 0.495 - 0.01 = 0.05050 + 0.00495 = 0.05545.

La probabilidad de que una persona elegida al azar sea dalténica es de 0.05545

b) Es una probabilidad condicionada:

P(M/D) — P(MND) — P(M)-P(D/M) — 0.495-0.01 _ 0.00495

= = 0.08927.
P(D) 0.05545 0.05545 0.05545

Si una persona es daltdnica, la probabilidad de que sea mujeres de 0.08927.

c) Sabemos que dos sucesos D y M son independientes cuando P(D N M) = P(D) - P(M).
P(D) - P(M) = 0.05545 - 0.495 = 0.02745 + P(D N M) = P(M) - P(D/M) = 0.495 - 0.01 = 0.00495.

Los sucesos “ser una persona dalténica” y “ser mujer” no son sucesos independientes
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Problema 8:

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 km/h sigue una
distribucién normal de media u km/h y desviacién tipica ¢ = 10 km/h. Se sabe que el 69.15 % de los
vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) Calcule la media de esta distribucién.
b) éCual es el porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad maxima permitida?

c¢) La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre 120 y 150 km/h. ¢Cual es la
probabilidad de ser sancionado con dicha multa?

Solucion:

a) El enunciado nos da los siguientes datos:

o =10; P(X <130) =69.15% = 0.6915.
X—u

Tipificamos la variable: Z = TR

R

g

Buscamos en la tabla N(0, 1) de forma inversa, a 0.6915 le corresponde el valor 0.500, por lo cual:

13f—()“‘:o.s; 130 —p =5 = u = 125 km/h.
u=125km/h
b) Conocemos u = 125 km/hyo = 10;
P(X<120)=P(Z2<28)=p(2<Z)=P(Z<—05) =P(Z>05) =1-P(Z <0.5) =

1 —0.6915 = 0.3085.
El 30.85 % de los vehiculos no sobrepasa los 120 km/h.

0) P(120<x<150) =P (B <z < BB = p(Z2<z7<B) = p(-05<2<25) =

10 10 — 1

P(Z<25)—[1-P(Z<05)]=P(Z<25)—1+P(Z<05)=0.9938—-1+ 0.6915 = 0.6853
La probabilidad de ser sancionado es de 0.6853
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder 8 un maximo de 4 cuestionss v no es
necesario hacero en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una
puntuacion de 2.5 puntos. Si 52 responde @ mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las cuatro
primeras, en &l orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas
estadisticas que s& adjuntan. Mo se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sisterma de ecuaciones en funcion del parametro a:

X 4+ ay — z =
2Zx + ¥ 1 az 0
X 4+ W — az = a+l

a) [0,75 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion Gnica.

b) [1 p.] Determing para qué valor de a el sistema tiene infinitas solucionas y re-
sualvalo en ese caso.

¢) [0,75 p.] Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.

2: Considere la matriz A = ( _? g )

a) [1 p.] 5i se denota por ir{A) la fraza de la matriz A (es decir, |a suma de los
elementos de su diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe
que, para cualquier valor de a, se cumple la ecuacion A* =1r(A)A — |A|J, donde
I denota la matriz identidad de orden 2.

b) [0,5 p.] Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

c) [1p]Paraa 3, resuelva la ecuacion matricial AX A" — A, donde A" denota
la matriz traspuesta de A.

3: Dada la funcidn fix) = x"e * definida para todo valor de x € IR, se pide:

a) [1,5 p.] Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) [1 p.] Calcule limy , w f(x) ¥ limy , jw f(x).
4: a) [1,5p.] Calcule la integral indefinida f xsen(x” ) dx utilizando el método de cam-
bio de variable (o método de sustitucion).
b) [1 p.] Determine el menor valor de o > 0 para el cual se i::urnplefx sen()dx = 1.
n

El examen continua por detras
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5: Considere las reclas de ecuaciones

ozl ¥y z 1 | x—2y=-—1
A TR e s'{}'+z=l

r

a) [0,75 p.] Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto
de corte.

b) [1 p.] Determine el angulo que forman las dos rectas.
c) [0,75 p.] Calcule la ecuacion del plano gue contiene a las dos rectas.

6: Los puntos A = (2,0,0) y B = (—1,12,4) son dos vérfices de un friangulo. El tercer
vértice C se encuentra en la recta r dada por

) Ax43z=33

1 y=0

a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del tercer vérfice ¢ sabiendo que la recta r es
perpendicular a la recta que pasaporA y C.

b) [1 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en A y calcule su area.

T: Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas,
numeradas del 1 al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola esté numerada con un ndmero par.

c) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola esté numerada con un ndmero par, sa-
biendo gue es una bola blanca.

d) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca y eslé numerada con un
numerog par.

&) [0,5 p.] La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que esta numerada
COnN un nmarng par.

8: Juan es un esfudiante bastante despistado y su futora esta cansada de que llegue
tarde a clase. El se defiende diciendo gue no es para tanto y que la tutora le fiene
mania. Ella le propong el siguiente trafo: si en los proximos 9 dias Juan llega tar-
de como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la nota final de la evaluacian.

Sabiendo que la probabilidad de gue Juan llegue tarde a clase cada dia es 0,45,
daterming.

a) [1 p.] Eltipo de distribucidn que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero
de dias gue Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias. ;Cuales son sus
paramelros?

b} [0,5 p.] ;Cual es la media y la desviacion fipica de esta distribucion?

c) [1 p.] ;iCudl es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1
punto en la nota final?
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CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GEMERALES:

El comrector debera ajustarse a los criterios de evaluacion establecidos en este documen-
to v en la reunion correspondiente. En ningln caso se podra puntuar por encima de la
valoracion indicada en cada apartado. Se procurard que, en lo posible, los erores en un
apartado no afecten a otros apartados.

Los errores simples de calculo restaran entre 0,1 y 0,25 puntos. Los emores importantes
de calculo o errores simples reilerados pueden conllevar puntuacion 0 en ese aparlado. Si
un arror simple ha llevado a un problema més sencillo se disminuira la puntuacion.

Las pregunias contestadas correclamente sin incluir el desarmollo necesarnio para llegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos.

Se valorara el correcto uso del vocabulario y de la notacion. El alumno puede elegir e
método gue considers mds oportuno para la resolucion de una cuestion pero, si esto
demuestra la falta de comprension de conocimientos basicos, la puntuacian final puede
ser menor que la indicada para dicha cuestion.

OBSERVACIOMES PARTICULARES:

CUESTION 1: [25p]

Apartado a) Justificacion correcla y raronada de gue el sislema liene solucion Onica
(5CD) para todo valor de a distinto de 3y de —1 [0,75 p.])-

Apartado b) Jusfiticacion correcta y razonada de que el sistema tiene infinitas soluciones
(SCI) cuando o = —1 [0,5 p.]. Calculo correclo de dicha solucion dependiente de un para-
metro [0,5 p].

Apartado c) Justificacion comecta y razonada de gue el sistema no tiene solucion (S1)
cuando a =13 [0,75 p.].

CUESTION 2: [2,5p]

Apartado a) Comprobacién comecta y razonada de que A cumple la ecuacion A* =tr{A) A —
|A|J para todo valor de « [1 p.].

Apartado b) Justificacidn de que A es una matriz regular si a # —4 [0,5 p.].

Apartado c) Expresion comecta de X en términos 4, A 'y de A* [0,5 p.]. Calculo cormecto
de la solucion numérica [0,5 p.].

CUESTION 3: [2,5p]

Apartado a) Calculo correcio de la derivada de la funcidn f(x) [0,25 p.]. Calculo correc-
to de los dos puntos criticos de la funcion (y candidaios a ser exiremos) x =0y x =2
[0,25 p.]. Juslificacion de gue la funcidn alcanza un minimo relativo en x =0 [0,25 p.] v
un maximo relativo en x =2 [0,25 p.]. Jusiificacion de que la funcion es decreciente en
[ oo, 0)U(2, =) [0,25 p.] v creciente en (0,2) [0,25 p.].

Apartado b) Calculo correcto vy justificada del limite cuando « tiende a —==[0,25 p.]. Calcu-
lo comrecto y justificado del limite cuando « tiende a -, resolviendo la indeterminacion es-(
M0.75 .1
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CUESTION 4: [2.,5p.]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [1,5 p.].

Apartado b) Delerminacion correcla del valor a = /& para que la inlegral definida tenga
el valor 1[1 p.].

CUESTION 5: [2.,5p]

Apartado a) Comprobacion correcta de que las dos rectas se cortan en una punto y
cdlculo del punto de corle [0,75 p.].

Apartado b) Calculo comecto del angulo de corte [1 p.].

Apartado c) Calculo correcto de la ecuacion del plano pedido [0,75 p.].

CUESTION 6: [2,5 p]

Apartado a) Calculo correclo y razonado de las coordenadas del vértice C[1,5 p.].
Apartado b) Justificacion correcta y razonada de que el ridngulo ABC tiene un dngulo
recto en A [0,5 p.].

Calculo correcto del area del triangulo [0,5 p.).

CUESTION 7: [2.5 p)]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado b) Calculo comecto v justificado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado ¢) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado d) Calculo comecto y justificado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado e) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,5 p.].

CUESTION 8: (2.5 p]

Apartado a) Justificacidn de que se trata de una distribucidn binomial de pardametros n =9
y p=045[1p.].

Apartado b) Cdlculo correclo de la media [0,25 p.] v de la desviacion tipica [0,25 p.].
Apartado c) Calculo correcto de la probabilidad pedida [1 p.)-
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

x+ay—z=0
Considere el sistema de ecuaciones lineales{2x +y +az =0 en funcién del parametro a.
x+5y—az=a+1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucién Unica.
b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 a -1 1 a -1 0
M=<2 1 a)yM'=<2 1 a 0 )
1 5 —a 1 5 —a a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es:

1 a -1

IM|=12 1 al|l=-a—-10+a?+1-5a+2a*>=3a*—-6a—-9=0;
1 5 —a

a2 —2a—3=0; g =212 _20VI6 _ 244 _ 4 4o 4 = 1,a,=3.

2 2 2
El sistema tiene solucién Unica cuando es compatible y determinado, es decir, si: {aa;’;—gl} pues
Rang M = Rang M' = 3 = n%incdg.

ai—l}

El sistema tiene solucion unica si: {
a+3

x—y—z=0
b) Para a = —1 el sistema resulta 2x + y — z = 0¢, que es homogéneo y también
x+5y+z=0

Rang M = Rang M' = 2 < n? incég. Por lo que es compatible indeterminado. Para su resolucion se

desprecia una ecuacion, por ejemplo, la tercera, y se parametriza, por ejemplo, z = 34;
xX—y= /1} P o B _
2x+y =2 >3x=6A x=21 y=x—-1=21-31=-A

x=24 y=—-A, z=31LVA1ER

1 3 -1 0 1 3 0
c)Paraa=3=>M =2 1 3 0|=|2 1 0
1 5 -3 4 1 5 4
Paraa =3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible

=4—-24+0=Rang M' = 3.

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Javier Sdnchez

Comunidad Auténoma de MURCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Considere lamatriz4 = (_21 CZL)

a) Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su diagonal
principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de a, se cumple la
ecuacion A% = tr(A) - A — |A| - I, donde I denota la matriz identidad de orden 2.

b) Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

¢) Para a = —3, resuelva la ecuacién matricial AX — A® = A, donde A' denota la matriz traspuesta de
A.
Solucion:
wa=a4=(2 9 (5 9=05" 1)
@ -A-lal-1=+2)- (% =12 9 9=

(—84 48a) —@+a)- (é (1)) - (—84 48a) - (4 J(; ‘ 4 3 a) - (4—_4a 44—aa)

Va€ResA?=tr(A)-A—|A|-1

b) Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.
2 a

Al = |=4+a=0>a=-4

=12 5

No es invertible sia = —4

A es invertible Va € R — {—4}.

DAX —At=A->AX =A+A > AL A-X=A"1-(A+A) > -X=4"1-(A+ 4% >
X=A"1-(4+4Y)

Paraa:—3=>A=(2 _3);At=(2 _1);A+Af=(4 _4).

-1 2 -3 2 —4 4
4| = |_21 _23| —4-3=1.Adj.de A" = (i ;)-A_l = Adj[ZrAt = (i;) =47 = (i ;)
X=A1-(A4+4H = (i ;) : (_44 _44) = (:i i)
S R
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Problema 3:

Dada la funcién f(x) = x? - e* definida para todo valor real de x € R, se pide:

a) Calcule sus extremos relativos (maximos y minimos) y determine sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

b) Calcule lim f(x)y lim f(x).
X——00 X—+00
Solucion:

a) La funcién f(x) es continua en R por ser producto de dos funciones continuas en toda la recta real,
una funcidn exponencial y una funcién polinédmica.

Una funcién es creciente o decreciente en un punto en que exista la derivada, cuando su primera
derivada es positiva o negativa, respectivamente.

ffx)=2x-e*—x%-e*=x-e7% - (2—x).
ffx)=0=>x-e*- 2—-x)=0; e*>0VxER=>x;, =0,x, = 2.

Por ser f(x) continua en R, las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos
(—0,0),(0,2) y (2,+), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, elvalorx =1 € (0,2)es: f'(1)=1-e71-(2-1) = i > 0 = Creciente.
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:
f'(x) > 0 = Creciente si x € (0,2)
f'(x) < 0 = Decreciente si x € (—,0) U (2, +).
Los posibles mdximos y minimos relativos son los puntos de abscisa x; = 0,x, = 2

Para diferenciar los mdximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para el
valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

ffx)=x-e*- 2-x)=e* - 2x—x?)->f'"(x)=—e* - 2x—x*)+e™ - 2-2x)=e*-
(—2x+x?>4+2—-2x)=e ™ - (x> —4x + 2).

f'(0)=e-(0*~4-0+2)=2>0;f(0) =0%-e7° =0= Min.0(0,0)
f/l(Z):e_Z.(22_4.2+2):;_§<0; f(2)=22'e_2=iz=>Méx.A(2,;iz).

e

Min.0(0,0); Max. A (zejiz)

. . _ . x? —®0)2
b) lim f(x) = lim (x?-e7*) = lim r _) = — = 400,
x——00 X——00 x—>—00 % e~® 0
. . _ . x?2  0? . Sira s
lim f(x) = lim (x?-e™¥) = lim = = —; Ind.= Aplicamos la regla de L’Hbpital dos veces:
X—+00 X—+00 x>t e*  e®
. 2x 2-00 ’ . . . 2 2 2
= lim ===—;Ind.= {L'Hopital} = lim f(x) = lim ==—=—=—=—=0.
X—+00 ex e® { p } x—)+oof( ) X——00 ex e® o
lim f(x) =+4+c y lim f(x)=0
xX——00 X—+o0
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Problema 4:

a) Calcule la integral indefinida I = fx - sen (x?) - dx utilizando el método de cambio de variable (o
método de sustitucion).

. a
b) Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple fo x-sen’x -dx = 1.

Solucion:

2 _
x“=t
a) Hacemos el cambio de variable: {x Cdx = % ) dt}

I=fx-sen(xz)-dx=%-fsent-dt=——-cost+C=—%-cos x> +C

N |-

1
I=fx-sen(x2)-dx=—§~cos x> +cC

a
b) foaxsenzx-dx =1= [—%cos (xz)]0 = —%-cos (a?) +§-c050 = —%'COS (a?) +%- 1=1;

—cos (a®)+1=2; cos (a?))=—-1=>a? =kn =>a=+Vkm k €N.

Por ser a el menor valortalquea > 0= k = 1.

a=+n
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Problema 5:

. -1 -1 x—2y=-1
Considere lasrectasr = - =2 = Zoys= { y_
11 -1 ytz=1
a) Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.
b) Determine el dngulo que forman las dos rectas.

c¢) Calcule la ecuacidn del plano  que contiene a las dos rectas.
Solucion:

a) Escribimos las ecuaciones paramétricas de las dos rectas:

. . x=14+21
r=e==2=- o= y=A1 .
1 1 -1
z=1-21
Un punto y un vector director de larectar son A(1,0,1) yv, = (1,1,—1)
x=-1+2u
y+z=1 z=1—-p

Un punto y un vector director de la recta s son B(—1,0,1) yv, = (2,1,—1).

Los vectores 7, y U son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes; esto
implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan.
Se considera el vector W que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s:

W=A4B = 0B — 04 = [(-1,0,1) — (1,0,1)] = (=2,0,0).
Segun que los vectores {v,, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente. Los vectores {v,,V,, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 1 -1
2 1 —-1|=2-2=0= Rang {v,,v,,W} <3 = v,,v,,W son coplanarios.
-2 0 0
Las rectas r y s se cortan en un punto
x=1+21 x—2y=-1 .
Comor =iy =141 ys = _ , buscamos el punto sustituyendo:
y+z=1
z=1-21 3
x=2y=-1 f14+2-22=-1_| 2=12 *- B
{y+z=1 *[,1+1—/1=1 ﬁy1:1 *[yz‘zz_l = PG.2-1)
P(3,2,-1)
b) El angulo que forman las dos rectas es el que forman sus vectores directores.
i v, - vl 1(1,1,-1)- (2,1, -1)] 4
Uy Uy = || - |l - cosB = cosf = =—= = =——=0.9428
el - vl 12 +12 + (-1)2- /22 + 12 + (-1)? V18
B =19° 28" 16’

x—1 vy z—-1

o)n(v,vg; A)=| 1 1 -1[=0-0x-1)—-y—-(2z-1)=-y—-(=2-1)=0
2 1 -1
n=y+z—1=0
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Problema 6:

Los puntos A(2,0,0) y B(—1,12,4) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice, C, se encuentra
4x + 3z = 33

enla rectarE{
y=0

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que
pasa por Ay C.

b) Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en Ay calcule su area.

Solucion:

a) Calculamos el vector AB

AB = 0B — 04 = [(-1,12,4) — (2,0,0)] = (-3,12,4).

Escribimos la expresidon de r dada por unas ecuaciones paramétricas:

— x=3u
E{4x=+032_33:>x=3u; 12u+32=3327r=]y=0 .
Y z=11—4pu

Por tanto, un vector director de r es v, = (3,0,—4) y un punto C genérico de la recta tiene como
expresion general, dependiendo del parametro u: C(3u, 0,11 — 4u).

Nos dicen que la recta r es perpendicular a la recta que pasa por Ay C, por lo que: AC - v, = 0.
AC =0C — 04 =[(31,0,11 — 4u) — (2,0,0)] = 3u—2,0,11 — 4p).
R-TrzOz Bu—2,0,11—-4u)-(3,0,—4) = 9u—6—-44+16u=25u—-50=0; u=2=
€(6,0,3)

b) Calculamos sabiendo que u = 2

AC = (3u—2,0,11 — 4u) = (4,0,3).

Para que el tridngulo ABC sea rectangulo en A debe anularse el producto escalar: AB - AC = 0:
(-3,12,4) - (4,0,3) =—-12+12=0=

El tridangulo es rectangulo en A

1 — . 1 1
SABC=E-|AB|-|AC|=§-J(—3)2+122+42-\/42+02+32=E-\/9+144+16-\/16+9=
%-\/169-\/2 =%-13-5=%u2:32.5u2.

, 65 ) )
Area=7u =32.5u
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Problema 7:

Una urna contiene cinco bolas negras numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas del 1 al 7.
Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola sea blanca.

b) La probabilidad de que la bola esté numerada con un numero par.

¢) La probabilidad de que la bola esté numerada con un nimero par, sabiendo que es blanca.
d) La probabilidad de que la bola sea blanca y esté numerada con nimero par.

e) La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un nimero par.

Solucion:

Para la resolucidn de este ejercicio se utiliza la regla de Laplace.

a) P(blanca) =7/12 =0.5833

b) P(par) = (2 + 3)/12 = 5/12 = 0.4167

3

__ P(parnblanca) _ 1z 3 _
c¢) P(par/blanca) = ~rolanca) = =57 0.4286.
d) P(par N blanca) = % =0.25

P(blancanpar) 2 3

= =12 -
e) P(blanca/par) = P Cpar) ER 0.6
Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Javier Sdnchez

Comunidad Auténoma de MURCIA www.apuntesmareaverde.org.es




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora estd cansada de que llegue tarde a clase. El se
defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le propone el siguiente trato:
si en los proximos 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la tutora le sube 1 punto en la nota final
de la evaluacién. Sabiendo que la probabilidad de que Juan llegue tarde a clase cada dia es 0.45,
determine:

a) El tipo de distribucion que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que Juan llega
tarde a clase en los proximos 9 dias. ¢ Cuales son sus parametros?

b) éCual es la media y la desviacidn tipica de esta distribucion?
¢)éCuadl es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota final?

Solucion:

a) Es una distribucion binomial, ya que o llega tarde o no llega tarde, con los siguientes pardmetros:

p=045 g=1—p =055 n=9

byu=n-p=9-0.45=40.5.
o=,np-q=+v9-045-0.55 =+2.2275 = 1.49.
u = 40.5; 0 = 1.49.

9
1

=1-1-0.0046+9-0.45-0.0084 + % -0.2025-0.0152 =

9

)P = P(0) + P(1) + P(2) = (g) 10452055 + ( ,

)+ 045" 0.55° + () - 0.45% - 0.557 =

= 0.0046 + 0.0339 + 36 - 0.0031 = 0.0046 + 0.0339 + 0.1110 = 0.1495.

La probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota final es de 0. 1495
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CURSO: 200-2021
ASHRMATURA. MATEMATICAS I

Evalnacidn del Bachillerato pan 8l Acceso o la Universidad | I p r_] a
u Piibcn de
et Unehertrir

Publisre

Realiza coatro preruntas de las ocho gque se presentan

P1) Estudia el sipuiente sistomna de consciones lineales dependiente del parametro real @ y resodhebo
co los casos en que es conpatible:
fa—1)jz—y=3
fa—Jzr+la+lly—(2—alr=—2n
(—2a+2r—ay+(a®—a-2jz=3a—1

bdenciona al resultado tefrico cropleado v justifica su pso.
(2.5 puntos)

') Caleuls los valores dol parimetro £ para que se compla Ta eondicion |4'] = 8 | sendo A la

sipmients matre:
-1 141 3
A=~t 42 &

1—f =1=2¢ =Z

(2.5 puntos)
P3) Encocnoira la covacitm general del plane = que cs paralelo a las rectas
- s+2y+z+3=10 : 3:5—3_y+‘}!=:+2
zlby—2z—T7=0 I 3 1
¥ erqurdiste de wnbas,
(2.5 puntos)

F4) Un lado de un paralelogramo estd sobre la recta v = I_;EI - %il = 'T-;l Otro lado
lo determinan los puntes A(—1,-2,3) y B(2,-2,-1). Caleula les otros dos virtices del
paralelogramo salwendo que su perimetso mde 16w

(2.5 puntas)
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P5) Ses Ia funcién f(z) ~ (¢* — fz + 10)*eF o2

) Demuestra que la funcidn ea contines en el interwlo |1, 3]
(1.25 punios)
| :
b Dempestra que existe & £ (1,3 tal que fla) = 5" Enueia o108 meultadols)
tedrico(s) utilizado{s), ¥ justifica s uso.
(1.25 puntos)

P} Calcula las asinlotos de esle Tuncitn v estudia e pogicion de lo cora respecto a ellas:

1 — 41—
fx= r4 —4
(2.5 puntos)
_ 5z 2 asin o
PT7) Seala funciin fizx)=In Py
1) Demuestra que la funciin &= continua en of intervalo [1.3]
(1 punto)

b} Demuesira que existe o € (1,3) 1al que (o) = 3/2 In 2 . Eouncia el/los resultado(s)
tedrien{s] utilizado(s), ¥ jnstifica su uso.
(1.5 puntas)

P8} Calcula los valores de las abeisas o v & que aparecen en el gritfien, y, después, comprueha ques
las dires de Ins dos megiones sombreadas son iguales:

(25 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo en los casos en
gue es compatible.

(a—1Dx—-y=3

(a—Dx+(@+1)y—-—2—-—a)z=-2a

(-2a+2)x—ay+ (@ —a—2)z=3a—-1
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a—1 -1 0
M=(a—1 a+1 a—2 )y
—-2a+2 -a a*-a-2
a—1 -1 0 3
M’=<a—1 a+1 a—2 —2a>.
—-2a+2 -a a*-a-2 3a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funciéon del parametro a es el siguiente, teniendo en
cuentaquea’—a—2=(a+1)(a—2):

a—1 -1 0
IM|=| a-1 a+1 a—?2 =
—2(a—1) —-a (a+1)(a-2)
1 -1 0
=(a@a-1D@-2)|1 a+1 1 |=
-2 —a a+1

=(@a-D@-2)-[(a+1D?*+2+a+(a+1)] =
=(@a-D@-2)-(@?*+2a+1+3+2a)=(a—-1)(a—-2) - (a®> +4a+4) =
(a—1D@-2)-(a+2)?>=0>a,=1,a,=2,a3 =a, = —2.

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

a+1
Para { a+2 }=> Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.
a+—2
0O -1 0 3
Paraa=1=>M' = (0 2 -1 —2) = Rang M' = {C,,C;5,C,} =
0 -1 -2 2
-1 0 3
=2 -1 -2(=2-12-34+4=-11+#0= RangM' =3.
-1 -2 2
1 -1 0 3
Paraa=2=>M’=< 1 3 0 —4>:>Rang M' = {C,,C,,C,} >
-2 =2 0 5
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1 -1 3
=1 3 —4|/=15-6-8+4+18—-8+5=16+* 0= Rang M' =3.
-2 =2 5

Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

-3 -1 0 3
Paraa=-2=>M' =<—3 -1 -4 4 >=>Rang M =
6 2 4 =7

:>{F2_’F2_F1

-3 -1 0 3
F3—>F3+2F1}:> 0 0 —4 1 |=>{F,=-F}=RangM' =2.

0 0 4 -1
Paraa = -2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # 1 ya # 2:

(3_1 a_+11 aOZ za)ﬂ{Fz_)Fz_Fl}:
-2a+2 —-a a*-a-2 3a-1 Fs = Fs+ 2k
a—1 -1 0 3
=>| 0 a+?2 a—2 —2a—3>=>{F3—>F3+F2}=>
0 —-a—-2 a*—a—-2 3a+5
a—1 -1 0 3 B
> 0 a+2 a-2 —2a—3>:>F3—>—3:>
a+2
0 0 a’?—4 a+2
a—1 -1 0 3
=1 0 at+2 a-—2 —2a—3>=>(a—2)z=1;z=a—i2.
0 0 a—2 1

(a+2)y+(a—2)z=-2a-3; (a+2)y+(a—2)-$=—2a—3;
(a+2)y+1=-2a-3; (a+2)y=-2a—-4=-2@+2)>y=-2
(a—Dx—y=3; (a—l)x+2=3:>x=L.

a—-1

Solucion: x = Ll,y ==2,z= ﬁ,Va €ER-{-2,1,2}.

—3x—-y=3
Resolvemos ahora para a = —2. El sistema resulta —3x —y —4z =4}, que es compatible
6x + 2y +4z=-7
indeterminado. Despreciando una ecuacion, por ejemplo, la tercera, y haciendo x = A:

y = —3 — 3A. Restando a la segunda ecuacidn la primera: =4z =1 =z = —i.

Solucion: x = A,y =—-3 -3,z = —i,v/l € R.

% %k %k ok %k ok %k %k %k %k
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Problema 2:
Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |A3]| =8, siendo A =
t—1 t+1 3
t2—t t*+2t t |
1-t —-1—-t -2
Solucion:

A%l =8=14-A Al =|A]-]A] - 1Al = (1AD? =8 =2° = |A] = 2.

t—1 t+1 3 t—1 t+1 3
22—t t242t t|=2; [tt—=1) t@t+2) t|=2;
1-t —-1—-t =2 —(t-1) -1-t =2
1 t+1 3

t—1D-|t 242t t|=2. (¥
-1 —-1-t =2

1 t+1 3
t t2+2t t
-1 —-1—-t =2
—2(t2+2t) -3t(1+t) —t(t+ 1) +3(t*>+20) +t(1+ )+ 2t(1 + t) =

={?+2t)—t(1+t)=t>+2t—t—t? =t.

El valor del determinante es el siguiente:

Sustituyendo en (*) teniendo en cuanta el valor del determinante:

1+V1+8 _ 143

2 2

(t—1)-t=2; t?—t—-2=0; t=

tl == _Z,tz = 2.

%k %k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 3:

Encuentra la ecuacién general del plano m que es paralelo a las rectas de ecuaciones

x+2y+z+3= 0

{x +6y—z—-7= oY
Solucion:

La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

-3 __y+2 _ z+2

s = T3 s =1 Y equidista de ambas.

_(x+2y+z+3=0 _ x+z=-3-21 o
:{x+6Y—Z—7=0:>y_’1=>x—z=7—6/1}:)2’“_4 81 =
x=2—-41
sx=2-41 “H7T 3 g o q04arz= S5+ 25r=]y=1 .
—x+z=-7+61
z=-5+21

Un punto y un vector director de r son P(2,0,—-5) y v, = (—4,1,2).
Un punto y un vector director de s son Q(3,—2,—2) y v, = (3,3, 1).

El vector normal del plano m es perpendicular a los vectores directores de las dos rectas, por lo
cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de sus vectores directores:

i ok
=7, xvs=|-4 1 2|=i+6j—12k—3k—6i+4j=
3 3 1

= —-5i+10j — 15k =>n = (1,-2,3).
Elplanoresdelaformamr =x —2y+3z+ D = 0.

Por ser paralelo el plano a las rectas, la distancia del plano a cada una de las rectas es
equivalente a la distancia del plano a cualquier punto de las rectas.

Teniendo en cuente lo anterior y por ser equidistante de las rectas se cumple que:
d(m,r) = d(m, P)
d(m,s) = d(m, Q)

La distancia del punto Py(xq, Yo, 2o) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
|AxO+By0+CZO+D|

d(Pom) = = e
Aplicando la formula al plano 1t =x—-2y+3z+D =0 y a los puntos P(2,0,—5) vy

} = d(mr) = d(m,s) = d(m, P) = d(r, Q).

Q(S, _21 _2)
d(m, P) = |1-2—2:0+3-(=5)+D| _ |2—0-15+D| _ |-13+D|
5= J2+(=2)2+32  VJi+4+9 iz
d(m, Q) = |1-3-2-(-2)+3-(-2)+D| _ |3+4—6+D| _ |1+D|
el T J124(=2)2432 N1a  V1a
_ [-13+D| _ |1+D] _
d(mP) =d(m,Q) > —=—="75 |-13+D|=[1+D| =
= _I;iBD_ii tlD)} La solucién de la primera ecuacion carece de sentido légico, por lo cual:

—13+D=-1-D; 2D=12=D =6.
T=x—2y+3z+6=0.

%k 3% 3k 3k %k %k %k %k %k k

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Antonio Menguiano Corbacho

Comunidad Auténoma de NAVARRA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

, x—1 +1 z—-1 .
Un lado de un paralelogramo esta sobre la recta r = — = y—l = Otro lado lo determinan los

puntos A(—1,—2,3) y B(2,—2,—1). Calcula los otros dos vértices del paralelogramo sabiendo que su
perimetro mide 16 unidades.

Solucion:
Un vector director der es v, = (2,1, —2).
Los puntos A(—1,—2,3) y B(2,—2,—1) determinan el vector:
AB=0B—-04=[(2-2-1) - (-1,-2,3)] = (3,0,—4).
La longitud del lado AB es la siguiente:
AB = |E| =32+ 02+ (—4)2 =9 + 0 + 16 = V25 = 5 unidades.
Como el perimetro del paralelogramo es de 16 unidades, la longitud del lado BC esla siguiente:

16=2-(5+ﬁ); 8 =5+ BC = BC = 3 unidades.

Se comprueba a continuacién si alguno de los puntos, A o B, pertenecen a larectar:

r=x—1_y+1_ﬂ
N }:ﬁ="2+1=ﬂ:>AeR.
A(—l,—2,3) —2 -1 z

Evidentemente, el punto B & 7, por ser linealmente independientes los vectores v, = (2,1, —2)
yAB = (3,0,—4).

La situacion, aproximada, es la que indica el grafico
adjunto.

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas

x=1-22
es la siguiente: 7 = {y =-1-A
z=1+21

Un punto genérico de la recta r es el siguiente:
D(1—-21,-1—21,1424).

AD=0D—-0A=[(1-21,-1—21,1+221) —
(-1,-2,3)] =

=>AD =(2—-21,1—21,-2+22).

AD = |AD| =3u=J2-202+ (1 -2+ (-2 +21)?% >
32=4—-81+42%2+1—-21+2>+4—-81+42% 9=912-181+9;
92 —181=0; 12—-21=0; A(1—=2)=0=1, =0,1, = 2.

A =0=D,(1,-1,1). AD, = BC,.
AD, = 0D, — 04 =[(1,-1,1) — (-1,-2,3)] = (2,1,-2) }=>
BC,=0C, —0B =[(x,v,2) —(2,-2,-D]=(x—2,y+2,z+ 1)
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xX—2=2-x=4
>2,1,-2)=(x—-2,y+2,z+1)=>{y+2=1->y=-1 = C;4,-1,-3).
z+1=-2->z=-3

Primera solucién: C;(4,—-1,-3)y D,(1,—-1,1).

A, =2 = D,(=3,-3,5). AD, = BC,.
AD, = 0D, — 04 = [(-3,-3,5) — (-1,-2,3)] = (-2,-1,2) }:
B_Q)=TQ—OT3)= [(x,y,2) —(2,-2,-D]=x—-2,y+2,z+ 1)
xX—2=-2-x=0
=>(—2,—1,2)=(x—2,y+2,z+1)=>{y+2=—1—>y=—3}=>
z+1=2-2z=1
= (,(0,-3,1).

Segunda solucion: C,(0,—3,1) y D,(—3,-3,5).

%k 3%k 3k 3k %k %k %k %k %k k
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Problema 5:

., ) log[zx_l-sen n(x—ﬂ)]
Sea la funcién f(x) = (x* — 3x + 10) 6 I,

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que existe a € (1, 3) tal que f(a) = % Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s),
y justifica su uso.

Solucion:

a)

La funcién f(x) es la expresién de la potencia de dos funciones de la forma: f(x) = g(x)"™.
Para que f(x) sea continua en [1, 3] tienen que serlo f(x) y g(x).

La funcién g(x) = x2 — 3x + 10 es continua en R, por lo cual lo serd en cualquier intervalo
finito que se considere.

La funcién h(x) es logaritmicay, por ello, continua en [0, o).

(x+2)
6

Siendo h(x) = m(x) -n(x), con m(x) =2*1yn(x) =sen , para que sea h(x)

estrictamente positiva es necesario que m(x) y n(x) sean estrictamente positivas o estrictamente
negativas.
m(x) =2*1>0,Vx €R.

(x+2)

Estudiamos ahora el signo de la funcion n(x) = sen en el intervalo [1, 3], para lo cual se

estudia su signo en los puntosx = 1,2y 3:

Tl(l) = sen 7T(1+2) = sen 3?17: = sen gz 1 > 0
n(3) = sen m(3+2) = sen 5?” = sen 150° = sen 30° = % > 0.

Como quiera que en el intervalo [1,3] esm(x) > 0 y n(x) > 0:

Queda demostrado que f(x) es continua en [1, 3].

b)

Para demuestra que existe a € (1, 3) tal que f(a) = %se tiene en cuenta que la funcion f(x) es
continua en [1, 3], como se demostré en el apartado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcién es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez".

n m(1+2)

F(1) = (12 — 3 - 1 + 10)'08[2'sen =55 _ glog(2°sen) _ glogn) —
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= glosl =80 = 1.
— 7( ) b4
£(3) = (32 — 3+ 3 + 10)/°82 Teen L] — qglos(2tsen )
— 10log(4-sen150°) — 1log(4-sen30°) — 1010g(4-%) = 1082 = .

1<§<2:

3
Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = 5C4q d.

También se puede resolver este apartado de la forma siguiente:

Demostrar que existe a € (1,3) tal que f(a) =§ es equivalente a demostrar que la funcion
gx) =f(x) —%tiene una raiz real en el intervalo [0, 1].

n(x6+2)]

gx) = (x? —3x + 10)1°g[2x_1'sen

El teorema de Bolzano dice que “si g(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que g(c) = 0”.

A la funcién g(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [1, 3]:

3 3 1 3 3 1
g =fO->=1-3=--<0. 9B)=fB)-2=2->=->0
Lo anterior demuestra que g(x) tiene al menos una raiz real en [1, 3] y también los pedido, o
sea, que:

3
Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = 5C4q d.

%k %k %k >k ok ok %k %k %k %k
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Problema 6:

Calcula las asintotas de la funcién f(x) =

Solucion:

—4x-1
x— y estudia la posicion de la curva respecto de ellas.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x

tiende a mas o menos infinito.

3 _fx—
k= lim f(x) = lim el
x—+oo x—+oo

x2—4

= 400 = No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x2—-4=0=>=

Las rectas x

—2 y x = 2 son asintotas verticales.

Jim f09 = Jim. (xizi’; T A W) = e
Jim, fG) = lim, (x+z;(fc = s = = Jim, f(0) = +oo.
i £ = i s = S = i £ = 4o
llm fx) = 11 im, (;2;(9; 12) 8:;:1 =— => 11m flx) =—

Asintotas oblicuas:

Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim = f( ) y n = lim[f(x) — mx], con m finitoy m # 0.
X—00 X—00
o x3—ax—1 5 a1
. X . 2_ X°—4x—
m = lim 2 = lim 22=% = ——=1
x—00 X X—00 X x—oo X°—4x
. . x3—4x—-1 . x3—4x—-1-x3+4
n = lim[f(x) —mx] = lim (Z——x) = lim ————=
X—00 X—00 x“—4 X—00 xX“—4

—4x+3

x—00 X2—4

=0.

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Asintota oblicua: y = x.
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Problema 7:

X

Sea la funcién f(x) = L SxTAmxsens

ea =L —2
x2—4x+6

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que exista a € (1,3) tal que f'(a) =§-L2. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)

Por ser f(x) una funcién logaritmica es necesario que en el intervalo [1,3] sea positiva la

X
5x—2—x-sen—

expresion , para lo cual tienen que ser positivas en el mismo intervalo las funciones

x2—4x+6 o
g(x) =5x —2—x-sen —yh(x) =x%—4x+6.

.z X .
La funcion g(x) =5x —2 —x - sen — €s continua en R por ser suma, resta o producto de

funciones continuas en Ry la funcién h(x) = x2 — 4x + 6 es continua en R por ser polinémica, por lo
cual, ambas funciones son continuas en cualquier intervalo finito que se considere, en particular, en el
intervalo [1, 3].

Para estudiar el signo de la funcion g(x) = 5x — 2 — x - sen n?x en el intervalo [1, 3] se estudia,

. X
en particular, el valor de sen -

La funcion ¢@(x) = sen n?x< 0 en (1,3), como se observa en la representacién grafica,
aproximada de ¢(x), que es la figura adjunta.

\Y
/ \ / szmn_x/\
2
| | | |
-4 — —2 /1 0 1\73 14 )f
_17,

Siendo sen % < 0en(1,3),lafuncién g(x) =5x —2 — x - sen % es estrictamente positiva.

Se estudia ahora la funcion f(x).

x?>—4x+6=0; x=$

h(x) =x>—-4x+6 > 0,Vx €ER.

>x¢&R=>x>—4x+6>0,VYx €ER, lo que significa que

Lo anterior demuestra que f(x) es continua en [1, 3].

b)

El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidon es continua en [a,b] y
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derivable en (a, b), entonces 3¢ € (a, b) tal que f'(c) = f(bz:{;(a)"-
5x—2-x-sen o

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = L Z en el intervalo [1, 3]:

x2—-4x+6

5.3-2-3-sen % g 3(—

16 P i sy e 2 G N e R S S Y
32-4.3+6 9-12+6 3
5.1-2-1-sen = 5-2-1-1 2
_ 2 _ —J = —_
fA=1L 12-41+6 L 9-12+6 L3 L2 —13.
vr N _ f(D)—f(@) vrn _ fR)=F(1) _ L16-13—(L2—-L3) _ L16-L3-L2+L3 _

fie) = b-a =)= 3-1 2 - 2 -

_Ll6-L2 _ L2*-L2 _ 4-L2-L2 _ 3L2

2 2 2 2

Queda demostrado que 3a € (1,3) tal que f'(a) = % - L2.

% %k %k ok ok ok %k %k %k %k
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Problema 8:

Calcula los valores de las abscisas a y b que aparecen en el grafico adjunto, y, después, comprueba que
las dreas de las dos regiones sombreados son iguales.

Solucion:
El valor de a se obtiene haciendo: g(a) =La=1=>a =ce.

El valor de b se obtiene haciendo: g(b) = Lb = 2 = b = e2.

1
u—Lx—1—>du—;-dx}=>

5= 71900~ 11ax = [ b= - ax > |
dx=dv->v=x

eZ

:[(Lx—l)-x—fx-i-dx] =[x(Lx—1) — [dx]¢" = [x(Lx — 1) —x]¢" =
e

= [xLx — x — x]¢° = [xLx — 2x]¢" = (e? - Le? — 2e?) — (eLe — 2¢) =

=e?.2le—2e?—e+2e=2e?>—2e’+e>S =eu’.

2
S;=J f@)-dx=[2-dr=lelx]s’ =e-Le?—e-Le=e-2le—e =

=2e—e=S,=eu’.

Queda comprobado que S; = S,.

%k %k 3k >k %k 3k %k %k %k %k
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Esiduacidn del Bachillernto para ol Aocese w la Universicad a
Crurso: 200812021 LJ| D n

Asisnaturn: MATEMATICAS 11 _ sl e

Realiza custro preguntas de las ocho gue 20 pressntan

P11 Estudia al siguients sistema da ermeciones lineales dependiente del parimetro real a ¥ resoélvelo
o los cnsos o gue os compatible:
ix - [n— =0 —2
ar+(0® —2a)y + 2z =a

Jor4fn* —dy+ z=ida—d

Mencions ¢ resultado tefvieo empleado v justilion su wso,

[2.5 puntos)
T2} Calenla Tos valores de £ para que se cumpla |4- 81 1, slende A ¥ B las siguientes
trabrioes
1 i —i t—1 1 —f
A=t #50 2 | wp=[1=% B =3
t—2 £ = 0 =1 1

[2.5 puntnes)

P3) Caleuls b censcitn continus de la recla gue eorta perpendicularmente o lns sipnienbes rectas:

YO — = = —_—

dy+z=10 z—6 y—-6_ x-2
re=
gty =0 —1 5 2

(2.0 puntna)

P4) Halls un plang que sen tangente o ls eslova de radio 8 y eentra (0,0,0), ¥ gie sacle perpen-
dienlarmente a la vecta

r—3 y—4 =x4d

2 - 1 0 -2

Epeusntra ol punto de tangencia dal plano con Ta esfern, v ealoala lo eouscidn eontinea de 1e

recta que pass por ese punto v corts perpendiculacments & 7,

r=

(4.5 puntos)
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Matematicas II. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

P5) Caleuln los siguientes limites:
b e S -
s-+ise 8§ 220 — v/

{1.25 puntus)
lim @ sin =
i

A—pri

(1.26 puntos)

P8) Seconsidera la Buncién 7(x) - oy |sin ”:"_l* I z‘:’-J

a) Domurstra que la funcidn es continna en el fnteralo 6, 7] .
(1 prussla)

b} Demuestrn gue axiste un valor o € (6,7) tal que (o) =0 . Enoncio ¢l/los resulatdos)
tedrice(s) utilisado(s), ¥ justificn s uso.
(LD puntos)

PT) Se considera la luneitn f(x) = .Ill'u'—|-muqu.

F

a) Demnestra gue la funecidn es continua eo o intorvalo [1,3] .
(075 puntos)

t) Demucstra que existen dos valores o € (1,2) v 4 C(2,8) talesque fla)=F(5) D.
Enmneia el/los esulatdofs) Ledricols) utizadals), ¥ justilios su uso.
{175 puntaos)

P8} Teniendo en cuenta los datos que aparecon an ¢l siguiente grafico, caloula el dres do la regitn
Fent il ek

fig) = —a'—dx

(2.5 punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+(a—-2)y=a—-2
Estudia el sistema de ecuaciones { ax + (a? —2a)y + 2z =a dependiente del parametro real a y
B3ax+ (@’ —4)y+z=4a—4
resuélvelo en los casos en que es compatible. Menciona el resultado tedrico empleado vy justifica su
uso.

Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a a—2 0 a a—2 0 a-2
M=|a a*—2a 2|yM=a a*-2a 2 a |
3¢ a’-4 1 3¢ a’—-4 1 4a-4
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a a—?2 0 1 1 0
IM|=|a a*-2a 2[=ala-2)-]1 a 2| =
3a a’*—-4 1 3 a+2 1

=ala—2)[a+6—-2(a+2)—1]=a(a—2)(a+6—-2a—4—-1) =
=a(a—2)-(—a+1)=0=a,=0; a, =1,a; = 2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+0
Para {a * 1} = Rang M = Rang M' = 3 =n%incég.= S.C.D.
a+2

0 -2 0 -2
Paraa=0=>M’=<0 0 2 0>=>{CZ=C4}=>RangM’=2.

0 —4 1 —4
Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n®incbdg.= S.C.I.
1 -1 0 -1
Paraa=1=>M=|1 -1 2 1>=>RangM’=>{C1=—C2}=>
3 =31 0
1 0 -1
:{61,63,64}$1 2 1 =_1+6_1=4¢0:RangM,=3
31 0
2 0 0 O
Paraa=2=>M =(2 0 2 2]|=RangM' = {C,(5,C4} =
6 0 1 4
2 0 0
=2 2 2|=16—-4=12+ 0= Rang M' = 3.
6 1 4
Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # 1y a # 2:

(“ SR “‘2>:{FZ—>FZ—F1}$
a a- — 4a a
F, - F. — 3F
30 a?—4 1 4a—4 37 F3 T2

a a—2 0 a-—2
>0 a*—-3a+2 2 2 |=>{F->FK-F}>
0 a?—3a+2 1 a+2

a a—2 0 a—2
>0 a’?—-3a+2 2 2 >z=—-a>

0 0 -1 a

2 _ _ _ . _ 2a+2 __ 2(a+1)
(a 3a+2)y—2a=2 y= a?-3a+2  (a-1)(a-2)’
ax+(a—2)-ﬂ=a—2; ax+2(a+1)=a—2; ax =q—2 — 222
(a-1)(a-2) a—-1 a—1
N _ (a-2)(a-1)-2a-2 _ a?-3a+2-2a-2 _ a’-5a _ _a-5 oy — a-5
ax = a-1 - a-1 T oa-1 a a-1 X = a-1
oo a5 - 2(a+1) _ _
Solucion: x = Y S el Y Va € R —-{0,1,2}.
=2y =-2
Resolvemos ahora para a = —2. El sistema resulta {2z=0 , que es compatible
—4y = —4

indeterminado cuya solucion es la siguiente:
Solucion: x =4, y=1,z=0,VA €R.

%k %k %k ok ok ok %k %k %k %k

Matematicas II. Curso 2020 — 2021. Autor: Antonio Menguiano Corbacho

Comunidad Auténoma de NAVARRA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |4 - B~1| = 1, siendo

1 t —t t—1 t -t
A=(2t—-1 t—-1 t yB={1-2t 2t -1)
t—2 0 t—2 0 -1 1

Solucion:

1 t —t
2t—1 t—1 t
t—2 0 t—2
_ _ _1+t t _ _ . _ _1+t t=
RN PR L G R CEE R
=(t-2)-t—-1)-A+t—-t)=((t—-2)-(t—1).

1+t t —t
t—1 t-1 t
0 0 t—2

|A] = =>{C;~>C —-C}>

t—1 t —t t—1 0 —t

IBl=(1-2t 2t —-1{={C,->C,+C}=>|1-2t 2t—1 -1|=
0 -1 1 0 0 1

—_— —_ . t - 1 _t frd —_— . J—
=(2t—1) | ) 1|—(2t 1) (t—1).

|A-B1| = 1; |‘—‘| =1, 4 _1, 4=B>

B |B|
=>0t-2)-t-1)=0Q2t—-1)-(t—-1); t—-2=2t—-1>
t=-1.
% %k sk ok ok ok K %k %
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Problema 3:

Calcula la ecuacidn general de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas de ecuaciones

_(2y+z=0__x6_ y-6_z-2
r:{x+y=0 YS="Tr T % T
Solucion:
a)
La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
= -1
_(2y4+z=0 |
r:{x+y=0 Sy=L4 x=—-A z==-21=>r= y—/lz
z=-

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,0,0) y v, = (1,—1, 2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(6,6,2) y v, = (—1,5, 2).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B = 04 = [(6,6,2) — (0,0,2)] = (6,6,0).

Segulin que los vectores {v,, V., W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, vew}=|-1 5 2|=-12-12-60—-12=-96%0=
6 6 0

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v,,v,, W no son coplanarios =

Las rectas r y s se cruzan.

El vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores directores de las rectas 7 y s.

ik
UyXvi=|1 -1 2|=-2i—2j+5k—k—10i—-2j=
-1 5 2

= —12i—4j + 4k =7, = (3,1,-1).

Para facilitar la comprensién del desarrollo del ejercicio se acompafia el grafico adjunto.
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Se determinan los planos 11 y 1, de las siguientes caracteristicas:

x y oz
A, v) =1 -1 2|=0, x+6y+z+3z—2x+y=0;
3 1 -1

—x+7y+4z=0>m,=x—7y—4z=0.
x—6 y—6 z-—2
-1 5 2

3 1 -1
—5x—-6)+6(y—6)—(z—2)—15(z—-2)—-2(x—6)—(y—6) =0;
—7(x—6)+5(y—-6)—16(z—2)=0; -7x+42+5y—30—-16z+32=0=
=>m,=7x—5y+16z+44 = 0.

HZ(B; 7s>v7t>) = =0;

La recta pedida t es la interseccion de los planos obtenidos, 1 y ma:

t:{x—7y—4z=0
T (7x—=5y+16z+44 =0

%k 3%k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 4:

Halla un plano ™ que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro 0(0,0,0), y que corte

. _x-3 y—4 z+4
perpendicularmente a la recta r = —~ =TT =
esfera, y calcula la ecuacidn continua de la recta que pasa por ese punto y corta perpendicularmente a
T.

. Encuentra el punto de tangencia del plano con la

Solucion:

Un vector director de larectar es v, = (2,1, —2).

El haz de planos, 8, perpendiculares a la recta r tienen la siguiente expresion general: f = 2x +
y—2z+D =0.

De los infinitos planos del haz 3, existes dos planos, m; y m,, que distan 3 unidades del origeny
gue son tangentes a la esfera de centro en el origen y radio 3.
La distancia del origen de coordenadas al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la

; |D|
formula d(O,T[) = W

Aplicando la férmulaal f = 2x + y — 2z + D = 0, sabiendo que la distancia es de 3 unidades:

|D| _ . _IDI 4. D] _ _ _
J22i124(=2)2 S dmm S w o s Dhi=9D0=9

Los planos que cumplen la condicién pedida son los siguientes:

d(P,m) =

m=2x+y—2z2—-9=0yn,=2x+y—2z2+9=0.

La recta r’, paralela a r, que pasa por el origen de coordenadas, expresada por unas ecuaciones

x =21
paramétricas es la siguiente: v’ ={y =1 .
z=—-2A

Los puntos de tangencia pedidos son las intersecciones de la recta r’ y los planos 7, y 5.
m=2x+y—2z2—9=0

,_{"=2’1 S 4l+A4+41-9=0; 9A-9=0=>1=1>
r=jy=41
z==21
x=2-1=2
:>P1:>{ y=1 }:>P1(2,1,—2).
z=-2-1=-2

My, =2x+y—2z+9=0

,_{x=2’1 S Al +A+4A+9=0; 9A+9=0>1=—1=
r=jy=41
z=-=21
x=2-(-1)=-2
:>P2:>{y=—1 }:>P2(—2,—1,2).
z=-2-(-1) =2

Pl(zl 1; _2)1 PZ (_2; _1; 2)

%k %k 3k >k %k 3k %k %k %k %k
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Problema 5:

Calcula los limites: a) lim __x .
x—>+oov3x3+2x2—v3x3

b) lim (x-sen %)

X—+00
Solucion:
a)
Vx 0 V- (V3x3+2x2+v3x3)
lim —= Ind.= lim
x—+00 V3x3+2xZ—V3x x—+0o (V3x3+2x2—/3x3) (V3x3+2x2+V3x )
— lim Vx-(V3x3+2x2+V3x3) lim Vx-(V3x3+2x2+V/3 ) xx/f-(x/3x+2+\/3x) _
X—+00 (~/3x3+2x2)2—(w/3x3)2 X—+00 3x3+2x2-3x3 x—>+oo 2x2
V3x2Z+2x++/3-
Vx-(V3x+2+v3x) li \/3x2+2x+\/_x 0 - xx o
=11m— lim —=>Ind=>11m — =
X—+00 X—+00 xX—+0 >
V3x2+2x 3x2+2x , 2 ’ 2 J—
= lim x—-l-\/§= lim L\/—= lim 3+x+\/§= 3+°°+\/§= 3+0+\/§$
xX—+00 2 X—+00 2 X—+00 2 2 2
. Vx
= lim ——————= V3.
x—+00 V3x3+2x2—v3x3 \/—
b)
. 1 sen— sen
lim (x-sen—)—oo sen——oo 0=>Ind.> lim |—=%=—72=
xX—>+00 X X—>+o0 = —
X oo}
1 1
sen0 0 , ] Tz oSy )
= =—>= Ind.= {L'Hopital} = lim —————= = lim cos—=cos— = cos0 =
0 0 X—+ _i xX—+0oo X [ole]
xZ
. 1
lim (x - sen —) =1.
xX—+00 X
Aok ok Kok Kok Kok
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Problema 6:

xX-5
Se considera la funcién f(x) = fog, [sen n(xTH) +272|.

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [6, 7].

b) Demuestra que existe un valor a € (6,7) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)
La funcion f(x) es logaritmica, por lo cual, es continua en su dominio, que es (0, +0).
Demostrar que f(x) es continua es equivalen a demostrar que es positiva la expresion

m(x+1) x-5

+2z.
4

w(x+1)

El recorrido de la funcién seno es [—1, 1], por lo cual: —1 < sen <1

a>0=>2%>1
a<0=>0<2%<1

6—5 1
x=5 {x=6=>27=25=\/§

La expresién 2% > 0,Va € R; también se cumple que: {

La expresion 27z en el intervalo (6,7) vale: . De lo anterior se deduce

7—-5
. x=7=22 =21=2
que:V/2 <27z <2.

x=5 x—5
mOH) L 9T <142 0414 < sen TV 427 < 3.

—14++/2 < sen " "

Queda demostrado que la funciéon f(x) es continua en [6,7].

b)

Sabiendo que la funcién f(x) es continua en [6,7] le es aplicable el teorema de Bolzano en el
intervalo (6, 7).

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

6—5 1
f(6) =tog, (sen %n+ 27) = {og, (—g + 25) = fog, (—g + \/E) =
1
2 1
= {’ogzg = {)09222_2 = 09,2 2 = —; <0.
7-5
f(7) = tog, (Sen %ﬂ + ZT) = fog,[sen (2m) + 2] = Log,(0 + 2) =
={0g,2=1>0.
Queda demostrado que 3a € (6, 7) tal que f(a) = 0.

%k %k %k >k ok ok %k %k %k *
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Problema 7:

Se considera la funcion f(x) = /x + sen nz—x

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que existen dos valores a € (1,3) y B € (2,3) tales que f'(a) = f'(B) = 0. Enuncia
el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)

La funcion f(a) =sena = 0,Va € [0,2r], por lo cual, la funcién f(x) es continua en el
intervalo [1,3] por ser la raiz cuadrada de dos funciones continuas y cuya suma es positiva en el
intervalo considerado.

b)
Vs X
1+E'COST

2 ,x+sen%

El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b € Rya < b,y secumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) =

La funcion f(x) es derivable en (1, 3), siendo: f'(x) =

0”.
Aplicando el teorema de Rolle a la funcién f(x) en los intervalos [1, 2] y [2, 3]:
fD= [1+senZ=vVI+1=+2
[1,2]= 2 = f(1) = f(2).
fRQ)=V2+sennt=v2+0=+2
fQ)=V2+sennt=v2+0=+2
2,3 = = f(2) = f(3).
[2,3] f(3) = 3+sen3?”=\/3T=\/§ f(2)=13)
Queda demostrado que:
Existena € (1,3),8 € (2,3) tales que f'(a) = f'(B) = 0.
3k 3k 3k sk ok sk kok sk k
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Problema 8:

Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el grafico, calcula el drea de la regidn sombreada.

v <

(x) = —xzh

La funcién f(x) = —x? — 4x corta al eje de abscisas en los puntos siguientes:
x; =0-0(0,0)
X, = —4 > A(—4,0)

Los puntos de corte de f(x) con la recta horizontal y = 3 tienen por abscisas las raices de la
ecuacién que se forma al igualar sus expresiones.

—4+V16-12 _ —4+V4 _ —442
2 T2 2

4x

Solucion:

fx) =0=>—x2—4x=0; —x(x+4)=0:>{

—x?—4x=3; x*?+4x+3=0; x =

:_2i1:>x1:_3,x2:_1.

De las dos raices halladas, para el calculo del drea pedida, la que nos interesa es el valor x = —1.
El punto de corte es B(—1, 3).

El vector director de la recta es AB = OB — 04 = (-1,3) — (—4,0) = (3,3), cuya pendiente
esm = 1, por lo cual, la ecuacién de la recta es la siguiente, considerando el punto A(—4, 0):

y—-0=1-(x+4)=>y=x+4

En el intervalo de la superficie a calcular, (—4, —1), las ordenadas de la funcidn son mayores que
las correspondientes ordenadas de la recta, por lo que la superficie a calcular es la siguiente:

S= [ 1f) —y@)] - dx = [ [(—x* — 4x) — (x + 4)] - dx =

(Y2 e Yy = [ % 5 =
= _4( x“—5x—4)-dx = > 4x]_4—
(-3 _ 5(-1)? (-49)® _ 5(-9? _
= [ e e [F R o) =
=l 242 140-16=28-2-2=28-21-2=7-2=45¢2
3 2 3 3 2 2 2
S =45u?
sk ks ok ok ok K %k %
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
dol Paie iy Uniberisiaien CURSO: 2020-2021 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES CACION
Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una Unica pregunta.

Primera parte

Problema 1:

ax—y+z=1

Discutir el sistema de ecuaciones lineales [396 —y +az =a en funcién del pardmetro a. Resolver el
x+(@a-1)z=1

sistema para a = 3, si es posible.

Problema 2:

2 3 a
SealamatrizM(a) =1 a 1 |
0 a -1
a) Determinar para qué valores del parametro a la matriz A no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Segunda parte
Problema 3:

Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,a,—1) y B(b,1,1) y el plano 7 de ecuacién x + y — 2z =
2b.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r sea perpendicular al plano .
b) Calcular los valores de los parametros a y b para que la recta r esté contenida en el plano m.
Problema 4:

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y corta
perpendicularmente a la recta r de ecuaciones paramétricas {x = 1 — 2t,y = 1 + t,z = t}. Calcular la
distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Tercera parte
Problema 5:

Estudiar los maximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =
5 + 8x2 — x*. Representar la grafica de f.

Problema 6:
Sea la funcién f(x) = Ax3 + Bx? + Cx + A.

a) Obtener los valores de los parametros A, B y C para que la grafica de f pase por el punto P(0,1) y
tenga un minimo en el punto Q(1, 1).

b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encontrarlos.
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Cuarta parte
Problema 7:
Sean las funciones f(x) = % gx) =x%h(x) = xj:.
a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas tres funciones.
b) Calcular el drea de dicho recinto.
Problema 8:
Calcular, explicando los métodos utilizados, las integrales I = [(x + 2) - sen (2x) - dx y

] — f x+7 dx.

x2—4x-5

Quinta parte
Problema 9:

En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, | y M. El 80 % corresponde al
medicamento A, el 10 % al | y el resto al M. En la revisidn realizada por la farmacéutica se ha observado
que hay medicamentos caducados en los siguientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de ly el 5 % de
M. Se elige una caja de medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.

b) Si sabemos que el medicamento esta caducado, la probabilidad de que sea del tipo A.
Problema 10:

En una ciudad se han elegido al azar 3.900 personas. Hallar:

a) La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afios el dia del patrén de la ciudad.

b) La probabilidad de que el nimero de personas que cumplan afios el dia del patrén esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos.
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Solucidn: Primera parte
Problema 1:
ax—y+z=1
Discutir el sistema de ecuaciones lineales {Bx —y+az =a en funcién del pardmetro a. Resolver el

x+(a—-1)z=1
sistema para a = 3, si es posible.

Solucion:

Cuando nos piden discutir el sistema se refieren a que lo discutamos utilizando el Teorema de Rouché-
Frobenius. Para ello tenemos que estudiar los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a -1 1 a —1 1 1
M) = (3 -1 a )y (M|b) = (3 -1 a a).
1 0 a-1 1 0 a—-11

Como la matriz de los coeficientes se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos
el valor del menor de orden 3 (el determinante de toda la matriz). Calculamos el valor del
determinante:

a -1 1
Matriz de los coeficientes: M = |3 —1 a

1 0 a-1
a —1 1
M| =13 -1 a |=—-ala—1)—-a+1+3(a—-1)=-a*+a—-a+1+3a—3=-a?+3a-2;
1 0 a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro a es el siguiente:

Igualamos a cero para encontrar los valores que anulan el determinante:

3+V9-8 3+V1  3+1
= > =T=T=>a1=1,a2=2-

a’?—-3a+2=0;a
La primera conclusién que podemos sacar es que sia# 1y a # 2el RgM =3 y como la matriz

ampliada es de dimensidn 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Va € R —{1, 2} el RgM = 3 = Rg(M|b) = n = nimero de incognitas el sistema es un Sistema
Compatible Determinado.

1 -1 11 1 -1 1
Paraa=1:(M|b):(3 -1 1 1>:>3 -1 1|=-1-141+4+3 =4+ 0= Rang (M|b) = 3.
1 0 01 1 0 1
Paraa =1 = Rang M = 2; Rang (M|b) = 3 = Sistema incompatible
2 -1 1 1
Paraa =2= (M|b) = <3 -1 2 2) = {C; = C,}.
1 0 11

Las columnas tercera y cuarta son iguales luego: Rang (M|b) = 2

Paraa =2 = Rang M = Rang M" = 2 < n® incégnitas
= Sistema Compatible e Indeterminado

La discusidon completa del sistema es:
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e Sia=1elRgM =2 # Rg(M|b) = 3y el sistema es Sistema Incompatible

e Si a=2 el RgM =2 =Rg(M|b) < n®incégnitas y el sistema es Sistema Compatible
Indeterminado

e Va€eR-—-{1, 2}elRgM =3 = Rg(M|b) = ny el sistema es Compatible Determinado

3x—y+z=1
Para a = 3 el sistema es por tanto {3x — y + 3z = 3, que es compatible determinado. Vamos a
x+2z=1

resolver utilizando la Regla de Cramer ya que sabemos que el sistema tiene el mismo nimero de
ecuaciones que de incégnitas y el determinante de los coeficientes no es cero. Resolviendo por la regla

de Cramer:
1 -1 1
3 -1 3
—2-34146 2
X = 1 0 2 = = —= —1
—3243:3-2 -2 -2
31 1
3 3 3
184343-3-9-6 6
y: 11 2 = = — = —3
-2 -2 -2
3 -1 1
3 -1 3
—3-3+143 -2
7 = 1 0 1 = = — = 1
-2 -2 -2
Luego la solucion queda: x = —-1; y=-3; z=1

Vamos a resolverlo también usando el método de Gauss:

a —1 1 1 3 -1 11 3 -1 11
3 -1 a al-|3 -1 3 3|->F,=F,—-F);|0
1 0 a—-1 1 1 0 21 1

El sistema queda:

o o
NN
_ N

3x—y+z=1 z=1

{ 2z =2 —>{ x=1—-2z= -1 N

x+2z=1 y=3x+z—-1=-3+1-1=-3
Lasoluciénes:x=-1; y=-3; z=1
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Problema 2:

2 3 a
SealamatrizM(a) =1 a 1 |
0 a -1
a) Determinar para qué valores del parametro a la matriz A no tiene inversa.
b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de 4 para a = 2.
Solucion:
a)

Una matriz cuadrada es invertible cuando su determinante es diferente de cero. Calculamos su
determinante.

2 3 a
IM(@)|=11 a 1|=-2a+a?-2a+3=a?’—4a+3;
0 a -1

Igualamos a cero:

a?—4a+3=0-a=2 126_12=4i2ﬁ=%=2i1:a1=1,az=3.

El determinante vale cero paraa = 1y para a = 3. Por lo que:

La matriz M(a) no tiene inversaparaa =1yparaa =3

b) Acabamos de ver que para a = 2 la matriz en invertible, por lo que es posible calcularla.

Podemos calcular la inversa por el Método de Gauss o por determinantes.

Vamos a calcularla aplicando la definicién: M1 = M]'ITdth
2 3 2 2 1 0
Paraa=2esM=<1 2 1). |M|=22—4-2+3=—1—>Mt=<3 2 2).
0 2 -1 2 1 -1
|2 2 | _|3 2 | |3 2
11 _%) 22 0_]L 22 11 7
. t _
Adj.de M" = _|1 —1| |2 —1| _|2 1 _<; _i (1))
|1 0| _|2 0 |2 1 o
2 2 3 2 3 2
-4 7 -1
( 1 -2 O)
. Adj. deMt_ 2 -4 1/
M -1

4 -7 1
M1=(-1 2 o
-2 4 -1

Podemos comprobar si el cdlculo estd bien hecho (es opcional pero recomendable) aplicando que:
A-A1 =],
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Segunda parte

Problema 3:

Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,a,—1) y B(b,1,1) y el plano 7 de ecuacién x +y — 2z =
2b.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r sea perpendicular al plano .
b) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r esté contenida en el plano 7.

Solucion:

a) Para que la recta sea perpendicular al plano debe tener su vector de direccidn proporcional al vector
ortogonal al plano. Es decir: La recta r y el plano  son perpendiculares cuando el vector director de la
recta y el vector normal del plano son linealmente dependientes, por lo tanto, cuando sus
componentes son proporcionales:

Los puntos de la recta A(1,a,—1) y B(b, 1, 1) determinan el vector director:
7, =AB=0B-04=[0b11)-1a-D]=0B-11-a?).
El vector normal del planomes 7 = (1,1, —2)

Imponemos que sus componentes sean proporcionales

b—1 1-a 2 b—1 1-a
= = S — = = -1
1 1 -2 1 1

Por lo que:

a=2yb=0

b) Ahora, para que la recta r esté contenida en el plano m, es necesario que el vector director de la
recta y el vector normal del plano sean perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea cero.

Calculamos el producto escalar:
v, n=0=>Mb-1,1-4a2)-(1,1,-2)=0=b—-1+1—-a—-4=>—-a+b=4

Ademas, si el plano i contiene a la recta r contiene a todos sus puntos y, por lo tanto, imponemos que,
por ejemplo, que contenga al punto A(1,a,—1), es decir, imponemos que el punto satisfaga la
ecuacién del plano.

A(l,a,-1) €e x+y—-2z=2b—>1+a—-2-(-1)=2b »> 1+a+2=2b

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones encontradas:

—a+b=4 }
a—2b=-3
Sumamos las ecuaciones > —b=1-> b=—-1-a—1=4 - a = -5.

Para que la recta r esté contenida en el plano 1 los pardmetros deben valer:

a=-5yb=-1
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Problema 4:

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y corta
perpendicularmente a la recta r de ecuaciones paramétricas {x = 1 —2t,y = 1 + t,z = t}. Calcular la
distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

x=1-2t
reyy=1+t¢t.
z=t

Por lo que un vector directorde r es v, = (—2,1,1).

Hay infinitas direcciones de vectores ortogonales a v,.. Por ese motivo vamos a buscar todos los planos
perpendiculares a la recta r, que tienen la siguiente ecuacién:

—2x+y+z+D=0.
Imponemos que dicho plano pase por el punto P(—2,1,0)
-2 (-2)+1+0+D=0->D=-5=
El plano que pasa por P(—2,1,0) y es perpendicular a r es:
—2x+y+z—-5=0.
Buscamos ahora el punto Q de interseccion entre este planoy de la recta r:
—2x+y+z—-5=0

x=1-—2t
—2(1 -2t 1+t t—5=0
r==qy=1+t - ( )+A+0+ -
z=t

x=1—-2=-1
—2+4+4t+1+t+t—-5=0-> 6t—-6=0;t—-1=0-> t=1->yy=1+1=2
z=1
El punto buscado es: Q(—1,2,1).

Calculamos la distancia entre dos puntos: P(—2,1,0) yQ(—1,2,1)..

_— = —

PQ=0Q—-0P=[(-1,2,1)-(-2,1,00] =(1,1,1).

d=PQ=[PQ|=4/12+12+12 =
d = V3 unidades

Nos piden también la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y tiene como vector director a ﬁj =
(1,1,1), que no hemos utilizado. Su ecuacion paramétrica es:
x=-2+1
s = {y =1+t
z=t
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Tercera parte

Problema 5:

Estudiar los maximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =
5 + 8x2 — x*. Representar la grafica de f.

Solucion:

Observamos en primer lugar que f(—x) = f(x), la funcién es par, simétrica con respecto al eje de
ordenadas.

Tenemos que hacer la derivada primera e igualar a cero para conocer los puntos criticos. Y determinar
el signo de la derivada pues una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es
positiva o negativa, respectivamente.

ff(x) =16x —4x3 =4x(4—x*)=0=>x;, = —2,x, = 0,x5 = 2.

Por ser f(x) polindmica, las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos
(—00,—-2),(—2,0),(0,2) y (2,+), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valorx = 1 € (0, 2) es:
f'(1)=4-1-(4—-12%) =12 > 0 = creciente.
Por lo que los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:
f'(x) < 0= Decrecesix € (—2,0) U (2,+x)
f'(x) >0 = Crece six € (—,—-2) U (0,2).

Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto en el que la funcién sea
derivable es condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

f'x)=0=>x; =—2,x, =0,x3 = 2.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para el
valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo. También podemos
observar si la funcion pasa de ser creciente a decreciente o viceversa: Asi, antes de x; = —2, la funcion
crece y después decrece, f(—2) = f(2) =5+8-22—-2*=5+32—16 = 21 luego en x; = —2 hay
un maximo: Maximo: (—2,21). En x, = 0 la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente luego es
un minimoy f(0) =5 = Minimo: (0,5). Al ser la funcién par ya podemos asegurar que para x3 = 2
hay un maximo: Maximo: (2,21).

También podemos calcular el signo de la derivada segunda obteniendo lo mismo:
f"(x) =16 — 12x2.

f"(=2) < 0 > Maximo relativo para x = —2;

f"(0) =16 > 0 = Minimo relativo para x = 0;

f"(2) < 0 > Maximo relativo para x = 2.

Maximo: (—2,21) y (2,21). Minimo: (0,5)

Con los datos obtenidos se puede hacer una representacion grafica, aproximada, de
la funcidn, que es la indicada en el grafico adjunto.
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Problema 6:
Sea la funcién f(x) = Ax3 + Bx? + Cx + A.

a) Obtener los valores de los parametros A, B y C para que la grafica de f pase por el punto P(0,1) y
tenga un minimo en el punto Q(1, 1).

b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encontrarlos.

Solucion:

a) Imponemos que pase por el punto P(0,1) » f(0) =A=1-> A=1

La funciénes: f(x) = x3 + Bx? + Cx + 1.

Imponemos que pase por el punto Q(1,1) -» f(1) =1 -
f)=13+B-12+C-1+1=1+B+C+1=1-> B+C=-1.

Para imponer que tenga un minimo relativo en Q(1, 1) debemos hacer que se anule la derivada primera
en ese punto:

ff()=0->f"(x)=3x2+2Bx+C->f'(1)=3-1242B-1+C=0 - 2B+ C = -3.
Resolvemos el sistema:

B+C=—1}_} —-B-C=1
2B+ C=-3 2B+C =—
Hemos cambiado el signo de la primera ecuacién y las hemos sumado.

A=1;B=-2;C=1.lafunciénes f(x) =x3 —-2x2+x+1

3}—>B=—2 >—2+C=-1-C=1.

b) La funcién es una funcién polindmica, por tanto, continua en toda la recta real. Por lo que, para que
tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria que se anule su derivada en ese
punto.

4+v16-12 442 1
—_— =X :§'x2 =1.

ff(x) =3x2—4x+1->f'(x)=0-3x2—4x+1=0; x = - -

Esta condicién, que es necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que
no se anule la segunda derivada en ese punto pues en ese caso podria ser un punto de inflexién.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para el
valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

Calculamos la derivada segunda:
f"(x) = 6x — 4.
Sustituimos los puntos encontrados:

7 _ 1 _ _ 3 2 1 _1-6+9+27 _ 31
@) =6-;-4=-2<0-f3)=0G)"-2-GQ) +3+1=—"—=7
— Maximo relativo para x = N (l,ﬂ)
3 3°27
f'f)=6-1-4=2>0->f1)=13-2-1241+1=1-

— Minimo relativo parax = 1: - (1, 1).

., . , . , . 1 31
La funcién obtenida tiene, ademas del minimo Q(1,1) un maximo en A (E’E)
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Cuarta parte
Problema 7:

2
Sean las funciones f(x) = %, g(x) =x% h(x) = %_

a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas tres funciones.
b) Calcular el drea de dicho recinto.

Solucion:

a) Dibujamos las graficas de las tres funciones. f(x) = i es la
2
funcién inversa, una hipérbola. g(x) = x? y ,h(x) =% son

parabolas. Las funciones f(x)y g(x) se cortan en el punto
A(1,1); las funciones f(x) y h(x) se cortan en el punto B (2,%) . |
y las funciones g(x) y h(x) se cortan en el punto 0(0,0). El N g

recinto pedido es el limitado por los tres puntos: A(1,1),
1
B(Z,E)yO(O,O).

b) La superficie a calcular observamos que es:

S = [lg(x) — h()] - dx + [J[f(x) — h(x)] - dx =

= () e g () e = [+ oo 5

X
=[E-2)-o|+[(tr@ - 2) - (tn() - 2)| =2 - L + 1n@) — 1~ Ln(D) + £ = Ln(2)
El 4rea del recinto vale: Ln(2) u? = 0.69 u?

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Alvaro Garmendia Antolin

Comunidad Auténoma de Pais Vasco

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Calcular, explicando los métodos utilizados, las integrales I = [(x + 2) - sen (2x) - dx y
x+7

J= fx2—4x—5 - dx.

Solucion:

La primera integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracion por partes: [ udv = uv — [ vdu

u=x+2 du = dx

v=[sen (2x)dx = —%cos (2x) = dv = sen (2x)dx

Sustituimos:
I=[(x+2) sen(2x) -dx = —(x+2)-%-cos(Zx)+f%-cos(2x)-dx=
=—%-(x+2)-cos(2x)+%-fcos(2x)-dx=

=—%-(x+2)-cos(Zx)+§-%-S€n(2x)+C=>

I=f(x+2)-sen(2x)-dx=—%-(x+2)-cos(Zx)+%-sen(2x)+C

La segunda integral es racional.

Hallamos las raices del denominador:

] f 4x5

x> —4x—-5=0= x =

4416420 4+V36 446

2 2
x> —4x—-5=(x+1)(x-5).

Descomponemos en fracciones simples. Identificando los numeradores calculamos los coeficientes:

x+7 M | N _ Mx-S5M+Nx+N _ (M+N)x+(-5M+N) M+ N = 1} N
x2—4x-5 x+1 x-5  (x+1)(x=5) x2—4x-5 —SM+N=7
M+N=1 . 4. _ _
S N o)DM =6 M=-1, -1+N=1>N=2.
Sustituimos. Las integrales obtenidas son inmediatas de tipo logaritmo:
f xt7 d—f(_1+ 2 )d— Inlx + 1| +2 - In| 5|+C—L(x_5)2+c
/= x% — 4x— x= x+1 x-5 X=X X T x4+ 1
x+7 (x — 5)2
J= f dx=—ln|x+1|+2-ln|x—5|+C=L—+C=>
A lx + 1]
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Quinta parte

Problema 9:

En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, /y M. El 80 % corresponde al
medicamento 4, el 10 % al /vy el resto al M. En la revision realizada por la farmacéutica se ha observado
gue hay medicamentos caducados en los siguientes porcentajes: el 10 % de 4, el 20 % de /y el 5 % de
M. Se elige una caja de medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.
b) Si sabemos que el medicamento esta caducado, la probabilidad de que sea del tipo 4.

Solucion:

Llamamos Cal suceso que el medicamento esté caducado y noC'si no lo estd. Hacemos un diagrama de
arbol con los datos que tenemos. Sabemos que en cada nudo la suma de porcentajes es 100. Pasamos
los porcentajes a probabilidades:

Multiplicando la rama obtenemos la probabilidad de, por ejemplo, sea de A y ademads esté caducado:
0.8-0.1=0.08

10 % c 0.1 c 08-01=008
A A
80 % . ,
20 noC 09™% 08 09=072

20 % o C 0.2 c 01:02=002
10 %
I |
80 % noC 0.8 noc 0.1-0.8=0.08
0.1-0.05=0.005
5% 0.05_»" ©
10 % . "
95 % noC 0.95 noC 0.1-0.95=0.095

a) Para calcular la probabilidad de que un medicamento esté caducado deberemos sumas las
probabilidades de las tres ramas:

P=P(C)=PANC)+PUNC)+PMNC)=
=P(A)-P(C/A)+PU)-P(C/I)+PM)-P(C/M) =
=0.8-0.10+0.1-0.20+ 0.1-0.05 = 0.080 + 0.020 + 0.005 = 0.105.
La probabilidad de coger un medicamento caducado es de 0.105.

b) Nos piden ahora una probabilidad condicionada. Usamos P(A N C) = P(C) - P(A/C) , despejamos:

P(ANC) _ P(A)-P(C/A) _ 0.8:0.10 _ 0.080

P=P(A/C) = P(c) ~ P(C) 0105  0.105

= 0.76109.

Si sabemos que el medicamento estd caducado, la probabilidad de que sea del tipo A es de 0. 7619
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Problema 10:

En una ciudad se han elegido al azar 3 900 personas. Hallar:
a) La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afios el dia del patrén de la ciudad.

b) La probabilidad de que el numero de personas que cumplan afios el dia del patrén esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos.

Solucion:

a) Como o cumplen afios ese dia o no lo cumplen, se trata de una distribucién binomial con:

1 1 364
n—3900, p—%, q_l_ﬁ_%'

n-p=3900-—>5
Por ser o7 puede aproximarse la distribucién binomial a una distribucion normal
+q =3900 -— 5> 5

de las siguientes caracterlstlcas.

Media: 1 =n-p = 3900 - — = 10.68.

Desviacion tipica: o = Jn-p-q = JS 900 - — .3 = V10.66 = 3.26.

365 365
La distribucion binomial anterior puede aproximarse por una distribucién normal N(10.68, 3.26)

X = B(3900,1/365) ~ N(10.68,3.26).

X- X-10.68
Queremos calcular P(X = 15). Tipificamos la variable: X — G“ > e

. Aplicamos la correccién de
Yates usando 14.5 en lugar de 15:

14.5 — 10.68) _ (Z 3.82

= > = > > —
P=PX=15) =P (Z o 3.26 — 3.26

) =P(Z=2117)=1-P(Z<117) =

Buscamos en la tabla:
=1-0.8790 = 0.1210.
La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afos el dia del patrdn de la ciudad es de 0.1210.

b) Ahora queremos calcular P = P(5 < X < 15). Procedemos de igual modo: Usamos la distribucién
normal. Tipificamos. Usamos la correccidn de Yates

P=PE<Xx<15)=p (500 <7 L 105106 _ p(els ;48

3.26 3.26 3.26
=P(—-190<7<148)=P(Z<148)—-P(Z <-190) =

Buscamos en la tabla:
=P(Z<148)—-[1-P(Z<190)]=P(Z<148)—1+P(Z<190)=
=0.9306 -1+ 0.9713 =1.9019 - 1 = 0.9019.

La probabilidad de que el niumero de personas que cumplan afios el dia del patron esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos es de 0.9019.
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
deIUPnai‘ilr: 3;222 Eﬂ?g‘::tg?;ti? CURSO: 2020-2021
MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES
Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una Unica pregunta.

Primera parte

Problema 1:

ax—y+2z=2

Discutir el sistema S(a) en funcién de a siendo S(a) ={x — 2y —z =1 . Resolver en funcién de a,
x+2y+az=3

mediante la regla de Cramer, en los casos en que sea posible.

Problema 2:

1 a 1
SealamatrizM(a) =|a 1 a].
0 a 1

a) Determinar para qué valores de a la matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por qué
no es posible.

Segunda parte
Problema 3:
a) Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto A(—1, 2, 3) y es paralelo a los vectores
v=(-1,-2.-3)yv=(1,3,5).
b) Halla el valor de A para que el plano 7 calculado en el apartado anterior y el plano
B = Ax — y + 5z = 8 sean perpendiculares.

Problema 4:

4x —3y+4z=-1
3x—2y+z=-3
paralelos. Ademas, obtener el plano § perpendicular a r y que pasa por el origen.

Seaelplanomr =2x —y+ Az =0.Sealarectar = { . Hallar A para que r y  sean

Tercera parte
Problema 5:

Dada la funcién f(x) = ax3 + bx? + ¢, obtener los valores de a,b y ¢ para que su grafica pase por
P(0,2) y tenga un extremo en Q(1,—1). ¢Tiene f mas extremos?

Problema 6:

Sea f(x) = x%2 4+ 9, y P el punto exterior a su grafica de coordenadas P(0, 0). Calcular razonadamente
la (o las) tangentes a la grafica de f que pasen por el punto P.
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Cuarta parte
Problema 7:

Dibuja la regién encerrada por f(x) = x? —2x+ 1y g(x) = —x2+5, y calcular el area de dicha
region.

Problema 8:

Calcular las integrales indefinidas I y J, explicando los métodos utilizados para su resolucion:

1
x2+2x-3

dx.

I=[x-cos(2x)-dxy]={

Quinta parte
Problema 9:

En una empresa el 70 % de sus trabajadoras estan satisfechas con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mas de 1 000 euros. Entre las que no estdn satisfechas solo el 20 % gana
mas de 1 000 euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a) ¢Cual es la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros?

b) Si gana mas de 1 000 euros, écudl es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato?
Problema 10:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automoévil, con
independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado
es de 0.4, se pide:

a) ldentificar y describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automéviles aparcados.

¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados.
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RESPUESTAS

Primera parte

Problema 1:

ax—y+2z=2
Discutir el sistema S(a) en funcion de a siendo S(a) = {x — 2y —z =1 . Resolver en funcion de a,
xX+2y+az=3
mediante la regla de Cramer, en los casos en que sea posible.

Solucion:

Para analizar el sistema estudiamos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada:

a -1 2 a -1 2 2
M=(1 -2 —-1|yMb=(1 -2 -1 1]
1 2 a 1 2 a 3

Para determinar el rango de la matriz de coeficientes, calculamos su determinante en funcién del
parametro a:

a -1 2
IM|=11 -2 —-1|=-2d*>+4+14+4+2a+a=-2a*+3a+9
1 2 a
Igualamos a cero, para saber para que valores de a se anula:
2 o qa_ _ 3+/9+72 _ 3+V81 _ 349 _ 3
2a 3a—9=0-> a= " ==, =, ~a= 2,a—3.

Va ER — {—%, 3} el rango de M es 3, y el rango de la matriz ampliada lo mayor que puede ser es

también 3, por lo que ambos son iguales, y por el Teorema de Rouché Frobenius sabemos que el
sistema es compatible y determinado.

Estudiamos ahora el comportamiento para los otros valores del pardmetro:

= -1 2 2
Para a=—§—>M|b= 1 -2 -1 1
1 2 2 3
Estudiamos su rango calculando el determinante de las dos primeras columnas y la cuarta:
—% -1 2
1 =2 1l=94+4—-1+44+3+3=22+0. Por lo tanto, el rango de la matriz ampliada es 3,
1 2 3

mientras que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

3 -1 2 2
Paraa=3—>M|b=<1 -2 -1 1>

1 2 3 3
Estudiamos su rango calculando el determinante de las dos primeras columnas y la cuarta:
3 -1 2
1 -2 1|=-184+4—-1+4—-6+3=—14 # 0. El rango de la matriz ampliada es 3, mientras
1 2 3

gue el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.
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La discusidon completa del sistema es:

o Sia= —%o biena = 3, el RgM = 2 + RgM|b = 3 y el sistema es incompatible

e Ya€ER-— {—g, 3}el RgM = 3 = RgM|b = n y el sistema es Compatible Determinado

. 3
Utilizamos la regla de Cramer para resolverlo cuando a # — Sya# 3.

2 -1 2
1 -2 -1

13 2 4l _ -4a+4+3+12+4+a _  -3a+23 _  3a-23
—2a2+3a+9 _2.(a+§)(a_3) —(2a+3)(a-3) (2a+3)(a-3)°
a 2 2
11 -1

|1 3 al _ a?+6-2-2+3a-2a _ a’+a+2

y —(2a+3)(a-3) —(2a+3)(a-3) (2a+3)(a-3)"
a -1 2
1 -2 1

y=_1 2 3 _ -6a+4-1+4-2a+3 _ -8a+10 _  2(4a-5)
—(2a+3)(a-3) —-(2a+3)(a-3) —(2a+3)(a-3) (2a+3)(a-3)"

_ 3a—23 o a’+a+2 ~_ 2(4a-5)
T 2a+3)@-3)7 " 2a+3)a-3)2" 2a+3)a-3)

Va € R {33}
a 2'!
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Problema 2:

1 a 1
SealamatrizM(a) =[a 1 a|.
0 a 1
a) Determinar para qué valores de a la matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por qué
no es posible.

Solucion:

a) Una matriz cuadrada tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. Calculamos su
determinante y lo igualamos a cero:

1 a 1
IM(@)|]=|a 1 a|=1+a*-a*—-a*=1-a*>=0->a=-1,a=1.
0 a 1
La matriz M(a) no tieneinversasia = —losia = 1.
1 0 1
b) Cuando a = 0 la matrizes M(0) = (0 1 0), que ya hemos comprobado que es invertible por ser
0 0 1

su determinante distinto de cero.
Podemos calcular la matriz inversa por dos procedimientos, por el método de Gauss, y por

. _ Adj. de Mt
determinantes: M~ 1 = ]ITI

Por el método de Gauss-Jordan:

1 0 111 0 O 1 0 01 0 -1 1 0 -1
(M|I)=<0 1 0|0 1 0>—><0 1 0j0 1 0>—>M_1= 0 1 0)
0 0 110 0 1 0 0 110 0 1 0 0 1

M|

{F, » F, — F3}

Adj. de Mt 10
ML= ME=(0 1
10

1 0 0 0 0 1
0 o 1o o] (tO 2
Adj.de Mt = =(o 1 o]
0 1 1 1 1 0 00 1
0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1
1 0 -1
0 1 O
_,_Adj. deM" (0 0 1) 1o -1
0 0 1

Naturalmente obtenemos la misma matriz inversa por los dos métodos.
1 0 -1
M1i=(0 1 o
0 0 1
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Segunda parte
Problema 3:
a) Hallar la ecuacién del plano  que pasa por el punto A(—1, 2, 3) y es paralelo a los vectores
v=(-1,-2.-3)yv=(1,3,5).
b) Halla el valor de A para que el plano 7 calculado en el apartado anterior y el plano
B = Ax — y + 5z = 8 sean perpendiculares.
Solucion:

a) Al conocer un punto y dos vectores de orientacion, escribimos directamente la ecuacién del plano:
x+1 y—-2 z-3
U= -1 -2 -3|=0-
1 3 5
-10(x+1)-3(y—2)—-3(z—-3)+2(z—-3)+9(x+1)+5(y—-2)=0—
—-(x+1)+2(y-2)-(z-3)=0-> —x—14+2y—-4—-2z+3=0-

n=x—2y+z+2=0

b) Para que los planos sean perpendiculares debemos imponer que sus vectores normales sean
ortogonales, es decir, que su producto escalar sea cero.

Los vectores normales de los planos sonn,; = (1,-2, 1),@ =(4,-1,5).
g =0=(1,-21)(4-1,5)=A+2+5=0-A4=—7.
A=-7
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Problema 4:

4x —3y+4z=-1
3x—2y+z=-3
paralelos. Ademas, obtener el plano 8 perpendicular a r y que pasa por el origen.

Seaelplanomr =2x —y+ Az=0.Sealarectar = { . Hallar A para que r y  sean

Solucion:

Para que la recta r y el plano  serdn paralelos debemos imponer que el vector director de la recta y el
vector normal del plano sean perpendiculares.

Para obtener el vector directo de la recta, escribimos sus ecuaciones paramétricas:
:{4x—3y+42=—1_) _/1_)4x—3y=—1—4/1}_)
“Bx—2y+z=-3 7 T 7 3x—2y=-3-1

Eliminamos la incégnita y:

—8x+6y=2+84

9x—6y=—9_3,1}_’x=—7+5/1—> 2y =3x+3+1=-21+15A4+3+ 21—

x=-7+54
2y =—-18+ 161>y =-9+ 84 —>rE{y=—9+8/1.
z=2

Un vector director de la recta r: v, = (5,8, 1) y el vector normal del plano 7: n; = (2, —1, A).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
v n;,=0=(581):(12,-1,A)=10—-8+A=0->A4A=-2.

A=-2

Buscamos ahora el plano [ perpendicular a r y que pasa por el origen. La ecuacién de todos los planos
perpendiculares a la recta tiene como vector normal el vector de direccidn de la recta: v, = (5, 8,1). Su
expresion general es por lo tanto: 5x + 8y +z+ D = 0.

Imponemos que pase por el origen, con lo que D = 0. Por tanto:

p=5x+8y+z=0
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Tercera parte
Problema 5:

Dada la funcién f(x) = ax3® + bx? + c, obtener los valores de a,b y ¢ para que su grafica pase por
P(0,2) y tenga un extremo en Q(1,—1). ¢Tiene f mas extremos?

Solucion:

Imponemos a la funcion que pase por el punto P(0,2) - f(0) =2: —->f(0)=c=2->c=2.
Por pasar por el punto Q(1, —1) imponemos que verifique la ecuacion:
f)=-1->f1)=a-13+b-12+2=—-1-> a+b=-3.

Debe tener un extremo en Q(1,—1), por lo que se debe anular su derivada
ff()=0-f"(x) =3ax?+2bx > f'(1)=3a-1>+2b-1=0-> 3a+2b=0.

Tenemos dos ecuaciones con dos incdgnitas, que resolvemos:

a+b=—3} —2a—2b=6
_)

3a+2b=0 3a+2b=0}_)a=6—>6+b=—3—>b=—9.

Hemos obtenido la funcién: f(x) = 6x3 — 9x2 + 2.

Para que una funcién derivable en un punto tenga un maximo o minimo relativo en dicho punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

fl(x) =18x2 —18x =18x(x — 1) > f/(x) =0->18x(x —1) =0; x=0, x = 1.
Observamos que la uncién tiene dos posibles extremos, en Q(1,—1),yenx =0, f(0) = 2 = A(0, 2)

Para diferenciar si esos extremos son maximos o minimos utilizamos la segunda derivada; si es positiva
para el valor que anula la primera, se trata de un minimoy, si es negativa, de un maximo.

f"(x) =36x —18.
£1(0)=—-18 < 0
Por tanto, en A(0, 2) hay un maximo relativo
f"(1)=36-1-18=18>0.

Por tanto, en Q(1, —1) hay un minimo relativo
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Problema 6:

Sea f(x) = x% 4+ 9, y P el punto exterior a su grafica de coordenadas P(0, 0). Calcular razonadamente
la (o las) tangentes a la grafica de f que pasen por el punto P.

Solucion:
La ecuacidn de cualquier recta que pase por el punto P(0,0) esy — 0 = m(x — 0) - y = mx.

Imponemos que corte a la funcidn en los puntos de tangencia: (x,f(x)) = (x,x% +9). En esos puntos
la pendiente de la recta debe coincidir con la derivada de la funcion:

m = f'(x) = 2x.
Por tanto:

x2+9 2 2 2 x1=_3_>m1=_6
2x = - 2x*=x“4+9-> x*=9->x=3;x=-3 .

x X, =3->my, =

Parax =3,f(3)=32+9=18m=f'(3)=2:3=6

El punto de tangencia es A(3, 18) y la recta tangente en ese punto: y = 6x.
Parax = -3,f(3) =(-3)2+9=18,m=f'(-3)=2-(-3) = -6

El punto de tangencia es B(—3,18) y la recta tangente en ese punto: y = —6x.

Hay dos rectas tangentes a la funcién por el punto P(0,0): lasrectasy = 6xy y = —6x.
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Cuarta parte

Problema 7:
Dibuja la regién encerrada por f(x) = x? —2x + 1y g(x) = —x2+ 35, y calcular el area de dicha
region.
Solucion:
Buscamos los puntos de interseccion de las dos funciones igualandolas:

f)=gx) > x*—-2x+1=—-x*+5-

2x2—=2x—4=0-> x2—-x—-2=0-

x=R = = —Lx =25 A(-1,4),B(2,1).

Las dos funciones dadas son parabolas, f(x) = x? — 2x + 1 es una parabola convexa (U) cuyo vértice

es:
f'x)=2x—2=0->x=1,f(1) =0 - Vértice: C(1,0).
La funcién g(x) = —x2 + 5 es una parabola cdncava (N) cuyo vértice es:

gx)=-2x=0-x=0, g(0) =5 - Vértice: D(0,5).

La representacién grafica de la situacidon se expresa, de forma aproximada, en la figura adjunta.

-3 -2 -1 a 7 2 3 4
/ - \
Para el calculo del drea pedida se tiene en cuenta que en el intervalo [—1, 2] todas las ordenadas de
g(x) son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de f(x), por lo cual la superficie

pedida es la siguiente:
2

s=| Zl[goo - fGl - dx = |

-1

2

[@m2+a—4ﬂ—2x+nydx=f (—2x2 + 2x + 4) - dx =
-1

Es un integra inmediata de una funcién polinémica:

= [—2313+%2+4x]:= [—23i3+x2+4x]2_1=(—2'723+22+4-2)—[—%”3+(—1)2+4-(—1)] =

= +4+8-2-1+4=15-"=15-6=09.

S =9 u?
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Problema 8:

Calcular las integrales indefinidas [ y], explicando los métodos utilizados para su resolucion:
I=[x-cos(2x)-dxy]={ - dx.

Solucion:

2+2x 3

La primera integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracion por partes: [ udv = uv — [ vdu

u=x du = dx

v=[cos 2x)dx = %sen (2x) = dv = cos (2x)dx

Sustituimos:
I=[x-cos(2x)-dx =x-§-sen(2x)—f%-sen (2x) - dx =§-sen(2x)—%-fsen(2x)-dx =

=§-sen (2x)+%-%-cos (2x)+ C ==-[2x-sen (2x) + cos (2x)] + C.

RS

X 1
I=fx-cos(Zx)-dx=E-sen(2x)+z-cos(2x)+c

- dx es racional. Hallamos las raices del denominador:

. —2+v44+12 -2++vV16 2414
x*+2x—3=0- x= > = > = > >x=-3,x=1

La segunda integral ] = [ 2+2

Por tanto:
x2+2x—-3=((x+3)(x—-1).

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ M N _Mx—M+Nx+3N _(M+N)x+(-M+3N)
x24+2x—-3 x+3 x-1  (x+3)x-1) x%2+2x—-3
i . _ B B M+N=0
Calculamos los coeficientes igualando: (M + N)x + (—-M +3N) =1 —> _M 43N = 1}

4 4

Sustituyendo obtenemos dos integrales inmediatas de tipo logaritmo:

x+3
x—1

1 —14 1/4 1 1
]=fx2+2x_3-dx=f( / /) dx =- L|x+3|——L|x—1|+C=ZL|

x+3 x—1

1
]_fx2+2x—3.d _L|

|+c.

x+3
+C
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Quinta parte
Problema 9:

En una empresa el 70 % de sus trabajadoras estan satisfechas con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mas de 1 000 euros. Entre las que no estan satisfechas solo el 20 % gana
mas de 1 000 euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros?

b) Si gana mds de 1 000 euros, écudl es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato?
Solucion:

Llamamos S al suceso estar satisfecha con su trabajo, y llamamos G a ganar mds de 1 000 euros.

Nos dan los siguientes datos: P(S) = 0.7; P(G/S) = 0.8; P(G/noS) = 0.2. Los llevamos a un diagrama
de arbol, que completamos sabiendo que en cada nudo la suma de probabilidades es 1.

G P(5nG)=07-08=056

noG P(SnnoG)=07-02=0.14

03 G P(noSnG)=03-0.2=008

noS

noG PnoSnnoG)=03-08=024

Comprobamos que en efecto: 0.56 + 0.14 + 0.06 + 0.24 =1

a) Para calcular la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros tenemos que sumar las probabilidades
del arbol que terminan en G.

P=P(G)=P(SNG)+P(noSNG)=07+08+0.3+0.2=0.56+0.06=0.62
La probabilidad de ganar mas de mil euros es 0. 62
b) Nos piden ahora una probabilidad condicionada: P(S/G). Usamos la definicion:

P(SNG) 07-08 0.56

PS/6) = =y = o6z~ 062

= 0.9032

Si gana mas de 1 000 euros, la probabilidad que esté satisfecha con su contrato es 0. 9032

c¢) Nos piden ahora una probabilidad de la interseccion, que vemos directamente en el arbol:
P(S N noG).

P =P(SNnoG) =0.7-0.2 = 0.14.

La probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato es de 0. 14.
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Problema 10:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automoévil, con
independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado
es de 0.4, se pide:

a) ldentificar y describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automéviles aparcados.
¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados.

Solucion:

a) En una plaza de aparcamiento Unicamente pueden ocurrir dos cosas, que esté ocupado o que no lo
esté, por tanto, es el modelo de probabilidad es una distribucién binomial de las siguientes
caracteristicas:

p=104; q=0.6; n=30 > X~B(30;0.4)

b) La probabilidad de que de n elementos r sean favorables es la siguiente: P = (Z) -p"oq™ .

En este caso:n = 30,r =8,p =0.8,q = 0.6.

30! 30:29:28:27:26:25:24-23

. 8. 22 — . 8 . 22 _
2208l 0.4°-0.6 8. 7.6.5.4.3.2 0.4°-0.6

29-27-13-25-23-0.4%-0.6%2 = 5.852.925 - 8.6260 - 107 = 0.0505

P=(3))04° 067 =

¢) En lugar de sumar muchas binomiales nos conviene transformar la distribuciéon binomial en una
normal:

p=n-p=30-04=12.0 =/n-p-q=+v30-0.4-0.6 =V7.2 = 2.68.
X = B(30; 0.4) = N(12; 2.68).

I . X- X-12
Tipificamos la variable: Z — Tﬂ = s

, Y usamos la correccion de Yates sumando al intervalo 0.5 a
cada lado:

P=P(10<B <20)=P(9.5<X<205)=P (9';;2 <7< 2"2'56;12) —p (;%85 <7< f—;g) =

=P(-093<Z<317)=P(Z<3.17)—[1-P(Z <0.93)] =
=P(Z<3.17)—1+P(Z <0.93) =0.9992 — 1 + 0.8238 = 1 — 1.8230 = 0.8230.

La probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados es de 0. 8230.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
227 GENERALITAT UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE JUNIO
< VALENCIANA CURSO: 2020-2021

MATERIA: MATEMATICAS II

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumnado contestara solo TRES problemas entre los seis propuestos. Cada problema se puntuard hasta 10 puntos. La
calificacidn del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las centésimas.
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos

deberan estar siempre debidamente justificados.
OPCION A

Problema 1:

x+y+(a+1)z=2
Dado el sistema de ecuaciones{x + (a— 1)y + 2z =1
2x+ay+z=-1

a) Estudiadlo en funcién de los valores del parametro real a. (5 puntos)

b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible (5 puntos)

Problema 2:
Sedanlosplanos:my:x+y+z=a—-1,m:2x+y+az=aynz:x+ay+z=1
a) Determinad la posicidn relativa de los tres planos en funcidn del pardametro a. (4 puntos)
b) Para a = 1 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos ; ym; (3 puntos)

c) Para a = 2 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos ; ym, (3 puntos)

Problema 3:
Consideramos la funcién f(x) = *“1_ Obtened:
x(x+2)
a) El dominio vy las asintotas de la funcién. (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento def (x). (4 puntos)
) Laintegral [ f (x)dx (4 puntos)
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Problema 4:

-1 2 m
DadalamatrizA=| 0 m 0 ), se pide:
2 1 m?2+1

a) Obtened el rango de la matriz en funcidn del pardmetro m. (4 puntos)
b) Explicad cuando la matriz A es invertible. (2 puntos)

c) Resolved la ecuacion XA = I donde | es la matriz identidad en el caso m = 1 (4 puntos)

Problema 5:

Dados el punto P(1,2,3) y el plano m:3x + 2y + z + 4 = 0, se pide:

a) Calculad la distancia del punto P al plano 7. (2 puntos)

b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano . (5 puntos)

c) Calculad la ecuacidn del plano i’ que pasa por P’ y es paralelo a 7. (3 puntos)
Problema 6:

Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo una linea recta. El
trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectdngulo de catetos 32 cm y 40 cm respectivamente. En el
espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos vértices es el punto(x,y) (véase la
figura).

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funcién de X, cuando 0 < x < 32. (4 puntos)
b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su drea sea maxima. (4 puntos)

c) Calculad el valor de dicha area maxima. (2 puntos)

40

W
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RESPUESTAS

Problema 1:

x+y+@+1)z=2
Dado el sistema de ecuaciones{x + (a — 1)y + 2z =1
2x+ay+z=-1
a) Estudiadlo en funcidn de los valores del parametro real a.

b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible.

Solucion:

a) Estudiadlo en funcion de los valores del parametro real a.

Cuando nos piden un estudio se refieren a que lo discutamos utilizando el Teorema de Rouché-
Frobenius. Para ello tenemos que estudiar los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

1 1 a+1
Matriz de los coeficientes: M = (1 a—1 2 )

2 a 1
Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

1 1 a+1

M| =[1 a-1 2

2 a 1
=1-(a-1)-1+1-2-24+1-a-(a+1)-2-(@a+1)-(a-1)-1-1-1-1-2-a=
=a—1+4+a*+a—-2a*+2-1-2a=-a*+4
Igualamos a cero para encontrar los valores que anulan el determinante:

—a’+4=0->a*=4->a=42

La primera conclusiéon que podemos sacar es que sia # 2y a # —2elRgM = 3 y como la matriz
ampliada es de dimensidn 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Sia#2ya+—2elRgM =3 = RgM" = ny el sistema es un Sistema Compatible Determinado.

Vamos a estudiar los casosa = —2ya = 2

e Casoa = —2, sustituyendo el valor tenemos que:

1 1 -1

M = (1 -3 2 ) Como la 12 y 22 fila, al sumarlas, nos da la 32 dara cero el determinante de
2 -2 1

orden 3 comprobamos si existe algun menor de orden 2 diferente de cero:

H _13| =—-3—1=—4 %0y, porlo tanto, su rango es 2.

Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:
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1 1 -1
M=[1 -3 2

2
1
2 =2 111

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una
gue sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da:

1 -1 2
-3 2 1(=—-2+2-6+8+3—-1=4+0,con lo cual es de rango 3, con lo que
-2 1 -1

concluimos que:

Sia =—2elRgM = 2 # RgM™ = 3y el sistema es un Sistema Incompatible.

1 1 3
e Casoa = 2, sustituyendo el valor tenemos que: M = <1 1 2)
2 21

Como la 12 y 22 columna son iguales dara cero el determinante de orden 3 comprobamos si existe algun
menor de orden 2 diferente de cero:

H g =2-—3=-—1+ 0y, porlo tanto, su rango es 2.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:

1 1 3|2
M =11 2|1
-1

2 21

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay
una que sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da diferente de cero:

1 3 2 1 3 2
1 2 1|=-2+46+2-8+4+3-1=0;(1 2 1|=-24+6+2—-8+3-1=0;
2 1 -1 2 1 -1

1 1 2

11 1|=-14+2+4-4+1-2=0

2 2 -1

Como no hay ningun menor de orden 3 diferente de cero podemos concluir que la matriz
ampliada también tiene rango 2 por lo que:

Sia =2elRgM = 2 = RgM" < ny el sistema es un sistema Compatible Indeterminado.

La discusion completa del sistema es:
e Sia=-2elRgM =2 # RgM" = 3y el sistema sera SI
e Sia=2elRgM =2 = RgM < ny el sistema sera SCI
e Sia#—-2ya#2elRgM =3 =RgM" = ny el sistema serd SCD

Por lo que el sistema es compatible para cualquier valor a + —2
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b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible
Tenemos dos casos en los que el sistema es compatible:
e Sia=2elRgM =2 =RgM < ny elsistema sera SCI
e Sia# —2ya#2elRgM =3 =RgM = nyelsistema serd SCD
Tenemos que resolver para los dos casos.
Sia =2elRgM = 2 = RgM" < ny el sistema sera SCI

Como sabemos que la matriz de los coeficientes tiene rango 2 tomamos las ecuaciones e incégnitas que
nos han dado ese rango vy, las ecuaciones que quedan fuera las quitamos y las incognitas que quedan
fuera las igualamos a pardmetros. El sistema es:

x+y+2z=1

{ x+y+3z=2
2x+2y+z=-1

El menor que nos da diferente de cero es: H §| =2—3=-—1+0,por lo que quitamos la ultima
ecuacién y hacemos x = A. El sistema queda:

{/1+y+32=2 {y+3z=2—/1
A+y+2z=1 y+2z=1-21

Podemos resolver el sistema por reduccion (es lo mas facil). Restando las dos ecuaciones:

{y+32=2—/1
y+2z=1-21

Sustituyendoelvalorry+3-1=2—-4A>y=-1-41.

2>z = 1; E1-E2

Por lo que la soluciéon paraa = 2es (x,y,z) = (4, -1 —4,1)

e Sia# —2ya#2elRgM =3 =RgM = nyelsistema serd SCD

El sistema lo tenemos que resolver en funcion del pardmetro que contiene. Vamos a resolver utilizando
la Regla de Cramer ya que sabemos que el sistema tiene el mismo numero de ecuaciones que de
incognitas y el determinante de los coeficientes no es cero.

1 1 a+1
M| =1 a-1 2 |=-a?+4+#0,yaquea+ —-2ya =2
2 a 1

Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 a+1
1 a-—-1 2
1 a 1| 2-(@a-1D-2+a-(a+D+@+1)-(a-1)—-1—-4a 2a*—a—6

X =
—a?+4 —a?+4 —a?+4

Tenemos que simplificar la expresion:

—a*+4=02-a)-2+a)y2a*—a—-6=Q2a+3) - (a—2)
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_(2a+3)-(a—2)_—2a—3
x= 2-a)-24+a) 2+a

1 2 a+1

1 1
2 1 1 _1+8—(a+1)—2-(a+1)—2+2_—3a+6_ 3-:2—-a) 3
y= —a’?+4 B —a’+4 T —a?+4 (2-a)-Q2+a) 2+4a

1 1 2

1 a—-1 1
2 ¢ -1l —a+1+2+4+2a-4a+4+1-a —4a+8  4-(2-a) 4
z —a’+4 B —a®+4 C —a?+4 (2-a)-24+a) 2+a

y; P T . _({_
Luego la solucién queda: x = — 0 Y= z-a+2,VaER {-2,2}
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Problema 2:

Sedanlosplanos:mi:x+y+z=a—-1,m,:2x+y+az=aynz:x+ay+z=1
a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcién del parametro a.
b) Para a = 1 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos ; y 75 .

c) Para a = 2 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos ; y 75 .

Solucion:

a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcién del parametro a.

Para determinar la posicién relativa de los mismos tenemos que discutir el sistema que forman las tres
ecuaciones de los planos:

x+y+z=a-1
2x+y+taz=a
x+ay+z=1

Utilizamos el Teorema de Rouché-Frobenius. La matriz de los coeficientes es:

1 1 1
M=<2 1 a)
1 a 1

Como es una matriz 3x3 su mayor rango es 3. Sabemos que tendrd, al menos, rango 2 puesto que es
facil encontrar un menor de orden 2 no nulo:

B ﬂ=14—24=—1¢0

Calculamos el determinante de orden 3 para saber cuando es diferente de cero:

1 1 1
2 1 al=1-1-1+1-1a+2-1'a—-1-1-1-2-1-1-1-a-a=14+a+2a—1-2—a?
1 a 1

=—a’*+3a-2
Igualamos a cero y resolvemos la ecuacion:

—a?+3a—2=0->a?—3a+ 2 = 0(al estar igualada a cero podemos multiplicar por -1)

3+1_,
a:—eaiJ03V—44.2:311:—7——
2-1 2 3-1_

——=

Con lo que tenemos que sia = 1 0 a = 2 el determinante de la matriz de los coeficientes es cero por lo
Estudiamos ahora la matriz ampliada de los coeficientes:
1 1 1
M=(2 1 a

que su rango sera 2 en esos casos y 3 en los demas casos.
a—1
a
1 a 11 1

Por tratarse de una matriz 3x4 su mayor rango es 3 por lo que coincidird con el rango de la matriz de los
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coeficientesenelcasoa # 1lya # 2
Tenemos que estudiar su rango para loscasossia=1ya = 2
e C(Casosia = 1. Sustituimos en la matriz ampliada el valor y tenemos que:

1 1 1]0
M =2 1 11
1

1 11

Como las columnas 22 y 32 son iguales cualquier menor que las incluya a ambas valdra cero.
Calculamos el valor del menor:

1 10
2 1 1=1-1-1+1-1-1+2-1-0-1-1-0-2-1-1-1-1-1=-1+#0
1 1 1

Porloquesia=1,Rg(M") =3
e (Casosia = 2. Sustituimos en la matriz ampliada el valor y tenemos que:

1 1 111
M=[2 1 22
1

1 2 1

Como las columnas 42 que hemos anadido es igual a la 12 y 32 el rango de la matriz ampliada
coincide con el de la matriz de los coeficientes.

Porloquesia =2,Rg(M") =2

Con estos datos discutimos la posicion relativa de los tres planos:

e Sia=1>RgM) =2+ Rg(M*) = 3por lo que el sistema formado por los tres planos es SI
(sistema incompatible) los tres planos no tienen ningln punto en comun. Si observamos las
ecuaciones de los tres planos tenemos que:

my:x+y+z=0 my2x+y+z=1yny:x+y+z=1
las ecuaciones de los planos m; y mstienen el mismo vector
normal pero diferente término independiente, esto nos
indica que ambos planos son paralelos. Como el otro plano
NO es paralelo a esos necesariamente los corta segin una
recta. La representacién seria la de la figura. Son dos
planos paralelos cortados por un tercero mediante dos
rectas.

e Sia=2 > Rg(M)=2=Rg(M")por lo que el sistema
formado por los tres planos es SCI (sistema compatible indeterminado) los tres planos se cortan
en infinitos puntos con un grado de libertad (puesto que el rango es 2) eso nos indica que los
tres planos se cortan en una recta comun. La posicion seria como la de la figura:

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Pedro Podadera Sanchez

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

e Sia#lya#2->RgM)=3= Rg(M*) por lo que el sistema formado por los tres planos es
SCD (sistema compatible determinado) los tres planos son secantes, se cortan en un punto que
serd la solucidn determinada del sistema. Por lo que la posicién relativa es como la de la figura:

Tty

n

2

b) Para a = 1 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos ; y 73

Si a = lacabamos de ver que los planos m; y mstienen el mismo vector normal pero diferente término
independiente, esto nos indica que ambos planos son paralelos.

Como son paralelos NO tienen ninguna recta de corte entre ambos planos.

c) Para a = 2 calculad, si existe, la recta de corte entre los planos i, y 7,

Para a = 2 hemos visto en el apartado a) que esos dos planos se cortan segln una recta. La ecuacién
de la misma es la solucién del sistema formado por las ecuaciones de ambos planos:

{x+y+z=1
2x+y+2z=12
1 1 1
2 1 2

es un SCI

1111)

). Matriz ampliada: M" = (2 1 2l

Matriz de los coeficientes: M = (

Buscamos un menor diferente de cero:B 1| =1—-2=-1+#0

Como el menor era con las dos primeras variables hacemos la tercera parametroz = A y la pasamos al
otro miembro para resolver:
{ x+y=1-121
2x+y=2-21
Podemos resolver por cualquier método. Yo creo que lo mas facil es hacerlo por reduccién. Restamos
ambas ecuaciones:
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—x=—-1+A>x=1-1

Multiplicamos la primera por -2 y sumamos ambas ecuaciones:

-y=0>y=0
x=1-—2
La ecuacion pedida, en ecuacion paramétrica, es:7:{ y =10
z=A
Si queremos la ecuacién implicita es:
_ {x +z=1
r: y=0
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Problema 3:

x—1
x(x+2)"

Consideramos la funcién f(x) = Obtened:

a) El dominio y las asintotas de la funcién.
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento def (x).

c) Laintegral [ f (x)dx.

Solucion:

a) El dominio y las asintotas de la funcién.

La funcion es una racional polindmica por lo que estaran fuera del dominio los puntos que anulan el
denominador. Para saber el dominio tenemos que resolver la ecuacién:

x-(x+2)=0
Cuyas solucionessonx = 0 yx = —2
El dominio de la funcidn sera: Domf (x) =]-o0,-2[ U] -2,0[ U]0, +oo[ o bien:
Domf(x) =R —{-2,0}

Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe, de los limites:

lim f(x) = lim

x—+00 x—+o00 X-(x+2)
tiene asintota horizontal en y = 0 por +o

= 0 (por ser el grado del denominador mayor que el del numerador) luego

lim f(x) = lim = 0 (por ser el grado del denominador mayor que el del numerador) luego
xX——00

x——o00 X-(x+2)
tiene asintota horizontal en y = 0 por -« .

Larectay = 0 es asintota horizontal.

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos: x = —2y x = 0 calculamos los limites a
€sos puntos.

x—1
- i T
lim f (x) = (—) = (¥t luego x = —2 es asintota vertical
X>—2 0 . x-=1 _

L =
x—>—=2-x(x+2)

x—1

im =
. -1 - . 2 . .
lm&f (x) = (7) = (¥ xx(f: ) luego x = 0 es asintota vertical
x— ; o

im =
x—0- X (x+2)
Las rectas x = —2 y x = 0 son asintotas verticales

Como tiene asintotas horizontales no tiene oblicua.
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b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Para calcularlos tenemos que hacer la derivada e igualar a cero para conocer los puntos criticos. Creo
que es mas facil derivar si hacemos el producto del denominador antes de derivar propiamente:

x—1 x—1
x(x+2) x?+42x

flx) =

1-(x242x)—(x—1)-2x+2) —x?>+2x+2

(x2 + 2x)2  (x% 4 2x)2
Como es una funcién racional se hace cero cuando lo es el numerador. Igualamos a cero y resolvemos la
ecuacion:

[t =

—x2 + 2x + 2 = 0 (multiplicamos por (-1) por estar igualada a cero)

24 /CDPa1 (D) _ 2012 _ 2423 _ 4 4 3

2-1 2 2

S>x2—2x—-2=0->x=

Por lo que tiene dos posibles puntos criticos: x; = 1 + V3y X, =1-— V3

Analizamos el signo de la derivada antes y después de los puntos criticos. En el andlisis hay que incluir
las discontinuidades del dominio.

') () 2 0 W@ 0 @ 113

[0 NN 7N\

decrece decrece crece crece decrece

Los valores calculados han sido:

O = —1.44; f/CD = —1; £/0089 > 133; £/ ~0.33; £/(3) ~ —0.004

Observando el grafico tenemos que los intervalos de crecimiento y decrecimiento son:
Creceen (1 —+/3, 0) U (0,1 +V/3) ydecreceen (—,—2) U(—2,1—+3) U (1++3,+»)
Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—o,—2) U (—2, L— \/§) U (1 +/3, +00)
Crecimiento: f'(x) > 0= xe(1—+3,0) U (0,1+V3)

c) Laintegral [ f (x)dx

x—1
X

Tenemos que realizar la integral:f r2)

X

Como es una racional polinédmica cuyo denominador admite descomposicidon factorial (nos lo dan
descompuesto) vamos a descomponer la fraccion como suma de fracciones de denominador mas
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simple en la forma:
x—1 A B
xx+2) x x+2
Para hallar A y B realizamos la operacidn e igualamos los numeradores (es una identidad):
x—1 A B Ax+2)+Bx (A+B)x+2A
m:;+x+2: x(x+2) - x(x+2)

De la expresién se deduce que:

A+B=1y24=-1

-1 3
Conloque.A—7 yB—E

N | W

-1
x—1 A B -
= — -|- =2 +
x(x+2) X  x+2 x

La descomposicion es:
x+2

-1 3
La integral a resolver queda: fxz;lz) dx = f(f + xj—2> dx

Que podemos resolver como suma de dos integrales del tipo logaritmo neperiano:

fx_l d —f 2,2 g2t (1y +3f L ogr = i ima+ ) +c
xx+2) T\ T2 | T ) Xy x g Ty Ty

Si utilizamos las propiedades del logaritmo podemos agrupar el resultado:

(x+2)3

-1 3
7lnx + Eln(x +2)=InJ(x+2)3—-Invx =1In

f x—1 dx = I
x(x +2) x=m
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Problema 4:

-1 2 m
Dada la matriz A = ( 0 m 0 >, se pide:
2 1 m?2+1

a) Obtened el rango de la matriz en funcién del parametro m.
b) Explicad cuando la matriz A es invertible.

c) Resolved la ecuacién XA = Idonde | es la matriz identidad en el casom = 1.

Solucion:

a) Obtened el rango de la matriz en funcién del parametro m.

Para conocer el rango tenemos que obtener el orden del mayor menor no nulo de la misma. Como es
una matriz de dimension 3x3 el mayor rango es 3.

Estudiamos el determinante de orden 3:

-1 2 m
[Al=10 m 0
2 1 m?2+1

=—1-m-(mM*+1)+2:-0:2+0-1-m—-2-m?*—-0-2-(m?*+1)+1-1-0
=-m3—-2m? —m

Debemos saber cuando este determinante es cero para lo que tenemos que resolver la ecuacién:
—m3-2m? -m=0>-m-(mM*+2m+1)=0

Como tenemos dos factores multiplicados e igualados a cero las soluciones son igualar a cero cada
factor:

—m = 0 -> m = 0 (primera solucién)

m? +2m+1=0->m = —1 (segunda solucién)

Por lo tanto, ya tenemos que sim #+ —1 ym # 0 el determinante no sera cero vy, por lo tanto, el rango
de la matriz sera 3.

Estudiamos loscasosm = 0ym = —1:

e Sim = 0 la matriz queda:

-1 2 0 -1 2 0
A=<0 0 0 )9(0 0 0)
2 1 02+1 2 1 1

El determinante vale cero por tener una fila de ceros. Si tomamos un menor de orden 2 que no tenga

) . -1 2
elementos de esa fila, por ejemplo: | 9 1| = —1—4 = -5 # 0 comprobamos que no es cero y, por
lo tanto, el rango de la matriz en este caso es 2.
e Sim = —1 la matriz queda:
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-1 2 -1 -1 2 -1
A= ( 0 -1 0 ) > ( 0 -1 0 )
2 1 (-1?2+1 2 1 2

El determinante vale cero por tener dos columnas iguales. Si tomamos un menor de orden 2 que no
. -1 2
tenga elementos de esas columnas a la vez, por ejemplo: | 0 1| =1—-0=1 % 0 comprobamos

gue no es cero y, por lo tanto, el rango de la matriz en este caso es 2.

ElIRg(A)=2sim=00m=-1yRg(A)=3encasoquem +0ym # —1

b) Explicad cuando la matriz A es invertible.

Una matriz es invertible cuando su determinante es diferente de cero. Por lo estudiado en el apartado
anterior podemos afirmar que:

La matriz A es invertible cuandom # 0 ym # -1

c) Resolved la ecuacién XA = I donde | es la matriz identidad enelcasom = 1
Como estamos en el caso m = 1 sabemos que |A| # 0y que, por lo tanto, 34™1

Resolvemos la ecuacion con las letras:

XA =1
XAA T =1 -A"1
X-1=4A71
X=A"1

Por lo cual la matriz buscada es la inversa de la matriz A para el casom = 1:

-1 2 1 -1 2 1
A=<0 1 0 >$A=<O 1 0)
2 1 1241 2 1 2

Podemos calcular la inversa por el Método de Gauss o por determinantes. Yo lo voy a resolver por los
dos métodos, pero en el examen basta con uno de ellos.

Por el Método de Gauss:

-1 2 1|11 0 O -1 2 111 0 O -1 0 111 -2 O
010010~010010~010010-
2 1 2100 0 1 0 5 412 0 1 0 0 412 -5 1
F3=F3+2-F, F1=F1-2-F> F1=4-F1-F3
Fs=Fs-5-F;
-1 3 1
-4 0 02 -3 -1 1 0 072 % 2
0O 1 o0fo 1 0 0 1 0o/0 1 O
0 0 42 -5 1/ = \o o0 1|2 = 1
2 4 4
F1=F1/(-4)
F3=F3/4
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-1

-2 3 1
obienA"1=%<0 4 0)

2 =51

=

=

Il
NIHONl
"‘lJ—H‘"‘"W
BlRr OB R

Podemos comprobar si el cdlculo esta bien hecho (es opcional pero recomendable) aplicando que:
A-A1=]

-1 2 1\ q/=2 3 1\ 1/2+0+2 -3+8-5 —1+0+1\ /4 0 0
A-at=(0 1 0)2[0 4 0]=7(0+0+0 0+4+0 0+0+0 J=2(0 4 0
2 1 2 2 -5 1 ~4+0+4 6+4-10 2+0+2

0 0 4
Por lo que el cdlculo es correcto.

Hacemos el mismo célculo por determinantes (el resultado serd el mismo):

. , _ 1 .
Para calcular la inversa lo hacemos con la férmula: A1 = o (AdjA)t

-1 2 1
[Al=|0 1 0/|=-24+04+0—-2—0-—0=—4 % 0;porloque3dA™?
2 1 2
Aplicando la férmula tenemos:
|1 0 _|0 0| |o 11 \F
1 2 2 2 2 1 t
PN B T O O B Y R e | R S
—4 1 2 2 2 2 1 4 1 0 1 4 2 ¢ 1
2 1 _|—1 1 -1 2 o - - -
1 0 0O O 0 1
Que es el mismo resultado que el anterior.
Como X = A~! tenemos que:
-1 3 1
> 1 2 . -2 3 1
X=10 1 0 obienX=Z 0 4 0
1 51 2 -5 1
2 4 4
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Problema 5:
Dados el punto P(1,2,3) yel planom:3x + 2y + z + 4 = 0, se pide:
a) Calculad la distancia del punto P al plano 7.
b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano .
c) Calculad la ecuacién del plano Tt que pasa por P’ y es paralelo a 7.

Solucion:

a) Calculad la distancia del punto P al plano 7.

Para calcular la distancia de un punto a un plano utilizamos la férmula:
Axy + Byg + Czy + D
VA% + B? 4 (?

donde el punto es: P(xy, Yo, Zo)y el planom: Ax + By + Cz+ D =0

d(P,m) =

Sustituyendo valores tenemos que:
3:-1+2-2+3+4 14
V3Z+22+12 14
d(P,m) = V14 unidades de longitud

d(P,m) = =V1du.l

b) Calculad el punto P’ que es simétrico del punto P respecto del plano 7.

o

Primero hay que saber lo que nos estan pidiendo. En principio
podemos ver una representacién en la figura de la derecha.

Para hallar el simétrico vamos a hallar primero el punto de )
proyeccion M del punto sobre el plano. Para ello tenemos que el
obtener la ecuacién de la recta r perpendicular al plano (vector /
director el normal del plano) y que pasa por el punto: ;

. ‘ x—1 y—2 z-3
en forma continua sera r: T = T = T

hY
2= = = = = = ——t—— - - .
3

La pasamos a forma general:

x—1 -2 z-3 .
i = yT =0 - tomando la primera y la segunda:

2x—2=3y—6->2x—-3y+4=0
Tomando la primeray latercera:x —1=3z—9->x—-3z+8=0

2x—3y+4=0

Porlo que larecta es: r: {
a Xx—32+8=0
El punto M que buscamos es el punto de corte entre la recta r y el plano .

Para hallarlo tenemos que resolver el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano:

x—3z+8=0 x—3z=-8

2x—3y+4=0 2x —3y = —4
9{
3x+2y+z+4=0 3x+2y+z=-4

Voy a resolverlo por la Regla de Cramer (se puede resolver por cualquier otro método). Determinante
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de la matriz de los coeficientes:

2 -3 0

1 0 -3=2:-0-143-(-3)-(-3)4+1:-2:0—-3-0-0—-1-(-3)1—2-2-(-3)=42+0

3 2 1
Por lo que puede resolverse por la Regla de Cramer:

-4 -3 0

-8 0 -3
=4 2 1 _0—36+0—0—24—24_—84_ )
x= 42 - 42 “ 2 T

2 —4 0

1 -8 -3
I3 -2 1 _—16+36+0—0+4—24_0_0
Y=g - 42 2T

2 -3 —4

1 0 -8
13 2 -4 _0+72—8—O—12+32_84_2
‘= 42 - 42 T4z

Luego el punto es M(—2,0, 2) que es la proyeccion sobre el plano.
Para calcular el punto pedido podemos hacerlo de diversas formas:

e Utilizando la férmula del punto medio de dos puntos:

_ Xt Xy Y2t Zpt 7z
Xy = 5 Ym = 5 Zy = 2
Sustituyendo valores: —2 = =22PL 5 5 = —§

2
2+yp

0= 2 "> Ypr = —2

_ 3+ZP[

T2

2 QZP,:].

Por lo que el punto buscado es el P’ = (—=5,—2,1)
e Otra forma es calculando el vector PM y aplicarlo en el punto M:
PM=(-2-10-2,2-3) = (-3,-2,-1)

Lo aplicamos en el punto: (—2,0,2) + (—3,—-2,—1) = (=5,—2,1)que es el mismo resultado
que el anterior.

El punto simétrico es: P'(—5,—2,1)
c) Calculad la ecuacion del plano T’ que pasa por P’ y es paralelo a 7.

Si es paralelo al plano tendrd su mismo vector normal por lo que su ecuacién sera (salvo por el
coeficienteD): m: 3x+2y+z+4=0->n":3x+2y+2z+D" =0

Como tiene que pasar por el punto P’ ha de cumplir su ecuacién por lo que sustituyendo las
coordenadas del punto hallamos el coeficiente D’:

3-(-5)+2-(-2)+1+D'=0->-18+D'=0->D'=18
Por lo que el plano buscadoes: ':3x + 2y +z+ 18 = 0
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Problema 6:

Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo una linea recta. El
trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectdngulo de catetos 32 cm y 40 cm respectivamente. En el
espejo roto recortamos una pieza rectangular R, uno de cuyos vértices es el punto (x,y) (véase la
figura).

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funciéon de X, cuando0 < x < 32.
b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su drea sea maxima.

c) Calculad el valor de dicha area maxima.

AN
W

oy
b

Solucion:

a) Hallad el area de la pieza rectangular obtenida como funciéon de X, cuando 0 < x < 32.
Nos dan un dibujo del problema para hacernos idea de lo que se nos esta pidiendo.

Es facil ver que el area de la pieza que nos piden es: A(x,y) = (80 —x) - (80 — y)

(es la anchura o altura del cuadrado menos el trozo que quitamos)

Ahora tenemos que relacionar X e y. Yo lo voy a hacer aqui de dos maneras (en el examen basta con una
de ellas).

e Por semejanza de triangulos: En el trozo desprendido podemos apreciar tres triangulos rectangulos
semejantes y que, por lo tanto, tienen sus lados correspondientes proporcionales:
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Tenemos los tridngulos: ABC; ADF y CEF
Las dimensiones de los lados que forman el dngulo recto, en funcién de X e y son:
AB = 40 — y; BC =x
AD = 40; DF = 32
CE = y; EF =32 —x

Podemos establecer la relacién de muchas formas ya que, al ser semejantes, cualquier cociente de las

dimensiones de los lados es igual en los tres tridngulos. Yo voy a utilizar que:
AB _ AD 40-y 1280-40x __ 160-5x

40
ﬁ—ﬁ97—591280—32}1—40)69)1—79}/— ”

Como antes hemos visto que el area es: A(x,y) = (80 —x) - (80 — y)

160—5x)

Sustituyendo la expresién de y: A(x) = (80 — x) - (80 -—

Agrupamos términos:

- _Ey2 a2
A(x) — (80 i X) . (160:5x) % A(X) — 12800+4003; 160x—5x — 12800+2:0x 5x
Por lo que la expresién buscada es:
12800 + 240x — 5x>
A(x) = ;0<x<32

4

e Otra forma de hacer el problema es utilizando geometria analitica. Para ello situamos el espejo
en un eje de coordenadas bidimensional con el origen en el punto D. El punto A tiene de
coordenadas: A(0,40) y el F tiene de coordenadas F(32,0)

El punto C tiene de coordenadas: C(x,y) y pertenece a la recta que pasa por Ay F.

La ecuacion de la recta que pasa por Ay F es (ecuacion de la recta que pasa por dos puntos):

X=Xo _ Y—Yo x—32

YD 5 40x — 1280 = —32y > y = 1

X1=Xo  Y1—Yo 0-32  40-0 32

gue es la misma relacién que hemos hallado anteriormente con la semejanza.

b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su area sea maxima.
Queremos que el area sea maxima. Por lo que tenemos que buscar un maximo para la funcién:

12800 + 240x — 5x2
2 ; 0<x <32

Alx) =

Para ello derivamos e igualamos a cero:
1(x) — 240—-10x

A =0-> 240—10x =0 > x = 24 (es un punto del intervalo[0, 32])

Para demostrar que es maximo tenemos que hallar la segunda derivada y comprobar que su valor en el
punto es negativo:
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A''(24) = —Tw = —2.5 < 0; luego es un maximo

Como toda funcién continua (se trata de una polindmica) definida en un intervalo cerrado, ([0, 32])
alcanza el maximo y minimo absoluto en los maximos y minimos relativos o en los extremos del
intervalo, por lo que comprobamos su valor en el punto hallado y en los extremos:

12800+240-0—5-02 __ 12800

A(0) = : = 3200
12800 + 240 -24 — 5-242 15680
A(24) = = = 3920
4 4
12800 +240-32 —5-322 15360
A(32) = 7 =—,—=3840

Por lo que el maximo absoluto se alcanza en x = 24. Hallamos la otra coordenada:

1280—40x 1280—40-24 320

32 32 32
El punto C(x,y) es C(24,10)

Las dimensiones de la pieza R son: 80 — 24 = 56y 80 — 10 = 70 es decir: 56 X 70 cm

El area R es maxima cuando sus dimensiones son 56 X 70 cm

c) Calculad el valor de dicha area maxima.
El drea serd: A = 56 X 70 = 3920 cm?

El Area maxima de R es de 3 920 cm?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
2 CENERALITAT UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL
& VALENCIANA CURSO: 20202021 EXTRAORDINARIA DE

MATERIA: MATEMATICAS II JULIO

BAREMO DEL EXAMEN:

El alumnado contestard solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacién del ejercicio serd la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y aproximada a las
centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numéricos y graficos

deberan estar siempre debidamente justificados.
OPCION A

Problema 1:

2x—y+z=m
Se da el sistema de ecuacionesy{ x +y + 3z =0 donde mes un parametro real. Se pide:
5 —4y+mz=m

a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro m. (4 puntos)
b) La solucién del sistema cuandom =1 (3 puntos)

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado (3 puntos)

Problema 2:

x+y—-1=0 x1_y _z . N
2x—z—1=0’s' " —_1—2yel planom: x + my + z = 2 que depende del

parametro real m. Obtened:

Se dan las rectas r:{

a) La posicidn relativa de las rectas r y s. (4 puntos)
b) El valor del pardmetro m para que la recta r esté contenida en el planom (3 puntos)

c) Los puntos A, B, C interseccion del plano  con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi
como el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P (2,2,2) (3 puntos)
Problema 3:

.y —x2
Dada la funcién f(x) = xe'™*", calculad:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos (4 puntos)

b) Las asintotas y la gréfica de f. (3 puntos)
c) Laintegral [ f (x)dx (3 puntos)
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Problema 4:

1 2 3 1
Se dan las matrices A = (—1 a 1) yB = (—1) (1 2 3).Obtened

1 a*-2 3 2
a) El rango de la matriz A segun los valores del pardmetro a. (3 puntos)
b) Una matriz C tal que AC = 161, siendo | la matriz identidad, cuandoa = 0 (4 puntos)

x 1
c) El rango de la matriz B y la discusion de si el sistema B (y) = (—1) tiene solucion (3 puntos)
z 2

Problema 5:

Dados los puntos P(1,1,0), Q(2,—1,1) y R(a, 3, —1), se pide:

a) La ecuacion del plano que contiene a P, Q y R cuando a = 1 y la distancia de dicho plano al
origen de coordenadas. (3 puntos)

b) La ecuacién de la recta r que pasa por R cuando a = 1y es paralela a la recta s que pasa por P

y Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s. (4 puntos)
c) Los valores deapara los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacidon de la recta que los
contiene. (3 puntos)

Problema 6:

Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea rectangular, y las partes
laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo mide (4 + ) metros cuadrados.
Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se observa en la figura. Se pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectangulo. (5 puntos)

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima. (5 puntos)
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RESPUESTAS

Problema 1:

2x—y+z=m
Se da el sistema de ecuacionesy x +y + 3z =0 donde mes un parametro real. Se pide:
5x —4y+mz=m

a) Ladiscusion del sistema de ecuaciones en funcion del parametro m.
b) La solucién del sistema cuandom = 1.

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro m.

Cuando nos piden una discusidn se refieren a que utilicemos el Teorema de Rouché-Frébenius. Para
ello tenemos que estudiar los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

2 -1 1
Matriz de los coeficientes: M = (1 1 3)

5 4 m
Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 (podemos darnos cuenta enseguida que hay
menores de orden 2 diferentes de cero) por lo que calculamos el valor del menor de orden 3 (toda la
matriz). Calculamos el valor del determinante:

2 -1 1
IM|=11 1 3|=2m—-15—-4—-54+m+24=3m
5 =4 m

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante:
3Im=0->m=0

La primera conclusion que podemos sacar es que sim # 0 el RgM = 3 y como la matriz ampliada es de
dimensién 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Sim# 0el RgM = 3 = RgM™ = ny el sistema es Compatible y Determinado
Sim = 0el RgM = 2 ya que el menor de orden 3 es cero pero existen menores de orden 2 que no son
2 1) _ _
nulos.l1 1|—2+1—3
Vamos a estudiar para el caso m = 0 el rango de la matriz ampliada:
2 -1 1]0
M=[1 1 3o
5 —4 0I0
Nos damos cuenta que se trata de un sistema homogéneo y debemos saber que un sistema

homogéneo sélo puede tener una solucién compatible determinada que es la solucion trivial (x,y,z) =
(0,0,0)

El rango de la matriz ampliada con una columna de ceros nunca puede ser mayor que el de la matriz de
los coeficientes por lo que tenemos que:
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Sim=0elRgM = 2 = RgM" < nlincbgnitas y el sistema es un Sistema Compatible Indeterminado.

La discusion completa es:
Sim # 0el RgM = 3 = RgM" = n el sistema es Compatible Determinado

Sim=0elRgM = 2 = RgM" < n® incégnitas el sistema es un Sistema Compatible Indeterminado

b) La solucion del sistema cuandom = 1.

El sistema queda:

x+y+3z=0

{Zx—y+2=1
Sx—4y+z=1

Como m # 0 sabemos que el sistema es Compatible y Determinado

El valor del determinante de la matriz de los coeficientes es:

2 -1 1
IMl=|1 1 3|=2-15-4—-5+1+24=3%0
5 —4 1

Como tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incognitas (3) y el determinante de la matriz de los
coeficientes no es cero podemos aplicar la regla de Cramer:

1 -1 1
0 1 3
i oZ4 3] 1-3+0-1-0+12 9
= 3 = 3 —3°
2 1 1
LY L iis+1-0-1-6 o
+1541—-0—1—
y:5 1 11 _ —_=3
3 3 3
2 -1 1
1 1 0
s -4 af_2t0-4-5+1-0 -6_
Z= 3 = 3 —3 "

Luego la solucionesx =3; y=3; z = -2

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

El sistema es Compatible Indeterminado si m = 0. En ese caso el sistema queda:

2x—y+z=0
{x+y+3z=0
5x—4y =0

Se trata de un sistema homogéneo. Como hemos dicho antes un sistema homogéneo sdlo puede tener
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una soluciéon compatible determinada que es la solucidn trivial (x,y,z) = (0, 0,0). Aqui tenemos que
buscar una solucién indeterminada.

_1|
1
Como vemos es el menor formado por las dos primeras ecuaciones y dos primeras incégnitas. Para

resolver quitamos la 32 ecuacién (que es la que queda fuera del menor) y le damos a la tercera
incégnita el valor de un pardmetro:z = 1; 1 € R

2
Para ello tomamos el menor que nos daba el rango 2: |1

Ahora el sistema a resolver es:

{2x—y+A=O
x+y+31=0

asamos €l parametro al segundo miempro: x +y =—3)1

Ahora tiene tantas ecuaciones como incégnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes no es
nulo por lo que podemos aplicar la regla de Cramer:

2 -1
|1 1 | =3

-1 —1| |2 -1

co1=32 1l _—A=34 -4, 11 3l _—6A+4 -5
3 3 37 3 3 3
oz -4 5
Luego la solucidn es: (x,y,z) = (?/1, —E/l, A); AER
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Problema 2:

x+ty—-1=0 x1_y _:z : —
2x—z—1=0'5' T —_1—2yel plano m: x + my + z = 2 que depende del

parametro real m. Obtened:

Se dan las rectas r:{

a) La posicion relativa de las rectas r y s.
b) El valor del pardmetro m para que la recta r esté contenida en el plano .

c) Los puntos A, B, C interseccion del planomcon los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi como
el volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P(2, 2, 2).

Solucion:

a) La posicion relativa de las rectas r y s.

Para estudiar la posicién relativa de dos rectas podemos hacerlo estudiando directamente los rangos de
las matrices formadas por sus ecuaciones implicitas (con lo que tendremos que manejar determinantes
de orden 4x4) o bien estudiando el rango de las matrices formadas por sus vectores directores y un
vector obtenido a partir de un par de puntos de las mismas, con lo que estudiaremos sdlo
determinantes de rango a lo sumo 3x3. Yo voy a hacerlo de la segunda manera.

Necesitamos un vector director y un punto de cada recta.

_{x +y—-1=0

"Q2x—z—-1=0

Como se trata de una recta en forma general para hallar un vector y un punto podemos resolver el
sistema compatible indeterminado que forman sus ecuaciones.

Matriz de los coeficientes: (; (1) _01)

Necesitamos un menor de orden 2 diferente de cero: |; (1)| =0—-2=-2=%0

Hacemos parametro la coordenada que queda fuera del determinante: z = A y la pasamos al miembro
de la derecha:

_{x +y=1

Q2x=21+1

Para resolver el sistema no hace falta ningin método especial de resolucién ya que tenemos la X casi
despejada en la segunda ecuacion:

Ca+1
Y=

Sustituyendo el valor hallado despejamos la y:

A+1 A+1 2-1-1 1-2
o tyslry=l-nr=—m =y

Por lo que la ecuacidn, en paramétricas, es: r:

z=A
Ahora es facil obtener un punto y un vector director de la recta:
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x—1 z , . .
== 11 = Ela recta S estd en forma continua por lo que la obtenciéon de un punto y un vector

director es inmediata:

PS(ll 0; 0)1 FS) = (1)_1I 2)

Hallamos ahora el vector que une ambos puntos:

W—(1 10 10 0)—(1 10)
rts — 2! 21 - 2! 2’

Formamos ahora una matriz con ambos vectores directores y el vector hallado y tenemos que estudiar
el rango de dicha matriz:

1 L 1
2 2
M=]-1 1 -1
2 2
1 2 0

En esta matriz si observamos las dos primeras columnas podemos ver que son proporcionales lo cual
nos dice que ambos vectores directores son proporcionales y las rectas son paralelas o coincidentes (ya
que tienen la misma direccién).

Sin embargo, al analizar la matriz con la tercera columna (la que contiene al vector de los puntos),
podemos apreciar que no es proporcional a las anteriores por lo que la matriz, con esa columna, tendra
rango 2y las rectas seran paralelas. (Si hubiese sido también proporcional serian coincidentes).

Las rectas r y S son paralelas.

b) El valor del parametro m para que la recta r esté contenida en el plano

Este apartado podemos abordarlo también de diversas formas. Para que una recta esté contenida en un
plano se tienen que dar dos condiciones: su vector director es perpendicular al vector normal del plano
y un punto de la recta esta en el plano o bien dos puntos estan dentro del plano.

m:x + my + z = 2 suvector normal es: 1 = (1,m, 1)

_,_(1 1 1)
vr_ 2) 2;

Para que sean perpendiculares su producto escalar ha de ser cero:

G (L _lq\ol_my 3 _m 3 m_g ym_3 _
Ap=Am1)-(3,-31)=3-241=2-252_2-052=25m=3

Con ese valor tenemos que comprobar que un punto de la recta estd contenido en el plano:
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P. G,%, O) queremos saber si pertenece al plano m: x + 3y + z = 2 para lo cual sustituimos el punto

en la ecuacion del plano y comprobamos si se verifica:

1,3

5+5 + 0 = 2 como podemos observar el punto pertenece al plano y como el vector es ortogonal al
plano podemos afirmar que, para el valor m = 3 la recta r esta contenida en el plano .

Param = 3, la recta r esta contenida en el plano .

c) Los puntos A, B, C interseccion del plano  con los ejes de coordenadas cuando m = 2, asi como el
volumen del tetraedro de vértices A, B, Cy P(2,2,2)

Como nos dicen que m = 2 la ecuacion del planoes:m:x + 2y +z =2

Tenemos que buscar ahora los puntos de interseccion del plano con los ejes coordenados. Las
ecuaciones de los ejes son:

x=0

y=0

x=0
z=0

y=0

Eje OX: {Z o

Eje OY: { Eje oz:{
Para encontrar los puntos de interseccidén basta con resolver los sistemas que forman las ecuaciones de

cada eje con la ecuacion del plano:

x+2y+z=2
Eje OX:$ y=0 - x = 2 luego el punto es: A(2,0,0)
z=0
x+2y+z=2
Eje OY: x=0 -y = 1luego el punto es: B(0,1,0)
z=0
x+2y+z=2
Eje OZ: x=0 - z = 2 luego el punto es: €(0,0,2)
y=0

Ahora tenemos que hallar el volumen del tetraedro formado por esos tres puntos y P(2, 2, 2)Tomamos
un punto como origen y hallamos los tres vectores desde ese punto a los otros tres vértices:

PA=(2-20-2,0-2)=(0,-2,-2)
PE=(0-21-20-2)=(-2-1,-2)
PC=(0-2,0-22~-2)=(-2,-2,0)

Debemos conocer que el volumen del tetraedro es 1/6 del valor absoluto producto mixto de los tres
vectores que forman sus aristas con un vértice comun:

1o 1o -2 -2 4
V=g||PA-(PB><PC)||=€ -2 -1 —2||=210-8-8+4-0-0]=2v°
-2 =2 0

El volumen del tetraedro mide: V = 2u3
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Problema 3:

Dada la funcionf (x) = xel™** calculad:
a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos
b) Las asintotas y la grafica de f.

c) Laintegral [ f (x)dx

Solucion:

a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos

Se trata de una funcidn polindmica por una exponencial de exponente polinédmico. Tanto una como la
otra no presenta problemas de dominio (su dominio son todos los reales). Por lo que tenemos que:

El dominio de la funcién sera: Domf(x) = R.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento. Para calcularlos tenemos que hacer la derivada e
igualar a cero para conocer los puntos criticos. Se trata de un producto de dos funciones por lo que la
derivada sera:

Fl) =1-e* +x- el ne - (—2x) = e?™*" — 2x2e1*" = 17" . (1 — 2x2) = 0

Tenemos un producto de dos funciones igualado a cero. Las soluciones se obtienen al igualar a cero
cada una de las funciones, pero una exponencial nunca puede ser cero, por lo que la primera funcién no
nos proporciona ninguna solucion:

e 20 1-27=0>-2%=-13x?=1 >x=x [1="

_ V2

. -, V2
Por lo que tenemos dos posibles puntos criticos: x; = 5 X2 .

Analizamos el signo de la derivada antes y después de los puntos criticos. En el analisis hay que incluir
las discontinuidades del dominio, pero en este caso no hay ninguna:

Los valores calculados han sido:
f'(-1)=-1<0
f'(0)=e>0
ffl)y=-1<0
-0 E
frg () 2 (+) 2
I

(-)
w N\

decrece crece decrece

Observando el grafico tenemos que los intervalos de crecimiento y decrecimiento son:
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Crece en]——z,;[ ydecreceen]—w,—g[ U]§,+00[

N

. . - V2 - -2
Por el gréfico podemos observar que tiene un maximo en x; = = Y unminimo en x, = —=

Hallando la segunda coordenada:

VA\ V71 VI
f 7>=7e 2—7\/2—11658
f(%ﬁ :__ﬁellzi e~ —1.1658

b) Las asintotas y la grafica de f.
Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe de los limites:

lim f(x) = lim xel™* =0 (ya que, al tender a infinito, quitamos el 1 del exponente y pasamos
X—+00 X—+oo

toda la exponencial al denominador, el cociente de un polinomio entre una exponencial, por
comparacion de infinitos es cero) luego tiene asintota horizontal en y = 0 por +0

—x2 . ; . . . .
1=x% = 0 por la misma razén que el anterior tiene asintota horizontal en

lim f(x) = lim xe
xX——00 X——00
y = 0 por -oo.

Veamos las tendencias (cémo se acerca la funcién a la asintota) para ello calculamos un valor
relativamente grande y comprobamos si sale un valor algo mayor o menor que el de la asintota:

£(10) = 10e*71%* = 1.011 - 107*2 > 0 luego va por encima de la asintota en +oo

F(=10) = —10e1~C10% = 1,011 - 1072 < 0 luego va por debajo de la asintota en -0

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Como en este caso el dominio es Domf(x) =Ry no presenta
discontinuidades la funcién no tiene asintotas verticales.

Como tiene asintotas horizontales no tiene oblicuas.
Asintota horizontal y =0

Para dibujar la grafica nos basamos en las asintotas, sus tendencias, el maximo y minimo hallados y la
monotonia:

También podemos hallar el punto de corte de la gréfica con los ejes que es (para ambos casos) el (0, 0):
£(0) = 0e7%" = 0

xel™ =0 >x=0
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La grafica queda:

| -
Maximo
tendencia .
* _ + 3 | : :
tendencia punto de
corte
a4
Minimo
-2
¥
24
] E
x
1 2 3
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c) Laintegral [ f (x)dx

Tenemos que realizar la integral:

jf(x)dx = Jxel"‘zdx

Por tratarse de una exponencial y un polinomio podriamos pensar que se trata de una integral por
partes. Sin embargo, para que esto fuese asi, la integral de la parte exponencial ha de ser inmediata vy,
en este caso, no lo es, puesto que el exponente es un polinomio de segundo grado.

Procede hacer un cambio de variable ya que el polinomio del exponente es de segundo grado (su
derivada sera de primer grado) y hay un polinomio de primer grado multiplicando a la diferencial.

Hacemos el cambio: 1 —x2 =t

1-x*=t¢ dt -1 -1
dx = 1_x2d = dt :f = — tdt =—et +C
ff(x)x fxe x —2xdx=dt—>xdx=_—2 e_2 2 € 2e+
=_71el_x2+C

Luego la integral pedida es:

jf (x)dx = _71e1‘x2 +C
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Problema 4:

1 2 3 1
Se dan las matrices A = (—1 a 1) yB = (—1) (1 2 3).0Obtened
1 a*-2 3 2

a) El rango de la matriz A segun los valores del parametro a.

b) Una matriz C tal que AC = 161, siendo | la matriz identidad, cuando a = 0.

X 1
c) El rango de la matriz B y la discusién de si el sistema B (y) = (—1) tiene solucion.
z 2

Solucion:

a) El rango de la matriz A segun los valores del parametro a.

La matriz A es una matriz de dimensién 3x3 por lo que puede tener hasta rango 3. Analizamos el valor
del determinante de mayor orden (3):

1 2 3
Al = [-1 a 1l=3a+2-3@?-2)—-3a+6—(a*—-2)=—4a*+ 16
1 a?-2 3

Vamos a analizar cuando vale cero:
—4a2+16=0 > —4a> = -16 > a? =—">a’ =4 > a = £2
Luego el rango de la matriz A serd 3 sia # +2. Veamos qué pasa cuando a = +2:

Existe un menor de orden 2 que no depende de a y que no es cero:

1 3

1 1 =143 =4+ 0porloqueelrango deAes 2.

Tenemosque RgA =3 sia + +t2yRgA = 2 sia = +2.

b) Una matriz C tal que AC = 161, siendo | la matriz identidad, cuandoa = 0

Despejamos con las letras:

AC = 161 Multiplicamos por la izquierda por la inversa de A

A1 AC =471 161 Utilizamos que A~ - A = I y que los nimeros conmutan
[-C=16A"1-1 Utilizamos que cualquier matriz por la identidad es la misma matriz
C=164"1 Que es la matriz que tenemos que hallar.

Tenemos que calcular la inversa de A. Podemos hacerlo por el Método de Gauss o por determinantes.
Yo lo voy a hacer de las dos maneras, pero en el examen basta con una de ellas.

1 2 3
Como nos dicen que a = 0 tenemos que la matriz es ahora: A = (—1 0 1)
1 -2 3
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Por el Método de Gauss:

1 2 3]1 0 O 1 2 3
(—101010)(024
1 -2 310 0 1 0 -4 0
Fo=F+F1
Fs=F3-F1
1
8 0 01 -6 1 1 0 Of
(0 4 0|1 O —1) 0 1 0,
0 0 8l1 2 1 0 0 1|1
8
F1="F./8
F2=F./4
F3=F3/8
1 -3
8 4
Por lo que tenemos que: A~ = \i 0
1 1
8 4

1
1

sk O "‘lJa

1 0

Fi=Fi-F,
F3=Fs+ 2F;

[
wira|Lorn

0 0
10) (02

-1 0 1

0 0

-1
4
8

0
1
1

-1 0
o)
2 1

F1=8F1+Fs3
F2=2F;-F3

No es obligatorio, pero si conveniente comprobar el resultado utilizandoque: A- A ' =471 -4 =I.

1 -3 1
24 811 2 03
Al A= 7 0 7 ‘l-1 0 1
1 1 1 1 -2 3
8 4 8
Por lo que es correcto el resultado.
Por determinantes:
Utilizamos la férmula: A™1 = ﬁ (AdjA)t
1 2 3
[Al=[-1 0 1
1 -2 3

Aplicando la férmula tenemos:

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
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1+3+1 1
8 4 8 4
1 0 1 1
4 4 2
1 1+1 1
8 4 8 4

+

+

+

=04+24+6—-04+6+2=16+0=>3471

o

]
+

o

BlR N R A -

33,3
8 28
3,023 =(0 1 0
4 4 00 1
3,13
8 278
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0o 1 -1 1| |—1 0|f
A—1=% _|__-222 32 11 g|3 _h :22| =%<—212 g i>t=1—16<i _32 _24>
2 3 1 3 |1 2 2 42 2 42
|0 1| -1 1 |—1 0|
1 -3 1
8 4 8
|1 -1
“lz ° 7
1 1 1
8 4 8

Logicamente es el mismo resultado que por el anterior método por lo que no vamos a comprobarlo.

Tenemos que hallar la matriz C.

C=16A"1>C=16-A"1=16-

[l I el T

2 -12 2
Porloque:C=(4 O —4

2 4 2

x 1
c) El rango de la matriz B y la discusion de si el sistema B (y) = (—1) tiene solucion.
z 2
1
Como nos dicen que: B=|—-1|(1 2 3)tenemos que hacer la operacién para conocer sus

2
elementos:

1 1 2 3
B = (—1) 1 2 3)= (—1 -2 —3)
2 2 4 6

Para conocer el rango tenemos que determinar el nimero maximo de filas o columnas linealmente
independientes. Sin embargo, nos podemos dar cuenta facilmente que, en este caso, la segunda fila es
igual a la primera multiplicada por -1y la tercera fila es el doble que la primera por lo que sélo una fila
es independiente y el rango es 1.

RgB =1

X 1
Ahora tenemos que determinar si el sistema B (y) = (—1) tiene solucion. Aplicando el Teorema de
z 2
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Rouché-Frébenius sabemos que tendra solucidon si los rangos de la matriz de los coeficientes y de la
matriz ampliada son coincidentes.

Por el subapartado anterior sabemos que la matriz de los coeficientes (B) tiene de rango 1.
Tomamos ahora la matriz ampliada del sistema:
1 2 3
B'=|-1 -2 -3

1
-1
2 4 612

Podemos de nuevo observar que la segunda fila es igual a la primera multiplicada por -1y la tercera fila
es el doble que la primera por lo que sélo una fila es independiente y el rango es 1 de nuevo.

Aplicando el teorema de Rouché-Frobenius RgB = RgB™ = 1 < n? incégnitas = SCI

Luego el sistema tiene solucion (es compatible) indeterminado (por ser menor el rango que el nimero
de incdgnitas).

El sistema es compatible indeterminado, por lo que si tiene solucién.
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Problema 5:

Dados los puntos P(1,1,0), Q(2,—1,1) y R(a, 3, —1), se pide:

a) La ecuacién del plano que contiene a P, Q y R cuando @ = 1 y la distancia de dicho plano al
origen de coordenadas.

b) La ecuacidn de la recta r que pasa por R cuando @ = 1y es paralela a la recta s que pasa por P
y Q. Calculad la distancia entre las rectas ry s.

c) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacién de la recta que los
contiene.

Solucion:

a) La ecuacién del plano que contiene a P, Q y R cuando @ = 1y la distancia de dicho plano al origen de
coordenadas.

Como sabemos para determinar la ecuacion de un plano hacen faltan un punto y dos vectores
— —_—
directores. Vamos a tomar el punto de referencia P y los vectores PQ y PR

P0=(2-1-1-11-0)=(1,-2,1)
PR=(1-13-1-1-0)=(0,2,—1)

Para determinar la ecuacién implicita calculamos el determinante formado por el punto y los vectores

X—Xo Y—Yo Z— %
directores en la forma: | Uq Uy Uz | =0
V1 %) V3
x—1 y—1 z-0
1 -2 1 [=0326-1D+0y-1D+2z-0-0z-0+1(y-1D-2x-1D=0->
0 2 -1

y + 2z —1 = 0 que es la ecuacion buscada.

Ahora tenemos que determinar la distancia de ese plano al origen.
Para calcular la distancia de un punto a un plano utilizamos la férmula:
|Axy + Byy + Czy + D|
donde el punto es: 0(0,0,0) yelplanoy +2z—1=10

d(P,m) =

Sustituyendo valores tenemos que:

0-0+1-04+2-0—-1] 1 5
d(O,TL’)ZI |=—=—u.l.
V02 + 12 + 22 5 5
V5
do,m) =—u.l.
5
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b) La ecuacién de la recta r que pasa por R cuando a = 1y es paralela a la recta S que pasa por Py Q.
Calculad la distancia entre las rectas ry s.

Para determinar la ecuacion de una recta nos hace falta un punto y un vector director.
El punto lo tenemos ya que la recta r pasa por R cuando a = 1, es decir, el punto R(1,3,—1)

Como es paralela a la recta s que pasa por P y Q ha de tener su mismo vector director (el que une
ambos puntos):

PG=(2-1,-1-1,1-0)=(1,-2,1)

Damos la ecuacion de la recta r en forma continua:

x—1 y-3 z+1
A R S |

Ahora tenemos que calcular la distancia entre ambas rectas. Como son paralelas la distancia entre ellas
es la misma que la de cualquier punto de una a la otra recta.

Vamos a utilizar el punto que tenemos de la recta r que es el puntoR (1,3, —1)y la recta s.

Férmula de la distancia de un punto a una recta:

[PRx3|
17|

d(R,s) = donde P es un punto de Sy ¥ es un vector director de s.
Tomamos como punto de s el P por lo que:
PR=(1-13-1,-1-0)=(0,2-1)

Y como vector director el hallado anteriormente: v = (1,—2,1)

Hallamos los valores necesarios para aplicar la férmula: [¥]| = \/12 +(-2)2+12=+6

_ T] k .
PRx%=|gp 2 —1|=01—17—-2k=(0,—1,-2)
1 -2 1

|PR x 3| = /02 + (-1)2 + (-2)2 = V5

Por lo que la distancia pedida es:
PREx3| +5 |5
ar,s) =PRI _VS_ I8,
19| V6 |6

c) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacién de la recta que los contiene.

Para hacer el ejercicio mds corto podemos trazar la recta que pasa por Py Q y después comprobar el
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valor de a que hace que pertenezca a esa recta. Si lo hacemos asi la segunda parte estara resuelta.
Para determinar la ecuacion de una recta nos hace falta un punto y un vector director.
El punto lo tenemos ya que la recta t pasa por P, es decir, el punto P(1,1,0)
Como pasa por Py Q ha de tener como vector director el que une ambos puntos:
P0=(2-1-1-11-0)=(1,-2,1)
Damos la ecuacion de la recta en forma continua:
x—1 y—-3 z+1
71 T2 T

Ahora el punto R(a, 3, —1) ha de pertenecer a esa recta por lo que tiene que verificar su ecuacién, es
decir:

a-1 3—1=—11—0 Sa—1=-1=-1

Como vemos la ultima ecuacién se cumple para que lo hagan las otras dos basta con que se cumpla
que:

a—1=-1->a=0
Por lo que para el valor @ = 0 los tres puntos estan alineados y los contiene la recta:
x—1 y—-3 z+1
S T R |
Para el valor & = 0 los tres puntos estdn alineados
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Problema 6:

Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea rectangular, y las partes
laterales sean semicircunferencias hacia fuera. La superficie del campo mide (4 + ) metros cuadrados.
Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal y como se observa en la figura. Se pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectangulo.

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima.

Solucion:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en funcién de la altura y del rectangulo.

La figura esta formada por un rectangulo y una circunferencia (si unimos las dos semicircunferencias
forman una Unica figura).

La longitud de las lineas del rectangulo es: L, = 2x + 2y

La longitud de la circunferencia (el radio es y/2): LC = 21 % =my

Sumando ambas longitudes tenemos la longitud total:

L=L.+L.=2x+2y+ny=2x+Q2+mn)y

Como queremos que esté sélo en funcion de la altura y del rectangulo tenemos que buscar una relacion
entre ambas variables.

El dato que tenemos adicional que las relaciona es la superficie del campo: (4 + m)

Esta superficie se obtiene sumando el area del rectangulo y de la circunferencia:

2 2
S=Sr+SC=x-y+n(%) zx'er”'yT

Ahora tenemos que sustituir la superficie por su valor y despejar la x:

2 2 16+4m—m-y> 16+4m—m-y?
4+T[ :x.y+n.y_ % 4.+T[_T[.y_:x.y 9 M:x.y 9 u:x

4 4 4 4y
Ahora hay que sustituir la expresion hallada en la de la longitud que teniamos:

16+4m—1-y>?

L=2x+Q2+m)y 9L=2-(M)+(2+n)y
Debemos simplificar la expresion:
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16+4m—T-y? 16+4m—T-y?
L=2-(%)+(2+n)y 9L=%+(2+n)y >

16+4n—m-y2+4y2+2my? S L= 16+4m+(4+m)y?
2y N 2y

> L=

Si lo separamos en términos:

L()—8+2n+2 +Tl'
y) = y y 2)’

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima.

Como queremos usar la menor cantidad de pintura posible tenemos que buscar las dimensiones del
campo de forma que la longitud sea minima.

Es decir, tenemos que buscar un minimo a la funcién:
8+ 2m

+2y 4o
M

Para ello derivamos en funcién de y, igualamos a cero y despejamos el valor de y:

L(y) = y

L( )_ (8+2n’)+2+ =0 > (8+27t) __09 +7 8+§1T9
y
a2 — 2_16+4TL’ 2_4'(4+TL’)_ 2 _ _
>@+mn)y =16+4n > y*'=—— Dy =———=4 >y =4 Sy =12

Fijémonos que sélo nos interesa estudiar el valor positivo y =2 puesto que la variable es una
dimension de un campo (no puede ser negativa):

Para demostrar que es minimo tenemos que hallar la segunda derivada y comprobar que su valor en el
punto es positivo:

L ( ) _ (8;-271’) +2 + S LII( ) 2(8;-271’) L”( ) — 16+4m, L”(Z) — 16+4m ~357>0

Luego y = 2 es un minimo.

La funcién L(y) es continua en el intervalo (0, +) y el Unico extremo relativo en ese intervalo ha sido
el y = 2. Como la funcién decrece para los valores menores y crece para los mayores esta claro que
sera un extremo absoluto puesto que no ha salido ningin cambio de la monotonia en ese intervalo.

Por lo que el minimo absoluto es en y = 2 hallamos la otra coordenada:

_ 16+4m-1-y? Sy = 16+4m—m-2%2 2

4y 4-2
Por lo que los valores de las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima son:
x=2;,y=2

Es un cuadrado de lado 2 y las semicircunferencias laterales tienen radio 1.
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Otras webs con problemas de Selectividad resueltos

En la web puedes encontrar muchos problemas resueltos de los propuestos en
selectividad.

https://www.ebaumatematicas.com/
El objetivo de esta pagina web es ser una herramienta para dar facil y rapido acceso a
los exdmenes EBAU de matematicas Il y matematicas aplicadas a las ciencias sociales Il
de todas las comunidades auténomas de Espana realizados los Ultimos afios: 2017, 2018,
20109.

Aparecen los examenes oficiales de la comisién organizadora de cada comunidad y
dichos exdmenes resueltos, a veces, de distintas maneras.

La resolucion de los exdmenes ha sido labor de Juan Antonio Martinez Garcia, Juan
Carlos Alonso Gianonatti, German Jesus Rubio Luna, Segundo Pérez, Julio Garcia Galavis,
Enrique Castafos Garcia, Antonio Cascales Vicente, Jesus y José Maria Amorena
Erdozain..

Agradezco la generosa e importante aportacion de cada uno de ellos.

Cuando la comisiéon organizadora de las pruebas EBAU ofrece la resolucion o soluciones
de las pruebas también se adjuntan esos archivos oficiales.

Tienen la intencidn de ser una web dindmica e ir creciendo poco a poco, y se agradecen
aportaciones para corregir o afadir algin examen que falte en nuestra abundante
oferta.

Solo aparecen los examenes a partir del 2017, afio en que se implanté la LOMCE y
cambiaron los contenidos de las pruebas.

De distinta autores y de diferentes institutos, con enunciado y problemas resueltos de
varios afhos.
http://www.iesayala.com/selectividadmatematicas/

Con examenes resueltos de Navarra
http://multiblog.educacion.navarra.es/jamorena/files/2019/09/Examen-ordinario-de-

2019.pdf

Con examenes resueltos de Andalucia
http://matestube.blogspot.com/2019/06/2-bachillerato-examen-matematicas-ii.html

Con examenes resueltos de Andalucia
https://www.emestrada.org/2019-septiembre-examen-selectividad-matematicas-

andalucia/
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Con examenes resueltos de Catalufia
http://universitats.gencat.cat/ca/pau/model examens/

Autor: Isaac Musat. Problemas de la Comunidad de Madrid. Sélo enunciados, pero de
muchos afios. Organizados por materias.
http://www.musat.net/web_2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf
Del mismo autor. Problemas resueltos de Madrid y Valencia. Los del afio 2019 a partir
de la pagina 503.
http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/Selectividadsol.pdf

Centro aragonés de Tecnologias para la educacion
http://catedu.es/matematicas_mundo/PAU/PAU.htm

Examenes de Selectividad de Extremadura resueltos. De autor: Vicente Gonzalez Valle.
Organizados por materias: Andlisis, Algebra, Geometria y Probabilidad y Estadistica
http://www.vicentegonzalezvalle.es/documentos/Examenes_selectividad A4.pdf

Autor: Pedro Reina. Exdmenes de selectividad resueltos de la Comunidad de Madrid
hasta el afio 2015
http://pedroreina.net/pau/

Pagina de Orientacién Andujar con exdmenes resueltos hasta el afio 2011.
http://www.orientacionandujar.es/2013/05/29/examenes-resueltos-selectividad-y-
pau-matematicas-ii-y-mas-recursos/

Selectividad de la Comunidad de Madrid hasta el 2015
http://www.ejerciciosmatematicas.net/selectividad/

Autor: Segundo Pérez. Selectividad en la comunidad valenciana hasta el 2019
http://www.segundoperez.es/

Selectividad del Pais Vasco hasta el 2019.
https://www.ehu.eus/es/web/sarrera-acceso/batxilergotik-unibertsitatera-
sartzeko-probaren-ariketak

Varias comunidades, varios exdmenes resueltos
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/centros-
tic/18008841a/helvia/aula/archivos/repositorio/0/117/html/selectividadmatematicas/
index.html

Videos con las soluciones de exdmenes
https://www.youtube.com/watch?v=DJFSsrvY1BM

Las universidades en ocasiones editan las soluciones de los problemas que se han
propuesto.
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