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MATEMATICAS 11

Después de leer atentamente ¢l cxamen, responda razonadamente cuatro pregunias coalesquicra a elegir
entre ks ocho que se proponen,

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificard sobre 2,5 punios.

El estudhanie deberi indicar ln agrupacion de pregunias que responderi. La seleccion de pregunias deberi
realizarse confiorme a las instrucciones plantcadas, no sicndo vilido seleccionar preguntas que sumen mds
de 10 puntos, ni agrepaciones de pregunias qw, no coincidan con las indicadas, ko que puede conllevar ka
anulacion de alguns pregunta gue se salga de las instroccionss.

Blogue 1A Un operudor Lurislico vende o bs agencias locales vinges conoerlados al Carilbse, Tslas
Maldivas ¥ Tailandia A una primera agencia A e vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Maldivas ¥ 10 a
‘Tailandia, cobrando por todo ello 12,000 curos. A una sepunda agencia i e vende 10 viajes al Caribe
v 20 5 Thilandis, cobrando por todo cllo 13.000 curos, Y s una tereers speocis © le vende 100 visjos
al Caribe v 10 2 las Maldivee:, cobrando por todao ellos 70000 curos, See pides

a) Planbes un gistem de eeuaciones ogue permita cadeolar e precio del viaje aocada uoo de los destinos

Y caleula, si es pogible, dicho precio. (1.5 punios)
k) Si le ohligasen a rehajar un 20°% el precio del viaje al Caribe dejando Ios otros iguales, jeodnto
dinero perderia? (0.5 puntos)

) jCudl serfa el precio del viaje a las Islas Mabdivas necesario para compensar la bajada del 205
del viaje al Caribe ¥ asi recandar el mismo dinero? {se mantiene el precio del viaje a Tailandia).

{105 punios)
a 0 —I -
Blogue 1.B Sealamatriz A—| -1 0 0], acBRy X=| w
01 a z
a) Escribe ol gistema de ecuaciones AX = X en la forma BX =0, (0.5 puntos)
by) Estamlia per gt valores e o el sistema tene infinitas soluciomes, (1 punto)
) Parn =0 caleuls, s exisle, la mvers de AL (1 punio)

Blogque 2.A Sean las paribolas o, =x° — 26 +3 ¢ g, = ar® + b
a) Caleuly s wlores de a v & pasoque en el punlo de abacss =2 las dos paribolas bengan

la misma recta tangente. Caleula dicha recta tangente. (1 punta)
b) Para a=1,b=1 esboza el recinto limitado por las pardbolas entre ol oje ¥y el punto de corte
entre ellas. Caleula el drea del mizsmo. (1.5 puntos)

Blogue 2B Sean bres mimeros reades pesibivos coya sume os 80y oo de cllos es by medioe de bos
odrog dos. Determina s orimeros de Torme gue el prodocto enbee ellos s medximn. (2.5 puniaos)
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Blogue 3.4 Dadas las rectis r:m;l=y_—_2]=z ¥ x_.{.t!+2yz=—:
a) Comproeha qoe b reclas se oresan. (0.7 punbos)
b} Oblenga el plane 7 que conbiem: a s y s paralelo o la recle r. Halle ladistancia eotre o ponto
P=(—1,1,0) de la recta r v el plano = (1.2 puntog)
e) Caleula by distancia entre L rectas. (L5 punios)
T 1
Blogue 5.5 Dados bos puntos A1, 1,00 ¢ 8002 ylameda - 4 v =1+A4  Halla:
z =14A
a) Un punte & ¢ r de forma que el trigngule ADC sea rectingulo con el 4ngulo recto en 8.
{1.25 punbos)
b} El plano 7 que pasa por A ¥ I v oz paralclo s r. {1.25 punbos)

Blogue 4.A En un edilich hay dos ascensores. Cada vecinn, cuando utiliza el ascensor, Do boee en
el primero el 6% de las veces ¥ en el segundo el 40%. El porcentaje de fallos del primer ascensor es

del 3% v del sepundo es del 8 %.

a) Un vecine wsa un sscensor, Ol oz e probabilidad de que o ascensor falle? {1.25 puntos)
b} Oiro dia, un vecino coge un ascensor v le falla. [ Cudl es la probabilided de que haya sido el
segundo? (1.25 puntos)

Blogue 4.8 Se tiene un ssceso con variable aleatoria X guoe gigue una distribocidn pormal de media
p= 10 v desviscidn tipica o = 2. Caloula:

a) La probabilidad de que X & [6, 10]. (1.5 puntos)
b} Se hace una revisidn de los datos ¥ se observa que la media coincide pero la probabilidad del 80%
sc pleanzs en ol valor X < 120 [Cual es la pucva desviacion tipica? (1 punto)

{Adgunces valores de la Tuncido de destobocion de L distobocion pormal de media 0y desviacion Gipica
I: Flx) = P(Z < x), F(0) = 0.5, F(0.8416) = 0.8, F(1) = 0.8413, F(1.25) = 0.8944, F(1.375) =
0.9154, F(1.5) = 08332, F(2) = 09772 )
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

Un operador turistico vende a las agencias locales viajes concertados al Caribe, Islas Maldivas y
Tailandia. A una primera agencia A le vende 10 viajes al Caribe, 10 a las Malvinas y 10 a Tailandia,
cobrando por todo ello 12 000 euros. A una segunda agencia B le vende 10 viajes al Caribe y 20 a
Tailandia, cobrando por todo ello 13 000 euros. Y a una tercera agencia C le vende 10 viajes al Caribe y
10 a las Maldivas, cobrando por todo ello 7 000 euros. Se pide:

a) Plantea un sistema de ecuaciones que permita calcular el precio del viaje a cada uno de los destinos.
Y calcula, si es posible, dicho precio.

b) Si le obligasen a rebajar un 20 % el precio del viaje al Caribe dejando los otros iguales, écuanto
dinero perderia?

c¢) éCudl seria el precio del viaje a las Maldivas necesario para compensar la bajada del 20 % del viaje al
Caribe y asi recaudar el mismo dinero? (se mantiene el precio del viaje a Tailandia).

Solucion:

a) Llamamos x, y, z los precios de los viajes al Cairo, las Maldivas o Tailandia, respectivamente.

Con los datos del enunciado escribimos el sistema de ecuaciones lineales:

10x + 10y + 10z = 12 000 x+y+z=1200
10x+202=13000}—> x+2z=1300
10x + 10y = 7 000 x+y =700

Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

1200 1 1 12 1 1
1300 0 2 100-(13 0 2 100-(13+14—24)
. + —_
x=tr90 Lol 7 1 oo =100 - 3 = 300.
1+2-2 1
1 0 2
110
1 1200 1 1 12 1
y=|1 1300 2[(=100-|1 13 2[=100-(7+24—-13—14)=100-4 = 400.
1 700 0 1 7 0
1 1 1200 1 1 12
z=|1 0 1300[=100-|1 0 13|=100-(12+13-13—-7)=100-5 = 500.
1 1 700 11 7

El precio de los viajes es, al Caribe, 300 euros, a las Maldivas, 400 euros y a Tailandia, 500 euros.

b) Como al Caribe organiza (10 + 10 + 10) = 30 viajes, por los que percibe: 30 - 300 = 9 000 euros,
si tiene que rebajar el 20 % deja de percibir el 20 % de 9 000: 20 % de 9.000 = 209999 — 1 800.

Perderia 1 800 euros

¢) Como la agencia realiza (10 + 10) = 20 viajes a las Maldivas por los cuales percibe 8 000 euros, al
tener que recuperar las pérdidas por la rebaja de los viajes al Caribe, debe de percibir:

8 000+ 1800 = 9800 euros que para cada uno de los 20 viajes: % = 490.

El precio del viaje a las Maldivas debe ser de 490 euros
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

a 0 -1 X
SealamatrizA=(—-1 0 O ,aERsz(y):

0 1 a z
a) Escribe el sistema de ecuaciones AX = X enla forma BX = 0.

b) Estudia para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c) Para a = 0 calcula, si existe, la inversa de A.

Solucion:

a) Reescribimos el sistema:

A-X=X->AX-X=0-A-X-1-X=0-(A-1)-X=0.
A-D-X=0

Como nos piden expresar AX = X enlaforma BX = O tienequeserB = A4 —I.

El producto de dos matrices es la matriz nula Unicamente cuando alguna de las matrices es nula; como
X no es nula, necesariamente debeserloB =4 —-1=0.

a 0 -1 1 0 O a—1 0 -1
B=A-I=>B=|{-1 0 0]—-{({0 1 O0)=( -1 -1 0o |
0 1 a 0 0 1 0 1 a-—-1

(a—1Dx—-—2z=0
El sistema homogéneo resulta: —-x—y=0
y+(a—-1)z=0

b) Al tratarse de un sistema homogéneo para que tenga solucién distinta de la solucion trivial, la matriz
de coeficientes, B, tiene que tener un rango menor que 3, que es el nimero de incégnita, por lo cual
ha, de ser |[B| = 0:

a—1 0 -1
Bl= -1 -1 0 |=0=—-(a-1)?+1=0-> (a—-1)?-1=a*-2a+1-1=
0 1 a-—-1
a(a—2)=0>a,;=0,a, = 2.
Tiene infinitas soluciones paraa = 0y paraa = 2
0 0 -1 0 0 -1
c)Paraa=0esA=|-1 0 O0 |.Como |A|=|-1 0 0 [=1+0 entonces A tiene matriz
0 1 0 0 1 0
inversa. La calculamos por el método de Gauss.
0 0 -1|1 0 O -1 0 00 1 O 1 0 0Jj0 -1 O 1 0 0Jj0 -1 O
(A|1)=<—1 0 01]0 1 0>=><0 0 —-1{1 0 0>=><0 0 —-1|j1 0 0>=><0 1 0f0 O 1)
0 1 010 0 1 0 1 010 0 1 01 o0l0o 0 1 0 0 —-1l1 0 O
{F, o F,} {F, » —F} {F, & F3} {F; > —F3}
0 -1 0
At=( o0 0 1
-1 0 O
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

Sea las pardbolas y; = x> —2x + 3 ey, = ax? + b.

a) Calcula los valores de a y b para que en el punto de abscisa x = 2 las dos pardbolas tengan la misma
recta tangente. Calcula dicha recta tangente.

b) Para a =1,b = 1 esboza el recinto limitado por las parabolas entre el eje Y y el punto de corte
entre ellas. Calcula el area del mismo.

Solucion:
a) Para x = 2 el punto de tangencia es comun a las dos pardbolas:
y12)=y,2)>22-2-2+3=a-22+b; 4a+b =3.

Imponemos que tengan la misma pendiente para x = 2:

I} A y{ =2x—2
y1(2) = y3(2) :{yé — 2ax

2=4a=>a=%.

}:y{(2)=2'2_2=3’§(2)=2a-2—> A P

Sustituimos el valor de a en la ecuacién 4a + b = 3: 4 -§+ b=3=2+b=>b=1.

Las parabolas son entonces y; = x?2 —2x +3ey, = %xz + 1. El punto de tangencia es P(2,3) vy la
pendienteesm = y;(2) =4 -2 = 2.

Larectatangentees:y =3+ 2(x — 2) = 2x — 1.

a= % La b = 1.rectatangentees:y =2x—1

b) Las nuevas parabolas dadas son: y; = x?2 — 2x + 3 e y, = x? + 1. Ambas parabolas son convexas
(V) por tener positivos los coeficientes de x2. Calculamos sus vértices:

yix)=2x—-2=0=2(x—-1)=>x=1=4(1,2)
El vérticede y, = x? + 1 es B(0, 1).
Las parabolas de cortan en el vértice de la primera: A(1, 2).

Como se puede observar por la grafica, el recinto limitado por las parabolas
entre el eje Y y el punto de corte entre ellas es el limitado por los puntos
A(1,2),B(0,1)y €(0,3).

La superficie pedida es la siguiente: o0 ! i

s=f D0 = 72(0)] -dx=f (22 =2 +3) = 2 + 1] - dx =
0 0

1 1 252 1
=f (x2—2x+3—x2—1)-dx=f (=2x+2)-dx = [—T+2x =[—x2+2x]} =
0 0 0
=(-1242-1)-0=-14+2=1.
S=1u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

Sean tres nlimeros reales positivos cuya suma es 90 y uno de ellos es la media de los otros dos.
Determina los niumeros de forma que el producto entre ellos sea maximo.

Solucion:

’ a+b
Llamamos a los numeros a, b, —

La suma es 90:

a+b+“zi’=9o—>2a+2b+a+b=180=3a+3b—> a+b=60=b=60—a.

(. a+b
El producto queremos que sea maximo: P =a - b T

) . a+(60—-a)

P(a) =a-(60—a a-(60—a)-30=230-(60a—a?).

Una funcién tiene un maximo relativo cuando, en un punto en el que exista la deriva primera, se anula
su primera derivada y es negativa la segunda derivada.

P'(a) =15 (60 — 2a) = 30- (60 — 2a).
P'(a) =0=60-(30—a) = a = 30.
P'"(a) = —60 < 0 = Tenemos un maximo paraa =30,b =60 —a = 30,asz = 30.

Los tres numeros son: 30,30 y 30
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

x+1 -1
Dadas las rectas 7 = — = y_—z =zy s:{

x+2y=-1
z=1 '
a) Comprueba que las rectas se cruzan.

b) Obtenga el plano m que contiene a s y es paralelo a la recta r. Halla la distancia entre el punto
P(—1,1,0) delarectary el plano 7.

¢) Calcula la distancia entre las rectas.

Solucion:

x=-1-22
a) Escribimos las ecuaciones paramétricasdes = {y = 4

z=1

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:
Rectar: P(—1,1,0) y v, = (3,—2,1). Rectas: B(—1,0,1) y v, = (—2,1,0).

Los vectores v, y U, no son proporcionales por lo que son linealmente independientes, por tanto, las
rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Consideramos el vector W que tiene como origen el punto P € r y extremo el punto B € s:
w=PB =0B—-0P =[(-1,0,1) — (=1,1,0)] = (0,—1,1).
Si los tres vectores {v,, v, W} no son coplanarios las rectas r y s se cruzan, y si lo son, se cortan.

— —> —> " .
Los vectores {v,, vg, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero.

3 -2 1
Rang {v;,v,w}=>|-2 1 0|=3+2-4=1+ 0= Noson coplanarios, luego:
0 -1 1

Las rectas se cruzan.

b) Del plano  sabemos que por contener a s tiene como un vector de orientacion: U, y que contiene al
punto B(—1,0,1) € s. Por ser paralelo a r tiene como vector de orientacién a v, y v:

x+1 y z-1
nB;v,v9)=| 3 -2 1 |[=0==(x+1)-2y—-(z-1)> x+1+2y+z—-1=0.
-2 1 0

T=x+2y+z=0

La distancia del punto Py(x,, Vo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula
_ |Ax0+By0+CZO+D|

d(Py, ) = N Aplicando la férmula al punto P(—1,1,0)yalplanom = x + 2y + z = O:
_|1-(=1)+2-1+1-0] _ |-14+2+40| _ 1
dP.m) = = = Vi Ve
V6
d(P,m) = i unidades
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

c) Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas
dimensiones son los vectores directores de las rectas, v, y v, y el vector w = (0, —1, 1). Calculamos su
volumen, que por una parte es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también es el
producto del drea de la base por la altura, siendo la altura igual a la distancia d pedida entre las rectas.

V=T @ x W) =15 x Bl -h= 1 x Bl d 2 dirns) = PR

[vy x vs|
3 =21
o -2 1
iy T @D Mo g qll Bg2-w v 1 1 1 46
PTG Xl |6 k| -2 +3k—4k—il |-i-2j—kl lit2j+kl ViZ+2Z+1Z V6 6
-2 1
-2 1 0
V6
d(r,s) =—u
6
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Problema 6:
x=1

Dados los puntos A(1,1,0) y B(0,0,2) ylarectar ={y = 1 + A. Halla:
z=1+1

a) Un punto C € r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en B.

b) El plano 1 que pasa por A(1,1,0) y B(0,0,2) y es paraleloa .

Solucion:

a) Un punto genéricoderes P(1,1+ 1,1 + A).

Los puntos A(1,1,0), B(0,0,2) y P(1,1 + 4,1 4+ A) determinan los siguientes vectores AB y BP:

AB = 0B — 04 =[(0,0,2) — (1,1,0)] = (-1,-1,2).

BP=0P—-0B=[(1,1+414+2)—(0,02)]=(11+4-1+2).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
AB-BP=0=(-1,-1,2)-(L1+4-140)=-1-1-1-2421=—-441=0->1=4>

c(1,5,5)

b) Un vector director de la recta r es v, = (0,1, 1), que va a ser un vector director del plano 7. Como
nos dicen que plano m que pasa por A(1,1,0)y B(0,0,2), conocemos un punto, por ejemplo
B(0,0,2), y el otro vector de orientacion AB = (-1,-1,2):

. x y z—2
n(B; v, AB)=|0 1 1 |=0=3x-y+(z-2)>
-1 -1 2

n=3x—y+z—-2=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

En un edificio hay dos ascensores. Cada vecino, cuando utiliza el ascensor, lo hace en el primero el 60 %
de las veces y en el segundo el 40 %. El porcentaje de fallos del primer ascensor es del 3 % y del
segundo es del 8 %.

a) Un vecino usa un ascensor. ¢Cual es la probabilidad de que el ascensor falle?
b) Otro dia, un vecino coge un ascensor y le falla. ¢ Cudl es la probabilidad de que haya sido el segundo?

Solucion:

Llamamos A4 al suceso usar el primer ascensor, y B al suceso usar el segundo. Llamamos F al suceso que
falle el ascensor, y noF a que no falle. Llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol:

F
0.03
A
0.97
06 noF
0.4 F
0.08
B
0.92 noF

a) P(F) = P(A) - P(F/A) + P(B) - P(F/B) = 0.6 - 0.03 + 0.4 - 0.08 = 0.018 + 0.032 = 0.05.
P(F) = 0.05

b) Es una probabilidad condicionada:

__ P(BNF) _ P(B)-P(F/B) _ 0.4-0.08 _ 0.032 _
PB/F) == = ey~ oos oo~ 00%

P(B/F) = 0.64
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucion normal de media u =10 y
desviacidn tipica o = 2. Calcula:

a) La probabilidad de que X € [6,10].

b) Se hace una revision de los datos y se observa que la media coincide pero la probabilidad del 80 % se
alcanza en el valor X < 12. ¢Cudl es la nueva desviacién tipica?

(Algunos valores de la funcién de distribucion normal de media O y desviacidn tipica 1: F(x) =
P(Z <x),F(0) =0.5; F(0.8416) =0.8; F(1) =0.8413; F(1.25) =0.8944; F(1.375) =
0.9154; F(1.5) =0.9332; F(2) =0.9772).

Solucion:

a) En el enunciado nos dicen que es una distribucién normalde u = 10; o = 2.

X - N(Qu; o) =N(0,2). Tipificando la variable: Z = %.

6—10 10 —-10
<Z<

P(XE[6,10])=P(6SXS10)=P( )zP(—ZSZSO)z
P(Z<0)—P(Z<-2)=P(Z<0)—[P(Z>2)]=P(Z<0)—[1-PZ<2)]=
P(Z<0)—1+P(Z<2)=05—1+09772 = 1.4772 — 1 = 0.4772.

P(X € [6,10]) = 0.4772

b) Nos dicen que: P(X < 12) = 0.8

O.I

12-10 2
PX<12)=08=P(z<=22)=(z<2) =08
Mirando en la tabla N(0, 1) de forma inversa, al valor 0.8 le corresponde, aproximadamente, 0.84:
2 =084> — =g =238.
o 0.84

La nueva desviacion tipica es aproximadamente 2. 38.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

) . . Prucha de cvaluacidn de Bachillerato
Universidad de Oviedo para el aceeso a la Universidad (ERALT)

i i Crrse 2020-2021

MATEMATTCAS T1

Después de leer atentamente ¢l examen, responda razonadamente cuatro pregunias cualesquicra a elegir
enire ks ocho que s progonen,

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificari sobme 2.5 punios.

El estuchanie deberd indicar la agrupacion de pregunias que respondeni La seleccion de pregunias deberd
realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo vilido scleccionar preguntas que sumen mds
de 10 puntos, m agrupaciones de preguntas que no comncidan con las indicadas, b que puede conllevar la
anulacion de algung pregunta gue se salga de las instrocciones.

i + x =il
Blogue 1.A Dado el sistema de ecuaciones 2z — p — 2 =-1 a & H.
x | L1 =4 L
a) Estudia v clagifica el sistema segin loa valores de a. (1.5 puntoa)
Iy} Resuiflvelo pera g o onoue e sitema sea compatible indelerminado. (1 punta)
1 2 12
Blogue 1B Smlamatrs A= 2 1 2 |, Caleula:
101
a) 5i existe, su inversa, (1 punto)

b) La matriz X cusdrada de orden 3 que verifica:
(X+AP - X X-A=1L (1, matriz identidad de orden 3). (1.5 punios)

1
Blogue Z.A Sea la lncidn _,I’{.:}:I—I—_i
a) laz un esbozo de su grifica determinando: dominio de definicidn, asintotas, intervalos de creci-

micnto ¥ decrecimicnto, meximos v minimos relatives v reriones de convexidad v concavidad.

(1.5 punibas)
b} Caleuls ¢l dres de la rogion limiteds por la recta tangente a o funcion co ol punto de abscisa
=1, lamein y=1 y ol e de ordenalas, (1 punio)
Blogue 2B En una nave industrial se guiere instalar ana pantalla dee cine y=rx)
{ver Hpura). La forma de T noee o5 b deserita por la grilie de b Goncidn ' (x.¥)
fiz)=12- — =L Caleula los vadores positivos (2, 5)  gue hacen mdixima
el drea de la pantalla. (2.5 puntos)
Liniversidad de Oviedo
Prusha o avalisscion dn Bachillerio : i araso A B Lnhversicad
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i Crrso 2020-2021

Blogue 3.A
Sea el tetracdro de la figura formado por A(3,0,0), 5(0,2,0), C(0,0,6) y D
e, 3,1). Calela:

a) El drea ded Crisingule lmitado por s puntos A, B oy O (0.5 puntos)

b) La ceuscidn del plano & que pasa por los puntos A, Iy O, [0LT5 puntos) c

) El walor de e parague el veclor ﬁ s perpendicular al pluno o anberior. h

(0.75 puntos) o

o) Parnrx = 5, el punto I simétrien de 13 respecto al plane . (0.5 poentos)

Blogue 3.8 Sean el punto #(1,0,1) y la recta r__{ sty+a=0 )

x+z=00
a} Las ecuaciones paraméiricas de la recta r. {0.T5 puntos)
b) La distancia de v a P y el punto € v donde se aleansa dicha distaneia (1 punto)
€) La eenacidn del plane « que contiene a ¢y c6ld a la misma distancia de P que .
{0.75 puntos)

Blogue 4.A  Se licnen bres cajes. En la caja A hay 4 bolas negras v 6 bolas rojas. En b caja B, 6
iliwdos negros v 2 didos rojos vy oen L caja O, 2 dados mepros v 4 dados rojos. El suorso consisbe en
sacar una bola vy un dado. En primer Iugar se extrae al azar una bola de la caja A, 51 o8 negra, s
extrae al azar un dado de la caja 1 pero, si la bola es roja se extrae al aear un dado de la caja C.
Caleula las probabilidades de los siguicntes sueesos sin relacion eotre ellos:

a) Lav probabilidad de gue la bols y ol dado s mojos, (LT3 prunbas)
b) La probabilidad de que la bols v ol dado sean del mismo color. (LTS prambaos)
) La probabilidad de que ¢l dado sea mojo. (1 punto)

Blogue 4.8 Se Lieoe un sieeso con variable aleatoria X gue sigue una distribocidn pormal de media
e =30 vy desviacidn tipica & = 10, Calenla:
a} La probabilidad de que X < 20, {1.25 puntos)
b)) He hace una revision de bos datos v se observa que la probabilidad del 50 % se aleanza en el vabor
X = 35 v la probabilidad del 75% so alcanza en el valor X < 40, Cuodles son las nuevas medis
¥ desviacion tipica? {1.25 pumnbaos)
{Adpumees vadores de T funcidn de distribocion de L distobocion pormeal de media 0y desvizesion Gipes
1: F(z) = P(Z < z), F(0) =05, F(0.6745) = 0.75, F{0.8416) = 0.8, F(1) = 0.8413, F(1.375) =
09154, F{1.5) = 09332, F(2) = 09772 )

Prusha oe PvallEscion da w;nﬁ:nﬂmahm
PO
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+z=a
Dado el sistema de ecuaciones 2x —y —z = —1¢,a € R.
x+az=a

a) Estudia y clasifica el sistema segun los valores de a.
b) Resuélvelo para los casos en que el sistema sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

a O 1 a O 1 a
M=|2 -1 -1|yM'=|2 -1 -1 -1|.
1 O a 1 O a a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es:

a 0 1
IM|=1|2 -1 —-1|=-a?+1=0; a®?=-1>a, =-1,a, = 1.
1 0 a

Para a # —1 y para a # 1 el rengo de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz
ampliada, e igual al nUmero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible determinado.

-1 0 1 -1 -1 0 1 -1
Para a = —1 la matriz ampliadaes M' = ( 2 -1 -1 —1) = < 0 -1 1 —3) de rango 3.
1 0o -1 -1 0 0 0 -2
{Fz - F, + 2F1}

F;->F+F
Como el rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el de la matriz ampliada es 3, el sistema es
incompatible.
1 0 1 1
Para a = 1 la matriz ampliadaesM’' ={2 —1 —1 -1 | que tiene la fila primera igual a la tercera,
1 0 1 1

por lo que su rango es 2, igual al rango de la matriz de los coeficientes y menor al nimero de incégnitas,
por lo que el sistema compatible indeterminado.

x+z=1
b) Paraa = 1 el sistemaresulta 2x —y —z = —1}, que es compatible indeterminado y equivalente al
x+z=1
ist x+Z=1}H lendoz=1- x=1-1-2(1-2)—y—A1=-1-y=3-31
5|sema2x_y_Z:_1. aciendo z = X = ( )—y = y =
x=1—-A4y=3-31Lz=A4VA1ER
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Problema 2:

1 2 2
SealamatrizA=(2 1 2 ). Calcula:
1 0 1

a) Si existe, su inversa.

b) La matriz X cuadrada de orden 3 que verifica: (X + A)?2 —X? — X - A =I5, siendo I3 la matriz
identidad de orden 3.

Solucion:

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 2 2
|[Al=12 1 2|=144-2—-4= -1+ 0= Lamatriz esinvertible
1 0 1
|1 0 _|2 0 |2 1
121 22 11 12 11 21 22 L-2 2
a=(2 1 0) Adjdedt=|-]| LY b =0 -1 2
2 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 3
2 1| _|1 1 |1 2 - -
1 0 2 0 2 1
1 -2 2
0o -1 2
_, _Adj. de A* (—1 2 —3) 1oz 2
1 -2 3

D)X +A)2—X>—X-A=L> X>+2-X-A+A2—X*—X - A=L,>X-A+A2 =1 -
X A=L—A%> X-A-A1=(U;—A%) A 15X =(;— A% A1

1 2 2\ /1 2 2 7 4 8
A2=A-A=<2 1 2)-(2 1 2>=<6 5 8).
10 1/ \1 0 1 2 2 3
10 0 7 4 8 -6 -4 -8
13—A2=<0 1 O)—(6 5 8>=<—6 —4 —8).
0 0 1 2 2 3 -2 =2 =2
-6 —4 -8\ (-1 2 =2 -2 0 -4
X=(13—A2)-A‘1=<—6 —4 —8)-(0 1 —2)=<—2 0 —4)
-2 =2 =2 1 -2 3 0 -2 2

-2 0 -4
X=|1-2 0 -4
0o -2 2
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Problema 3:

1

Seala funcién f(x) =1 — =

a) Haz un esbozo de su grafica determinando: dominio de definicién, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y regiones de convexidad y concavidad.

b) Calcula el area de la regidn limitada por la recta tangente a la funcidn en el punto de abscisa x = 1,
larectay = 1y el eje de ordenadas.

Solucion:

x%-1

Q) fe)=1-—=

Dominio: Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x que anulan el
denominador:x2 =0 ->x =0 = D(f) = R — {0}.

x2

Los puntos de interseccion con el eje X son:

2_
f) =02 =0 22 =1=0; x; =15 A(-1,0); x, =1- B(1,0).
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende a

21
x2

mas o menos infinito. k = lim f(x) = lim -1 >y =1
x—+oo x—+oo

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion tienda a infinito o menos
infinito: son los valores que anulan el denominador: x2 =0=>x = 0. . A

No tiene asintotas oblicuas.

positiva o negativa, respectivamente:

2x-x?—(x2-1)-2x _ 2x2-2x%+42 _ 2

f1@) = = 2

x4 x3 x3°

f'(x) < 0= x € (—x,0) decreciente. f'(x) > 0 = x € (0, +o0) creciente

Una funcién tiene un mdximo o minimo relativo en un punto en que sea
. . . . 2

derivable, si se anula su primera derivada en ese punto. f'(x) = 0= = = 0.
X

No hay maximos ni minimos.

Una funcién es cdncava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
—2-3x2
x6

respectivamente. f''(x) = = ;—f < 0,Vx € D(f). La funcidén es cdncava en todo su dominio.

La funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas, pues f(—x) = f(x).

2_
b) Parax =1es f(1) = 1121 = 0, por lo cual el punto de tangencia es B(1,0). La pendiente de la

tangente a la grafica de una funcidén en un punto es el valor de la primera derivada de la funcién en ese
2
. — ! — —
punto:m = f'(1) = 5= 2.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por: y = y, + m(x — x;):
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y=0+2-(x—1)=2x—-2.

El punto de interseccion de la tangente y = 2x — 2ylarectay = 1 es:
=2x—2

y=ex- }=>2x—2=1=> 2x=3=> x=2¢(31)

y=1 2 2

De la observacién de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

3
, 3 3 i 22_
Area = [[1— (2x - 2)] -dx = [2(1—2x +2) - dx = [2(3 — 2x) - dx = [3x—§]z =
3 2
212 = 3.3 (3| _p=2_2_189_2
[3x x]O_[3 2 (2)] T2 4 4
. 23
O bien, es un tridangulo de base 3/2 y altura 3, luego Area = <27> = % u?
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Problema 4:

En una nave industrial se quiere instalar una pantalla de cine ve=[x
(ver figura). La forma de la nave es la descrita por la gréfica

2
de la funcién f(x)=12—x?20. Calcula los valores | X.¥)

positivos (x, y) que hacen maxima el area de la pantalla.

Solucion:

2
Las coordenadas del punto P de la funcién, son: P (x, 12 — x?)

Teniendo en cuanta que la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas: f(—x) = —f (x).

La dimensién de la pantalla, en funcion de x, es:
— 2. . _x\ _ ot 2 _ .3
S(x) =2-x (12 3) =24x -2 =2. 36x - x%).

Una funcién tiene un maximo relativo cuando se anula su primera derivada y es negativa la segunda
derivada para los valores que anulan la primera.

$'(x) =2 (36 —3x2) = 2- (12— x2),
SX)=0=2-(12-x¥)=0= 12—-x2=0=2>x2=12=x =12 = 2V3.
La raiz negativa no se ha tenido en cuenta por ser una longitud.

S"(x) =2-(—2x) = —4x = §"(2V3) = -8V3 <0

Por tanto, es un maximo.

2
V12
y=12-Y2 13 4=38
Para x = 2+/3 metros y para y = 8 metros la superficie de la pantalla es maxima.
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Problema 5:

Sea el tetraedro de vértices A(3,0,0),B(0,2,0),€(0,0,6) y D(a, 3,1). Calcula:

a) El area del tridngulo limitado por los vértices A(3,0,0),B(0,2,0) y €(0,0,6).

b) La ecuacidn del plano  que contiene a los puntos A(3,0,0),B(0,2,0) y €(0,0,6).
¢) El valor de a para que el vector AD sea perpendicular al plano i anterior.

d) Paraa = 5, el punto D’ simétrico de D respecto al plano 7.

Solucion:

a) Los puntos A(3,0,0),B(0,2,0),€(0,0,6) determinan los siguientes vectores:

AB = 0B — 04 =[(0,2,0) — (3,0,0)] = (=3,2,0).

AC =0C — 04 =[(0,0,6) — (3,0,0)] = (=3,0,6).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del producto
vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j ok
Supc =3 [AB X AC| ==-|=3 2 0|| =3-112i+ 6k + 18] = |6i + 9j + 3k| = 3- V22 + 37 + 12 = 3 - V14.
-3 0 6
S =3-vV14 u?
o x—3 y z
b)n(AB, AC; A)=| -3 2 0|=0=4(x—-3)+2z+6y=0-2(x—-3)+3y+2z=0;
-3 0 6

n=2x+3y+z—-6=0

¢)AD = 0D — 04 =[(a,3,1) — (3,0,0)] = (a — 3,3, 1).

—_—
Un vector normal del plano  es n,, = (2, 3,1). Para que es vector AD sea perpendicular al plano 7 es
necesario que sea linealmente dependiente del vector normal del plano, es decir: que sus componentes
sean proporcionales:

d) Paraa = 5es D(5,3,1). La recta t que pasa por D y es perpendicular al plano 7 tiene como vector

x=5+21
director al vector normal del plano: n; = (2.3,1). t ={y = 3 + 3A.
z=1+21
n=2x+3y+z—-6=0
El punto M, interseccion del plano i con la recta t es: _ x=5+24
t = y = 3+ 31
z=1+1
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264+20)+3G+3)+(1+1)=6->10+42+15+9A+1+21=6; 141 =—-14; 1 =—-1= M(3,0,0).
Tiene que verificarse que DM = MD'.
DM =0M — 0D = [(3,0,0) — (5,3,1)] = (=2,-3,—1).
MD' = 0D’ — OM = [(x,y,2z) —(3,0,0)] = (x — 3,y,2).
x—3=-2->x= 1}
=

(-2,-3,-1)=(x—-3,y,2) = {y =-3
z=-1

D'(1,-3,-1)

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Andrés Garcia Mirantes
Comunidad Auténoma de ASTURIAS { \ www.apuntesmareaverde.org.es

P
Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

x+y+z=0
x+z=0

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r.

Seael punto P(1,0,1) ylarectar = { . Calcula:

b) La distanciade r a P y el punto Q € r donde alcanza dicha distancia.
¢) La ecuacioén del plano m que contiene a r y estd a la misma distancia de P que r.

Solucion:

a) Llamamosaz = A

x=—-A
TE{D;-:_};-I:_ZO_O:Z:A; x=—4 y=0=2r={y=0
z=2

x=-21

TE{y:O

z=2

b) Un punto y un vector director de r son 0(0,0,0) y v, = (1,0, —1).
El haz de planos a perpendiculares a r tiene por expresion « = x — z + D = 0. De los infinitos planos
del haz a, el plano 8, que contiene al punto P(1,0, 1), es:

P(1,0,1)
El punto Q, interseccion de la recta r y el plano S, es la solucién del sistema que forman:

f=x—2z=0

x=-1 _ _ _

rE{y:O >-1-1=0> 1=0=Q = 0(0,0,0).

z=2

d(r,P) = |QP| = [(1,0,1)| = V12 + 12 = V2 u = d(r, P).
d(r,P) =\2u

¢) El plano 1 pedido tiene como vector normal a cualquier vector que sea linealmente dependiente del
vector Q—P) = (1,0,1), por ejemplo, 1 = a’) = (1,0,1) y contiene a r, por lo cual, contiene a todos sus
puntos, por ejemplo, a Q(0,0,0) € r.

x+z+D=0

Q(O,O'O)}:D=O=>nzx+z=0.

n=x+z=0
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Problema 7:

Se tienen tres cajas. En la caja A hay 4 bolas negras y 6 bolas blancas. En la caja B, 6 dados negros y dos
dados blancos y en la caja C, dos dados negros y 4 dados blancos. El suceso consiste en sacar una bolay
un dado. En primer lugar, se extrae al azar una bola de la caja A. Si es negra, se extrae al azar un dado
de la caja B pero, si la bola es blanca se extrae al azar un dado de la caja C. Calcula la probabilidad de
los siguientes sucesos sin relacidn entre ellos:

a) La probabilidad de que la bola y el dado sean blancos.
b) La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color.
¢) La probabilidad de que el dado sea blanco.

Solucion:

Llamamos bB al suceso sacar una bola blanca, y bN a sacarla negra. Llamamos dB al suceso de sacar un
dado blanco, y dN a sacarlo negro. Representamos los datos del enunciado en un diagrama de arbol.

dB
2/8
bN
6/8
4110 dN
6/10 dB
416
bB
216 dN

a) P(bB) - P(dB) = -

o |

La probabilidad de que la bola y el dado sean blancos es 2/5.

b) P(bN) - P(dN) + P(bB) - P(dB) = = -2+ =2 =24 == T

La probabilidad de que la bola y el dado sean del mismo color es 7/10.

4 1 4 5
—_=e—t —=— =
6 10 10

¢) P(bN) - P(dB) + P(bB) - P(dB) =~ -2+ 2 ===

10 8 10

La probabilidad de que el dado sea blanco es 1/2.
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Problema 8:

Se tiene un suceso con variable aleatoria X que sigue una distribucién normal de media u =30y
desviacion tipica o = 10. Calcula:

a) La probabilidad de que X < 20.

b) Se hace una revisién de los datos y se observa que la probabilidad del 50 % se alcanza en el valor
X < 35 y la probabilidad del 75 % se alcanza en el valor X < 40. ¢Cuales son las nuevas media y
desviacidn tipica?

Solucion:

a) Los datos del enunciado son: p =30; o =10; X - N(u; ¢) = N(30,10).

Tipificando la variable: Z = XI:O.

20-30
10

P(x<20)=P(z<22)=p(z<20)=P@Z<-1)=1-P(Z<1)=1-08413 = 0.1587.

La probabilidad de que X < 20 es 0.1587.

b)
P(X <35)=05 =P(ZS3iT—u)
P(X <40)=0.75 = P(Z Sz}(iT—ﬂ)

Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0.5 le corresponde 0 y al valor 0.75 le
corresponde, aproximadamente, 0.675:

= 0.675; 0= —— =741,
0.675

o 0 = 35—,H
— = 0.675 g
o

40-35

=0->u=35-

Las nuevas media y desviacion tipicasonu = 35y o = ﬁ = 7.41.
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