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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 
Problema 1: 

Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑎ଶ 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎ଶ 1
𝑎 1 𝑎ଶ

൱: 

𝑎ሻ Estudia el rango de la matriz 𝐴 según los valores de 𝑎. 

𝑏ሻ Determina para qué valores de 𝑎 la matriz 𝐴 es invertible. 

𝑐ሻ Para el valor 𝑎 ൌ െ1 calcula la solución, 𝑋, de la ecuación matricial 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ ൭
0
0
0

൱. 

Solución:  

𝑎ሻ Determinamos el valor del |𝐴| para conocer su rango, y si es invertible: 

|𝐴| ൌ อ
𝑎ଶ 𝑎 𝑎
𝑎 𝑎ଶ 1
𝑎 1 𝑎ଶ

อ ൌ 𝑎଺ ൅ 𝑎ଶ ൅ 𝑎ଶ െ 𝑎ସ െ 𝑎ଶ െ 𝑎ସ ൌ 𝑎଺ െ 2𝑎ସ ൅ 𝑎ଶ ൌ 𝑎ଶሺ𝑎ସ െ 2𝑎ଶ ൅ 1ሻ ൌ

𝑎ଶሺ𝑎ଶ െ 1ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 𝑎ଶ ൌ 0, 𝑎ଷ ൌ 1, 𝑎ସ ൌ െ1. 

Para 𝑎 ് 0, 𝑎 ് 1 y para 𝑎 ് െ1 el rango de la matriz 𝐴 es 3, y como su determinante es distinto de 
cero, es invertible. 

Para 𝑎 ൌ 0: 𝐴 ൌ ൭
0 0 0
0 0 1
0 1 0

൱ ⇒ ቚ0 1
1 0

ቚ ് 0, y el rango de la matriz 𝐴 es 2, y no es invertible. 

Para 𝑎 ൌ 1: 𝐴 ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൱ el rango de la matriz 𝐴 es 1, y no es invertible.  

Para 𝑎 ൌ െ1: 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 െ1

െ1 1 1
െ1 1 1

൱ el rango de la matriz 𝐴 es 1, y no es invertible. 

𝑏ሻ Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼ0, 1, െ1ሽ, la matriz 𝐴 tiene inversa. 

𝑐ሻ Para 𝑎 ൌ െ1: 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 െ1

െ1 1 1
െ1 1 1

൱ ⇒ Ya sabemos que el rango de la matriz 𝐴 es 1 

Planteamos la ecuación: 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ ൭
0
0
0

൱ ൌ ൭
1 െ1 െ1

െ1 1 1
െ1 1 1

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱ ⇒
   𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ.  

Sistema homogéneo con el rango de la matriz de coeficientes 1, menor que el número de incógnitas.  

Según  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  es  un  sistema  compatible  indeterminado,  con  dos  grados  de 
libertad (dos parámetros). 

Hacemos 𝑦 ൌ 𝜆, 𝑧 ൌ 𝜇 ⇒ 

𝒙 ൌ 𝝀 ൅ 𝝁, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝁,   ∀𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de BALEARES    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)87 

Problema 2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ቀ1 1
2 1

ቁ. 

𝑎ሻ Calcula 𝐴௧, 𝐴ଶ 𝑦  𝐴ିଵ, donde 𝐴௧ es la matriz traspuesta de 𝐴 y 𝐴ିଵ la inversa de 𝐴. 

𝑏ሻ Sea 𝐼 la matriz identidad. Resuelve 𝑋 de la ecuación 𝐴ଶ െ 2𝐴𝑋 ൅ 𝐼 ൌ ቀ2 0
0 െ4

ቁ. 

𝑐ሻ Calcula todas las matrices 𝐵 tales que 𝐴 ൉ 𝐵 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴௧. 

Solución:  

𝑎ሻ. 𝐴௧ ൌ ቀ1 2
1 1

ቁ; 𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀ1 1
2 1

ቁ ൉ ቀ1 1
2 1

ቁ ൌ ቀ3 2
4 3

ቁ. 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ቀ1 1
2 1

ቚ1 0
0 1

ቁ ⇒ ቀ1 1
0 െ1

ቚ 1 0
െ2 1

ቁ ⇒ ቀ1 1
0 1

ቚ1 0
2 െ1

ቁ ⇒ ቀ1 0
0 1

ቚെ1 1
2 െ1

ቁ ⇒ 𝐴ିଵ ൌ ቀെ1 1
2 െ1

ቁ 

     ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 2𝐹ଵሽ     ሼ𝐹ଶ → െ𝐹ଶሽ     ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଶሽ 

 

𝑏ሻ Sustituimos los valores ya obtenidos: 

𝐴ଶ െ 2𝐴𝑋 ൅ 𝐼 ൌ ቀ2 0
0 െ4

ቁ ⇒  ቀ3 2
4 3

ቁ െ 2𝐴𝑋 ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ2 0
0 െ4

ቁ ⇒. 

ቀ3 2
4 3

ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ െ ቀ2 0
0 െ4

ቁ ൌ 2𝐴𝑋;  ቀ2 2
4 8

ቁ ൌ 2𝐴𝑋;  ቀ1 1
2 4

ቁ ൌ 𝐴𝑋. 

Multiplicando por la izquierda por 𝐴ିଵ: 

𝐴ିଵ ൉ ቀ1 1
2 4

ቁ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ⇒   ቀെ1 1
2 െ1

ቁ ൉ ቀ1 1
2 4

ቁ ൌ 𝑋 ൌ ቀ1 3
0 െ2

ቁ. 

𝑋 ൌ ቀ𝟏 𝟑
𝟎 െ𝟐

ቁ 

 

𝑐ሻ Sea la matriz 𝐵 ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ. 

𝐴 ൉ 𝐵 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴௧ ⇒ ቀ1 1
2 1

ቁ ൉ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ൉ ቀ1 2
1 1

ቁ ⇒ 

ቀ 𝑎 ൅ 𝑐 𝑏 ൅ 𝑑
2𝑎 ൅ 𝑐 2𝑏 ൅ 𝑑

ቁ ൌ ቀ𝑎 ൅ 𝑏 2𝑎 ൅ 𝑏
𝑐 ൅ 𝑑 2𝑐 ൅ 𝑑

ቁ ⇒ 𝑏 ൌ 𝑐
𝑑 ൌ 2𝑎

ቅ ⇒ 

𝑩 ൌ ቀ𝒂 𝒃
𝒃 𝟐𝒂

ቁ , ∀𝒂, 𝒃 ∈ 𝑹  
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Problema 3: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫ర. 

𝑎ሻ Represéntala gráficamente. 

𝑏ሻ Comprueba que 𝑓ሺ2ሻ ൌ 𝑓ሺെ2ሻ. 

𝑐ሻ Comprueba que no existe 𝑐 ∈ ሾെ2, 2ሿ tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ 0. 

𝑑ሻ ¿Hay alguna contradicción con las hipótesis del teorema de Rolle? 

Solución:  

𝑎ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ está definida para todo valor real de 𝑥, excepto para 𝑥 ൌ 0, por lo cual:  

𝐷ሺ𝑓ሻ ൌ 𝑅 െ ሼ0ሽ. 

La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫ర  es  simétrica  con  respecto  al  eje,  por  ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y  también  verifica  que 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷ሺ𝑓ሻ. 

lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

ଵ

௫ర ൌ 0 ⇒ El eje 𝑦 ൌ 0 es asíntota horizontal de la función. 

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

ଵ

௫ర ൌ ൅∞ ⇒ El eje 𝑥 ൌ 0 es asíntota vertical de la función. 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑏ሻ Por ser simétrica la función con respecto al eje de ordenadas se verifica que 𝑓ሺ2ሻ ൌ 𝑓ሺെ2ሻ: 

  𝑓ሺ2ሻ ൌ ଵ

ଶర ൌ ଵ

ଵ଺
; 

        
𝑓ሺെ2ሻ ൌ ଵ

ሺିଶሻర ൌ ଵ

ଵ଺
ቅ 

 

𝑐, 𝑑ሻ El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, con 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 y 𝑎 ൏ 𝑏, y se cumple que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ, existe al menos un valor c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏 tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ
0”. 

Sabemos que 𝑓ሺ2ሻ ൌ 𝑓ሺെ2ሻ, pero en 𝑥 ൌ 0 ∈ ሾെ2, 2ሿ la función no es ni continua ni derivable, por lo 
que no verifica las condiciones del teorema.  

Por otra parte: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫ర ൌ 𝑥ିସ ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ4 ൉ 𝑥ିଷ ൌ െ ସ

௫య ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ േ∞ ∉ 𝑅. 

No existe 𝑐 ∈ ሾെ2, 2ሿ tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ 0, y no hay contradicción con el teorema de Rolle 
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Problema 4: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ି௫

ସି௫మ: 

𝑎ሻ Calcula una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Calcula el área delimitada por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ, las rectas 𝑥 ൌ √5 y 𝑥 ൌ √6 y el eje X. 

Solución:  

𝑎ሻ Es la integral de una función racional, o una integral inmediata de tipo logaritmo.  

La derivada de 4 െ 𝑥ଶ es െ2𝑥, que podemos completar: 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ න
െ𝑥

4 െ 𝑥ଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ
1
2

න
െ2𝑥

4 െ 𝑥ଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ
1
2

𝐿ሺ4 െ 𝑥ଶሻ ൅ 𝐶 ൌ  𝐿ඥ𝑥ଶ െ 4 ൅ 𝐶 

Si queremos hacerla como racional, determinamos los coeficientes: 

െ𝑥
4 െ 𝑥ଶ ൌ

െ𝑥
ሺ2 ൅ 𝑥ሻሺ2 െ 𝑥ሻ

ൌ
𝐴

2 ൅ 𝑥
൅

𝐵
2 െ 𝑥

ൌ
2𝐴 െ 𝐴𝑥 ൅ 2𝐵 ൅ 𝐵𝑥

4 െ 𝑥ଶ ൌ
ሺെ𝐴 ൅ 𝐵ሻ𝑥 ൅ ሺ2𝐴 ൅ 2𝐵ሻ

4 െ 𝑥ଶ ⇒ 

െ𝐴 ൅ 𝐵 ൌ െ1;  2𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 0 ⇒ 𝐴 ൌ െ𝐵; 2𝐵 ൌ െ1 ⇒ 𝐵 ൌ െ
1
2

;   𝐴 ൌ
1
2
 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ න
െ𝑥

4 െ 𝑥ଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ න ቌ

1
2

2 ൅ 𝑥
൅

െ 1
2

2 െ 𝑥
ቍ ൉ 𝑑𝑥 ൌ

1
2

൉ න
1

2 ൅ 𝑥
൉ 𝑑𝑥 ൅

1
2

൉ න
1

𝑥 െ 2
൉ 𝑑𝑥 ൌ 

ଵ

ଶ
൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|𝑥 െ 2| ൅ 𝐶 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿ሺ|𝑥 ൅ 2| ൉ |𝑥 െ 2|ሻ ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|𝑥ଶ െ 4| ൅ 𝐶 ൌ 𝐿√𝑥ଶ െ 4 ൅ 𝐶 ⇒  

Una primitiva es 𝑭ሺ𝒙ሻ ൌ 𝑳√𝒙𝟐 െ 𝟒 

   

𝑏ሻ La superficie a calcular es: 

𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ√଺

√ହ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ൣ𝐿√𝑥ଶ െ 4൧
√ହ

√଺
ൌ 𝐿ට൫√6൯

ଶ
െ 4 െ 𝐿ට൫√5൯

ଶ
െ 4 ൌ 

ൌ 𝐿√2 െ 𝐿√1 ൌ 𝐿√2 െ 𝐿ሺ1ሻ ൌ 𝐿√2 െ 0 ൌ
1
2

𝐿ሺ2ሻ𝑢ଶ ≅ 0.35 𝑢ଶ 

𝑆 ൌ
𝟏
𝟐

𝑳ሺ𝟐ሻ𝒖𝟐 ≅ 0.35 𝑢ଶ 
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Problema 5: 

Considera los puntos 𝐴ሺ5, 𝑎, 7ሻ, 𝐵ሺ3, െ1, 7ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 5, 4ሻ. 

𝑎ሻ Determina el valor del parámetro 𝑎 para que  los puntos 𝐴ሺ5, 𝑎, 7ሻ, 𝐵ሺ3, െ1, 7ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 5, 4ሻ  formen 
un triángulo rectángulo en 𝐵. 

𝑏ሻ Para el valor de 𝑎 ൌ െ2, calcula el área del triángulo de vértices 𝐴ሺ5, 𝑎, 7ሻ, 𝐵ሺ3, െ1, 7ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 5, 4ሻ. 

𝑐ሻ Para el valor de 𝑎 ൌ 5, calcula el ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Solución:  

𝑎ሻ  Para que  los puntos 𝐴ሺ5, 𝑎, 7ሻ, 𝐵ሺ3, െ1, 7ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 5, 4ሻ  formen un  triángulo es necesario que  sean 
coplanarios. Determinan los siguientes vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, െ1, 7ሻ െ ሺ5, 𝑎, 7ሻሿ ൌ ሺെ2, െ1 െ 𝑎, 0ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ6, 5, 4ሻ െ ሺ5, 𝑎, 7ሻሿ ൌ ሺ1, 5 െ 𝑎, െ3ሻ. 

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ6, 5, 4ሻ െ ሺ3, െ1, 7ሻሿ ൌ ሺ3, 6, െ3ሻ. 

Los  puntos  𝐴ሺ5, 𝑎, 7ሻ, 𝐵ሺ3, െ1, 7ሻ 𝑦 𝐶ሺ6, 5, 4ሻ  son  coplanarios  cuando  el  rango  de  los  vectores  que 
determinan sea menor que tres. 

Calculamos el determinante de la matriz que forman y lo igualamos a cero: 

อ
െ2 െ1 െ 𝑎 0
1 5 െ 𝑎 െ3
3 6 െ3

อ ൌ െ3 ൉ อ
2 1 ൅ 𝑎 0
1 5 െ 𝑎 െ3
1 2 െ1

อ ൌ 0; 

  อ
2 1 ൅ 𝑎 0
1 5 െ 𝑎 െ3
1 2 െ1

อ ൌ 0 ൌ െ2ሺ5 െ 𝑎ሻ െ 3ሺ1 ൅ 𝑎ሻ ൅ 12 ൅ ሺ1 ൅ 𝑎ሻ ൌ ሺ5 െ 𝑎ሻ ൅ ሺ1 ൅ 𝑎ሻ െ 6 ൌ 6 െ 6 ൌ 0 

Los puntos son coplanarios ∀𝑎 ∈ 𝑅 

Para que formen un triángulo rectángulo los vectores deben ser ortogonales, luego su producto escalar 
debe ser cero: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 0 ൌ ሺെ2, െ1 െ 𝑎, 0ሻ ൉ ሺ3, 6, െ3ሻ ൌ െ6 െ 6 െ 6𝑎 െ 0 ൌ െ12 െ 6𝑎 ൌ 0 ⇒   2 ൅ 𝑎 ൌ 0 

El ángulo 𝐵 es recto cuando 𝒂 ൌ െ𝟐 

 

𝑏ሻ Para 𝑎 ൌ െ2: 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, 1, 0ሻ, 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 7, െ3ሻ, 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 6, െ3ሻ. 

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √4 ൅ 1 ൌ √5;  ห𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √9 ൅ 36 ൅ 9 ൌ √54 ൌ 3√6 

El área del triángulo de base √5 y altura 3√6 es 𝑆 ൌ √ହ∙ଷ√଺

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
√30 𝑢ଶ 

Otra forma de hacerlo: El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es  la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan: 

𝑆 ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
െ2 1 0
1 7 െ3

ะ ൌ ଵ

ଶ
൉ |െ3𝑖 െ 14𝑘 െ 𝑘 െ 6𝑗| ൌ ଵ

ଶ
൉ |െ3𝑖 െ 6𝑗 െ 15𝑘| ൌ ଷ

ଶ
൉

|𝑖 ൅ 2𝑗 ൅ 5𝑘| ൌ ଷ

ଶ
൉ √1ଶ ൅ 2ଶ ൅ 5ଶ ൌ ଷ

ଶ
൉ √30. 
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𝑆 ൌ
𝟑
𝟐

√𝟑𝟎 𝒖𝟐 ≅ 8.22 𝑢ଶ 

 

𝑐ሻ Para 𝑎 ൌ 5: 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ6, 0ሻ y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ3ሻ. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos 𝛼  ⇒ 

cos 𝛼 ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ൌ

ሺെ2, െ6, 0ሻ ൉ ሺ1, 0, െ3ሻ

ඥሺെ2ሻଶ ൅ ሺെ6ሻଶ ൉ ඥ1ଶ ൅ ሺെ3ሻଶ
ൌ

െ2 െ 0 െ 0

√4 ൅ 36 ൉ √1 ൅ 9
ൌ

െ2

√40 ൉ √10
ൌ

െ2

√400
ൌ

െ2
20

ൌ െ
1

10
ൌ െ0.1 

𝜶 ൌ 𝟗𝟓°  𝟒𝟒ᇱ 𝟐𝟏′′ 
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Problema 6: 

Dadas las rectas 𝑟 ≡ ௫ି௠

ିଵ
ൌ ௬ାଵ଴

ସ
ൌ ௭ାଷ

ଵ
 𝑦 𝑠 ≡ ൝

𝑥 ൌ 1             
𝑦 ൌ 6 ൅ 4𝜆  
𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝜆

. 

𝑎ሻ Calcula el valor de 𝑚 para que las rectas se corten en un punto. 

𝑏ሻ Calcula el punto de corte. 

Solución:  

𝑎ሻ Escribimos las ecuaciones paramétricas de 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝑚 െ 𝜇       
𝑦 ൌ െ10 ൅ 4𝜇
𝑧 ൌ െ3 ൅ 𝜇     

. 

Como las rectas se cortan en un punto, buscamos ese punto: 

                 1 ൌ 𝑚 െ 𝜇
6 ൅ 4𝜆 ൌ െ10 ൅ 4𝜇
 െ1 ൅ 2𝜆 ൌ െ3 ൅ 𝜇

ൡ ⇒ 

6 ൅ 4𝜆 ൌ െ10 ൅ 4𝜇
 െ1 ൅ 2𝜆 ൌ െ3 ൅ 𝜇

𝑚 ൌ 1 ൅ 𝜇
ൡ  ⇒  

3 ൅ 2𝜆 ൌ െ5 ൅ 2𝜇
 െ1 ൅ 2𝜆 ൌ െ3 ൅ 𝜇

𝑚 ൌ 1 ൅ 𝜇
ൡ ⇒ 4 ൌ െ2 ൅ 𝜇;   𝜇 ൌ 6; 𝑚 ൌ 1 ൅ 𝜇 ൌ 7. 

𝒎 ൌ 𝟕 

 

𝑏ሻ Como 𝜇 ൌ 6, el punto de corte es: ൝
𝑥 ൌ 7 െ 6 ൌ 1                       
𝑦 ൌ െ10 ൅ 4 ൉ 6 ൌ 14         
𝑧 ൌ െ3 ൅ 𝜇 ൌ െ3 ൅ 6 ൌ 3

 ⇒  𝑃ሺ1, 14, 3ሻ. 

𝑷ሺ𝟏, 𝟏𝟒, 𝟑ሻ 
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Problema 7: 

Se dispone de dos urnas: 𝑈ଵ 𝑦 𝑈ଶ.  La 𝑈ଵ  contiene 4 bolas blancas y 5 bolas negras;  la 𝑈ଶ  contiene 6 
bolas blancas y 3 bolas negras. Al azar se extrae una bola de 𝑈ଵ y se introduce en 𝑈ଶ y, a continuación, 
se extrae una bola de 𝑈ଶ. Calcula la probabilidad que: 

𝑎ሻ Se obtenga una bola blanca. 

𝑏ሻ La bola extraída de 𝑈ଵ sea negra, sabiendo que la bola sacada de 𝑈ଶ también ha sido negra. 

𝑐ሻ Salga al menos una bola blanca. 

Solución:  

Llamamos 𝐵𝑈ଵ al suceso sacar una bola blanca de  la urna 𝑈ଵ, y 𝑁𝑈ଵ a sacar una bola negra de dicha 
urna. Llamamos 𝐵𝑈ଶ al suceso sacar una bola blanca de  la urna 𝑈ଶ, y 𝑁𝑈ଶ a sacar una bola negra de 
dicha urna. El diagrama de árbol es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ 𝑃ሺ𝐵𝑈ଶሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵𝑈ଵሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵𝑈ଶ/𝐵𝑈ଵሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁𝑈ଵሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵𝑈ଶ/𝑁𝑈ଵሻ ൌ
ସ

ଽ
൉

଻

ଵ଴
൅

ହ

ଽ
൉

଺

ଵ଴
ൌ

ଶ଼ାଷ଴

ଽ଴
ൌ

ଶଽ

ସହ
ൌ 0.6444. 

La probabilidad de que se obtenga una bola blanca es de 
𝟐𝟗

𝟒𝟓
ൌ 𝟎. 𝟔𝟒𝟒𝟒 

 

𝑏ሻ Es una probabilidad condicionada 

𝑃ሺ𝑁𝑈ଵ/𝑁𝑈ଶሻ ൌ ௉ሺே௎భ∩ே௎మሻ

௉ሺே௎మሻ
ൌ ௉ሺே௎భሻ൉௉ሺே௎మ/ே௎భሻ

ଵି௉ሺ஻௎మሻ
ൌ

ఱ
వ

൉ ర
భబ

ଵିమవ
రఱ

ൌ
భబ
రఱ

రఱషమవ
రఱ

ൌ ଵ଴

ଵ଺
ൌ ହ

଼
ൌ 0.625. 

La probabilidad de que la bola extraída de 𝑈ଵ sea negra, sabiendo que la bola sacada de 𝑈ଶ también ha 

sido negra es de 
𝟓

𝟖
ൌ 𝟎. 𝟔𝟐𝟓 

 

𝑐ሻ  Utilizamos  la  probabilidad  del  suceso  contrario:  La  probabilidad  de  que  salga  al menos  una  bola 
blanca es la unidad menos la probabilidad de que salgan dos bolas negras: 

𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑁𝑈ଵሻ ൉ 𝑃 ቀே௎మ

ே௎భ
ቁ ൌ 1 െ ହ

ଽ
൉ ଶ

ହ
ൌ 1 െ ଶ

ଽ
ൌ ଻

ଽ
ൌ 0.7778.  

La probabilidad de que salga al menos una bola blanca es 
𝟕

𝟗
ൌ 𝟎. 𝟕𝟕𝟕𝟖 
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Problema 8: 

Una compañía aérea ha observado que los pesos de las maletas de un determinado trayecto siguen una 
distribución normal de media 7.5 kg y desviación típica 0.4 kg. Calcula la probabilidad que, escogida una 
maleta al azar: 

𝑎ሻ Pese menos de 7.2 kg pero más de 7 kg. 

𝑏ሻ Pese entre 7.8 kg y 8 kg. 

𝑐ሻ Si en un trayecto hay 90 maletas, ¿cuántas maletas se debe esperar que pesen al menos 8.1 kg? 

Solución:  

Nos dice que es una distribución normal de media 𝜇 ൌ 7.5 kg y desviación típica 𝜎 ൌ 0.4 kg. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ7.5, 0.4ሻ.    Tipificamos la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଻.ହ

଴.ସ
. 

𝑎ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ7 ൑ 𝑋 ൑ 7.2ሻ ൌ 𝑃 ቀ଻ି଻.ହ

଴.ସ
൑ 𝑍 ൑ ଻.ଶି଻.ହ

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀି଴.ହ

଴.ସ
൑ 𝑍 ൑ ି଴.ଷ

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃ሺെ1.25 ൑ 𝑍 ൑ െ0.75ሻ ൌ

ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.75ሻሿ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.25ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.25ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.75ሻ ൌ 0.8944 െ 0.7734 ൌ
0.1210 

La probabilidad de que pese menos de 7.2 kg pero más de 7 kg es 𝟎. 𝟏𝟐𝟏𝟎 

 

𝑏ሻ 𝑃ሺ7.8 ൑ 𝑋 ൑ 8ሻ ൌ 𝑃 ቀ଻.଼ି଻.ହ

଴.ସ
൑ 𝑍 ൑ ଼ି଻.ହ

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ଴.ଷ

଴.ସ
൑ 𝑍 ൑ ଴.ହ

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ0.75 ൑ 𝑍 ൑ 1.25ሻ ൌ

𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.25ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.75ሻ ൌ 0.8944 െ 0.7734 ൌ 0.1210 

La probabilidad de que pese entre 7.8 kg y 8 kg es 𝟎. 𝟏𝟐𝟏𝟎 

 

𝑐ሻ  𝑃ሺ𝑋 ൐ 8.1ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଼.ଵି଻.ହ

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଴.଺

଴.ସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 1.5ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1.5ሻ ൌ 1 െ 0.9332 ൌ

0.0668. 

Utilizamos una distribución binomial: 

𝑛 ൌ 90.  𝑁 ൌ 𝑝 ൉ 𝑛 ൌ 0.0668 ൉ 90 ൌ 6.01. 

𝟔 de las maletas pesan más de 8.1 kg. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

Considera las matrices:  

𝐴 ൌ ቀ1 2
1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ3 1
2 െ5

ቁ 

a) Calcula los determinantes: det (𝐴), det (𝐵).  

b) Calcula la matriz producto 𝐵 ൉ 𝐴 , la matriz transpuesta ሺ𝐵 ൉ 𝐴ሻ௧.  

c) Para que se cumpla la relación 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 ൉ 𝐴, cuántas filas y columnas debe tener la matriz 𝑋?  

d) Calcula la matriz 𝑋 que satisface la relación. 

Solución: 

a) |𝐴| ൌ ቚ1 2
1 0

ቚ ൌ െ2;|𝐵| ൌ ቚ3 1
2 െ5

ቚ ൌ െ17.  

det (𝑨) ൌ െ𝟐, det (𝑩) ൌ െ𝟏𝟕.  

b) 𝐵 ⋅  𝐴 ൌ ቀ3 1
2 െ5

ቁ ∙ ቀ1 2
1 0

ቁ ൌ ቀ 4 6
െ3 4

ቁ 

ሺ𝐵 ⋅  𝐴 ሻ௧ ൌ ቀ4 െ3
6 4

ቁ 

c) Como 𝐴 ∈   𝑀ଶ௫ଶ y 𝐵 ∈ 𝑀ଶ௫ଶ entonces 𝐵 ⋅  𝐴 ∈  𝑀ଶ௫ଶ  

Si  𝑋 ∈  𝑀௔௫௕,  entonces,  para  poder  hacer  el  producto  𝐴 ⋅  𝑋,  el  número  de  columnas  de  𝐴  debe 
coincidir con el número de filas de 𝑋, por lo tanto 𝑎 ൌ 2. Además, el resultado de este producto es una 
matriz que tiene el mismo número de filas que 𝐴 y el mismo número de columnas que 𝑋, por tanto 𝑏 ൌ
2 . 

𝑋 debe ser una matriz con dos filas y dos columnas. 

d) Primera solución: Si 𝑋 ൌ ቀ
𝑚 𝑛
𝑝 𝑞ቁ  

𝐴 ⋅  𝑋 ൌ ቀ1 2
1 0

ቁ ∙ ቀ
𝑚 𝑛
𝑝 𝑞ቁ ൌ ቀ𝑚 ൅ 2𝑝 𝑛 ൅ 2𝑞

𝑚 𝑚
ቁ ൌ ቀ 4 6

െ3 4
ቁ ⇒  

 ⇒ ൞

𝑚 ൅ 2𝑝 ൌ 4
𝑛 ൅ 2𝑞 ൌ 6

𝑚 ൌ െ3
𝑛 ൌ 4

⇒

⎩
⎨

⎧
𝑚 ൌ െ3

𝑛 ൌ 4
𝑝 ൌ ଻

ଶ
𝑞 ൌ 1

⇒ 𝑋 ൌ ቆ
െ3 4

଻

ଶ
1ቇ   

Segunda solución: Como 𝐴 ∙ 𝑋 ൌ 𝐵 ∙ 𝐴 ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ∙ 𝐵 ∙ 𝐴 

Cálculo de la matriz inversa: 

|𝐴| ൌ െ2; 𝐴௧ ൌ ቀ1 1
2 0

ቁ; 𝐴ିଵ ൌ െ ଵ

ଶ
ቀ 0 െ2

െ1 1
ቁ ൌ ቆ

0 1
ଵ

ଶ
െ ଵ

ଶ
ቇ; Resolución de la ecuación matricial 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ∙ 𝐵 ∙ 𝐴 ൌ ቆ
0 1
ଵ

ଶ
െ ଵ

ଶ
ቇ ቀ 4 6

െ3 4
ቁ ൌ ቆ

െ𝟑 𝟒
𝟕

𝟐
𝟏ቇ.  
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Problema 2: 

Una empresa fabrica tres tipos de bombillas: A, B y C. La bombilla tipo A tiene 10 puntos LED, la de tipo 
B tiene 20 puntos LED, y  la de tipo C tiene 50 puntos LED. El número de bombillas de 10 puntos LED 
fabricadas diariamente es 𝜆 veces el número de bombillas de 50 puntos LED. A la empresa le interesa 
saber cuántas bombillas de cada tipo puede fabricar diariamente. 

𝑎ሻ Si 𝜆 ൌ 2, y esta empresa usa, diariamente, 30 000 puntos LED con los que fabrica 1 300 bombillas: 

1‐‐ Plantea el sistema de ecuaciones lineales de este problema. 

2‐‐ Clasifica el sistema de ecuaciones lineales y, si es posible, determina cutas bombillas de cada 
tipo se pueden fabricar. 

𝑏ሻ Si 𝜆 ൌ 3, y la empresa fabrica diariamente 1 000 bombillas; clasifica el sistema de ecuaciones lineales 
y  determina  el  número  de  puntos  LED  necesarios.  En  este  caso,  ¿cuántas  bombillas  de  cada  tipo  se 
pueden fabricar? 

Solución:  

a) I)  Llamando:  𝑥  =  {número de bombillas de 10 puntos LED};  𝑦  =  {número  de  bombillas  de  20 
puntos LED}; 𝑧 = {número de bombillas de 50 puntos LED }  

൝
𝑥 ൌ 2𝑧

10𝑥 ൅ 20𝑦 ൅ 50𝑧 ൌ 3000
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1300

 

II) El sistema tiene solución porque el determinante formado por la matriz de los coeficientes es distinto 
de cero. 

อ
1 2 െ2

10 20 50
1 1 1

อ ൌ െ10 

Resolvemos el sistema de ecuaciones por la regla de Cramer. 

𝐴 ൭
1 0 െ2

10 20 50
1 1 1

൱ , 𝐴∗ ൭
1 0 െ2 0

10 20 50 30000
1 1 1 1300

൱ 

𝑥 ൌ

อ
0 0 െ2

30000 20 50
1300 1 1

อ

อ
1 0 െ2

10 20 50
1 1 1

อ

ൌ
െ8000

െ10
ൌ 800 

𝑦 ൌ

อ
1 0 െ2

10 30000 50
1 1300 1

อ

อ
1 0 െ2

10 20 50
1 1 1

อ

ൌ
െ1000

െ10
ൌ 100 

𝑧 ൌ

อ
1 0 0

10 20 30000
1 1 1300

อ

อ
1 0 െ2

10 20 50
1 1 1

อ

ൌ
െ4000

െ10
ൌ 400 
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b) Las ecuaciones son 

൜
𝑥 ൌ 3𝑧

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1300 ⇒ ൜
𝑥 െ 3𝑧 ൌ 0

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1000 

Estudiemos la compatibilidad y soluciones de este sistema 

Las matrices asociadas son 

𝐴 ቀ1 0 െ3
1 1 1

ቁ ,  𝐴∗ ቀ1 0 െ3 0
1 1 1 1000

ቁ 

El rango de la matriz 𝐴 es 2, porque el determinante ቚ1 0
1 1

ቚ ൌ 1  

El rango de la matriz ampliada no puede ser mas de 2, por tanto, al ser la matriz de los coeficientes y la 
ampliada  iguales,  por  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius,  el  sistema  es  compatible  indeterminado 
(porque su rango es menor que el número de incógnitas). 

Para calcular las soluciones, utilizamos la regla de Cramer 

Utilizando la variable 𝑧 como parámetro, el sistema se puede escribir: 

൜
𝑥 ൌ 3𝑧

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1300 െ 𝑧 

actuando 𝑧 como parámetro. 

𝑥 ൌ
ቚ 3𝑧 0
1000 െ 𝑧 1

ቚ

ቚ1 0
1 1

ቚ
ൌ

3𝑧
1

ൌ 3𝑧 

𝑦 ൌ
ቚ1 3𝑧
1 1000 െ 𝑧

ቚ

ቚ1 0
1 1

ቚ
ൌ

1000 െ 4𝑧
1

ൌ 1000 െ 4𝑧 

y las soluciones se pueden poner como 

൝
𝑥 ൌ 3𝑡

𝑦 ൌ 1000 െ 4𝑡
𝑧 ൌ 𝑡

.  

Se  pueden  fabricar  tantas  bombillas  como  se  quieran,  siempre  que  la  relación  entre  el  número  de 
bombillas  de  cada  clase  esté  en  la  anterior.  La  única  limitación  es  que  el  número  de  bombillas  sea 
mayor o igual que cero. En este caso que 𝑡 ൒  0 y que 1000 െ 4𝑡 ൒  0  ⇒  𝑡 ൑  250 . 

൝
𝑥 ൌ 3𝑡

𝑦 ൌ 1000 െ 4𝑡
𝑧 ൌ 𝑡

, 𝑡 ∈ ሾ0, 250ሿ 

En todos estos casos, el número de LEDs necesarios es 

 𝑁 ൌ 10𝑥 ൅ 20𝑦 ൅ 50𝑧 ൌ 10 ⋅  3𝑡 ൅ 20 ⋅  ሺ 1000 െ 4𝑡 ሻ ൅ 50𝑡 ൌ 20000  

Son necesarios 20 000 LEDs, independientemente del número de bombillas fabricadas, siempre que 
estén en la relación anterior. 
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Problema 3: 

Considera la función 𝑓: 𝑅 → 𝑅 definida por: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௘ೌೣିଵ

ଶ௫
  𝑠𝑖  𝑥 ് 0

  𝑏   𝑠𝑖  𝑥 ൌ 0
: 

𝑎ሻ Estudia la continuidad de la función 𝑓 es los puntos 𝑥଴ ് 0. 

𝑏ሻ Calcula la relación que ha de haber entre 𝑎 𝑦 𝑏 para que 𝑓 sea continua para 𝑥 ൌ 0. 

𝑐ሻ Si para los valores de 𝑎 ൌ 2 𝑦 𝑏 ൌ 1, 𝑓 es una función derivable para 𝑥 ൌ 0, calcula 𝑓ᇱሺ0ሻ. 

Solución:  

a)  La  función 
௘ೌೣିଵ

ଶ௫
  es  el  cociente  de  dos  funciones  continuas,  𝑒௔௫ െ 1  (que  es  continua  por  ser 

diferencia de dos funciones continuas) y 2𝑥 que también es una función continua. El único problema de 
discontinuidad podría ser 𝑥 ൌ 0 , que anula el denominador, pero este punto esta fuera de los puntos 
de continuidad que se quieren analizar. 

b) En 𝑥 ൌ 0 , utilizando la regla de L'Hôpital 

lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴ష

 
𝑒௔௫ െ 1

2𝑥
ൌ lim

௫→଴ష
 
𝑒௔௫

2
ൌ

𝑎
2
 

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

 
𝑒௔௫ െ 1

2𝑥
ൌ lim

௫→଴శ
 
𝑒௔௫

2
ൌ

𝑎
2
 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑏 

Para que la función sea continua, estos tres valores deben ser iguales.  

𝑎
2

ൌ 𝑏 ⇒ 𝒂 ൌ 𝟐𝒃 

 

c) La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es en este caso 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑒ଶ௫ െ 1

2𝑥
𝑠𝑖 𝑥 ് 0

1 𝑠𝑖 𝑥 ൌ 0
 

que por lo visto anteriormente es continua, puesto que 𝑎 ൌ 2𝑏  

Su derivada es 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2𝑒ଶ௫2𝑥 െ ሺ𝑒ଶ௫ െ 1ሻ2

4𝑥ଶ ൌ
𝑒ଶ௫ሺ2𝑥 െ 1ሻ ൅ 1

2𝑥ଶ  

y utilizando dos veces la regla de L´Hôpital 

𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ lim
௫→଴

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

𝑒ଶ௫ሺ2𝑥 െ 1ሻ ൅ 1
2𝑥ଶ ൌ lim

௫→଴

2𝑒ଶ௫ሺ2𝑥 െ 1ሻ ൅ 2𝑒ଶ௫

4𝑥
ൌ lim

௫→଴
𝑒ଶ௫ ൌ 1 

𝒇ᇱሺ𝟎ሻ ൌൌ 𝟏 
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Problema 4: 

El número de  individuos de una población en un determinado momento de  tiempo, 𝑡,  expresada en 

millones de individuos, viene dada por la función 𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ ଵହା௧మ

ሺ௧ାଵሻమ, con la variable 𝑡 ൒ 0 mide el número de 

años transcurridos desde el 1 de enero de 2000. 

𝑎ሻ Calcula la población que había el 1 de enero del año 2000. 

𝑏ሻ  Prueba  que  el  número  de  individuos  de  la  población  logra  un mínimo.  ¿Qué  año  se  alcanza  este 
mínimo? ¿Cuántos individuos habrá el año del mínimo? 

𝑐ሻ Calcula el número de individuos que habrá a largo plazo. 

Solución:  

a) El 1 de Enero del 2000 corresponde al momento en que 𝑡 ൌ 0  

𝑃ሺ0ሻ ൌ
15
1

ൌ 15 

Habrá 15 millones de individuos. 

b) 𝑃ᇱሺ𝑡ሻ ൌ
ଶ௧ሺ௧ାଵሻమି൫ଵହା௧మ൯ଶሺ௧ାଵሻ

ሺ௧ାଵሻర ൌ
ଶ௧ሺ௧ାଵሻିଶ൫ଵହା௧మ൯

ሺ௧ାଵሻయ ൌ ଶ௧ିଷ଴

ሺ௧ାଵሻయ 

𝑃ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 0 ⇒
2𝑡 െ 30
ሺ𝑡 ൅ 1ሻଷ ൌ 0 ⇒ 𝑡 ൌ 15 

𝑃ᇱᇱሺ𝑡ሻ ൌ
2ሺ𝑡 ൅ 1ሻଷ െ ሺ2𝑡 െ 30ሻ3ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶ

ሺ𝑡 ൅ 1ሻ଺ ൌ
2ሺ𝑡 ൅ 1ሻ െ 3ሺ2𝑡 െ 30ሻ

ሺ𝑡 ൅ 1ሻସ ൌ
െ4𝑡 ൅ 92
ሺ𝑡 ൅ 1ሻସ  

𝑃ᇱᇱሺ15ሻ ൌ
32

50625
൐ 0 

𝑃ሺ15ሻ ൌ
15
16

~0.9375 

En el punto ቀ𝟏𝟓, 𝟏𝟓

𝟏𝟔
ቁ hay un mínimo. El mínimo se alcanza el año 2015 con una población aproximada 

de 937 500 individuos. 

c) lim
௫→ାஶ

ଵହା௧మ

ሺ௧ାଵሻమ ൌ lim
௫→ାஶ

௧మାଵହ

௧మାଶ௧ାଵ
ൌ 1 

A largo plazo la población se estabilizará alrededor de un millón de individuos. 
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Problema 5: 

Dadas las rectas 𝑟 ≡ ቄ𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 3  
𝑧 ൌ 2𝑥 ൅ 2

 y 𝑠 ≡ ቊ𝑦 ൌ െ ଵ

ଶ
       

𝑥 ൌ 2𝑧 ൅ 3
: 

𝑎ሻ Calcula las ecuaciones vectoriales de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ Si es posible, calcula el plano paralelo a la recta 𝑠 que contiene a la recta 𝑟. 

𝑐ሻ Calcula el plano perpendicular a la recta 𝑠 que pasa por el punto 𝑃ሺെ1, 0, 2ሻ. 

𝑑ሻ Calcula la recta perpendicular a 𝑟 𝑦 𝑠 que pasa por el origen. 

Solución:  

a) Una parametrización de la recta (I) es 

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ𝑥, 𝑥 ൅ 3, 2𝑥 ൅ 2ሻ ൌ ሺ0, 3, 2ሻ ൅ 𝑥ሺ1, 1, 2ሻ 

La  ecuación  vectorial  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  𝐴ሺ0, 3,2  ሻ  y  tiene  como  vector  director 
𝑣⃗ሺ1, 1, 2ሻ es 

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ0, 3, 2ሻ ൅ 𝜆ሺ1, 1, 2ሻ 

En la segunda recta (II): ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ቀ2𝑧 ൅ 3, െ ଵ

ଶ
, 𝑧ቁ ൌ ቀ3, െ ଵ

ଶ
, 1ቁ ൅ 𝑧ሺ2, 0, 1ሻ 

La  ecuación  vectorial  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  𝐵 ቀ3, െ ଵ

ଶ
, 1ቁ  y  tiene  como  vector  director 

𝑤ሬሬ⃗ ሺ2, 0, 1ሻ  es 

ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ൬2𝑧 ൅ 3, െ
1
2

, 𝑧൰ ൌ ൬3, െ
1
2

, 1൰ ൅ 𝜆ሺ2, 0, 1ሻ 

b) Un plano paralelo a la recta (II) y que contiene a la recta (I) tendrá como vectores directores 𝑣⃗ y 𝑤ሬሬ⃗  ; y 
que pasa por un punto de (I) , por ejemplo 𝐴ሺ0, 3, 2ሻ  

𝜋 ൌ อ
𝑥 𝑦 െ 3 𝑧 െ 2
1 1 2
2 0 1

อ ൌ 𝑥 ൅ 3𝑦 െ 2𝑧 െ 5 ൌ 0 

Este plano contiene a la recta (II), puesto que está construida con un vector director y un punto de (II). 
Además, el vector 𝑢ሬ⃗ ሺ1, 3, െ2ሻ , que es perpendicular al plano π, es perpendicular a la recta (I), puesto 
que 𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑣⃗ ൌ 0. En efecto: 𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 3, െ2 ሻ  ⋅  ሺ 1, 1, 2 ሻ ൌ 1 ൅ 3 െ 4 ൌ 0  

c) Un plano perpendicular a la recta (II) tiene por ecuación 2𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 𝑘 ൌ 0. Si queremos que pase por el 
punto 𝑃ሺെ1, 0, 2ሻ , sustituimos este punto en el haz de planos 

2 ⋅  ሺ െ1 ሻ ൅ 2 ൅ 𝑘 ൌ 0  ⇒  𝑘 ൌ 0 . 

El plano perpendicular a la recta (II) que pasa por el punto 𝑃 es 𝟐𝒙 ൅ 𝒛 ൌ 𝟎  

d) Primeramente hay que hallar una dirección 𝑟 perpendicular a 𝑣⃗ y 𝑤ሬሬ⃗  

𝑟 ൌ 𝑣⃗ ൈ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 2
2 0 1

อ ൌ 𝑖 ൅ 3𝑗 െ 2𝑘  

El vector perpendicular es 𝑟ሺ 1,3, െ2 ሻ  

Una recta con esta dirección y que pase por el origen es 
𝒙

𝟏
ൌ

𝒚

𝟑
ൌ

𝒛

ି𝟐
 



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de BALEARES    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)105 

Problema 6: 

Dados los puntos 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ, 𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ: 

𝑎ሻ Comprueba que 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ, 𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ no están alineados. 

𝑏ሻ Calcula la ecuación vectorial del plano que determina 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ, 𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ. 

𝑐ሻ Calcula el área del triángulo que tiene por vértices 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ, 𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ. 

𝑑ሻ Calcula, de forma razonada, la condición que ha de cumplir 𝑎, 𝑏 𝑦 𝑐 para que los puntos 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ,
𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ y 𝑆ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ pertenecen a un mismo plano. 

Solución:  

a) Los tres puntos estarán alineados si los vectores 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗  fueran proporcionales 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ 1,1,0 ሻ െ ሺ 1,0,1 ሻ ൌ ሺ 0,1, െ1 ሻ  

𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ 0,1,1 ሻ െ ሺ 1,0,1 ሻ ൌ ሺ െ1,1,0 ሻ  

Como no se conserva la proporción ni siquiera entre las dos primeras coordenadas ቀ ଴

ିଵ
് ଵ

ଵ
ቁ:  

Los tres puntos no están alineados. 

b) El plano π pedido tendrá por los vectores directores 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗   y pasará por uno de los tres puntos, por 
ejemplo 𝑃  

𝜋 ൌ อ
𝑥 െ 1 𝑦 𝑧 െ 1

0 1 െ1
െ1 1 0

อ ൌ 𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎  

c) El área del triángulo será 
ห௉ொሬሬሬሬሬ⃗ ൈ ௉ோሬሬሬሬሬ⃗ ห

ଶ
  

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 1 െ1

െ1 1 0
อ ൌ 𝑖 ൅ 𝑗 ൅ 𝑘  

Con lo que el área es 

ห௉ொሬሬሬሬሬ⃗ ൈ ௉ோሬሬሬሬሬ⃗ ห

ଶ
ൌ

√ଵమାଵమାଵమ

ଶ
ൌ √𝟑

𝟐
  

d) Como ya hemos visto el plano pasa por los puntos 𝑃ሺ1, 0, 1ሻ, 𝑄ሺ1, 1, 0ሻ 𝑦 𝑅ሺ0, 1, 1ሻ. Para que el 
punto 𝑆 ൌ ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ pertenezca a ese plano, debe cumplir su ecuación, por tanto la condición es 
que: 

 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 2  
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Problema 7: 

En una urna hay 12 bolas blancas, 8 bolas negras y 5 bolas rayadas. Se realiza el experimento aleatorio 
de  extraer  dos  bolas,  consecutivamente  y  sin  devolución  a  la  urna.  Calcula  la  probabilidad  de  los 
siguientes eventos: 

𝑎ሻ Las dos bolas son blancas.  

𝑏ሻ Las dos bolas son del mismo color. 

𝑐ሻ Al menos una bola es blanca. 

𝑑ሻ Ninguna de las bolas es blanca. 

Solución:  

Sacar  dos  bolas  simultáneamente  sin  devolución  es  el  mismo  experimento  que  sacar  dos  bolas 
consecutivamente, sin devolución. Sean los siguientes sucesos: 

𝑅ଵ = {sacar bola roja en la primera extracción}  

𝐵ଵ = {sacar bola banca en la primera extracción}  

𝐴ଵ = {sacar bola azul en la primera extracción}  

𝑅ଶ = {sacar bola roja en la segunda extracción}  

𝐵ଶ = {sacar bola banca en la segunda extracción}  

𝐴ଶ = {sacar bola azul en la segunda extracción}  

a) Se pide 𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩ 𝑅ଶ ሻ  

Tenemos que 𝑝ሺ𝑅ଵ ሻ ൌ  ଵଶ

ଶହ
   y si extraemos una roja, la probabilidad de extraer otra roja en la segunda 

extracción es 𝑝ሺ 𝑅ଶ / 𝑅ଵ ሻ ൌ  ଵଵ

ଶସ
  porque hay una bola roja menos y una bola en la urna. 

Por tanto 

 𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩ 𝑅ଶ ሻ ൌ 𝑝ሺ 𝑅ଵ ሻ ⋅  𝑝ሺ 𝑅ଶ/𝑅ଵ ሻ ൌ ଵଶ

ଶହ
∙ ଵଵ

ଶସ
ൌ ଵଵ

ହ଴
   

La probabilidad de que las dos bolas sean blancas es 
𝟏𝟏

𝟓𝟎
 

 

b) Hay que calcular 𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩  𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐵ଵ  ∩  𝐵ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐴ଵ  ∩ 𝐴ଶ ሻ  

De  la misma manera  que  hemos  razonado  en  el  apartado  a)  con  las  dos  bolas  rojas,  calculamos  la 
probabilidad de sacar dos bolas blancas y dos azules. 

𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩ 𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐵ଵ  ∩  𝐵ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐴ଵ  ∩ 𝐴ଶ ሻ ൌ  

ൌ 𝑝ሺ 𝑅ଵ ሻ ⋅  𝑝ሺ 𝑅ଶ/𝑅ଵ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐵ଵ ሻ ⋅  𝑝ሺ 𝐵ଶ/𝐵ଵ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐴ଵ ሻ ⋅  𝑝ሺ 𝐴ଶ/𝐴ଵ ሻ ൌ 

ൌ
11
50

൅
8

25
∙

7
24

൅
5

25
∙

4
24

ൌ
26
75

  

La probabilidad de que las dos bolas sean del mismo color es 
𝟐𝟔

𝟕𝟓
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c)  Hay  que  calcular  la  probabilidad  de  que  alguna  sea  roja,  es  decir, 𝑝ሺ 𝑅ଵ ∩ 𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩ 𝐵ଶ ሻ ൅
𝑝ሺ𝑅ଵ  ∩  𝐴ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐵ଵ  ∩  𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐴ଵ  ∩  𝑅ଶ ሻ : 

𝑝ሺ 𝑅ଵ ∩  𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝑅ଵ  ∩ 𝐵ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ𝑅ଵ  ∩ 𝐴ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐵ଵ  ∩  𝑅ଶ ሻ ൅ 𝑝ሺ 𝐴ଵ  ∩  𝑅ଶ ሻ ൌ  

𝑝ሺ 𝑅ଵሻ ∙ 𝑝ሺ𝑅ଶ/𝑅ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝑅ଵሻ ∙ 𝑝ሺ𝐵ଶ/𝑅ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝑅ଵሻ ∙ 𝑝ሺ𝐴ଶ/𝑅ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝐵ଵሻ ∙ 𝑝ሺ𝑅ଶ/𝐵ଵሻ ൅ 𝑝ሺ𝐴ଵሻ ⋅ 𝑝ሺ𝑅ଶ/𝐴ଵሻ ൌ 

11
50

൅
12
25

∙
8

24
൅

12
25

∙
5

24
൅

8
25

∙
12
24

൅
5

25
∙

12
24

ൌ
37
50

 

La probabilidad de que alguna sea roja es 
𝟑𝟕

𝟓𝟎
 

 

d) La probabilidad de que ninguna de las dos bolas sea roja es el suceso contrario de que alguna de las 
dos bolas sea roja, por tanto 

𝑝ሺ 𝑛𝑖𝑛𝑔𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑏𝑜𝑙𝑎𝑠 𝑠𝑒𝑎 𝑟𝑜𝑗𝑎 ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ 𝑎𝑙𝑔𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑏𝑜𝑙𝑎𝑠 𝑠𝑒𝑎 𝑟𝑜𝑗𝑎 ሻ ൌ 1 െ
37
50

 ൌ
13
50

  

La probabilidad de que ninguna sea roja es 
𝟏𝟑

𝟓𝟎
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Problema 8: 

La altura de  las personas de una clase se distribuye según una normal de media 160 cm y desviación 
típica 10 cm. Calcula la probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura: 

𝑎ሻ Sobrepase los 170 cm. 

𝑏ሻ Sea menor que 155 cm. 

𝑐ሻ Está comprendida entre 155 cm y 170 cm.  

Solución:  

Es una 𝑁ሺ160, 10ሻ  

a) 

𝑝ሺ𝑋 ൐ 170ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐
170 െ 160

10
൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 1ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 1 െ 0.8413 ൌ 0.1587 

La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura sobrepase los 170 cm es 

𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟕 

 

b) 

𝑝ሺ𝑋 ൏ 155ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൏
155 െ 160

10
൰ ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൏ െ0.5ሻ 

ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൐ 0.5ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑍 ൑ 0.5ሻ ൌ 1 െ 0.6915 ൌ 0.3085 

La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura sea menor que 155 cm es 

𝟎. 𝟑𝟎𝟖𝟓 

 

c) 

𝑝ሺ155 ൏ 𝑋 ൏ 170ሻ ൌ 𝑝 ൬
155 െ 160

10
൏ 𝑍 ൏

170 െ 160
10

൰ ൌ 𝑝ሺെ0.5 ൏ 𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 

ൌ 𝑝ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 𝑝ሺ𝑍 ൏ െ0.5ሻ ൌ 0.8413 െ 0.3085 ൌ 0.5328 

La probabilidad de que, escogida al azar una persona de la clase, su altura esté comprendida entre 155 

cm y 170 cm es 𝟎. 𝟓𝟑𝟐𝟖 

 


