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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2020–2021 
MATERIA: MATEMÁTICAS II

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Debe escogerse sólo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realizan más de cuatro ejercicios 
sólo  se  corregirán  los  cuatro  primeros,  según  el  orden  en  que  aparecen  resueltos  en  el  cuadernillo  del  examen.  Debe 
exponerse  con  claridad el planteamiento de  la  respuesta o el método utilizado para  su  resolución. Todas  las  respuestas 
deben  ser  razonadas. No  se permite el uso de  calculadoras gráficas ni programables.  Tampoco está permitido el uso de 
dispositivos con acceso a internet. 

Ejercicio 1: 

Considera  el  vector  𝑣⃗ ൌ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ1

0
ቁ , 𝑣⃗ ∈ 𝑅ଶ,  y  la  matriz  de  rotación  𝑅ሺ𝜃ሻ,  siendo  𝑅ሺ𝜃ሻ ൌ

ቀcos 𝜃 െ𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃

ቁ. 

𝑎ሻ Comprueba que para 𝜃 ൌ గ

ଶ
 que 𝑅ሺ𝜃ሻ ൉ 𝑣⃗ rota el vector 𝑣⃗ un ángulo 𝜃 en sentido antihorario. 

𝑏ሻ Comprueba que para 𝜃 ൌ గ

ଶ
 que 𝑅ଶሺ𝜃ሻ ൉ 𝑣⃗ rota el vector 𝑣⃗ un ángulo 2𝜃 en sentido antihorario. 

𝑐ሻ Comprueba que la matriz 𝑅ሺ𝜃ሻ es invertible para cualquier valor de 𝜃. 
𝑑ሻ Calcula la matriz inversa de 𝑅ሺ𝜃ሻ y comprueba que 𝑅ିଵሺ𝜃ሻ ൌ 𝑅ሺെ𝜃ሻ. 

Ejercicio 2: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ. 
𝑎ሻ  Determina  la  ecuación  de  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  𝑓ሺ𝑥ሻ  en  el  punto  de  abscisa  𝑥 ൌ 1. 
Llamaremos a dicha recta 𝑔ሺ𝑥ሻ. 
𝑏ሻ Calcula el área de la región limitada por las rectas 𝑔ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
, 𝑥 ൌ 1, y el eje OX de abscisas. 

𝑐ሻ Halla una primitiva 𝐹ሺ𝑥ሻ de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. 
𝑑ሻ Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ, y las rectas 𝑔ሺ𝑥ሻ 𝑦 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
. 

Ejercicio 3: 

Se  dispara  un  misil  en  línea  recta  desde  el  punto  𝐴ሺ1, 2, 8ሻ  hacia  la  posición  de  la  base  enemiga 
𝐵ሺ3, 4, 0ሻ. 
𝑎ሻ Calcula la ecuación de la recta que contiene la trayectoria del misil. 
𝑏ሻ Calcula el punto en el que el misil cruza el plano 𝑧 ൌ 4. 
𝑐ሻ Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en B. 

𝑑ሻ Calcula un vector perpendicular a los vectores 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Ejercicio 4: 

La  testosterona  es  una  hormona  que  se  produce  en  el  cuerpo  de  los  hombres.  En  ciclismo  la 
testosterona puede utilizarse como sustancia dopante, de  forma que niveles elevados se consideran 
ilegales. En una población dada,  la  concentración de  testosterona en sangre para un hombre adulto 
que  no  se  haya  dopado,  sigue  una  distribución  normal  con  media  600  ng/dl,  y  desviación  típica 
200 ng/dl. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que un ciclista presente más de 1.000 ng/dl de testosterona en sangre sin 
haberse dopado. 

𝑏ሻ ¿Qué nivel de testosterona elegirías como límite en un control antidopaje, para que la probabilidad 
de acusar a un inocente sea de 1 entre 1.000? 
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Ejercicio 5: 

Considera el sistema ൜
𝜆𝑥 െ 𝑦 ൌ 1          
4𝑥 െ 𝜆𝑦 ൌ 2𝜆 െ 2 dependiente del parámetro 𝜆. 

𝑎ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso. 

𝑏ሻ  Determina  para  qué  valores  de  𝜆  el  sistema  tiene  solución  única  y  resuélvelo  en  ese  caso, 
expresando la solución en función del parámetro 𝜆 si es necesario. 

𝑐ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema no tiene solución. 

Ejercicio 6: 

En una población, la proporción de personas infectadas por una determinada enfermedad en función 

del tiempo, 𝐼ሺ𝑡ሻ, viene dada por la función 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ቊ
𝑘𝑒ଶ௧  𝑠𝑖  𝑡 ൏ 1

௧మ

ଷ௧మାଵ
  𝑠𝑖  𝑡 ൒ 1

, siendo 𝑘 una constante real, 𝑡 el 

tiempo en años desde el inicio de la epidemia y 𝑡 ൌ 1 el inicio de la vacunación. 

𝑎ሻ Calcula el valor de 𝑘 para que 𝐼ሺ𝑡ሻ sea continua. 

𝑏ሻ Calcula la proporción de personas infectadas cuando 𝑡 → ∞. 

𝑐ሻ Calcula la velocidad de crecimiento de 𝐼ሺ𝑡ሻ para el instante 𝑡 ൌ ଵ

ଶ
. 

𝑑ሻ Calcula la velocidad de crecimiento de 𝐼ሺ𝑡ሻ para el instante 𝑡 ൌ 2. 

Ejercicio 7: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൌ 10 los puntos 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺ2, 3, 3ሻ. 

𝑎ሻ Halla la ecuación de la recta que pasa por los puntos A y B. 

𝑏ሻ Halla el vector normal del plano 𝜋. 

𝑐ሻ Determina la posición relativa del plano 𝜋 y la recta que pasa por los puntos A y B. 

𝑑ሻ Halla la ecuación del plano paralelo a 𝜋 que contiene al punto A. 

Ejercicio 8: 

En  ajedrez,  la  mitad  de  las  partidas  se  juegan  con  piezas  blancas  y  la  otra  mitad  con  negras.  Un 
determinado jugador gana el 40 % de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30 % jugando con 
negras. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué piezas jugará. 

𝑏ሻ  Calcula  la  probabilidad  de  que  haya  jugado  con  blancas  una  partida  concreta,  sabiendo  que  ha 
ganado. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)136 

RESPUESTAS 

Ejercicio 1: 

Considera  el  vector  𝑣⃗ ൌ ቀ
𝑥
𝑦ቁ ൌ ቀ1

0
ቁ , 𝑣⃗ ∈ 𝑅ଶ,  y  la  matriz  de  rotación  𝑅ሺ𝜃ሻ,  siendo  𝑅ሺ𝜃ሻ ൌ

ቀcos 𝜃 െ𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃

ቁ. 

𝑎ሻ Comprueba que para 𝜃 ൌ గ

ଶ
 que 𝑅ሺ𝜃ሻ ൉ 𝑣⃗ rota el vector 𝑣⃗ un ángulo 𝜃 en sentido antihorario. 

𝑏ሻ Comprueba que para 𝜃 ൌ గ

ଶ
 que 𝑅ଶሺ𝜃ሻ ൉ 𝑣⃗ rota el vector 𝑣⃗ un ángulo 2𝜃 en sentido antihorario. 

𝑐ሻ Comprueba que la matriz 𝑅ሺ𝜃ሻ es invertible para cualquier valor de 𝜃. 

𝑑ሻ Calcula la matriz inversa de 𝑅ሺ𝜃ሻ y comprueba que 𝑅ିଵሺ𝜃ሻ ൌ 𝑅ሺെ𝜃ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  El vector 𝑢ሬ⃗  resultante del producto de la matriz de rotación 𝑅ሺ𝜃ሻ por el vector dado 𝑣⃗ ൌ ቀ
1
0

ቁ es 
el siguiente: 

 

𝑢ሬ⃗ ൌ 𝑅൫𝜋

2
൯ ൉ 𝑣⃗ ⇒ 𝑢ሬ⃗ ൌ ൭

cos
𝜋

2
െ𝑠𝑒𝑛 

𝜋

2

𝑠𝑒𝑛 
𝜋

2
cos

𝜋

2

൱ ൉ ቀ
1
0

ቁ ൌ  

 

ൌ ቀ0 െ1
1 0

ቁ ൉ ቀ1
0

ቁ ⇒ 𝑢ሬ⃗ ൌ ቀ0
1

ቁ. 

 

  Como  se  observa  en  la  figura,  el  vector  𝑣⃗  gira  un  ángulo  െ గ

ଶ
  respecto  al  origen  para 

transformarse en el vector 𝑢ሬ⃗ . 

 

𝑏ሻ  

  𝑅2൫𝜋

2
൯ ൉ 𝑣⃗ ൌ ൭

cos
𝜋

2
െ𝑠𝑒𝑛 

𝜋

2

𝑠𝑒𝑛 
𝜋

2
cos

𝜋

2

൱ ൉ ൭
cos

𝜋

2
െ𝑠𝑒𝑛 

𝜋

2

𝑠𝑒𝑛 
𝜋

2
cos

𝜋

2

൱ ൉ ቀ
1
0

ቁ ൌ 

 

ൌ ൭
𝑐𝑜𝑠ଶ గ

ଶ
െ 𝑠𝑒𝑛ଶ గ

ଶ
െ2 ൉ 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
൉ cos గ

ଶ

2 ൉ 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
൉ cos గ

ଶ
𝑐𝑜𝑠ଶ గ

ଶ
െ 𝑠𝑒𝑛ଶ గ

ଶ

൱ ൉ ቀ1
0

ቁ ൌ ቀ
cos 𝜋 െ𝑠𝑒𝑛 𝜋
𝑠𝑒𝑛 𝜋 cos 𝜋 ቁ ൉ ቀ1

0
ቁ ൌ  

 

ൌ ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ൉ ቀ1
0

ቁ ⇒ 𝑢ሬ⃗ ൌ ቀെ1
0

ቁ. 

𝑌

𝑂 𝑋

𝑢ሬ⃗

1

1𝑣⃗ 

െ
𝜋

2
 

െ1

𝑌

𝑂
𝑋

𝑢ሬ⃗ 1 𝑣⃗ 

െ𝜋
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Como  se  observa  en  la  figura,  el  vector  𝑣⃗  gira  un  ángulo െ2𝜃 ൌ െ𝜋  respecto  al  origen  para 
transformarse en el vector 𝑢ሬ⃗ . 

 

𝑐ሻ  

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

 

  |𝑅ሺ𝜃ሻ| ൌ ቚcos 𝜃 െ𝑠𝑒𝑛 𝜃
𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃

ቚ ൌ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 ൅ 𝑠𝑒𝑛2𝜃 ൌ 1 ് 0. 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑅 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ∀𝜃 ∈ 𝑅. 

 

𝑑ሻ  

  𝑅𝑡ሺ𝜃ሻ ൌ ቀ cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃
െ𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃

ቁ.  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝑅௧ሺ𝜃ሻ ൌ ቀ cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃
െ𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃

ቁ 

   

  𝑅െ1ሺ𝜃ሻ ൌ
𝐴𝑑𝑗.𝑑𝑒 𝑅𝑡ሺ𝜃ሻ

|𝑅ሺ𝜃ሻ|
ൌ

ቀ
cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

െ𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃
ቁ

1
⇒ 𝑅െ1ሺ𝜃ሻ ൌ ቀ cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

െ𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃
ቁ. 

 

  𝑅ሺെ𝜃ሻ ൌ ൤
cosሺെ𝜃ሻ െ𝑠𝑒𝑛 ሺെ𝜃ሻ
𝑠𝑒𝑛 ሺെ𝜃ሻ cosሺെ𝜃ሻ ൨ ൌ ቀ cos 𝜃 𝑠𝑒𝑛 𝜃

െ𝑠𝑒𝑛 𝜃 cos 𝜃
ቁ. 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑹െ𝟏ሺ𝜽ሻ ൌ 𝑹ሺെ𝜽ሻ. 
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Ejercicio 2: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ. 

𝑎ሻ  Determina  la  ecuación  de  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  𝑓ሺ𝑥ሻ  en  el  punto  de  abscisa  𝑥 ൌ 1. 
Llamaremos a dicha recta 𝑔ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Calcula el área de la región limitada por las rectas 𝑔ሺ𝑥ሻ, 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
, 𝑥 ൌ 1, y el eje OX de abscisas. 

𝑐ሻ Halla una primitiva 𝐹ሺ𝑥ሻ de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcula el área de la región limitada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ, y las rectas 𝑔ሺ𝑥ሻ 𝑦 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
. 

Solución: 

𝑎ሻ  

Para 𝑥 ൌ 1 es 𝑓ሺ1ሻ ൌ 1, por lo cual el punto de tangencia es 𝑃ሺ1, 1ሻ. 

 

  La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor de la derivada 
en ese punto.  

 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ⇒ 𝑚 ൌ 𝑓′ሺ1ሻ ൌ 2 ൉ 1 ⇒ 𝑚 ൌ 2.  

 

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ
𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃ሺ0, 1ሻ con 𝑚 ൌ െ4 es: 

 

  𝑦 െ 1 ൌ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 2𝑥 െ 2. 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠 𝒚 ൌ 𝒈ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟐𝒙 െ 𝟏. 

 

𝑏ሻ  

  Los  puntos  de  corte  de  𝑔ሺ𝑥ሻ ≡ 2𝑥 െ 𝑦 െ 1 ൌ 0  con  las 

rectas 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
 𝑦 𝑥 ൌ 1 son 𝐴 ቀଵ

ଶ
, 0ቁ y 𝐵ሺ1, 1ሻ, respectivamente. 

 

  De  la  observación  de  la  figura  se  deduce  la  superficie  a 
calcular, que es la siguiente: 

 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑔ሺ𝑥ሻଵ
భ
మ

൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺ2𝑥 െ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ
ଵ

భ
మ

 

 

𝑌 

𝑂  𝑋
𝐴  𝐶

1 

𝑆 

𝐵 

𝑔ሺ𝑥ሻ 

1
2
 

1

െ1 
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ൌ ቂଶ௫మ

ଶ
െ 𝑥ቃభ

మ

ଵ
ൌ ሾ𝑥ଶ െ 𝑥ሿభ

మ

ଵ ൌ ሺ1ଶ െ 1ሻ െ ൤ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
െ ଵ

ଶ
൨ ൌ 0 െ ଵ

ସ
൅ ଵ

ଶ
⇒  

 

⇒ 𝑺 ൌ 𝟏

𝟒
 𝒖𝟐 ൌ 𝟎. 𝟐𝟓 𝒖𝟐. 

 

𝑐ሻ  

  𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥ଶ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଷ
𝑥ଷ ൅ 𝐶. 

 

𝑑ሻ  

  Los puntos de corte de  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ  y  la 
recta 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 1 tienen por abscisas las raíces reales  de 
la  ecuación  que  resulta  de  la  igualación  de  sus 
expresiones: 

 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑥ଶ ൌ 2𝑥 െ 1;   

 

𝑥2 െ 2𝑥 ൅ 1 ൌ 0;  ሺ𝑥 െ 1ሻ2 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1. 

  El único punto de corte es 𝐵ሺ1, 1ሻ. 

 

  En el  intervalo de  la  superficie  a  calcular, ቀ
1

2
, 1ቁ,  todas  las ordenadas de  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ  son 

mayores que las correspondientes ordenadas de la función 𝑔ሺ𝑥ሻ, por lo cual, la superficie a calcular es 
la siguiente: 

 

  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿଵ
భ
మ

𝑑𝑥 ൌ ׬ ሾ𝑥ଶ െ ሺ2𝑥 െ 1ሻሿ𝑑𝑥
ଵ

భ
మ

ൌ ׬ ሺ𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ
ଵ

భ
మ

 

 

ൌ ቂ௫య

ଷ
െ ଶ௫మ

ଶ
൅ 𝑥ቃభ

మ

ଵ
ൌ ቂ௫య

ଷ
െ 𝑥ଶ ൅ 𝑥ቃభ

మ

ଵ
ൌ ቀଵయ

ଷ
െ 1ଶ ൅ 1ቁ െ ൤ଵ

ଷ
൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଷ
െ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
൨ ൌ  

 

ൌ
1
3

െ 1 ൅ 1 െ
1

24
൅

1
4

െ
1
2

ൌ
1
3

െ
1

24
൅

1
4

െ
1
2

ൌ
8 െ 1 ൅ 6 െ 12

24
⇒ 

𝑺 ൌ
𝟏

𝟐𝟒
 𝒖𝟐 ൌ 𝟎. 𝟎𝟒𝟐 𝒖𝟐. 

 

   

𝑌 

𝑂  𝑋

𝐵1 
𝑆 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑔ሺ𝑥ሻ 

1
2
 

1

െ1 
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Ejercicio 3: 

Se  dispara  un  misil  en  línea  recta  desde  el  punto  𝐴ሺ1, 2, 8ሻ  hacia  la  posición  de  la  base  enemiga 
𝐵ሺ3, 4, 0ሻ. 

𝑎ሻ Calcula la ecuación de la recta que contiene la trayectoria del misil. 

𝑏ሻ Calcula el punto en el que el misil cruza el plano 𝑧 ൌ 4. 

𝑐ሻ Calcula la distancia que recorre el misil desde que se lanza hasta que impacta en B. 

𝑑ሻ Calcula un vector perpendicular a los vectores 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos 𝐴ሺ1, 2, 8ሻ y 𝐵ሺ3, 4, 0ሻ determinan el vector: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, 4, 0ሻ െ ሺ1, 2, 8ሻሿ ൌ ሺ2, 2, െ8ሻ. 

  Un  vector  director  de  la  recta  𝑟  que  contiene  la  trayectoria  del  misil  es  cualquiera  que  sea 

linealmente del vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 2, െ8ሻ, por ejemplo: 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ4ሻ. 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es: 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀 
𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝝀 
𝒛 ൌ 𝟖 െ 𝟒𝝀

. 

 

𝑏ሻ   El punto 𝑃 de corte de la recta 𝑟 con el plano 𝑧 ൌ 4 es la solución del sistema que forman: 

                    𝑧 ൌ 4

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆 
𝑧 ൌ 8 െ 4𝜆

ቑ ⇒ 8 െ 4𝜆 ൌ 4 ⇒ 𝜆 ൌ 1;   𝑥 ൌ 2;   𝑦 ൌ 3 ⇒ 

𝑷ሺ𝟐, 𝟑, 𝟒ሻ. 

 

𝑐ሻ   La distancia que recorre el misil es el módulo del vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 2, െ8ሻ: 

  𝑑 ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥ2ଶ ൅ 2ଶ ൅ ሺെ8ሻଶ ൌ √4 ൅ 4 ൅ 64 ൌ √72 ൌ 6√2. 

𝒅 ൌ 𝟔√𝟐 𝒖 ≅ 𝟖. 𝟒𝟗 𝒖. 

 

𝑑ሻ   Un  vector  es  perpendicular  a  dos  vectores  dados  cuando  es  linealmente  dependiente  del 
producto vectorial de los dos vectores: 

  𝑣′ሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
3 4 0
2 2 െ8

อ ൌ െ32𝑖 ൅ 6𝑘 െ 9𝑘 ൅ 24𝑗 ൌ െ32𝑖 ൅ 24𝑗 െ 3𝑘 ⇒ 

𝒗ሬ⃗ ൌ ሺ𝟑𝟐, െ𝟐𝟒, 𝟑ሻ.   
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Ejercicio 4: 

La  testosterona  es  una  hormona  que  se  produce  en  el  cuerpo  de  los  hombres.  En  ciclismo  la 
testosterona  puede  utilizarse  como  sustancia  dopante,  de  forma  que niveles  elevados  se  consideran 
ilegales. En una población dada, la concentración de testosterona en sangre para un hombre adulto que 
no se haya dopado, sigue una distribución normal con media 600 ng/dl, y desviación típica 200 ng/dl. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que un ciclista presente más de 1 000 ng/dl de testosterona en sangre sin 
haberse dopado. 

𝑏ሻ ¿Qué nivel de testosterona elegirías como límite en un control antidopaje, para que la probabilidad 
de acusar a un inocente sea de 1 entre 1 000? 

Solución: 

𝑎ሻ  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 600;   𝜎 ൌ 200. 

 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ600, 200ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଺଴଴

ଶ଴଴
. 

 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 1 000ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ ଴଴଴ି଺଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ସ଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ   

 

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ 0.0228. 

𝑷ሺ𝑿 ൐ 𝟏 𝟎𝟎𝟎ሻ ൌ 𝟎. 𝟎𝟐𝟐𝟖. 

𝑏ሻ  

  Se trata de determinar 𝛽 tal que: 

 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝛽ሻ ൌ 0.001 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ఉି଺଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 1 െ ቀ𝑍 ൏ ఉି଺଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 0.001 ⇒ 

 

𝑃 ቀ𝑍 ൑ ఉି଺଴଴

ଶ଴଴
ቁ ൌ 0.999. Mirando de  forma  inversa en  la  tabla 𝑁ሺ0,1ሻ a 0.999  le corresponde, 

aproximadamente, 3.08: 

 

 
𝛽െ600

200
ൌ 3.08;  𝛽 െ 600 ൌ 3.08 ൉ 200;   𝛽 ൌ 616 ൅ 600 ൌ 1 216. 

 

𝐸𝑙 𝑙í𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠𝑡𝑒𝑟𝑜𝑛𝑎 𝑠𝑒𝑟í𝑎 𝑑𝑒 𝟏 𝟐𝟏𝟔 𝒏𝒈/𝒅𝒍. 
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Ejercicio 5: 

Considera el sistema ൜
𝜆𝑥 െ 𝑦 ൌ 1            
4𝑥 െ 𝜆𝑦 ൌ 2𝜆 െ 2 dependiente del parámetro 𝜆. 

𝑎ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso. 

𝑏ሻ  Determina  para  qué  valores  de  𝜆  el  sistema  tiene  solución  única  y  resuélvelo  en  ese  caso, 
expresando la solución en función del parámetro 𝜆 si es necesario. 

𝑐ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema no tiene solución. 

Solución: 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ቀ𝜆 െ1
4 െ𝜆

ቁ  𝑦 𝑀ᇱ ൌ ቀ𝜆 െ1 1
4 െ𝜆 2𝜆 െ 2

ቁ. 

  |𝑀| ൌ ቚ𝜆 െ1
4 െ𝜆

ቚ ൌ െ𝜆2 ൅ 4 ൌ 0;  𝜆2 ൌ 4 ⇒ 𝜆1 ൌ െ2, 𝜆2 ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝜆 ് െ2
𝜆 ് 2

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 2 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔 ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ െ2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቀെ2 െ1 1
4 2 െ6

ቁ ⇒ ቚെ1 1
2 െ6

ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ െ2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 2 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቀ2 െ1 1
4 െ2 2

ቁ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 2𝐹ଵሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 1 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔 ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

 

  Se resuelve el sistema cuando la solución es única mediante la regla de Cramer. 

  𝑥 ൌ
ቚ ଵ ିଵ
ଶఒିଶ ିఒ

ቚ

ቚఒ ିଵ
ସ ିఒ

ቚ
ൌ ିఒାଶఒିଶ

ସିఒమ ൌ ఒିଶ

ିሺఒାଶሻሺఒିଶሻ
ൌ ିଵ

ఒାଶ
. 

  𝑦 ൌ
ቚఒ ଵ
ସ ଶఒିଶ

ቚ

ସିఒమ ൌ ଶఒమିଶఒିସ

ସିఒమ ൌ
ଶ൉൫ఒమିఒିଶ൯

ସିఒమ ൌ ଶ൉ሺఒାଵሻሺఒିଶሻ

ିሺఒାଶሻሺఒିଶሻ
ൌ ିଶ൉ሺఒାଵሻ

ఒାଶ
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒙 ൌ
െ𝟏

𝝀 ൅ 𝟐
, 𝒚 ൌ

െ𝟐ሺ𝝀 ൅ 𝟏ሻ

𝝀 ൅ 𝟐
, ∀𝝀 ∈ 𝑹 െ ሼെ𝟐, 𝟐ሽ . 

  Se resuelve ahora cuando el sistema tiene infinitas soluciones: 𝜆 ൌ 2. 

  El sistema resulta  ቄ
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 1  
4𝑥 െ 2𝑦 ൌ 4, equivalente a 2𝑥 െ 𝑦 ൌ 1. Haciendo 𝑥 ൌ 𝜇: 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒙 ൌ 𝝁, 𝒚 ൌ 𝟐𝝁 െ 𝟏, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 
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Ejercicio 6: 

En una población,  la proporción de personas  infectadas por una determinada enfermedad en función 

del  tiempo, 𝐼ሺ𝑡ሻ, viene dada por  la  función 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ቊ
𝑘𝑒ଶ௧  𝑠𝑖  𝑡 ൏ 1

௧మ

ଷ௧మାଵ
  𝑠𝑖  𝑡 ൒ 1

,  siendo 𝑘 una constante real, 𝑡 el 

tiempo en años desde el inicio de la epidemia y 𝑡 ൌ 1 el inicio de la vacunación. 

𝑎ሻ Calcula el valor de 𝑘 para que 𝐼ሺ𝑡ሻ sea continua. 

𝑏ሻ Calcula la proporción de personas infectadas cuando 𝑡 → ∞. 

𝑐ሻ Calcula la velocidad de crecimiento de 𝐼ሺ𝑡ሻ para el instante 𝑡 ൌ ଵ

ଶ
. 

𝑑ሻ Calcula la velocidad de crecimiento de 𝐼ሺ𝑡ሻ para el instante 𝑡 ൌ 2. 

Solución: 

𝑎ሻ   La  función 𝐼ሺ𝑡ሻ  es  continua en R por  ser 3𝑡ଶ ൅ 1 ് 0, ∀𝑡 ∈ 𝑅,  excepto para el  valor de 𝑡 ൌ 1, 
cuya continuidad se va a forzar determinando los correspondientes valores reales de 𝑘. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 1 ⇒ ቐ
lim

௧→ଵష
𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ lim

௧→ଵ
ሺ𝑘𝑒ଶ௧ሻ ൌ 𝑘𝑒ଶ       

lim
௧→ଵశ

𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ lim
௧→ଵ

௧మ

ଷ௧మାଵ
ൌ ଵ

ସ
ൌ 𝐼ሺ1ሻ

⇒ 

⇒ lim
௧→ଵష

𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ lim
௧→ଵశ

𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐼ሺ1ሻ ⇒ 𝑘𝑒ଶ ൌ ଵ

ସ
⇒ 𝑘 ൌ ଵ

ସ௘మ. 

𝒌 ൌ
𝟏

𝟒𝒆𝟐. 

  La función resulta 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ቐ

ଵ

ସ௘మ ൉ 𝑒ଶ௧  𝑠𝑖  𝑡 ൏ 1
௧మ

ଷ௧మାଵ
  𝑠𝑖  𝑡 ൒ 1

. 

 

𝑏ሻ Cuando 𝑡 → ∞ la función es 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ௧మ

ଷ௧మାଵ
 ⇒  lim

௧→ାஶ

௧మ

ଷ௧మାଵ
ൌ ଵ

ଷ
 

𝐿𝑎 𝑝𝑟𝑜𝑝𝑜𝑟𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑠𝑜𝑛𝑎𝑠 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑐𝑡𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑐𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑡 → ∞ 𝑒𝑠 
𝟏

𝟑
. 

 

𝑐ሻ Para 𝑡 ൌ ଵ

ଶ
 la función es 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ଵ

ସ௘మ ൉ 𝑒ଶ௧. 

El valor de  la velocidad de una función en un punto es el valor de su primera derivada en ese 
punto. 

𝐼′ሺ𝑡ሻ ൌ
1

4𝑒2 ൉ 2 ൉ 𝑒2𝑡 ൌ
1

2
൉ 𝑒2𝑡െ2 ⇒ 𝑣൫1

2
൯ ൌ 𝐼′൫1

2
൯ ൌ

1

2
൉ 𝑒െ1 ⇒ 𝑣൫1

2
൯ ൌ

1

2𝑒
.  

𝒗 ቀ𝟏
𝟐
ቁ ൌ

𝟏
𝟐𝒆
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𝑑ሻ   Para 𝑡 ൌ 2 la función es 𝐼ሺ𝑡ሻ ൌ ௧మ

ଷ௧మାଵ
. 

  𝐼′ሺ𝑡ሻ ൌ
2𝑡൉ሺ3𝑡2൅1ሻെ𝑡2൉6𝑡

ሺ3𝑡2൅1ሻ2 ൌ
6𝑡3൅2𝑡െ6𝑡3

ሺ3𝑡2൅1ሻ2 ൌ
2𝑡

ሺ3𝑡2൅1ሻ2. 

 𝑣ሺ2ሻ ൌ 𝐼ᇱሺ2ሻ ൌ ଶ൉ଶ

ሺଷ൉ଶమାଵሻమ ൌ ସ

ଵଷమ ⇒ 𝑣ሺ2ሻ ൌ ସ

ଵ଺ଽ
. 

𝒗ሺ𝟐ሻ ൌ
𝟒

𝟏𝟔𝟗
. 
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Ejercicio 7: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൌ 10 los puntos 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺ2, 3, 3ሻ. 

𝑎ሻ Halla la ecuación de la recta que pasa por los puntos A y B. 

𝑏ሻ Halla el vector normal del plano 𝜋. 

𝑐ሻ Determina la posición relativa del plano 𝜋 y la recta que pasa por los puntos A y B. 

𝑑ሻ Halla la ecuación del plano paralelo a 𝜋 que contiene al punto A. 

Solución: 

𝑎ሻ  

Los puntos 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ y 𝐵ሺ2, 3, 3ሻ determinan el vector: 

 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 3, 3ሻ െ ሺ1, 2, 1ሻሿ ൌ ሺ1, 1, 2ሻ. 

 

  Un  vector  director  de  la  recta  𝑟  que  contiene  la  trayectoria  del  misil  es  cualquiera  que  sea 

linealmente del vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ, por ejemplo: 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 2ሻ. 

 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es: 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀 
𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝝀 
𝒛 ൌ 𝟏 ൅ 𝟐𝝀

. 

 

𝑏ሻ  

Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, 3, െ4ሻ. 

 

𝑐ሻ  

  Existen varias formas de responder a este apartado; una de ellas es la siguiente. 

 

  La expresión de la recta 𝑟 expresada por don ecuaciones continuas es la siguiente: 

        𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆 
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆

; ௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
;  𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2

2𝑥 െ 2 ൌ 𝑧 െ 1
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 1 ൌ 0

2𝑥 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0
. 

 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 

              𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1
               2𝑥 െ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൌ 10

ൡ. 
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Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 

  𝑀 ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 െ1
2 3 െ4

൱ y 𝑀′ ൌ ቆ
1 െ1 0
2 0 െ1
2 3 െ4

     
െ1
1

10
ቇ. 

 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

 

1º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ La recta está contenida en el plano. 

 

2º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es paralela al plano. 

 

3º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es secante al plano. 

 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 െ1 0
2 0 െ1
2 3 െ4

อ ൌ 2 ൅ 3 െ 8 ൌ െ3 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 3. 

 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

𝑑ሻ  

  El haz de planos 𝛽 paralelos a 𝜋 es de la forma 𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋′ que contiene al punto 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ es el que satisface 
su ecuación:  

 

 
𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                  𝐴ሺ1, 2, 1ሻൠ ⇒ 2 ൉ 1 ൅ 3 ൉ 2 െ 4 ൉ 1 ൅ 𝐷 ൌ 0; 

 

2 ൅ 6 െ 4 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ4 ⇒ 𝜋ᇱ ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 െ 4 ൌ 0. 

𝜋′ ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 െ 4 ൌ 0. 
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Ejercicio 8: 

En  ajedrez,  la  mitad  de  las  partidas  se  juegan  con  piezas  blancas  y  la  otra  mitad  con  negras.  Un 
determinado jugador gana el 40 % de las partidas oficiales que juega con blancas y el 30 % jugando con 
negras. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que gane una partida concreta si no sabemos con qué piezas jugará. 

𝑏ሻ  Calcula  la  probabilidad  de  que  haya  jugado  con  blancas  una  partida  concreta,  sabiendo  que  ha 
ganado. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐺ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐺ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐺ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺/𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺/𝑁ሻ ൌ 

 

ൌ 0.5 ൉ 0.4 ൅ 0.5 ൉ 0.3 ൌ 0.20 ൅ 0.15 ൌ 0.35. 

𝟎. 𝟑𝟓 

𝑏ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵/𝐺ሻ ൌ ௉ሺ஻∩ீሻ

௉ሺீሻ
ൌ ௉ሺ஻ሻ൉௉ሺீ/஻ሻ

௉ሺீሻ
ൌ ଴.ହ൉଴.ସ

଴.ଷହ
ൌ ଴.ଶ଴

଴.ଷହ
ൌ 0.5714. 

𝟎. 𝟓𝟕𝟏𝟒. 

 

   

0,5 

0,5 

0,4 

0,6 

0,3 

0,7 

𝐵𝑙𝑎𝑛𝑐𝑎𝑠 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,4 ൌ 0,20 

𝐺

𝐺

𝐺𝑁𝑒𝑔𝑟𝑎𝑠 

𝐺

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,6 ൌ 0,30 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,3 ൌ 0,15 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,7 ൌ 0,35 
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RESPUESTAS 

Ejercicio 1: 

Considera el sistema de ecuaciones: ൜
𝜆ଶ𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 3𝜆

  3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3
 dependiente del parámetro 𝜆. 

𝑎ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑏ሻ  Determina  para  qué  valores  de  𝜆  el  sistema  tiene  solución  única  y  resuélvalo  en  ese  caso, 
expresando la solución en función del parámetro 𝜆 si es necesario. 

𝑐ሻ Determina para qué valores de 𝜆 el sistema no tiene soluciones. 

 

Solución:  

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ቀ𝜆ଶ 3
3 1

ቁ y 𝑀′ ൌ ቀ𝜆ଶ 3 3𝜆
3 1 3

ቁ. 

 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝜆 es el siguiente: 

 

|𝑀| ൌ ቚ𝜆
ଶ 3

3 1
ቚ ൌ 𝜆ଶ െ 9 ൌ 0;  𝜆ଶ ൌ 9 ⇒ 𝜆ଵ ൌ െ3, 𝜆ଶ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝜆 ് െ3
𝜆 ് 3

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ െ3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቀ9 3 െ9
3 1 3

ቁ ⇒ ቚ3 െ9
1 3

ቚ ് 0 ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ െ3 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቀ9 3 9
3 1 3

ቁ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 3 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

  

𝑎ሻ  

  Se  resuelve  para  𝜆 ൌ 3;  el  sistema  resulta:  ൜
9𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 9
  3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3,  que  es  compatible  indeterminado 

(infinitas soluciones), equivalente a 3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3.  

Haciendo 𝑥 ൌ 𝜇 ⇒ 𝑦 ൌ 3 െ 3𝜇. 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒙 ൌ 𝝁, 𝒚 ൌ 𝟑 െ 𝟑𝝁, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 
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𝑏ሻ  

  Se resuelve para ቄ𝜆 ് െ3
𝜆 ് 3

ቅ mediante la regla de Cramer: 

 

  𝑥 ൌ
ቚଷఒ ଷ

ଷ ଵ
ቚ

ቚఒ
మ ଷ

ଷ ଵ
ቚ

ൌ ଷఒିଽ

ఒమିଽ
ൌ ଷሺఒିଷሻ

ሺఒାଷሻሺఒିଷሻ
ൌ ଷ

ఒାଷ
. 

 

  𝑦 ൌ
ฬఒ

మ ଷఒ
ଷ ଷ

ฬ

ఒమିଽ
ൌ ଷఒమିଽఒ

ఒమିଽ
ൌ ଷఒሺఒିଷሻ

ሺఒାଷሻሺఒିଷሻ
ൌ ଷఒ

ఒାଷ
. 

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ଷ

ఒାଷ
, 𝑦 ൌ ଷఒ

ఒାଷ
, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

 

𝑐ሻ  

Para 𝜆 ൌ െ3 el sistema resulta 
9𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ9
  3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 ൠ, que es incompatible (no tiene solución). 

 

9𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ9
  3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 ൠ  

   3𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ3
െ3𝑥 െ 𝑦 ൌ െ3ൠ ⇒ 0 ൌ െ6? ?. 

  

********** 
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Ejercicio 2: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

௘ೣ. 

𝑎ሻ Calcula la derivada primera. 

𝑏ሻ Halla los intervalos de crecimiento, y/o decrecimiento. 

𝑐ሻ Halla la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 2. 

𝑑ሻ Calcula  lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

Solución:  

𝑎ሻ  

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ൉௘ೣି௫൉௘ೣ

ሺ௘ೣሻమ ൌ ௘ೣሺଵି௫ሻ

ሺ௘ೣሻమ  ⇒  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵି௫

௘ೣ . 

 

𝑏ሻ  

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

Teniendo en cuenta que 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 y por ser 𝑒௫ ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅, la derivada es positiva o negativa 
cuando lo sea ሺ1 െ 𝑥ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 𝑥 ൏ 1 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑥 ∈ ሺെ∞, 1ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 𝑥 ൐ 1 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑥 ∈ ሺ1, ൅∞ሻ. 

𝑐ሻ  

Para 𝑥 ൌ 2 es 𝑓ሺ2ሻ ൌ ଶ

௘మ, por lo cual el punto de tangencia es 𝑃 ቀ2, ଶ

௘మቁ. 

  La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor de la derivada 

en ese punto: 𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ ଵିଶ

௘మ ൌ ିଵ

௘మ .  

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ

𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃 ቀ2, ଶ

௘మቁ con 𝑚 ൌ െ ଵ

௘మ es: 

  𝑦 െ ଶ

௘మ ൌ െ ଵ

௘మ ൉ ሺ𝑥 െ 2ሻ;  𝑒ଶ𝑦 െ 2 ൌ െ𝑥 ൅ 2. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠 𝑡 ≡ 𝑥 ൅ 𝑒ଶ𝑦 െ 4 ൌ 0. 

 

𝑑ሻ  

lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ஶ

௫

௘ೣ ൌ ஶ

௘ಮ ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→ஶ

ଵ

௘ೣ ൌ ଵ

ஶ
ൌ 0.  

 

*********   
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Ejercicio 3: 

Considera los puntos 𝐴ሺ1, 1, 0ሻ, 𝐵ሺ0, 1, 1ሻ, 𝐶ሺെ1, 0, 1ሻ 𝑦 𝑂ሺ0, 0, 0ሻ.  

𝑎ሻ Calcula la ecuación del plano 𝜋 que contiene a los puntos A, B y C. 

𝑏ሻ Comprueba que el origen de coordenadas está contenido en el plano 𝜋. 

𝑐ሻ Comprueba que 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  es paralelo a 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  y que 𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  es paralelo a 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑑ሻ Calcula el área del paralelogramo ABCO.  

Solución:  

𝑎ሻ  

  Los puntos 𝐴ሺ1, 1, 0ሻ, 𝐵ሺ0, 1, 1ሻ 𝑦 𝐶ሺെ1, 0, 1ሻ determinan los vectores: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 1ሻ െ ሺ1, 1, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, 0, 1ሻ. 

  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ1, 0, 1ሻ െ ሺ1, 1, 0ሻሿ ൌ ሺെ2, െ1, 1ሻ. 

El plano 𝜋 que contiene a los puntos A, B y C es el siguiente: 

  𝜋൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ;   𝐴൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧

െ1 0 1
െ2 െ1 1

อ ൌ 0;   

െ2ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 𝑧 ൅ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑦 െ 1ሻ ൌ 0; ሺ𝑥 െ 1ሻ െ ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 𝑧 ൌ 0;  

𝑥 െ 1 െ 𝑦 ൅ 1 ൅ 𝑧 ൌ 0 

⇒ 𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝟎. 

𝑏ሻ  

  Un  plano,  expresado  en  forma  general,  contiene  al  origen  cuando  carece  de  término 
independiente, o de otra forma: el punto 𝑂ሺ0, 0, 0ሻ satisface su ecuación. 

𝐿𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑢𝑒𝑏𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑙 𝑜𝑟𝑖𝑔𝑒𝑛. 

 

𝑐ሻ  

  Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales.   

 
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, 1ሻ

𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, 1ሻ
ቋ ⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 

𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ െ𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ െሺ1, 1, 0ሻ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ. 

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ1, 0, 1ሻ െ ሺ0, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ. 

 

 
𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ

𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ
ቋ ⇒ 

𝐴𝑂ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 
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𝑑ሻ  

El  área  de  un  paralelogramo  es  el módulo  del  producto  vectorial  de  los  dos  vectores  que  lo 
determinan: 

        𝑆஺஻஼ை ൌ ห 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ะ
𝑖 𝑗 𝑘

െ1 0 1
െ2 െ1 1

ะ ൌ |െ2𝑗 ൅ 𝑘 ൅ 𝑖 ൅ 𝑗| ൌ |𝑖 െ 𝑗 ൅ 𝑘| ൌ 

ൌ ඥ1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ 

⇒ 𝑺𝑨𝑩𝑪𝑶 ൌ √𝟑 𝒖𝟐. 

 

********** 
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Ejercicio 4: 

Una  determinada  especie  de  aves  siempre  pone  dos  huevos,  pero  a  la  madre  solo  se  es  posible 
alimentar a un polluelo, el más fuerte de los dos. El polluelo del huevo que primero eclosiona tiene un 
60  %  de  probabilidad  de  ser  el  superviviente,  mientras  que  el  polluelo  del  huevo  que  eclosiona  en 
segundo lugar tiene una probabilidad de sobrevivir del 30 %. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que un polluelo cualquiera sea el superviviente, si no sabemos si eclosionó 
en primer o en segundo lugar su huevo. 

𝑏ሻ Calcula la probabilidad de que un ave adulta de dicha especie proceda de un huevo eclosionado en 
segundo lugar. 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑆ሻ ൌ 𝑃ሺ1 ∩ 𝑆ሻ ൅ 𝑃ሺ2 ∩ 𝑆ሻ ൌ 𝑃ሺ1ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑆/1ሻ ൅ 𝑃ሺ2ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑆/2ሻ ൌ 

ൌ 0,5 ൉ 0,6 ൅ 0,5 ൉ 0,3 ൌ 0,30 ൅ 0,15 ൌ 0,45 ൌ 45 %. 

𝑷 ൌ 𝑷ሺ𝑺ሻ ൌ 𝟎, 𝟒𝟓 ൌ 𝟒𝟓 % 

 

𝑏ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ2/𝑆ሻ ൌ ௉ሺଶ∩ௌሻ

௉ሺௌሻ
ൌ ௉ሺଶሻ൉௉ሺௌ/ଶሻ

௉ሺௌሻ
ൌ ଴,ହ൉଴,ଷ

଴,ସହ
ൌ ଴,ଵହ

଴,ସହ
ൌ 0,3333 ൌ 33,33 %. 

𝑷 ൌ 𝑷ሺ𝟐/𝑺ሻ ൌ 𝟎, 𝟑𝟑𝟑𝟑 ൌ 𝟑𝟑, 𝟑𝟑 %. 

 

**********  

   

0,5 

0,5 

0,6 

0,4 

0,3 

0,7 

1 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,6 ൌ 0,30 

𝑆

𝑆 

𝑆2 

𝑆

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,4 ൌ 0,30 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,3 ൌ 0,15 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,7 ൌ 0,35 
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Ejercicio 5: 

Considera la ecuación matricial 𝑋 ൉ 𝐴 െ 2𝑋 ൌ 𝐴, donde 𝐴 ൌ ቀ2 െ1
𝑎 െ2

ቁ, siendo 𝑎 una constante real. 

𝑎ሻ Estudia el rango de A en función del parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Indica para qué valores se puede calcular la inversa de A. 

𝑐ሻ Despeja 𝑋 de la ecuación matricial.    𝑑ሻ Calcula 𝑋 para 𝑎 ൌ 2. 

Solución:  

𝑎ሻ  

  |𝐴| ൌ ቚ2 െ1
𝑎 െ2

ቚ ൌ െ4 ൅ 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 4. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ് 𝟒 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟐;  𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟒 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 ൌ 𝟏. 

 

𝑏ሻ  

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼ4ሽ. 

 

𝑐ሻ  

  𝑋 ൉ 𝐴 െ 2𝑋 ൌ 𝐴;   𝑋 ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻ ൌ 𝐴;   

𝑋 ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻ ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ ൌ 𝐴 ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ;   𝑋 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴 ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ ⇒     

⇒ 𝑿 ൌ 𝑨 ൉ ሺ𝑨 െ 𝟐𝑰ሻି𝟏. 

 

𝑑ሻ  

Para 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝐴 ൌ ቀ2 െ1
2 െ2

ቁ.    𝐴 െ 2𝐼 ൌ ቀ2 െ1
2 െ2

ቁ െ ቀ2 0
0 2

ቁ ൌ ቀ0 െ1
2 െ4

ቁ.   

|𝐴 െ 2𝐼| ൌ ቚ0 െ1
2 െ4

ቚ ൌ 2.  ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻ௧ ൌ ቀ 0 2
െ1 െ4

ቁ .  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻ௧ ൌ ቀെ4 1
െ2 0

ቁ. 

  ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ሺ஺ିଶூሻ೟

|஺ିଶூ|
ൌ

ቀିସ ଵ
ିଶ ଴

ቁ

ିଶ
 ⇒  ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀെ4 1

െ2 0
ቁ. 

𝑋 ൌ 𝐴 ൉ ሺ𝐴 െ 2𝐼ሻିଵ ൌ ቀ2 െ1
2 െ2

ቁ ൉ ଵ

ଶ
൉ ቀെ4 1

െ2 0
ቁ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀെ6 2

െ4 2
ቁ ⇒  

𝑿 ൌ ቀെ𝟑 𝟏
െ𝟐 𝟏

ቁ. 

 

 **********  
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Ejercicio 6: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 4𝑥. 

𝑎ሻ Calcula la derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Halla los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Calcula una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcula el área del recinto limitado por 𝑓ሺ𝑥ሻ, las rectas 𝑥 ൌ 1, 𝑥 ൌ 3 y el eje OX. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 ൅ 4 ⇒ 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ 𝟐 ൉ ሺെ𝒙 ൅ 𝟐ሻ. 

𝑏ሻ  Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

Teniendo en cuenta que 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅, la derivada es positiva o negativa cuando lo sea ሺെ𝑥 ൅ 2ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 𝑥 ൐ 2 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑥 ∈ ሺ2, ൅∞ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 𝑥 ൏ 2 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑥 ∈ ሺെ∞, 2ሻ. 

𝑐ሻ   𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሺെ𝑥ଶ׬ ൅ 4𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ௫య

ଷ
൅ ସ௫మ

ଶ
൅ 𝐶. 

  Por ejemplo, para 𝐶 ൌ 0: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ െ ௫య

ଷ
൅ 2𝑥ଶ. 

𝑑ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 4𝑥  es una parábola cóncava ሺ∩ሻ por  ser 
negativo el coeficiente de 𝑥ଶ y su vértice es siguiente: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ െ𝑥 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1 ⇒. 

⇒ 𝑉ሺ2, 4ሻ. 

  Los  puntos  de  corte  de  la  parábola  con  el  eje  de  abscisa  son 
los siguientes: 

െ𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ൌ 0; െ𝑥ሺ𝑥 െ 4ሻ ൌ 0 ⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ 0 ⇒ 𝑂ሺ0, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 4 ⇒ 𝐴ሺ4, 0ሻ.  

  La representación gráfica de la situación es la que expresa  la 
figura adjunta, de la cual se deduce la superficie a calcular, que es  la 
siguiente: 

 

𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଷ

ଵ ൌ ׬ ሺെ𝑥ଶ ൅ 4𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ
ଷ

ଵ ቂെ ௫య

ଷ
൅ ସ௫మ

ଶ
ቃ

ଵ

ଷ
ൌ ቂെ ௫య

ଷ
൅ 2𝑥ଶቃ

ଵ

ଷ
ൌ   

ൌ ቀെ ଷయ

ଷ
൅ 2 ൉ 3ଶቁ െ ቀെ ଵయ

ଷ
൅ 2 ൉ 1ଶቁ ൌ െ9 ൅ 18 ൅ ଵ

ଷ
െ 2 ൌ 7 ൅ ଵ

ଷ
ൌ ଶଶ

ଷ
.  

𝑆 ൌ ଶଶ

ଷ
 𝑢ଶ ≅ 7,33 𝑢ଶ ൌ 𝑆. 

   

𝑌 

1 

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑂 

𝑋
3 െ1

𝑆 2 

4 
𝑉 

െ2 
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Ejercicio 7: 

Considera los puntos 𝐴ሺ2, 1, 5ሻ, 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ y la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 4 െ 3𝜆
𝑧 ൌ 1 െ 4𝜆

. 

𝑎ሻ Calcula la ecuación de la recta 𝑟ᇱ que pasa por A y B. 

𝑏ሻ Determina la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑟ᇱ. 

𝑐ሻ Calcula el área del triángulo de vértices A, B y el origen de coordenadas. 

Solución:  

𝑎ሻ  

  𝑣௥ᇲሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, 4, 1ሻ െ ሺ2, 1, 5ሻሿ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ. 

𝒓ᇱ ≡ 𝒙ି𝟐

𝟏
ൌ 𝒚ି𝟏

𝟑
ൌ 𝒛ି𝟓

ି𝟓
. 

 

𝑏ሻ  

Un punto y un vector director de la recta 𝑟ᇱ son 𝐴ሺ2, 1, 5ሻ y 𝑣௥ᇲሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 4ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ᇲሬሬሬሬሬ⃗   y  𝑣௥ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟ᇱ y 𝑟 se cortan o se cruzan. 

  Como quiera que ambas rectas contienen al punto 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ: 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓ᇱ 𝒚 𝒓 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐 𝑩ሺ𝟑, 𝟒, 𝟏ሻ. 

   

𝑐ሻ  

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ.    𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 5ሻ. 

El  área  del  triángulo  que  determinan  tres  puntos  no  alineados  es  la  mitad  del  módulo  del 
producto vectorial de los dos vectores que determinan: 

  𝑆஺஻ை ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
1 3 െ4
2 1 5

ะ ൌ 

ൌ ଵ

ଶ
൉ |15𝑖 െ 8𝑗 ൅ 𝑘 െ 6𝑘 ൅ 4𝑖 െ 5𝑗| ൌ ଵ

ଶ
൉ |19𝑖 െ 13𝑗 െ 5𝑘| ൌ  

ൌ ଵ

ଶ
൉ ඥ19ଶ ൅ ሺെ13ሻଶ ൅ ሺെ5ሻଶ ൌ ଵ

ଶ
൉ √361 ൅ 169 ൅ 25 ൌ ଵ

ଶ
൉ √555. 

𝑺𝑨𝑩𝑶 ൌ 𝟏

𝟐
൉ √𝟓𝟓𝟓 𝒖𝟐 ≅ 𝟏𝟏, 𝟕𝟖 𝒖𝟐. 

 

********** 
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Ejercicio 8: 

En una determinada población de adultos sanos, la concentración media de colesterol en sangre sigue 
una  distribución  normal  con  media  190  mg/dl  y  desviación  típica  30  mg/dl.  Un  nivel  elevado  de 
colesterol puede indicar posibles problemas de salud. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que un adulto sano de la población tenga un nivel de colesterol superior a 
250 mg/dl. 

𝑏ሻ Calcula qué nivel de colesterol solo superan el 1 % de adultos sanos de dicha población. 

Solución:  

𝑎ሻ  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 190;   𝜎 ൌ 30. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ190, 30ሻ.   Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵଽ଴

ଷ଴
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 250ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଶହ଴ିଵଽ଴

ଷ଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଺଴

ଷ଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ   

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0,9772 ൌ 0,0228. 

La probabilidad de que un adulto sano de la población tenga un nivel de colesterol superior a 250 mg/dl 
es de 0.0228. 

 

𝑏ሻ  

  Se trata de determinar 𝛽 tal que: 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝛽ሻ ൌ 0,01 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ఉିଵଽ଴

ଷ଴
ቁ ൌ 1 െ ቀ𝑍 ൏ ఉିଵଽ଴

ଷ଴
ቁ ൌ 0,01 ⇒ 

𝑃 ቀ𝑍 ൑ ఉିଵଽ଴

ଷ଴
ቁ ൌ 0,99.  Mirando  de  forma  inversa  en  la  tabla  𝑁ሺ0,1ሻ  a  0,99  le  corresponde, 

aproximadamente, 2,33: 

 
ఉିଵଽ଴

ଷ଴
ൌ 2,33;  𝛽 െ 190 ൌ 2,33 ൉ 30;   𝛽 ൌ 69,9 ൅ 190 ൌ 259,9. 

𝑆𝑜𝑙𝑜 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑎𝑛 𝑒𝑙 1 % 𝑢𝑛 𝑛𝑖𝑣𝑒𝑙 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑙𝑒𝑠𝑡𝑒𝑟𝑜𝑙, 𝑎𝑝𝑟𝑜𝑥𝑖𝑚𝑎𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒, 𝑑𝑒 260 𝑚𝑔/𝑑𝑙. 

 

********** 


