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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prochaz de accezo a enzefianzas EJERCICIO
univerzitariaz oficiale: de grado | NATEMATICAS II
Castilla y Leén ¥ Pagimas: 3

INDICACTONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alumno debera escozer ibremente cinco ejercicios completos de
los diez propuestos. Se expresara claramente cusles som bos elegidos. 54 se resolvieran mas, solo se corregiran
los 5 primeros que estén resmelfos (segan el orden de numeracion de pliegos v hojas de cada pliego) ¥ que
no aparezcan totalmente tachados.

2- CALCULADORA: e permitiz2 el uzo de calculadoras no programables {gue no admitan memoriz para
texto ni repraseniaciones sraficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTION: Laos 5 gjercicios s2 pumtuarar sobre un maximo de 2 punios
%z obzervaran fandamentzlmente los sizuientes aspectos: Comrecta wtlizzcion de los conceptos, definiciones v
propiedades relacionadas com |2 matoralezz de la situzcion que se trztz da resolver. Justifcacione: teoricz: gue ==
zporien pare el desarrollo de las respusstas. Claridad v coherencia en 12 exposicion. Precisiar en los calcules ¥ en
las mofacionz:. Deben figurar exphicitamente las operaciones no triviales, dz modo gue puadan reconsirairss [z
arpumentacion logica v lo: calodlas.

El .- (Algebra)
a) Dnzcutir segin los valores del parametro X el sistema de ecuacionss linezlas siguisnte:

r—y+z=
Z2x+v—z=10 (1,2 puntos)
x+y+ i==0

b) Eesolverle para 4 = —1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
Sealamatnz 4 = (n; 10 ]

-1
a) Determinar los valores de n para los que la matriz 4% tiene inversa. (1 punto)
b) Para n = 2, hallar la matniz X que verifica la ecuacion AX + 4 = 27 | siendo [ la main=
1denfidad de orden 2. (1 punto)

E}.- (Geometria)
a) Hallar 1a recta perpendicular al plano w# = x + ¥ + = = 1 que pasa por el punto 4 = (0,0.0].

(0,8 puntosz)
b) Calcular la ecuacidn del plano respecto del cual los pomtos P = (1,1,1) ¥ ¢ = (1,3, —1) son
simetricos. (1,2 puntos)
E4.- {Geometria)
Dados larecta » EI_—+: = }rii= —ia vel punto P = {0,0,0), hallar 1a ecuzeion del plano
que contlane 2 F v paza por 2l punto P. {2 puntosz)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ES.- {Analiziz)

Fepresentar la fimcidn fix) = B{Iz:l, determinande antes sus intervaloz de crecimiento v
decrecimisnte, sus extremos relativos, sus intervalos de comcavidad v convexidad v sus
asintotas. (1 puntoz)

E6.- (Aniliziz)

Caleular lim ef-x—cas(ix)
=0  send{x)

(2 puntoz)

ET.- {Anali=ziz)

a) Dadaz las funcionss fx) = x%, g{x) = —x° + B, hallar los valorez de x € R para los que
g(x) = flx). (0,5 puntos)
b} Caleular el drea limitada por las graficas de las fimeiones f{x) v g{x). (1.5 puntos)

E&.- (Analiziz)
Hallar los valores de a, b v ¢ para los cuales el polinomio Pix) = ax® + bx + ¢ cumple las

siguientas condicionas:
s PlO)=1
* L3 pendiente de la recta tangente a la graficade Pzl enx =0 s m = 1.
. _r; Flx)dx = 12. (2 puntos)

E9.- (Probabilidad v Eztadiztica)

Enun club deportivo, el 55% de los socios son hombres v el 43 % mujeres. Entre los socios,
el 60% de los hombres practica la natacion, asi como el 40% de laz muojeres.

a) Describir los sucesos v sus probabilidades, v caleular 1z prebabilidad de que un secio

elegido al azar practigue la natacion. (1,25 puntoz)
b) Szahendo que una persona practica la natacion, ;jeual es la probabilidad de gue sez una
mujar? (0,75 puntoz)

E10.- (Probabilidad y estadiztica)
El tiempo emplaado, an minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta
enfermedad sigue una distnibucion nomal de media 20 v de desviacion tipica 4.

a) ;En qué porcentaje de test ze obtisne el resultado entre 16 v 26 munotes? (1 punta)
b} ;Cuintos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del

96.41% de los test? (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS DE LA CONVOCATORIA DE JUNIO

Ejercicio 1:

x—y+z=0

a) Discutir el sistema {Zx + y — z = 0 segln los valores del parametro A.
x+y+1z=0

b) Resolverlo para A = —1.

Solucion:

a) Es un sistema lineal homogéneo por lo que si el rango de la matriz de los coeficientes es 3 entonces
solo tiene la solucidn trivial, y si es menor que 3 es un sistema compatible indeterminado con infinitas
soluciones.

1 -1 1
La matriz de coeficientesesM =2 1 -1
1 1 A

Su determinante es:

1 -1 1
M=12 1 —-1|=24+2+1-14+1+4+21=0; 34=-3; 1 =-1
1 1 A

Para A # —1 el rango de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada e igual al
numero de incégnitas por lo que la solucidn es Unica, la solucidn trivial: x =y =z = 0, y el sistema es
compatible determinado.

Para A = —1 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es compatible
indeterminado.

x—y+z=0
b) Para 1 = —1 el sistema es {2x+y—z = 0, que es compatible indeterminado. Eliminamos la
x+y—z=0

tercera ecuacién, y hacemos z = A:

x—y=-4

2x+y=/1}:>3x:0:> x=0; y=A41.

x=0, y=A4, Z=24, VA ER
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

n;l _01)

a) Determinar los valores de n para los que la matriz A? tiene inversa.

Seala matrizA4 = (

b) Para n = 2, hallar la matriz X que verifica la ecuaciéon AX + A = 21, siendo I la matriz identidad de
orden 2.

Solucion:

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero:

A2=A-A=(”Il _01).(7111 _ol)z(nz;EnZH 2)

2 _

|=n2—2n+1=(n—1)2=0=>n=1.
n—2 1

La matriz A% tiene inversa Vn € R — {1}

b)Paran=2esA=(1 O).

1 -1
Despejamos X:
A-X+A=21-> A-X=21—-A-> AT A-X=A"1-Q2I-A)->X=4"1-(21-4)
Sustituimos:

21_‘4:((2) (2))_(} —01)=(—11 g)

Calculo de A™1:

ar=1; Ol=-ua=( 1) adidea=(T] )4 _agjaent _ (53 )

0 11 4l !
A_lz(i —01)

x:A-l-(ZI—A)=G _01)(_11 (3)):(; —03)
x=( )
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:
a) Hallar la recta r perpendicular al plano m = x + y + z = 1 que pasa por el punto A(0, 0, 0).

b) Calcular la ecuacion del plano S respecto del cual los puntos P(1,1,1) y yQ(1,3,—1) son
simétricos.

Solucion:
El vector normaldel planom=x+y+z=1esnn = (1,1,1).
Podemos tomar como vector director de la recta, 7, el vector normal del plano: v, = (1,1, 1).

Conocemos un punto A4(0, 0, 0) y el vector de direccidn, por lo que la ecuacidon paramétrica de r es:

x=2
r=jy=4
z=21

b) El punto medio del segmento de extremos P y Q es M(1,2,0), que debe ser un punto del plano S.
Los puntos P(1,1,1) y y Q(1, 3, —1) determinan el vector:

P¢ =0 - 0P =[(1,3,-1) — (1,1, 1)] = (0,2, -2).
ﬁ es un vector ortogonal al plano. Tomamos como vector ortogonal: 7 = (0,1, —1)

Hallamos la ecuacién de dicho plano:

y—z+D=0

M(1,2,0)}=>2_0+D=0=> D=—-22B8=y—7-2=0,

f=y—z—-2=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

Dadalarectar = x_—+11 = y_Iz = _iz y el punto P(0, 0, 0), hallar la ecuacion del plano  que contieneary

pasa por el punto P.

Solucion:
Un punto y un vector director de r son A(—1,2,0) y v = (1,—1, 2).
Los puntos P(0,0,0) y A(—1, 2,0) pertenecen al plano, y determinan el vector PA = (-1,2,0).

El plano 7 tiene como vectores de orientacion ¥ = (1,—1,2) y PA = (=1,2,0) y contiene al punto
P(0,0,0) por lo que su ecuacion es:

x y z
n(P; $,PA)=|1 -1 2|=0= —4x+2y+2z=0
-1 2 0

=—-4x+2y+z=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:

. s 2 . . ..
Representar la funcion f(x) = el ), determinando antes sus intervalos de crecimiento y
decrecimiento, sus extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas.

Solucion:
La funcidn f(x)es exponencial por lo que es continua y derivable en toda la recta real.

Como f(—x) = el = o(¥?) = f(x), la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f’(x)=2x-e("2). f’(x)=0:»2x-e(x2)=0:» x=0.

x € (—,0) = f'(x) <0, luego la funcidén es decreciente.

x € (0,+) = f'(x) > 0, luego la funcidn es creciente.

En x = 0 la funcidn pasa de ser decreciente a ser creciente luego en ese punto tiene un minimo.

f(0) = e(0?) = g0 =1 — A(0,1) es un minimo relativo (luego comprobamos que es un minimo
absoluto).

Una funcidon es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

(*) > 0,vx € R
") =2 - e(®) . (1 + 2x2 ﬁ{e VX = f"(x) > 0,Vx € R.
[ ( ) 14+ 2x%>0,Yx €ER [

La funcién es convexa (U) en todo su dominio.

No tiene asintotas verticales.
k= lim f(x) = lim e(**) = ¢*® = 40
x—too x—+oo

No tiene asintotas horizontales, ni oblicuas

Otros puntos de la funciéon son: B(—1,e); C(1,e).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:

. e¥—x—cos (3x
Calcular: lim —2()
x—0 sen? x

Solucion:

- e*—x—rcos (3x)
lim 5 =
x—0 senc x

Para x = 0 se anula el numerador y el denominador, por lo que hay una indeterminacién, aplicamos la
regla de L’Hépital:
o e*—1+3-sen(3x) . e*—1+4+3: sen(3x)
= lim = lim
x>0 2-Senx-:cosx x—0 sen 2x

De nuevo se anula el numerador y el denominador, por lo que hay una indeterminacidn, aplicamos la
regla de L’Hépital:

e*+3-3.cos 3x) _ e%+9-cos0 _ 1+9:1 _

= lim = 5.
x—0 2-C0S 2x 2-cos 0 2-1
e*—x—cos (3x)

lim > =5

x—=0 senc x
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:
a)Dadas las funciones f(x) = x2?, g(x) = —x? + 8, hallar los valores x € R para los que g(x) > f(x).

b) Calcular el area limitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x).

Solucion:

a) Ambas funciones f(x) y g(x) son pares, por ser f(—x) = f(x) y
g(—x) = g(x), por lo cual, ambas son simétricas con respecto al eje de
ordenadas.

Calculamos sus puntos de interseccién:

fX)=gx)>x?=—x2+8> 2x2=8> x?*=4>x,=-2>
A(—2,4); x, =2 > B(2,4).

La funcién f(x) = x? es una pardbola convexa (U) cuyo vértice es

0(0,0).
La funcién g(x) = —x? + 8 es una parabola céncava (N) por ser negativo
el coeficiente de x? cuyo vértice es el punto C(0, 8). 3

En la representacion grafica se observa que g(x) = f(x),Vx € [-2,2].
g(x) = f(x),vx € [-2,2]

b) Como todas las ordenadas de g(x) son mayores que las correspondientes ordenadas de f(x), la
superficie a calcular es:

2 2 2
s=j [g(x)—f(x)]-dx=2-j [g(x)—f(x)]-dx=2-j [(—x2 +8) — x?] - dx =
-2 0 0

-32496 _ 64

3 3°

=2Lﬁ—m@+8ydx=2-kf§+842=2-K—%§+8-@—n]=—§+32=

u? = 21.33 u?

5_64
3
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:

Hallar los valores de a,by c para los que el polinomio P(x) = ax? + bx + ¢ cumpla las siguientes
condiciones:

e P(0)=1.
e Lapendiente de la recta tangente a la graficade P(x) enx = 0esm = 1.
o [JP(x)-dx=12.

Solucion:
P0O=1=a-02+b-04+c=1=>c=1.
Parax = 0 es P(0) = 1, por lo cual el punto de tangencia es P(0,1).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor de la derivada en ese
punto.

P(x)=2ax+b=>P'(0)=1=2a-0+b=b=>b=1.
Por ahora P(x) = ax? + x + 1.

2 o (22 R [ SO COPN R [ SO COPY I
Jy P(x) - dx =12 = [ (ax +x+1)dx_[3+2+x]0—[3 +2+2] 0= —+2+2-

89 _8=>q=3.
3

a=3;b=1,c=1; P(x) =3x*>+x+1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 9:
En un club deportivo, el 55 % de los socios son hombres y el 45 % mujeres. Entre los socios, el 60 % de

los hombres practica la natacidn, asi como el 40 % de las mujeres.

a) Describir los sucesos y sus probabilidades, y calcular la probabilidad de que un socio elegido al azar
practique la natacién.

b) Sabiendo que una persona practica la natacidn, écual es la probabilidad de que sea mujer?

Solucion:

a) Llamamos H al suceso ser hombre, y M a ser mujer. Llamamos N al suceso practicar la natacion, y
noN a no practicarla. Llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol:

N
0.6
H
0.4
0.55 noN
0.45 N
0.4
M
0.6 noN

P(N) =P(H)-P(N/H)+P(M)-P(N/M) =0.55-0.6+0.45-0.4 = 0.330 + 0.180 = 0.510.

La probabilidad de que un socio elegido al azar practique la natacién es 0.510.

b) Ahora es una probabilidad condicionada:

P(MnN) _ P(M)-P(N/M) _ 0.45-0.4 _ 0.180
P(N) P(N) T 0510 0510

P(M/N) = = 0.3529.

Sabiendo que una persona practica la natacion, la probabilidad de que sea mujer es 0.3529.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 10:

El tiempo empleado, en minutos, para obtener la respuesta de un test para detectar cierta enfermedad
sigue una distribucién normal de media 20 y de desviacion tipica 4.

a) ¢En qué porcentaje de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos?

b) ¢Cudntos minutos son necesarios para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41 % de los
test?

Solucion:
a) El enunciado nos dice que: u = 20; 0 =4;X - N(u,0) = N(20,4).
Tipificando la variable: Z = %.

16 — 20 26—20)

<Z<
4 - 4

P(Z<15)—-[1-P(Z<1)]=P(Z <15 —1+P(Z<1)=0.9333 -1+ 0.8413 = 0.7746.

—4 6
P(16<X<26)=P< =P(TSZSZ)=P(—1SZSL5)=

En el 77.46 % de test se obtiene el resultado entre 16 y 26 minutos.

b) P(X < a) = 0.9641 = P (Z < “"42").
Buscando en la tabla N(0, 1) a la inversa, a 0.9641 le corresponde 1.8:

2720 _ 18> a—-20=72=qa=272.

Para garantizar que se ha obtenido la respuesta del 96.41 % de los test son necesarios 27. 2 minutos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruoebaz de accezo a enzefianzas EJERCICIO
nniverzitarias oficiales de grado | NATEMATICAS II
Castilla y Ledn N° Paginas: 3

INDICACTONES: 1.- OPTATIVIDAD: El alomno debers escoger libremente cnco ejercicios completos de
lox diez propuestos. Se exprezara claramente cuales son los elegidos. 5i se resolvieran mas, solo se corresiran
los 5 primeros que estén resmeltos (segun el orden de numeracion de plisgos ¥ hojas de cada plisge) ¥ que
no aparezcan totalmente tachados.

- CALCULADORA: Se permitir2 el uzo de calculadoras no programables {gue no admitan memoriz para
18xto ni reprazentacionss graficas). .

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTON: Los & ejercicios 52 puntuzrap sobre un maximo de 2 puntos
Za ghzervaran fopdamertalmente los sizuisnies aspectos: Correcta wilizacion de los conceptos, defimiciomss v
propizdades ralacionadas con la nataralezz de la situacion que se tr2t2 de rezolver. Tustificacione: teoricas que =2
zparien parz el dezzrrelle éa las respusstas. Claridad v coherencia en |2 exposicion. Precision en los caloules ¥ en
las nofaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, dz modo gue puadan reconsimirz: [z
argumentacion logica v los caloules.

El .- (Algebra)
a) Dizeutir zegun los valores del parametre X el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

r+y+z=0
x—dy=1 (1,2 puntoz)

2Zx+ d==1
b) Rezoberlo para d=1. (0,8 puntos)

E2.- (Algebra)
Dadas las matrices M = [_?_ :] vN = [_E g], hallar la matnz P que venfica que
M™IPM = N. (2 puntos)

El. (Geometria)
Dadaz.lasrectaerx=}'+1=P—2 }'EE{I_T-'-H:I],
z 2x—=z+3 =10

a) Determunar la posicion relatrva de » ¥ =. (1 punto)
b) Hallar 1z ecuacion del planc gue contisne ar v 5. (1 punto)

ze pide:

E4.- (Geometria)

El:i»l:lzllztrechrEJ:—:l=}—_—_:=I_T‘l

a) Caleular el plano w4 que paza por 4 = (1,2,3) v ez perpendicular a la recta ». (0,5 pontos)
b) Calcular el plane m> que pasa per B = (—1,1, —1) v contisne a la recta r. (1,5 puntoz)

E=.- {Analiziz)

Dada la funcidn f(x) = x¥ — 5x — 1, determinenze sz mtervalos de crecimiento ¥
decrecimianto, sus extremos relatives, sus intervalos de concavidad v convexidad v sus
puntos de inflexion. (2 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E6.- (Ansliziz)

Caleular el valor de m = 0 para el cuzl s verifica qua ].'I.'I:_.'I:l'!. 1—:?\;:11] = 2. {2 puntos)
X
E7.- {Analiziz)
1—cosx . ;t 0
a) Estudiar la continuidad d la funcién definida por f(x) = [ xS F T (1 punts)
0 ,=six=0
b) Caleular [ x In{x?) dx. (1 punto)

E3S.- {Analiziz)
Se considera la funcicn f{x) = x — cosix)
a) Demostrar que la ecuacion F{x) = 0 tiene al menos wna solucion en ol intervalo [0,m/2].

(1 puntao)
b} Probar que la ecuacion f(x) = 0 solo puede tener una solucion en el imtervalo [0,w/2], de
mode que la solucion del apartado anterior es la tmnica. (1 punto)

E%.- (Probahbilidad ¥ Eztadiztica)

Deentro da una caja hay bolas de varios colores que tiensn todas el mismo tamario v aspecto,

siendo alzunas de madera v las otras de metacnlato. Concretamente:

= El 43% son blancas v entre ellas dos fercios son de madera.

= E]1 24% son rojas, v de ellaz las fres cuartas partes zon ds madera.

= E]1 28% son verdas, da las cualas la mitad zon de madera.

Conziderande loz sucezos: B = “serblanca”, B = "serroja”, V= "ser verde" v M ="zerde

madera”

a) Indicar cuales son los valores de P{M /B, P(M/R) v P{M V). (0*3 puntos)

b} Caleular la probabilidad da que al zacar al azar una de laz bolas de la caja, sea de madera.
(0*7 puntos)

c) 51 zolo sabemos que una de las belas de la caja, elegida al azar, es de madera, ;jcual ez la

probabilidad de que sea blanea? (1 punteo)

E10.- {(Probabilidad y Eztadiztica)

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacion adulta esparicla sigue una distribucion
normal de media 100 v desviacion tipica 20.

a) ; (Jue porcentaje de ezpafioles adultos ze espera gue tengan un coeficiente mmtalectnal antre

95 v 1057 (1 punto)
b} 51 s2 considera que una persona es superdotada cuando su coeficients intelectual es mavor

gue 160, calcular &l porcentaje de espafioles adultos que son superdotados. (1 puntao)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

aaa i 0.2 0% a4 ans 206 AT 0BE 209
i D000 0.5d40 0 S &850 DELgn 0510 Lk 05179 0.531% QSEED
bi DS30E D438 05473 85517 DESST 0550 B5E3E 0.5475 05714 B575L
02 DETOE D332 0EETL LK1 DERaE 0.5pET DE0TE 0604 06103 LR R
03 DELTD D217 06155 el ik LS EE 06563 DgdDE 05443 06450 BESIT
b4 Dg55e (LR 08513 DEERL DATAD L BETTI 05303 06544 QEETR
bz DEdLs D£350 LB aToie D754 0. THES a7k 0.TI57 0.7150 aT224
& D727 07291 07314 - kLo 07380 0.7411 Tans 07436 07587 LTEaR
T D.T5ED D.TéL] 0.TE42 B.7673 D.7TTa4 0.7T34 BTTE4 0774 0.7E13 BTESL
nE D.Tasl D7D 0.TE3IR BT0ET DTERs 0.E033 23051 .87 0.EI8E aB13:
b3 DALSD DELEE 0/ETE2 Q.82 DE2s4 0.ETER 2831E 0.E340 0.E3£5 QEIED
id DadiE 03438 0E4EL DA4EE DE508 0.E531 aa55d 0.EETT Q.EERR BEET]
11 Dag4s D.ELES 0.EEEE 8aT0E D720 0ET4R aarvh 0ETH 0.EEID aBazxh
12 Dgap DE3an DEEEE 28007 D25 0ERs4 [-k:10 v 0.0 0.ERRT fonis
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.4 Lk DETTE 0eTIEd B97EE DTz 0.07Tes Q080 0padd a.pEfl2 S0B1T
ri Daazi DEa2E 0.pE30 QBN DEd3E 0.DE4T DQEeE 0RE50 0.0EE4 SOBST
e L Dgasl Dades LR 29871 DEaTs A.DETS a9881 [LE e 0.DEST a0anD
T3 a0z Dorane 0pEgd a0 Dopoa 0000 Rt [ a.opia LL0lE
r4d DA1E D20 L DREIE D2t 0.0kIe a0z L 00034 S00%E
e L D9dsE pE=rEi] sl 2g9al Dagds 0.0pas gpet 4l 0.pRsL 2095T
Lk Daps: Dapss DpREs LLuET Dopsn 00062 LaneEl el 0.0pEd LL06s
17 DgQEs Dorddd 0BRET DQNEE Dopdn a.00Ta 99T 0BET2 a.0eTa 20974
Ty gt DdTs 0TE 29977 k= a.0eTs 299TE 0T 0.0psd S.0081
I3 DapEl Dopaz 0peEl DQRES Dorpas 0.ope4 DQNEE 0peds 0.0Ras QODEE
LY DogpET Dopat 0pRET DQNEE Dapas nokee LLNER g 0.0 LLupD
LE} e deli] LE=beh (LR 29901 LE=pegebed 0.00ad 2990I 2 0.0eRa 2090
x2 ke el iE=ppek] LRt 20904 Dadpe 00004 2000s 0BeRs 0.0eRE 2090s
33 DgpnE Duoepls e DLuDE Dode 0opes DLNDE e 0.0ees 0wy
14 DopaT DoepaT e DREDT DpaT L LRRRT 0esT Q.08 LL0hE
L DAQRE DeRgE e DQRDE DpgE 0.00EE DRRDE ed Q.00 LL0hE
L DRRE kel [ 29908 ik=pegele) 0.eeee 2990e LRl 0.0eeR a090e
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Ejercicio 1:

x+y+z=0
a) Discutir el sistema {x -Aly=1 segun los valores del pardmetro A.
2x+Az=1

b) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 1 1 1 1 1 0
M=|1 -1 0|yM'=|1 -2 0 1)
2 0 2 2 0 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del pardmetro A es:

1 1 1
IM|=]1 -2 0|=-22+4+21—-1= -2+1=-21-1)=0=>1,=0,1,=1.
2 0 2

Sid # 0 o0siA+# 1 elrango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz ampliada e
igual al numero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado.

1 1 1 0
Para A = 0 la matrizampliadaes M’ = (1 0 0 1), que tiene el menor:

2 0 0 1
1 10
1 0 1|=2-1=1+0,
2 0 1

Por lo que su rango es 3, distinto al rango de la matriz de los coeficientes que es 2, por lo que el sistema
es incompatible.

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
ParaA =1 la matrizampliadaesM'=(1 -1 0 1|-=|0 -2 -1 1]-(0 -2 -1 1

2 0 1 1 0O -2 -1 1 0 O 0 O
{Fz_’Fz_F1}
F; - F; —2F;

Al tener una fila de ceros su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes y menor que el nimero
de incégnitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

{F; > F; — F,}

x+y+z=0
b) Para A = 1 el sistema resulta x —y = 1, que es compatible indeterminado.
2x+z=1

Hacemosx =y, y=—-1+u; z=1-2u.
x=uy=-1+puz=1-2uVu€eR
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

Dadas las matrices M = (_01 D yN = (_1 (2)), hallar la matriz P que verifica que

M™1.P-M=N.

Solucion:

Despejamos P de la ecuacién matricial multiplicando dos veces por M~1:
Mt*p-M=N-M-M'wWY M-M1=M-N-M1> P=M-N-M1

Sustituimos:
M| = _01 1| — 1 # 0 luego existe su matriz inversa
we=(§ ) agpaene= (3 =it Gl - (13
p=menem= (20 0)-(0 )G 9)=G DG =G D)
P=(3 %)

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: Jorge Mufoz Yafiez-Barnuevo

www.apuntesmareaverde.org.es

T
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

x—y+3=0

2x <z +3 =0 € P9

Dadaslasrectasr5x=y+1=?ysz{

a) Determinar la posicion relativader y s.
b) Hallar la ecuacidn del plano que contienear y s.

Solucion:

a) Obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta s:

XxX—y+3=0 x =4
SE{ Y o =2x=2 y=34+1 z=3+21>s={y=3+1.
2x—z+3=0
z=3+21

Un punto y un vector director de la recta s son B(0,3,3) y v, = (1,1, 2).
Un punto y un vector director de la rectar son A(0,—1,2) y v, = (1,1, 2).

Los vectores v, y U, son iguales y por tanto linealmente dependientes luego las rectas r y s son
paralelas o coincidentes. Si son paralelas, no tienen ningin punto en comun, mientras que, si son
coincidentes, los tienen todos.

Para diferenciar el caso comprobamos si el punto A(0,—1,2) € r, también pertenece a la recta s, para
lo cual, tiene que satisfacer su ecuacién:

S=xz§+l A=0 A1=0
_2]:3_'_2/1 =2>3+1=-1;> 3#-1 (>A¢&s.

Las rectas  y s son paralelas

b) Del plano pedido ya conocemos puntos, A(0,—1,2) y B(0, 3,3) y un vector de orientacion, el vector
de direccién de ambas rectas: v, = (1,1, 2). Obtenemos otro vector de orientacién:

AB = 0B — 04 =[(0,3,3) — (0,—1,2)] = (0,4, 1).

. x y+1 z-2
n(4; v,AB)=[1 1 2 |=0= -7x+4z-2)-(y+1)=-7x+4z—-8—-y—1
0 4 1
=—7x—y+4z—-9

7x+y—4z+9=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

-2 z—1
Dadalarectar=x—1 =y—1=7.

a) Calcular el plano ; que pasa por A(1,2,3) y es perpendicular a la recta r.
b) Calcular el plano 7, que pasa por B(—1,1,—1) y contiene a la recta .

Solucion:

a) Un vector director de la recta r es v, = (1,—1,2), y por tanto el vector ortogonal al plano buscado,
quetendrdlaforma:my =x—y+2z+D =0

Imponemos que pase por el punto A(1,2,3)
m=x—-y+2z+D=0-1-2+2-3+D=0=5+D=0=D=-5
my=x—-y+2z—-5=0

b) Ahora del plano pedido conocemos dos puntos, B(—1,1,—1) y un punto de la recta r: P(1,2,1). El
vector BP es un vector de orientacién del plano, asi como el vector v, = (1, —1, 2) de direccién de la

recta.
BP = 0P - 0B = [(1,2,1) = (-1,1,-1)] = (2,1,2).

. x+1 y—-1 z+1
m,(B; v,,BP) =| 1 -1 2 [=0=—-4(x+D+2(y-1)+3(z+1) =
2 1 2
—4x —4+2y—2+3z+3=4x—-2y—3z+3

m,=4x—-2y—-3z+3=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:
Dada la funcién f(x) = x° — 5x — 1, determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
extremos relativos, sus intervalos de concavidad y convexidad y sus puntos de inflexion.

Solucion:

La funcion dada es polindmica, por lo que es continua y derivable en toda la recta real. Para determinar
sus extremos relativos buscamos los puntos donde se anula la primera derivada:

flx)=5x* - 5> f'(x)=0=5x*-5->x*-1=0-> x*=1=>x, =-1,x, = 1.
Para saber si una funcion es creciente o decreciente analizamos el signo de su primera derivada.

Por ser f(x) polindmica, las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos
(=0,—1),(—1,1) y (1, 4+), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Por ejemplo, parax =0 € (—1,1) es: f'(0) = —5 < 0 por lo que la funcidn es decreciente.
Y parax € (—o,—1) U (1, +) la funcién es creciente.

Six € (—1,1) es decreciente, y si x € (—o0,—1) U (1, +0) la funcion es creciente

Para x = —1 la funcion pasa de ser creciente a ser decreciente, por lo que en .

ese punto se alcanza un maximo:

f(-1)=(-1°*-5-(-1)—-1=-1+5-1=3. :
A(—1,3) es un maximo relativo 2

Para x = 1 la funcidn pasa de ser decreciente a ser creciente, por lo que en
ese punto se alcanza un minimo:

f)=(1)5-5-(1)-1=1-5-1=-5 o

B(1,—5) es un minimo relativo

L

Una funcion es céncava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

f'"(x) = 20x3; Si x < 0 entonces f"'(x) < 0; Six > 0 entonces f"'(x) > 0.

Para x € (—0,0) la funcién es céncava (N).
Y para x € (0,+) es convexa (V).

Una funcién tiene un punto de inflexion cuando pasa de ser cdncava a
convexa o viceversa, por lo que tendra un punto de inflexion para x = 0. 7

(0,—1) es punto de inflexion
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:

s .. 1—cos(mx
Calcular el valor de m > 0 para el cual se verifica que: lln(l)+ = 2.
xX—

Solucion:

Indeterminado del tipo %. Aplicamos L’Hépital.

. 1—cos (mx . m-sen (mx
fjm ACS ) _ o mosen (mx)
x—0 X x-0 2x

. . .0 . A
Vuelve a ser indeterminado del tipo p Volvemos a aplicar L’Hépital.

m2-cos(mx) _ m?.cos0 _

= lim =2-
x—0 2 2 2

m2-1

=2=>m?!=4>m;=-2,m, =2.

Por ser m > 0 la Unica solucion esm = 2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

1-cosx

, Six+0

a) Estudiar la continuidad de la funcidn definida por f(x) = { .
0 ,six=0

b) Calcular I = [ x - L(x?) - dx.

Solucion:

a) La funcién f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para x = 0 cuya continuidad es
dudosa, y vamos a estudiar.

Una funcion es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen y son
iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
. . 1-cosx
lim f(x) = lim —==
x—0~

=0
Para x = 0 = { x>0
lim f(x) =1im0 =0 = f(0)
x—0t x—0

T . . .0 . JirAL
e Ellimite 111(1)1 °% es indeterminado del tipo o Aplicamos L’Hépital.
x—>0"
. 1-cosx . sen 0~ 0
lim = lim =-=0.
x>0~ X x—0- 1 1

IS0 =in0=0
e f(0)=0
= lim f(x) = lim f(x) = f(0) =0

La funcién es continua en x = 0, y por tanto, es continua en toda la recta real.

b)I =[x -L(x?) -dx=[x-2-Lx-dx=2-[x-Lx-dx=
2
La hacemosporpartes:uzLx—>du=%-dx;x-dx=dv—>v=x?
2 2 2 2
I=2-fx~Lx~dx=2-[Lx-x?—fx?-%-dx]=2-[%-Lx—%-fx-dx]=x2-Lx—x?+C.

2
I=fx-L(x2)-dx=x2-Lx—x7+C.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:
Se considera la funcion f(x) = x — cos x.

. . . . Y
a) Demostrar que la ecuacién f(x) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo [O, E]'

b) Probar que la ecuacién f(x) = 0 solo puede tener una solucién en el intervalo [0, %], de modo que

la solucién del apartado anterior sea Unica.

Solucion:

a) El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

. . . s
Aplicamos el teorema de Bolzano a la funcién f(x) en el intervalo [O, E]:

La funcidn f(x) = x — cos x es continua en R por ser suma algebraica de dos funciones continuas en R.
f(0)=0—-cos0=-1<0.

f)=F-cosi=7-0=37>0.

.z . , . T
Luego por el Teorema de Bolzano la funcidn tiene al menos una raiz en el intervalo [0, E]

b) En el intervalo [0, g] la funcidén es creciente ya que:
f'x)=14+senx>0
La derivada no se anula nunca por lo que es imposible que haya otra raiz.

. q ;7 . , q s
La funcion tiene una Unica raiz en el intervalo [0, E]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 9:

Dentro de una caja hay bolas de varios colores que tienen todas el mismo tamano y aspecto, siendo
algunas de madera y las otras de metacrilato. Concretamente: el 48 % son blancas y entre ellas dos
tercios son de madera; el 24 % son rojas, y de ellas las tres cuartas partes son de madera y, el 28 % son
verdes, de las cuales la mitad son de madera. Considerando que B, R, V y M indican blanca, roja, verde
y de madera, respectivamente:

a) Indicar cuales son los valores de P(M/B); P(M/R) y P(M/V).
b) Calcular la probabilidad de que al sacar al azar una de las bolas de la caja, sea de madera.

c) Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, écudl es la
probabilidad de que sea blanca?

Solucion:

Llamamos B, R, V, M y noM al suceso, ser blanca, roja, verde, de madera y no de madera,
respectivamente. Y llevamos los datos del enunciado a un diagrama de arbol.

a) P(M/B) == = 0.6667.

P(M/R) === 0.75.

NIRLr »lWw

P(M/V) =% = 0.50.
b) P(M) = P(BA M) + P(RNM) + P(V n M) =P(B)-P(%)+P(R)-P(§)+P(V)-P(%) =
0.48 -§+ 0.24 - % +0.28 % =032+ 0.18 + 0.14 = 0.64.
Probabilidad de ser de madera es 0. 64
P(BNM) __ P(B)-P(M/B) _ 0-48'§ _ 032

c) P(B/M) = Pp(M)  P(M) = 062 o064 0.5.

Si solo sabemos que una de las bolas de la caja, elegida al azar, es de madera, la probabilidad de que
sea blanca es de 0. 5.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 10:

Se sabe que el coeficiente intelectual de la poblacién adulta espafiola sigue una distribuciéon normal de
media 100 y desviacion tipica 20.

a) ¢Qué porcentaje de espafioles adultos se espera que tengan un coeficiente intelectual entre 95 y
1057

b) Se considera que una persona es superdotada cuando su coeficiente intelectual es mayor que 160,

calcular el porcentaje de espafioles adultos que son superdotados.

Solucion:

Nos dicen que es una distribucién normal de u = 100; o = 20:

X = N(y; o) = N(100, 20). Tipificando la variable: Z = X_Ztoo,

Q) P(95<X<105)=P(E2R <z <20 = p(Z<Z <) =P(-025<Z <0.25) =

P(Z <025 —[1-P(Z<025)]=P(Z<025—1+P(Z<025) =2-P(Z<025)—1=
2-05987 —1=1.1974—1 = 0.1974 = 19.74 %,

Se espera que tenga un coeficiente intelectual entre 95y 105, un 19.74 % de espafioles adultos.

160-100

b) P(X > 160) = P(Z > 28

)=P(Z>%)=P(Z>3)=1—P(ZSB)=1—O.9987=
0.0013 = 0.13 %.

El porcentaje de espafioles superdotados es de 0.13 %.
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