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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

== | LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
u E CURSO: 2020-2021 JUNIO

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN
El examen consta de 10 problemas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ninglin caso debera responder a un nimero
mayor del indicado porque en la correccion del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas
respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna
de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las
cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.

Problema 1:

Demostrar que la matriz M = (i %) verifica la ecuacién M? + ;M + 2,1 = O y determinar los

escalares A; y A4, de R (donde I y O son las matrices 2 X 2 identidad y cero)

Problema 2:

Discutir y resolver (cuando sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del

xX—y=4
parametroA € R: x — Ay = Ag.
Ax—y=241

Problema 3:

-4 -2 2
DadoselplanonEkx+y—z=OyIarectarExT=yT=%.

a) Determinar los valores del pardmetro A € R para que el plano 7 contengaar.

b) Para k = 0, calcular el dngulo que forman T y r.

Problema 4:

Sea el plano m = x + y + z = 1. Encontrar un plano S, paralelo a m, tal que el tridngulo formado por
los puntos de corte de  con los ejes tenga de area 2+/3 unidades cuadradas.

Problema 5:

Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexion

de la funcién f(x) = e ™",
Problema 6:

Demostrar que las gréficas de las funciones f(x) = 2 —x% y g(x) = e* se cortan en al menos dos
puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud
menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que
los justifiquen.

Problema 7:

3x
x2+x—2

Calcular la integral racional: I = |
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Problema 8:

Sean las funciones f(x) = x%y g(x) = Vx.

a) Representar la region plana delimitada por las gréficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0, 2].

b) Calcular el area de la regidn anterior.

Problema 9:

Un mecanico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecdnico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.
b) Sila rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Problema 10:

Las notas del examen de Matematicas Il de la EBAU siguen una distribucién normal de media 6,5 y
desviacion tipica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (= 5).

b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las
notas.
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Problema 1:

Demostrar que la matriz M = (2

RESPUESTAS

1) verifica la ecuacién M? + A;M + A,] = O y determinar los

escalares A; y A, de R (donde I y O son las matrices 2 X 2 identidad y cero)

Solucion:

M2+/11M+121=0=>(

2 1
1 2

)+Al-(i ;)+,121=0;

2{ + 1, = =5
G Hen-@ Den-( 9= 9= 1*132_4}%:3_
(2 9-+G D+ D=0 o)
G 9+ +6 9-03207 Jsiy)-o
Queda demostrado que M verifica la ecuacion dada para 14 = —4y 1, = 3.
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Problema 2:

Discutir y resolver (cuando sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del
x—y=24

parametro A € R: x — Ay = /1}.
Ax—y=21

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 1 -1 2
m=(1 a)yw=(1 5 3}
A -1 A -1 2

El rango de la matriz ampliada en funcién del pardmetro A es el siguiente:

1 -1 2 1 -1 1
IM'|=11 -2 A|l=212-]1 -2 1{=2-(-2-1-24+22+1+1)=
A -1 2 A -1 1

=1-(2-22+1)=AA-12=0=14, =0,4, = 1.

Para {'1 =0

P 1} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 -1 0 L1
Parai=0=M=(1 0 0|=| | #0= Rang M’ =2.
0 -1 0 10

ParaA =0 = Rang M = Rang M' = 2 = n2%incég.= S.C.D.

1 -1 1
ParaA=1:M’=(1 -1 1>:RangM’=RangM=1.
1 -1 1

ParaA=1= Rang M = Rang M' =1 < n%incég.= S.C.I.
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Problema 3:

—4 -2 2
Dadoselplanom = kx+y—z=0ylarectar ExszTz%.

a) Determinar los valores del pardmetro 4 € R para que el plano 7 contengaar.
b) Para k = 0, calcular el dngulo que forman T y r.

Solucion:

a) Para que la recta r esté contenida en el plano  es condicidon necesaria que el vector director de
la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

El vector director de la recta es v, = (2,1,—1) y un vector normal del planom es 1 = (k, 1, —1).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
von=0=(2,1,-1)-(k,1,-1)=0; 2k+1+1=0; 2k+2=0;

k+1=0=>k=-1.

El plano resulta m = —x + y — z = 0. Si el plano contiene a la recta tiene que contener a todos
sus puntos. Un punto de r es P(4, 2, —2).

Si el plano m contiene al punto P tiene que satisfacer su ecuacion:

T=—-x+y—z=0
P(4,2,-2)

Elplano m contiene a larectar para k = —1.

}=> —4+2—(-2)=-2+2=0= Sesatisface.

b) Parak = O el planoesm; =y — z = 0y su vector normalesn; = (0,1, —1).

Proyeccionder BODY P DEEDDEEDDDE

Por definicidn de producto escalar: nn; - v, = |n | - |v,| - cos B.

nivy . ny-vy
cos f = ——=-. Por ser a y B complementarios: sen @« = ——..
[77l-[vr] [n7l-[vrl
0,1,-1)-(2,1,-1) 0+1+1 2 2 2
sena = = =

JOZ+ 2+ (-2 22+ 2+(— 12 JOT1+1VATITl  vZv6 Viz 23
1_ 0,5774 = a = arc sen 0,5774 = 35° 15’ 52",

V3

Larectary el plano w forman un dngulo de 35° 15' 52"
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Problema 4:

Seaelplanom = x + y + z = 1. Encontrar un plano 3, paralelo a &, tal que el tridngulo formado por los
puntos de corte de 8 con los ejes tenga de area 24/3 unidades cuadradas.

Solucion:
El plano 8 tiene por expresion f =x+y+z+ D = 0.

Los puntos de corte con les ejes del plano 8 son los siguientes:

p=x+y+z+D=0

Eje X = y=0t=2>x+D=0;, x=-D=A(-D,0,0).
z=0
p=x+y+z+D=0

EjeY = x=0;=y+D=0; y=-D = B(0,-D,0).
z=0
B=x+y+z+D=0

EjeZ = x=0y=>z+D=0; z=-D = €(0,0,-D).
y=0

Los puntos A(—D,0,0), B(0,—D,0) y C(0,0,—D) determinan los siguientes vectores:
AB = OB — 04 = [(0,—D,0) — (=D, 0,0)] = (D, —D, 0).
AC =0C — 04 =[(0,0,—D) — (=D, 0,0)] = (=D, 0, D).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del mdédulo del
producto vectorial de los dos vectores que determinan:

i ik
SABC=%'|EXR|=2\/§; D —]D 0 =4\/§;
-D 0 D
i j k
D2-|[1 -1 o||=4V3; D% |—i—k—j|=4V3; D?-|—i—j — k| = 4V3;
-1 0 1

D%/(-1)2 + (-1)2+ (-1)2 = 4V3; D?-V3 =43, D> =4> D, = -2,D, = 2.

Cumplen la condicién pedida los siguientes planos:

fi=x+y+z—-2=0y B, =x+y+z+2=0.
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Problema 5:

Estudiar asintotas, monotonia (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexién
iy —x2
de la funcién f(x) = e™*".
Solucion:
.. — 2 . s .
El dominio de f(x) = e™" es Rpor ser una funcién exponencial.
Por ser f(—x) = f(x) la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funciéon cuando x

tiende a mas o menos infinito.
) . ) _ 1 1
k= lim f(x)=lim e™* =e™*===—=0.
X—+oo x—+o0 o0

eOO

Larectay = 0 (eje X)es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funciéon tienda a infinito o

menos infinito: son los valores que anulan el denominador.
No tiene asintotas verticales ni asintotas oblicuas.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f'(x) =—-2x- e,

Crecimiento: f'(x) > 0 = x < 0 = xe(—o0,0). Decrecimiento: f'(x) < 0 = x > 0 = xe(0, +).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
que se anule su derivada en ese punto.

f'x) = —2x-e ™ =0=e* £0,VXxER>x=0.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

fre)=-2-[1-e™ +x-(=2x)-e™*| = -2 (1 - 2x?).

f"(0) =-2-e°(1-0) = -2 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

fO=fx)=e’=1>

Maximo relativo: A(0, 1).

Una funcién tiene un punto de inflexion cuando se anula su segunda derivada y es distinta de
cero su tercera derivada para los valores que anulan la segunda.

) =—2-e (1 - 2x?).

') =0=>—-2-e*(1—-2x2)=0; e* #0,VxER=>1—2x%=0;
2x%2 =1; x? =%:>x1 =—§,x2 :g.

fre) ==2-[-2x-e™ - (1-2x2) +e™ - (—4x)] =
=—2-(=2x)-e* - [(1 —2x2) +2] = 4x-e* - (3 —2x2).

f”'(i@) # 0 = Puntos de inflexién para x = —\/2—5 yx =

feE) ==Lz

Ve e’
Puntos de inflexién: P (— \/Z—E,E) yQ (

e

~ S
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Problema 6:

Demostrar que las graficas de las funciones f(x) = 2 — x? y g(x) = e* se cortan en al menos dos
puntos. Para cada uno de los puntos de corte, encontrar un intervalo que lo contenga de longitud
menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que los
justifiquen.

Solucion:

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

fx)=gx)>2—x?>=e*>h(x) =e*+x%—2.

Demostrar que las funciones f(x) = 2 — x? y g(x) = e* se cortan al menos en dos puntos es
equivalente a demostrar que la funcién h(x) = e* + x? — 2 tiene al menos dos raices reales.

La funcién h(x) = e* + x? — 2 es continua y derivable en su dominio, que es R, por lo cual lo
serd en cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Considerando, por ejemplo, los intervalos [—2,0] ¥ [0, 1] y aplicando el teorema de Bolzano a
cada uno de ellos, resulta:

[—2 0]=>{h<_2)=e_2+(—2)2—2=eiz+4_2=eiz+2>0.
h(0)=e®+0*-2=1-2=-1<0
h(0)=-2<0
[0'1]i{h(1)=el+12—2=e+1—2=e—1>0'

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en los intervalos [—2,0] y [0, 1].

Para obtener intervalos menores o iguales que la unidad consideramos, en primer lugar, el
intervalo [—1, 0] en el cual, aplicamos de nuevo el teorema de Bolzano:

h(-1) =e 4+ (-1)2-2=241-2=--1<0
hO0)=e® +02—2=1-2=-1<0 :

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [—2, —1].

[—1,0] :>{

Se considera, ahora, el intervalo [0, 1/2] al cual se aplica el teorema de Bolzano:
h(0)=-2<0

[0,1/2] = 1 1)? 1 7 _ 7
h(@)=ei+(5) —2=ve+i-2=ve—2=165-2<0

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [0,1/2].
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Problema 7:
Calcular la integral racional: [ = | ng - dx.
X“+x—2
Solucion:
X’ +x—-2=0; x = _1i21+8 =188 X, =—2,%x, =1.
x2+x—-2=(x+2)(x-1).
3x__ _ M | N _ Mx—M+Nx+2N _ (M+N)x+(-M+2N) M+ N =3 }
x2+x-2 x+2  x-1  (x+2)(x-1) x2+x-2 —M4+2N=0

=>3N=3, N=1, M+1=3 >M=2.

3 2 1
1= dr=[(+2) dr=2-Llx+2|+Llx—1]+C=

x2+x-2
x + 2)2
_p (B
lx — 1]

I=[2 . dx=L|(x+2)* (x—1)|+C.

x2+x—2
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Problema 8:

Sean las funciones f(x) = x?y g(x) = Vx.

a) Representar la regidn plana delimitada por las graficas de las funciones f(x) y g(x) en el intervalo
[0,2].

b) Calcular el &rea de la regidn anterior.

Solucion:

a) Los puntos de corte de las funciones f(x) y g(x) tienen por abscisas las soluciones reales de la
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones:

— A2
f(x) X}:}xzzﬁ; X4:x2,' X4—x2:0,' xz(xz—l):()ﬁ

gx) =x

> x2(x?—-1)=0>x; =0,x, = 1,x3 = —1. (x = —1 carece de sentido légico).
Los puntos de corte son 0(0,0) y A(1,1).
f(2)=2%2=4=C(2,4). 9(2) = +V2 = D(2,V2).

v =<

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la expresada en la figura adjunta.

b) De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S = fol(\/}—xz) ~dx + flz(xz —Vx) - dx =

E+1 E+1
3 3
|z ), 28 22 I 12} _2 1.8 4 -2 1,2_10 4-V2
S [\3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 2
§=26-22) 12 & 1 4542
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Problema 9:

Un mecanico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecanico tiene que
cambiar una rueda y elige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa.

b) Sila rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.

Solucion:
-p=04-003=0,012
-»p=04-097=0,012
-»p=206-0,01=0,006
-p=206-099 =0,594
a)

P=P(D)=PAND)+P(BND)=P(A) -P(D/A) +P(B)-P(D/B) =
=0,4-0,03+0,6-0,01 = 0,012 + 0,006 = 0,018.

La probabilidad de que la rueda sea defectuosa es 0,018

b)

P(AnD) _ P(A)-P(D/A) _ 0,4:0,03 _ 0,012

P=P(A/D) = p(p) ~ P(D) 0018 0,018

= 0,6667.

Si la rueda es defectuosa, la probabilidad de que sea de la marca A es 0,6667.
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Problema 10:

Las notas del examen de Matematicas Il de la EBAU siguen una distribucion normal de media 6,5 y
desviacion tipica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matematicas Il de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado (= 5).
b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las notas.
Solucion:

a) Datos: u=6,5 o =1,5.

X—6,5
1,5 °

X > N(u; 0) = N(6,5; 1,5). Tipificando la variable: Z =

P=PX25)=P(z22F)=P(2275)=PZ2-1D)=PZ< D=

= 0,8413.

La probabilidad de que un alumno haya aprobado es 0,8413

b)  Sedebe hallary tal que: P = P(X < y) = 0,9750 = P (z < y;z's) = 0,9750.

Mirando de forma inversa en la tabla N(0,1) a 0,9750 le corresponde 1,96:

Y—6,5
1,5

=196; y—65=294 y=65+294=944.

El alumno tiene que sacar una nota de 9,44.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

T=1i Prueba de Evaluacion de Bachillerato
g para el acceso a la Universidad (EBAU)
I Curso 2020-2021
Materia: Matematicas 1T Tiempo méximo de la prueba: 1h 30 min.

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 preguntas, cuyo valor
ez de 2 puntos cada una. El estudiante ha de elegir 5 preguntas. En mingin caso debera respon-
der & un mimero mayor del mdicads porque en la correceadn del examen sdlo se tendridn en cuenta
las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en el que las respuestas aparescan
desarrolladas por el estudiante. 31 se deses que alpuna de ellss no ses temdse en cuents, el estudian-
te ha de tacherla y dejarle claramente indicado. En ese caso, ademas de las cuatro primerss preguntas
ain tachar, se corregiria la que ocupe el spmente lugar. Justificar las respuestas v las soluciones

PREGUNTAS
k2L 2 1 1
1. Sea la igualdad matricial M- X =N, donde M = | -1 k& 1 | ¥ N=| 0 1
-1 1 1 1 1
a) jCudntas filas ¥ columnas debe tener la matriz X7 (Justicar la respuesta). (0.5 puntos)
b) jPara qué valores de k € R es la matriz M invertible? (1 punto)
e) jPuede ser M - V invertible para algin valor de k € R? (0.5 puntos)

2. Diseutir v resolver (en los cascs que sea posible) el siguiente sistoma de ecnaciones lineales en

fimeidn del pardmetro o € B - (2 pumtos)
ar + ¥ =1
T 4+ ay =a
ar + 2y =1
r=1+4+2AX .
3 Sean lasrectas rv s dadas por rof v=2—-3A , =2 I+ﬂ+'_2.
. — 1 rT—y—z=4
a) Obtener un plano I que contiene o la recta r v ez paralolo a la recta s (1 punto)
b) Caleular la distancia entre las dos rectas. (1 pumnto)

4. Caleular un veetor de médulo 3 que sea perpendicular a los vectores @ = (1,1, 1) y ¥ = (2, 1,0).
(2 pumtos)

5. a) Estudiar la continuidad de la siguiente funcidn f{z) para z #0 (con o € B): (0,5 puntos)

e—-1-1

sir#d
flz) = x
a sir=1>0
b) Caleular el valor de @ para que la funcidn f{z) sea continua en = = 0. (1,5 puntos)

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
Comunidad Auténoma de EXTREMADURA

Autor: Antonio Menguiano Corbacho
www.apuntesmareaverde.org.es

=T
Textos Narea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

= o,

Prueba de Evaluacion de Bachillerato
para el acceso a la Universidad (EBAU)

Curso 2020-2021

Materia: Matemdticas IT

Tiempo méaximo de la prueha: 1h 30 min.

a) Estudiar las asintotas, monotonia ¥ puntos extremos de la funcidn f{z).

(1,5 puntos)

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gréfica de fi{z). (0,5 puntos)

(2 puntos)

7. Resolver la integral f In’(z) dr.

(2 puntos)

8. Dadas las funciones f{z) =3z —2? v g(r) = z? — 2z, caleular el drea de la regidn limitada
por 3us grificas,

(1 punto)
(1 punto)

a) Calenlar la probabilidad de que hable alpuno de los dos idiomeas.
b} Calenlar 1a probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés.

9. En un estudio a 1000 estudiantes curopecs, 500 saben hablar inglés, 300 zaben hablar espadiol,
v 100 de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

anos vy desviacidn tipica de

10. La duracidn de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3
El fabricante da ima garantia de 3.5 afios a sug Smartphone.

(1 punto)
(1 punto)

a) Caleular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia
b} Calenlar la probabilidad de que un Smartphone dure més de 5 afios.

Afio.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS

Problema 1:

k 2k 2 1 1
Sea la igualdad matricial M - X = N,dondeM =|—-1 k 1]JyN={(0 1]

-1 1 1 11
a) ¢éCuantas filas y columnas debe tener la matriz X? Justificar la respuesta.

b) éPara qué valores de k € R es la matriz M invertible?
c) iPuede ser M - N invertible para algun valor de k € R?
Solucion:
a)
Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el nimero de columnas

de la primera matriz sea igual que el numero de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene
las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: M(, ) * Np.m) = P(am)-

En el caso que nos ocupa: M(33) - X(32) = N(32)

Lamatriz X tiene que tener 3 filas y 2 columnas.

b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
k 2k 2
M| =]-1 k 1=k -2-2k+2k—k+2k=k*+k—-2=0;
-1 1 1
fo= VIR D S = 2k, = 1.
2 2 2
La matriz M es invertible Vk € R — {-2,1}.
c)

Para que una matriz sea invertible tiene que ser cuadrada.
Segun se ha expresado en el apartado a): M(33) - N(32) = P(32)-
Por lo expresado anteriormente y para cualquier valor de k € R:

M - N no es invertible por no ser su producto una matriz cuadrada.

%k 3 3k 3k %k %k %k %k %k k
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién

ax+y=1
del parametroa € R: x+ay = ayg.
ax +2y =1

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 a 1 1
M=[1 a)yM’z(l a a).

a 2 a 2 1

a

1

1 1
M| = a al=ad*+2+4+a*-a*-2a"-1=-a*+1=0;a*=1>
a 2 1
>a =-1a,=1
a+ —1 ' . . .
Para { - } = Rang M = 2; Rang M = 3 = Sistema incompatible.
-1 1 1 1
Paraa=—-1=>M=( 1 -1 :>| |¢0:>RangM=2.
-1 2
-1 2
1 1 1 1
Paraa=1=>M=(1 1 :>| |¢O:>RangM=2.
1 2
1 2
=-1 , o
Para { a=1 } = RangM = RangM = 2 = n%incég.= S.C.D.
Resolvemos paraa = —1yparaa = 1.
—x+y=1
Paraa = —1 el sistema resulta: x —y = —1¢, equivalente al siguiente sistema:
—x+2y=1
X—y= —1}
—x+2y=1 >
x=-1Ly=0.
x+y=1
Paraa = 1 el sistemaresulta: x +y = 1}, equivalente al siguiente sistema:
x+2y=1
x+y=1} —x—y=—1}
x+2y=1 x+2y=1 =
x=1y=0.
3k 3k %k 3k 3k %k %k %k *k %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
x=1+41
T _[(x+ty+z=2
Seanlasrectasr:{y—i—iﬂ YS—{x_y_Z=4-
zZ =

a) Obtener un plano  que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.
b) Calcular la distancia entre las dos rectas.
Solucion:

a)

La expresién de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(x+y+z=2 _ x+y:2—u} o _ .
S:{x—y—z=4:>2_u:>x—y=4+u =>2x=6; x=3; 3+y=2—y;
x =3
y=-1-up :SE{J’=—1—/L
z=U

Un punto y un vector director de r son A(1,2,1) y v, = (1,-3,0).
Un punto y un vector director de s son B(3,—1,0) y v, = (0,1, 1).
La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x—1 y-2 z-1
1 -3 0 |=0;
0 -1 1
—3B3x-1)-(z-1)-(@yp—-2)=0, -3x+3—-z+1—-y+2=0.

n(4; v, V) =

n=3x+y+z—6=0.

b)

beud b . . . .
Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w gue tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w=
AB=0B-04=1[(3-10) -(1,21)] = (2,-3,-1).

, —_— — —> .
Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

— — —> . .
Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 =3 0
Rang (v, vow}=>0 -1 1|=1-643=-2#0=
2 -3 —1

= Rang {v,,v,,Ww} = 3 = v, v, W no son coplanarios.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Las rectasry s se cruzan.

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralelepipedo cuyas

. . . e d —_ —_
dimensiones son los vectores directores de las rectas, v, y v, y el vectorw = (2, -3, —1) hallado en el
apartado anterior.

Para una mejor comprensién se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también

se puede determinar el volumen como el producto del area de la base por la altura. Observando que la
altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V=o (U, x W) =[o, X 75| -h=1p X vg| -d =d =2rTXW

[vr x v
1 -3 0
0 -1 1
d(r S)_Iv_r'~(v_s’><W)I_ 2 -3 -1 -2l _ 2 _ 2
’ vy x v ; 13’; |-3i—k—j|  V32+12+12 V1T
0 -1 1

d(r,s) = ?u.

%k %k 3k 3k %k 3k 3k %k %k %
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

Calcular un vector de médulo 3 que sea perpendicular a los vectoresu = (1,1, -1) y v = (2,1,0).

Solucion:

— . - - .
Un vector, w, perpendiculara uy v, es su producto vectorial:

i j k
w=uxv=|1 1 -1|=-2j+k-2k+i=i-2j—k=(1,-2-1).
2 1 0
Un vector unitario de w, w', (versor) es el gue se obtiene al dividirlo por su mdédulo: w = l—v_v,l =
w
W __v _i_(i—_z—_l) ([ii)
V222412 Vit Ve \Ve've'Ve 6’ 3 6
El vector pedido, Z, esz = +3 - w':
— _ (V6 V6 — V6 V6
n=(3Vo-3) ym=(-36%)
sk 3k 3k sk 3k sk sk k ko k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

59) ) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion f(x) para x # 0 (con a € R):

e¥—1-x

f(x) — {x—z Six # O

a six=0
b) Calcular el valor de a para que la funcién f(x) sea continua en x = 0.
Solucion:
a)

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, excepto para x = 0 cuya continuidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.
lim f(x) = lim
x—0

1
L =2 ()
Parax = 0 = x>0 =
lim f(x) =lima =a = f(0)
x—0t x—0

eX—1—x

x2

= lim f(x) = lim f(x) =f(0) > =a.

. . ef—1-x _ e’-1-0 0 , . e
©) Jl)rgl_ f(x) —}CI_I)% 2 - 2 —5° Ind.= {L'Hotipal} = }Cl_r)ré S
-1 _1-1_0 i = (UHotipal)
= = =—> = =
>0 0 5= 1In otipa

. e e’ 1
lim—=—=-
x—0 2 2 2

b)

1

La funcién f(x) es continuaenx = 0 paraa = -

% %k >k ok ok %k %k %k %k %k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

., 2—x?
Sea la funcidn f(x) = —

a) Estudiar las asintotas, monotonia y puntos extremos de la funcién f (x).

b) Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la grafica de f(x).
Solucion:

a)

El dominio de una funcién racional es el conjunto de numeros reales, excepto los valores que
anulan el denominador.

—4=0>x,=-2,x,=2>D(f) >R-{-2,2}.

CorteconelejeY:x=0:>f(0)=_i4=—1:>A(0,—1).
Cortes con el eje X: f(x)—Oﬁf(x)— —0 2—-x2=0; x2=2>

= x; = —V2 > B(—V2,0) y x, =\/§—>C(\/§,O).

Por ser f(—x) = f(x), la funcidn es simétrica con respecto al eje Y.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

2
= —1.

x24-

k= 11m flx) = 11m

Larectay = —1 es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Lasrectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

/( ) _ —2x~(x2—4)—(2—x2)~2x _ —2x34+8x—4x+2x3 _ 4x
J0 = sy Tt @
f(x) =0>——=0; 4x=0; x = 0.

(x%~ )2

Como es denominador es siempre positivo para los valores pertenecientes al dominio de la
funcidn, la derivada es positiva o negativa cuando lo sea su numerador, por lo cual, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento:f’(x) < 0 = xe(—o0,—-2) U (=2,0).

Crecimiento: f (x) > 0 = xe(0,2) U (2, +).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

" 4-(x?=4)2—ax[2-(x*=4)2x]  4(x*—-4)—-16x  4x*—16—16x  4-(x*—4x—4)
Fe) = - - -

(x2-4)* IR G L Ca ER C S
) T S (ni : _
f(0) = -4 > 0 = Minimo relativo para x = 0.
2
fO=%=-1>

Min.: A (o, _ %)

b)

La representacion grafica, aproximada, de la funcidn es la siguiente:

| v |
| C |
I D I
| |
| |
: HES
3
X = —2 l l
== I |
1 |
I - I
IBK 0 C: 3 6 X
P B | | y=-1
_____ R — _________:.__._________:.__.______.______._____;
~ ! |
| |
\ | f(x) 2 |
| |
| |
| |
| —4 |
| |
i u(
3k 3k sk sk ok %k kok ok k
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

72) Calcular la integral racional: I = [ L?x - dx.
Solucion:
_ 2 —2.74.1.
I:szx_dxi{u—Lx—wiu—Z Lx -~ dx}:>
dv=dx »v=x
:sz-x—fx-Z-Lx-i-dx=x-sz—Z-fo-dx=x-L2x—211=I. (*)

— _1, 2
11=fo-dx=>{u_Lx_)du_x dx}=>Lx-x—fx-dx=x-Lx—x—=11.
dv=dx->v=x 2

Sustituyendo el valor hallado de I en (*):
2
I=x-L2x—2-(x-Lx—x7)+C=x-L2x—2x-Lx+x2+C:

=>I[L?x-dx=x-(L*x—2-Lx+x) +C.

%k % 3k 3k %k %k %k %k %k k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Dadas las funciones f(x) = 3x — x? y g(x) = x? — 2x, calcular el drea de la regién limitada por sus
graficas.

Solucion:

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta de
la igualacion de sus expresiones.

f(xX) =gx)>3x—x?>=x%2—-2x; 2x>-5x=0; x(2x—-5)=0>
59
A(53)
La funcién f(x) = 3x — x? es una parabola céncava (N), por ser negativo el coeficiente de x2,
cuyo vértice es el punto siguiente: \: AAY “

f'(x)=3—2x. f'(x)=0:>3—2x:0;x:§.
3 2 3 3
f@=33-() =2n()
Otros puntos de la parabola son C(O, 3),D(—1,—-4)
yE(4f_4)

=2, =0-000,0) x,=2-g() == :

3-2=

e 4

La funcién g(x) = x2 — 2x es una pardbola convexa (U), porser

positivo el coeficiente de x?, cuyo vértice es el punto siguiente:
g()=2x-2. f(x)=0=22x—-2=0; x—1=0; x = 1.
g=12-2-1=1-2=-1=>V,(1,-1).
Otros puntos de la parabola son F(—1,3) y G(3, 3).
La representacion grafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figura adjunta.
Para el calculo del area pedida se tiene en cuenta que en el intervalo correspondiente a la

. 5 .
superficie a calcular, (0,;), todas las ordenadas de f(x) son mayores que las correspondientes

ordenadas de g(x), por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

S = fog[f(x) —gX)]-dx = fog[(3x —x?) = (x? = 2x)] - dx =
5x _
=, -

—f(3x—x — x% + 2x) - dx—f( 207 +5%) - dx = [~ 2 4+ 2

3 2
_ [_ 2.2 N 5(2) l _ 0 250 125 _ -2504375 _ 125
3 2 24 8 24 24"
125
S =— u?=521u>%
24
sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 9:

En un estudio a 1 000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300
de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio:

a) Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas.

saben hablar espafiol, y 100

b) Calcular la probabilidad de que hable espafiol, sabiendo que habla inglés.

Solucion:

Una forma sencilla de resolver este ejercicio es mediante un diagrama de Venn.

Espacio muestral

Inglés 400

Espafiol
100
200
300
Aplicando la regla de Laplace:
a) b)
_ 700 _ 7 _ _ __PUNE) _ 100 _ 1
"~ 1.000 10 0.7. P=PE/D = P(I) ~ 500 5

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente:
Datos: N = 1.000; I =500; E =300; InE =100.

a)
700 7
P=PUIVE)=_—-=7=07
7
PUIVE)=—=07.
b)
P(INE) T 100 1
P=PE/N =g =5 =g =5=02

1.000

P(E/D) = % =0.2.

%k 3 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 10:

La duracién de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 afios y desviacidn tipica de 1 afio. El
fabricante da una garantia de 3.5 afios a sus Smartphone.

a) Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantia.
b) Calcular la probabilidad de un Smartphone dure mas de 5 afios.

Solucion:

Datos: u=3; o=1.

X->N(Qu; 0) =N(3,1). Tipificando la variable: Z = ?
a)
P=P(X<35)=P (z < ”7‘3) = P(Z < 0.5) = 0.6915.
P(X < 3.5) = 0.6915.
b)

P=P(X >5) =P(Z>5%3) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-0.9772 = 0.0228.
P(X > 5) = 0.0228.

%k %k 3k %k 3k 3k %k %k %k %
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