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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2020–2021 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN
El examen consta de 10 problemas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningún caso deberá responder a un número 
mayor  del  indicado  porque  en  la  corrección  del  examen  sólo  se  tendrán  en  cuenta  las  cinco  primeras  preguntas 
respondidas. Se seguirá el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna 
de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, además de las 
cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregirá la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones. 

 

Problema 1: 

Demostrar  que  la  matriz  𝑀 ൌ ቀ2 1
1 2

ቁ  verifica  la  ecuación  𝑀ଶ ൅ 𝜆ଵ𝑀 ൅ 𝜆ଶ𝐼 ൌ 𝑂  y  determinar  los 

escalares 𝜆ଵ 𝑦 𝜆ଶ de R (donde 𝐼 𝑦 𝑂 son las matrices 2 ൈ 2 identidad y cero) 

Problema 2: 

Discutir  y  resolver  (cuando  sea  posible)  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales  en  función  del 

parámetro 𝜆 ∈ 𝑅:  
  𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝜆
𝑥 െ 𝜆𝑦 ൌ 𝜆
𝜆𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝜆

ൡ. 

Problema 3: 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑘𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫ିସ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
. 

𝑎ሻ Determinar los valores del parámetro 𝜆 ∈ 𝑅 para que el plano 𝜋 contenga a 𝑟. 

𝑏ሻ Para 𝑘 ൌ 0, calcular el ángulo que forman 𝜋 𝑦 𝑟. 

Problema 4: 

Sea el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. Encontrar un plano 𝛽, paralelo a 𝜋, tal que el triángulo formado por 

los puntos de corte de 𝛽 con los ejes tenga de área 2√3 unidades cuadradas. 

Problema 5: 

Estudiar asíntotas, monotonía (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexión 

de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫మ
. 

Problema 6: 

Demostrar  que  las  gráficas  de  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 𝑥ଶ  y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫  se  cortan  en  al menos  dos 
puntos.  Para  cada  uno  de  los  puntos  de  corte,  encontrar  un  intervalo  que  lo  contenga  de  longitud 
menor o  igual que 1. Razonar  las respuestas exponiendo y verificando  los resultados (teoremas) que 
los justifiquen. 

Problema 7: 

Calcular la integral racional: 𝐼 ൌ ׬
ଷ௫

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥. 
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Problema 8: 

Sean las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥. 

𝑎ሻ Representar la región plana delimitada por las gráficas de las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ y 𝑔ሺ𝑥ሻ en el intervalo 
ሾ0, 2ሿ. 

𝑏ሻ Calcular el área de la región anterior. 

Problema 9: 

Un mecánico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de 
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecánico tiene que 
cambiar una rueda y elige una al azar. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa. 

𝑏ሻ Si la rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.  

Problema 10: 

Las notas del  examen de Matemáticas  II  de  la  EBAU  siguen una distribución normal de media 6,5  y 
desviación típica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matemáticas II de la EBAU: 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado ሺ൒ 5ሻ. 

𝑏ሻ  Calcular  la nota que  tiene que  sacar un alumno para que  su nota  sea  superior  al  97,50 % de  las 
notas. 
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RESPUESTAS 

 

Problema 1: 

Demostrar  que  la  matriz  𝑀 ൌ ቀ2 1
1 2

ቁ  verifica  la  ecuación  𝑀ଶ ൅ 𝜆ଵ𝑀 ൅ 𝜆ଶ𝐼 ൌ 𝑂  y  determinar  los 

escalares 𝜆ଵ 𝑦 𝜆ଶ de R (donde 𝐼 𝑦 𝑂 son las matrices 2 ൈ 2 identidad y cero) 

Solución: 

𝑀ଶ ൅ 𝜆ଵ𝑀 ൅ 𝜆ଶ𝐼 ൌ 𝑂 ⇒ ቀ2 1
1 2

ቁ ൉ ቀ2 1
1 2

ቁ ൅ 𝜆ଵ ൉ ቀ2 1
1 2

ቁ ൅ 𝜆ଶ𝐼 ൌ 𝑂;  

 

ቀ5 4
4 5

ቁ ൅ 𝜆ଵ ൉ ቀ2 1
1 2

ቁ ൅ 𝜆ଶ ൉ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ0 0
0 0

ቁ ⇒
2𝜆ଵ ൅ 𝜆ଶ ൌ െ5
            𝜆ଵ ൌ െ4ቋ ⇒ 𝜆ଶ ൌ 3. 

 

  ቀ5 4
4 5

ቁ െ 4 ൉ ቀ2 1
1 2

ቁ ൅ 3 ൉ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ0 0
0 0

ቁ ; 

 

ቀ5 4
4 5

ቁ ൅ ቀെ8 െ4
െ4 െ8

ቁ ൅ ቀ3 0
0 3

ቁ ൌ ቀ5 െ 8 ൅ 3 4 െ 4
4 െ 4 4 െ 8 ൅ 3

ቁ ൌ 𝑂. 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑀 𝑣𝑒𝑟𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎 𝑙𝑎 𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑎𝑑𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝝀𝟏 ൌ െ𝟒 𝑦 𝝀𝟐 ൌ 𝟑. 

. 
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Problema 2: 

Discutir  y  resolver  (cuando  sea  posible)  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales  en  función  del 

parámetro 𝜆 ∈ 𝑅:  
  𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝜆
𝑥 െ 𝜆𝑦 ൌ 𝜆
𝜆𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝜆

ൡ. 

Solución: 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 𝑀 ൌ ൭
1 െ1
1 െ𝜆
𝜆 െ1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 െ1 𝜆
1 െ𝜆 𝜆
𝜆 െ1 𝜆

 ൱. 

 

El rango de la matriz ampliada en función del parámetro 𝜆 es el siguiente: 

 

|𝑀ᇱ| ൌ อ
1 െ1 𝜆
1 െ𝜆 𝜆
𝜆 െ1 𝜆

อ ൌ 𝜆 ൉ อ
1 െ1 1
1 െ𝜆 1
𝜆 െ1 1

อ ൌ 𝜆 ൉ ሺെ𝜆 െ 1 െ 𝜆 ൅ 𝜆ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ ൌ  

 

ൌ 𝜆 ൉ ሺ𝜆ଶ െ 2𝜆 ൅ 1ሻ ൌ 𝜆ሺ𝜆 െ 1ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 1. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝜆 ് 0
𝜆 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 0
1 0 0
0 െ1 0

 ൱ ⇒ ቚ1 െ1
1 0

ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 1
1 െ1 1
1 െ1 1

 ൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1.  

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 
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Problema 3: 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑘𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫ିସ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
. 

𝑎ሻ Determinar los valores del parámetro 𝜆 ∈ 𝑅 para que el plano 𝜋 contenga a 𝑟. 

𝑏ሻ Para 𝑘 ൌ 0, calcular el ángulo que forman 𝜋 𝑦 𝑟. 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que la recta 𝑟 esté contenida en el plano 𝜋 es condición necesaria que el vector director de 
la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares. 

  El vector director de la recta es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ1ሻ y un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ𝑘, 1, െ1ሻ. 

  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑛ሬ⃗ ൌ 0 ⇒ ሺ2, 1, െ1ሻ ൉ ሺ𝑘, 1, െ1ሻ ൌ 0;   2𝑘 ൅ 1 ൅ 1 ൌ 0;   2𝑘 ൅ 2 ൌ 0; 

𝑘 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑘 ൌ െ1. 

  El plano resulta 𝜋 ≡ െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0. Si el plano contiene a la recta tiene que contener a todos 
sus puntos. Un punto de 𝑟 es 𝑃ሺ4, 2, െ2ሻ. 

  Si el plano 𝜋 contiene al punto 𝑃 tiene que satisfacer su ecuación: 

 
𝜋 ≡ െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
                  𝑃ሺ4, 2, െ2ሻൠ ⇒ െ4 ൅ 2 െ ሺെ2ሻ ൌ െ2 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑆𝑒 𝑠𝑎𝑡𝑖𝑠𝑓𝑎𝑐𝑒. 

𝐸𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎 𝑙𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 ൌ െ1. 

𝑏ሻ Para 𝑘 ൌ 0 el plano es 𝜋ଵ ≡ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0 y su vector normal es 𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, െ1ሻ. 

 

   

 

 

 

 

 

 

  Por definición de producto escalar: 𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ |𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ | ൉ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ cos 𝛽. 

  cos 𝛽 ൌ ௡భሬሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೝሬሬሬሬ⃗

|௡భሬሬሬሬሬ⃗ |൉|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. Por ser 𝛼 𝑦 𝛽 complementarios: 𝑠𝑒𝑛 𝛼 ൌ ௡భሬሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೝሬሬሬሬ⃗

|௡భሬሬሬሬሬ⃗ |൉|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. 

  𝑠𝑒𝑛 𝛼 ൌ
ሺ଴,ଵ,ିଵሻ൉ሺଶ,ଵ,ିଵሻ

ඥ଴మାଵమାሺିଵሻమ൉ඥଶమାଵమାሺିଵሻమ
ൌ ଴ାଵାଵ

√଴ାଵାଵ൉√ସାଵାଵ
ൌ ଶ

√ଶ൉√଺
ൌ ଶ

√ଵଶ
ൌ ଶ

ଶ√ଷ
ൌ 

ൌ ଵ

√ଷ
ൌ 0,5774 ⇒ 𝛼 ൌ 𝑎𝑟𝑐 𝑠𝑒𝑛 0,5774 ൌ 35°  15ᇱ 52′′. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑛 𝑢𝑛 á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑑𝑒 35°  15ᇱ 52′′. 

   

𝑣௥ሬሬሬ⃗𝑛ଵሬሬሬሬ⃗

𝑟

𝛼
𝛽𝑃𝑟𝑜𝑦𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑟 

𝜋ଵ
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Problema 4: 

Sea el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. Encontrar un plano 𝛽, paralelo a 𝜋, tal que el triángulo formado por los 

puntos de corte de 𝛽 con los ejes tenga de área 2√3 unidades cuadradas. 

Solución: 

  El plano 𝛽 tiene por expresión 𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  Los puntos de corte con les ejes del plano 𝛽 son los siguientes: 

  𝐸𝑗𝑒 𝑋 ⇒
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑦 ൌ 0
                                 𝑧 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑥 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ𝐷 ⇒ 𝐴ሺെ𝐷, 0, 0ሻ. 

  𝐸𝑗𝑒 𝑌 ⇒
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑥 ൌ 0
                                 𝑧 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑦 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝑦 ൌ െ𝐷 ⇒ 𝐵ሺ0, െ𝐷, 0ሻ. 

𝐸𝑗𝑒 𝑍 ⇒
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑥 ൌ 0
                                 𝑦 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝑧 ൌ െ𝐷 ⇒ 𝐶ሺ0, 0, െ𝐷ሻ. 

 

Los puntos 𝐴ሺെ𝐷, 0, 0ሻ, 𝐵ሺ0, െ𝐷, 0ሻ y 𝐶ሺ0, 0, െ𝐷ሻ determinan los siguientes vectores: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, െ𝐷, 0ሻ െ ሺെ𝐷, 0, 0ሻሿ ൌ ሺ𝐷, െ𝐷, 0ሻ. 

  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, െ𝐷ሻ െ ሺെ𝐷, 0, 0ሻሿ ൌ ሺെ𝐷, 0, 𝐷ሻ. 

El  área  del  triángulo  que  determinan  tres  puntos  no  alineados  es  la  mitad  del  módulo  del 
producto vectorial de los dos vectores que determinan: 

  𝑆஺஻஼ ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ 2√3;  ะ

𝑖 𝑗 𝑘
𝐷 െ𝐷 0

െ𝐷 0 𝐷
ะ ൌ 4√3;   

𝐷ଶ ൉ ะ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0

െ1 0 1
ะ ൌ 4√3;  𝐷ଶ ൉ |െ𝑖 െ 𝑘 െ 𝑗| ൌ 4√3;  𝐷ଶ ൉ |െ𝑖 െ 𝑗 െ 𝑘| ൌ 4√3;  

𝐷ଶඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൌ 4√3; 𝐷ଶ ൉ √3 ൌ 4√3; 𝐷ଶ ൌ 4 ⇒ 𝐷ଵ ൌ െ2, 𝐷ଶ ൌ 2. 

  Cumplen la condición pedida los siguientes planos: 

 

𝛽ଵ ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 2 ൌ 0  𝑦  𝛽ଶ ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 
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Problema 5: 

Estudiar asíntotas, monotonía (crecimiento y decrecimiento), extremos relativos y puntos de inflexión 

de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫మ
. 

Solución: 

  El dominio de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫మ
 es R por ser una función exponencial. 

  Por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ la función es simétrica con respecto al eje de ordenadas. 
Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 

tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

𝑒ି௫మ
ൌ 𝑒ିஶ ൌ ଵ

௘ಮ ൌ ଵ

ஶ
ൌ 0. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 ሺ𝑒𝑗𝑒 𝑋ሻ𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑛𝑖 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑜𝑏𝑙𝑖𝑐𝑢𝑎𝑠. 
Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 

respectivamente. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 ൉ 𝑒ି௫మ
. 

𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 𝑥 ൏ 0 ⇒ 𝑥𝜖ሺെ∞, 0ሻ. 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 𝑥 ൐ 0 ⇒ 𝑥𝜖ሺ0, ൅∞ሻ. 
Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 

que se anule su derivada en ese punto.  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 ൉ 𝑒ି௫మ
ൌ 0 ⇒ 𝑒ି௫మ

് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑥 ൌ 0.  
  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2 ൉ ൣ1 ൉ 𝑒ି௫మ
൅ 𝑥 ൉ ሺെ2𝑥ሻ ൉ 𝑒ି௫మ

൧ ൌ െ2 ൉ 𝑒ି௫మሺ1 െ 2𝑥ଶሻ. 
  𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ െ2 ൉ 𝑒଴ሺ1 െ 0ሻ ൌ െ2 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 
  𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି଴ ൌ 1 ⇒ 

𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜: 𝐴ሺ0, 1ሻ. 
  Una función tiene un punto de  inflexión cuando se anula su segunda derivada y es distinta de 
cero su tercera derivada para los valores que anulan la segunda. 

  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2 ൉ 𝑒ି௫మሺ1 െ 2𝑥ଶሻ. 
  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ2 ൉ 𝑒ି௫మሺ1 െ 2𝑥ଶሻ ൌ 0;  𝑒ି௫మ

് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 1 െ 2𝑥ଶ ൌ 0; 

2𝑥ଶ ൌ 1;  𝑥ଶ ൌ ଵ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ െ √ଶ

ଶ
, 𝑥ଶ ൌ √ଶ

ଶ
. 

  𝑓ᇱᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2 ൉ ൣെ2𝑥 ൉ 𝑒ି௫మ
൉ ሺ1 െ 2𝑥ଶሻ ൅ 𝑒ି௫మ

൉ ሺെ4𝑥ሻ൧ ൌ 

ൌ െ2 ൉ ሺെ2𝑥ሻ ൉ 𝑒ି௫మ
൉ ሾሺ1 െ 2𝑥ଶሻ ൅ 2ሿ ൌ 4𝑥 ൉ 𝑒ି௫మ

൉ ሺ3 െ 2𝑥ଶሻ.  

  𝑓ᇱᇱᇱ൫േ√మ
మ

൯ ് 0 ⇒ 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ √ଶ

ଶ
 𝑦 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
. 

  𝑓൫േ√మ
మ

൯ ൌ 𝑒ିభ
మ ൌ ଵ

√௘
ൌ √௘

௘
. 

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛: 𝑃 ቀെ √ଶ

ଶ
, √௘

௘
ቁ  𝑦 𝑄 ቀ√ଶ

ଶ
, √௘

௘
ቁ. 
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Problema 6: 

Demostrar  que  las  gráficas  de  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 𝑥ଶ  y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫  se  cortan  en  al menos  dos 
puntos.  Para  cada  uno  de  los  puntos  de  corte,  encontrar  un  intervalo  que  lo  contenga  de  longitud 
menor o igual que 1. Razonar las respuestas exponiendo y verificando los resultados (teoremas) que los 
justifiquen. 

Solución: 

  Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raíces de la ecuación que resulta de 
la igualación de sus expresiones. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 2 െ 𝑥ଶ ൌ 𝑒௫ ⇒ ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ ൅ 𝑥ଶ െ 2. 

  Demostrar que las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 𝑥ଶ y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ se cortan al menos en dos puntos es 
equivalente a demostrar que la función ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ ൅ 𝑥ଶ െ 2 tiene al menos dos raíces reales. 

  La función ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ ൅ 𝑥ଶ െ 2 es continua y derivable en su dominio, que es R, por  lo cual  lo 
será en cualquier intervalo finito que se considere. 

 

  El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una  función continua en  ሾ𝑎, 𝑏ሿ  y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

 

  Considerando, por ejemplo,  los  intervalos ሾെ2, 0ሿ 𝑦 ሾ0, 1ሿ y aplicando el  teorema de Bolzano a 
cada uno de ellos, resulta: 

ሾെ2, 0ሿ ⇒ ቊ
ℎሺെ2ሻ ൌ 𝑒ିଶ ൅ ሺെ2ሻଶ െ 2 ൌ ଵ

௘మ ൅ 4 െ 2 ൌ ଵ

௘మ ൅ 2 ൐ 0

ℎሺ0ሻ ൌ 𝑒଴ ൅ 0ଶ െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0                           
.  

ሾ0, 1ሿ ⇒ ൜
ℎሺ0ሻ ൌ െ2 ൏ 0                                                        
ℎሺ1ሻ ൌ 𝑒ଵ ൅ 1ଶ െ 2 ൌ 𝑒 ൅ 1 െ 2 ൌ 𝑒 െ 1 ൐ 0

.  

𝐿𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑙𝑜𝑠 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜𝑠 ሾെ2, 0ሿ 𝑦 ሾ0, 1ሿ. 

  Para  obtener  intervalos  menores  o  iguales  que  la  unidad  consideramos,  en  primer  lugar,  el 
intervalo ሾെ1, 0ሿ en el cual, aplicamos de nuevo el teorema de Bolzano: 

  ሾെ1, 0ሿ ⇒ ቊ
ℎሺെ1ሻ ൌ 𝑒ିଵ ൅ ሺെ1ሻଶ െ 2 ൌ ଵ

௘
൅ 1 െ 2 ൌ ଵ

௘
െ 1 ൏ 0

ℎሺ0ሻ ൌ 𝑒଴ ൅ 0ଶ െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0                        
. 

𝐿𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 ሾെ2, െ1ሿ. 

  Se considera, ahora, el intervalo ሾ0, 1/2ሿ al cual se aplica el teorema de Bolzano: 

ሾ0, 1/2ሿ ⇒ ൝
ℎሺ0ሻ ൌ െ2 ൏ 0                                                                                      

ℎ൫భ
మ
൯ ൌ 𝑒

భ
మ ൅ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
െ 2 ൌ √𝑒 ൅ ଵ

ସ
െ 2 ൌ √𝑒 െ ଻

ସ
≅ 1,65 െ ଻

ସ
൏ 0

.  

𝐿𝑎𝑠 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 ሾ0, 1/2ሿ. 
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Problema 7: 

Calcular la integral racional: 𝐼 ൌ ׬
ଷ௫

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ିଵേଷ

ଶ
 ⇒  𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ 1. 

 

  𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 2 ൌ ሺ𝑥 ൅ 2ሻሺ𝑥 െ 1ሻ. 

 

         
ଷ௫

௫మା௫ିଶ
ൌ ெ

௫ାଶ
൅ ே

௫ିଵ
ൌ ெ௫ିெାே௫ାଶே

ሺ௫ାଶሻሺ௫ିଵሻ
ൌ

ሺெାேሻ௫ାሺିெାଶேሻ

௫మା௫ିଶ
⇒   𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 3

െ𝑀 ൅ 2𝑁 ൌ 0
ቅ ⇒  

 

⇒ 3𝑁 ൌ 3;   𝑁 ൌ 1;   𝑀 ൅ 1 ൌ 3 ⇒ 𝑀 ൌ 2. 

 

  𝐼 ൌ ׬
ଷ௫

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ ଶ

௫ାଶ
൅ ଵ

௫ିଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ 𝐿|𝑥 െ 1| ൅ 𝐶 ൌ 

 

ൌ 𝐿ඨ
ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ

|𝑥 െ 1|
൅ 𝐶 ⇒ 

𝐼 ൌ ׬
ଷ௫

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝐿|ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ| ൅ 𝐶. 
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Problema 8: 

Sean las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥. 

𝑎ሻ Representar la región plana delimitada por las gráficas de las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ y 𝑔ሺ𝑥ሻ en el intervalo 
ሾ0, 2ሿ. 

𝑏ሻ Calcular el área de la región anterior. 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos de corte de las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ y 𝑔ሺ𝑥ሻ tienen por abscisas las soluciones reales de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 

   
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥
ቋ ⇒ 𝑥ଶ ൌ √𝑥;  𝑥ସ ൌ 𝑥ଶ;  𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶሺ𝑥ଶ െ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝑥ଶሺ𝑥ଶ െ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ 1, 𝑥ଷ ൌ െ1. (𝑥 ൌ െ1 carece de sentido lógico). 

  Los puntos de corte son 𝑂ሺ0, 0ሻ y 𝐴ሺ1, 1ሻ. 

  𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ଶ ൌ 4 ⇒ 𝐶ሺ2, 4ሻ.    𝑔ሺ2ሻ ൌ ൅√2 ⇒ 𝐷൫2, √2൯. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la expresada en la figura adjunta. 

𝑏ሻ   De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ൫√𝑥 െ 𝑥ଶ൯
ଵ

଴ ൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ ൫𝑥ଶ െ √𝑥൯
ଶ

ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

ൌ ׬ ቀ𝑥
భ
మ െ 𝑥ଶቁ

ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ ቀ𝑥ଶ െ 𝑥
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 𝑢ଶ ≅ 1,45 𝑢ଶ.   

𝑂
𝑋

𝑌

𝐴𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ
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Problema 9: 

Un mecánico compra ruedas de dos marcas A y B. Compra el 40 % de la marca A que tiene un 3 % de 
ruedas defectuosas. Y compra el resto a la marca B con un 1 % de defectuosas. El mecánico tiene que 
cambiar una rueda y elige una al azar. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que dicha rueda sea defectuosa. 

𝑏ሻ Si la rueda es defectuosa, calcular la probabilidad de que sea de la marca A.  

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐵ሻ ൌ 

ൌ 0,4 ൉ 0,03 ൅ 0,6 ൉ 0,01 ൌ 0,012 ൅ 0,006 ൌ 0,018. 

La probabilidad de que la rueda sea defectuosa es 0,018 

 

𝑏ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐷ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ଴,ସ൉଴,଴ଷ

଴,଴ଵ଼
ൌ ଴,଴ଵଶ

଴,଴ଵ଼
ൌ 0,6667. 

Si la rueda es defectuosa, la probabilidad de que sea de la marca A es 0,6667. 

   

0,6 

0,4 

0,03

0,97

0,01
0,99

𝐴 

→ 𝑝 ൌ 0,4 ൉ 0,03 ൌ 0,012 

𝐷

𝐷

𝐷𝐵 

𝐷

→ 𝑝 ൌ 0,4 ൉ 0,97 ൌ 0,012 

→ 𝑝 ൌ 0,6 ൉ 0,01 ൌ 0,006 

→ 𝑝 ൌ 0,6 ൉ 0,99 ൌ 0,594 
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Problema 10: 

Las  notas  del  examen  de Matemáticas  II  de  la  EBAU  siguen  una  distribución  normal  de media  6,5  y 
desviación típica 1,5. Se elige al azar un alumno de Matemáticas II de la EBAU: 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que un alumno haya aprobado ሺ൒ 5ሻ. 

𝑏ሻ Calcular la nota que tiene que sacar un alumno para que su nota sea superior al 97,50 % de las notas. 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 6,5;   𝜎 ൌ 1,5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ6,5;  1,5ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଺,ହ

ଵ,ହ
. 

         𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 5ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ହି଺,ହ

ଵ,ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ିଵ,ହ

ଵ,ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ െ1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ   

ൌ 0,8413. 

La probabilidad de que un alumno haya aprobado es 0,8413 

 

𝑏ሻ   Se debe hallar 𝛾 tal que:  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 𝛾ሻ ൌ 0,9750 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ఊି଺,ହ

ଵ,ହ
ቁ ൌ 0,9750. 

Mirando de forma inversa en la tabla 𝑁ሺ0,1ሻ a 0,9750 le corresponde 1,96: 

 
ఊି଺,ହ

ଵ,ହ
ൌ 1,96;  𝛾 െ 6,5 ൌ 2,94;   𝛾 ൌ 6,5 ൅ 2,94 ൌ 9,44. 

 

𝐸𝑙 𝑎𝑙𝑢𝑚𝑛𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑠𝑎𝑐𝑎𝑟 𝑢𝑛𝑎 𝑛𝑜𝑡𝑎 𝑑𝑒 9,44. 
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RESPUESTAS 

Problema 1: 

Sea la igualdad matricial 𝑀 ൉ 𝑋 ൌ 𝑁, donde 𝑀 ൌ ൭
𝑘 2𝑘 2

െ1 𝑘 1
െ1 1 1

൱  𝑦 𝑁 ൌ ൭
1 1
0 1
1 1

൱. 

𝑎ሻ ¿Cuántas filas y columnas debe tener la matriz 𝑋? Justificar la respuesta. 

𝑏ሻ ¿Para qué valores de 𝑘 ∈ 𝑅 es la matriz M invertible? 

𝑐ሻ ¿Puede ser 𝑀 ൉ 𝑁 invertible para algún valor de 𝑘 ∈ 𝑅? 

Solución:  

𝑎ሻ  

  Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el número de columnas 
de la primera matriz sea igual que el número de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene 

las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: 𝑀ሺ𝑎,𝑏ሻ ൉ 𝑁ሺ𝑏,𝑚ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑎,𝑚ሻ.  

  En el caso que nos ocupa: 𝑀ሺ3,3ሻ ൉ 𝑋ሺ3,2ሻ ൌ 𝑁ሺ3,2ሻ  

𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑋 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑒𝑛𝑒𝑟 3 𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠 𝑦 2 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎𝑠. 

 

𝑏ሻ  

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝑀| ൌ อ
𝑘 2𝑘 2

െ1 𝑘 1
െ1 1 1

อ ൌ 𝑘2 െ 2 െ 2𝑘 ൅ 2𝑘 െ 𝑘 ൅ 2𝑘 ൌ 𝑘2 ൅ 𝑘 െ 2 ൌ 0; 

𝑘 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ିଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ିଵേଷ

ଶ
⇒ 𝑘ଵ ൌ െ2, 𝑘ଶ ൌ 1. 

𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑀 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ∀𝑘 ∈ 𝑅 െ ሼെ2, 1ሽ. 

 

𝑐ሻ  

  Para que una matriz sea invertible tiene que ser cuadrada. 

  Según se ha expresado en el apartado 𝑎ሻ: 𝑀ሺ3,3ሻ ൉ 𝑁ሺ3,2ሻ ൌ 𝑃ሺ3,2ሻ. 

  Por lo expresado anteriormente y para cualquier valor de 𝑘 ∈ 𝑅: 

𝑀 ൉ 𝑁 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑝𝑜𝑟 𝑛𝑜 𝑠𝑒𝑟 𝑠𝑢 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑢𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑎. 

********** 
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Problema 2: 

Discutir y resolver (en los casos que sea posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales en función 

del parámetro 𝑎 ∈ 𝑅:  

  𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
  𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൌ 𝑎
𝑎𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1

ൡ. 

Solución:  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

   𝑀 ൌ ൭
𝑎 1
1 𝑎
𝑎 2

൱  𝑦 𝑀ᇱ ൌ ൭
𝑎 1 1
1 𝑎 𝑎
𝑎 2 1

൱. 

         |𝑀′| ൌ ቤ
𝑎 1 1
1 𝑎 𝑎
𝑎 2 1

ቤ ൌ 𝑎2 ൅ 2 ൅ 𝑎2 െ 𝑎2 െ 2𝑎2 െ 1 ൌ െ𝑎2 ൅ 1 ൌ 0; 𝑎2 ൌ 1 ⇒ 

⇒ 𝑎ଵ ൌ െ1, 𝑎ଶ ൌ 1. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ
𝑎 ് െ1
𝑎 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

  Para 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀 ൌ ൭
െ1 1
1 െ1

െ1 2
൱ ⇒ ቚ 1 െ1

െ1 2
ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

  Para 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀 ൌ ൭
1 1
1 1
1 2

൱ ⇒ ቚ1 1
1 2

ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝑎 ൌ െ1
𝑎 ൌ 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀′ ൌ 2 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

  Resolvemos para 𝑎 ൌ െ1 y para 𝑎 ൌ 1. 

  Para 𝑎 ൌ െ1 el sistema resulta: 

െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
  𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1
െ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1

ൡ, equivalente al siguiente sistema:  

  𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1
െ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1ቅ ⇒ 

𝑥 ൌ െ1; 𝑦 ൌ 0. 

  Para 𝑎 ൌ 1 el sistema resulta: 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1

ൡ, equivalente al siguiente sistema:  

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1ቅ ⇒  

െ𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 ቅ  ⇒ 

𝑥 ൌ 1; 𝑦 ൌ 0. 

**********   
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Problema 3: 

Sean las rectas 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆  
𝑦 ൌ 2 െ 3𝜆
𝑧 ൌ 1          

  y  𝑠 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4. 

𝑎ሻ Obtener un plano 𝜋 que contiene a la recta 𝑟 y es paralelo a la recta 𝑠. 

𝑏ሻ Calcular la distancia entre las dos rectas. 

Solución:  

𝑎ሻ  

  La expresión de 𝑠 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:  

𝑠 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜇 ⇒

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜇
𝑥 െ 𝑦 ൌ 4 ൅ 𝜇ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 6;   𝑥 ൌ 3;   3 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜇;  

𝑦 ൌ െ1 െ 𝜇 ⇒ 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3           
𝑦 ൌ െ1 െ 𝜇
𝑧 ൌ 𝜇           

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ y 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ3, 0ሻ. 

  Un punto y un vector director de 𝑠 son 𝐵ሺ3, െ1, 0ሻ y 𝑣𝑠ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ1, 1ሻ. 

  La expresión general del plano 𝜋 pedido es la siguiente: 

  𝜋ሺ𝐴; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1

1 െ3 0
0 െ1 1

อ ൌ 0;  

െ3ሺ𝑥 െ 1ሻ െ ሺ𝑧 െ 1ሻ െ ሺ𝑦 െ 2ሻ ൌ 0; െ3𝑥 ൅ 3 െ 𝑧 ൅ 1 െ 𝑦 ൅ 2 ൌ 0. 

𝜋 ≡ 3𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 6 ൌ 0. 

 

𝑏ሻ  

Los  vectores  𝑣𝑟ሬሬሬ⃗   y  𝑣𝑠ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 𝑦 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

 Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ

𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, െ1, 0ሻ െ ሺ1, 2, 1ሻሿ ൌ ሺ2, െ3, െ1ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ , 𝑣𝑠ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ , 𝑣𝑠ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
1 െ3 0
0 െ1 1
2 െ3 െ1

อ ൌ 1 െ 6 ൅ 3 ൌ െ2 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   
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𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

Para  calcular  la  distancia  entre  las  rectas  𝑟  y  𝑠  vamos  a  determinar  un  paralelepípedo  cuyas 

dimensiones son los vectores directores de las rectas, 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗  y 𝑣𝑠ሬሬሬ⃗ , y el vector 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ3, െ1ሻ hallado en el 
apartado anterior. 

Para una mejor comprensión se hace el esquema que se observa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra parte, también 

se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por la altura. Observando que la 

altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas. 

  Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 

  𝑉 ൌ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉  ሺ𝑣௦ሬሬሬ⃗  ൈ  𝑤ሬሬ⃗ ሻ ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗  ൈ  𝑣௦ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗  ൈ  𝑣௦ሬሬሬ⃗ | ൉ 𝑑 ⇒ 𝑑 ൌ
|௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉ ሺ௩ೞሬሬሬሬ⃗  ൈ ௪ሬሬ⃗ ሻ|

|௩ೝሬሬሬሬ⃗  ൈ ௩ೞሬሬሬሬ⃗ |
. 

𝑑ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ
|௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉ ሺ௩ೞሬሬሬሬ⃗  ൈ ௪ሬሬ⃗ ሻ|

|௩ೝሬሬሬሬ⃗  ൈ ௩ೞሬሬሬሬ⃗ |
ൌ

ቮอ
ଵ ିଷ ଴
଴ ିଵ ଵ
ଶ ିଷ ିଵ

อቮ

อ
௜ ௝ ௞
ଵ ିଷ ଴
଴ ିଵ ଵ

อ

ൌ
|ିଶ|

|ିଷ௜ି௞ି௝|
ൌ ଶ

√ଷమାଵమାଵమ ൌ ଶ

√ଵଵ
. 

𝒅ሺ𝒓, 𝒔ሻ ൌ
√𝟏𝟏

𝟐
𝒖. 

 

********** 

   

𝑟 

𝑑

𝑠  𝐵  ℎ 

𝐴

𝑣𝑠ሬሬሬ⃗

𝑣𝑟ሬሬሬ⃗𝑤ሬሬ⃗  
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Problema 4: 

Calcular un vector de módulo 3 que sea perpendicular a los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ1ሻ y 𝑣⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ. 

Solución:  

 

  Un vector, 𝑤ሬሬ⃗ , perpendicular a  𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗, es su producto vectorial: 

  𝑤ሬሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 െ1
2 1 0

อ ൌ െ2𝑗 ൅ 𝑘 െ 2𝑘 ൅ 𝑖 ൌ 𝑖 െ 2𝑗 െ 𝑘 ൌ ሺ1, െ2, െ1ሻ. 

  Un vector unitario de 𝑤ሬሬ⃗ , 𝑤′ሬሬሬ⃗ , (versor) es el que se obtiene al dividirlo por su módulo: 𝑤′ሬሬሬ⃗ ൌ
𝑤ሬሬ⃗

|𝑤ሬሬ⃗ |
ൌ

𝑤ሬሬ⃗

ඥ12൅ሺെ2ሻ2൅ሺെ1ሻ2
ൌ

𝑤ሬሬ⃗

√1൅4൅1
ൌ

𝑤ሬሬ⃗

√6
ൌ ቀ

1

√6
,

െ2

√6
,

െ1

√6
ቁ ൌ ቀ√6

6
,

െ√6

3
,

െ√6

6
ቁ. 

  El vector pedido, 𝑧, es 𝑧⃗ ൌ േ3 ൉ 𝑤′ሬሬሬ⃗ : 

𝑧ଵሬሬሬ⃗ ൌ ቀ√଺

ଶ
, െ√6, െ √଺

ଶ
ቁ   𝑦  𝑧ଶሬሬሬ⃗ ൌ ቀെ √଺

ଶ
, √6, √଺

ଶ
ቁ. 

 

********** 
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Problema 5: 

5º) 𝑎ሻ Estudiar la continuidad de la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ para 𝑥 ് 0 (con 𝑎 ∈ 𝑅): 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௘ೣିଵି௫

௫మ   𝑠𝑖 𝑥 ് 0

  𝑎    𝑠𝑖  𝑥 ൌ 0
. 

𝑏ሻ Calcular el valor de 𝑎 para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ sea continua en 𝑥 ൌ 0. 

Solución:  

𝑎ሻ   

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en su dominio, que es R, excepto para 𝑥 ൌ 0 cuya continuidad es 
dudosa; se estudia a continuación. 

Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0 ⇒ ቐ
lim

௫→଴ష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→଴

௘ೣିଵି௫

௫మ ൌ ଵ

ଶ
  ሺ∗ሻ

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

𝑎 ൌ 𝑎 ൌ 𝑓ሺ0ሻ  
⇒ 

⇒ lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ0ሻ ⇒ ଵ

ଶ
ൌ 𝑎.  

ሺ∗ሻ  lim
𝑥→0െ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
𝑥→0

𝑒𝑥െ1െ𝑥

𝑥2 ൌ
𝑒0െ1െ0

02 ൌ
0

0
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑡𝑖𝑝𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

𝑥→0

𝑒𝑥െ1

2𝑥
ൌ  

ൌ
𝑒଴ െ 1

2 ൉ 0
ൌ

1 െ 1
0

ൌ
0
0

⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿ᇱ𝐻𝑜𝑡𝑖𝑝𝑎𝑙ሽ ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒆𝒙

𝟐
ൌ

𝒆𝟎

𝟐
ൌ

𝟏

𝟐
.  

 

𝑏ሻ  

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 ൌ 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ
1

2
. 

 

********** 
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Problema 6: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶି௫మ

௫మିସ
. 

𝑎ሻ Estudiar las asíntotas, monotonía y puntos extremos de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Con los datos obtenidos, representar de forma aproximada la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución:  

𝑎ሻ  

El dominio de una  función racional es el conjunto de números  reales, excepto  los valores que 
anulan el denominador. 

𝑥2 െ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑥1 ൌ െ2, 𝑥2 ൌ 2 ⇒ 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼെ2, 2ሽ. 

  Corte con el eje Y: 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑓ሺ0ሻ ൌ ଶ

ିସ
ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 𝐴 ቀ0, െ ଵ

ଶ
ቁ. 

  Cortes con el eje X: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶି௫మ

௫మିସ
ൌ 0;   2 െ 𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶ ൌ 2 ⇒  

⇒ 𝑥ଵ ൌ െ√2 → 𝐵൫െ√2, 0൯ 𝑦 𝑥ଶ ൌ √2 → 𝐶൫√2, 0൯. 

  Por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, la función es simétrica con respecto al eje Y. 

  Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

  𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

ଶି௫మ

௫మିସ
ൌ െ1. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ െ1 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacer  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑥 ൌ െ2 𝑦 𝑥 ൌ 2 𝑠𝑜𝑛 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒𝑠. 

  No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 

  Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ
െ2𝑥൉ሺ𝑥2െ4ሻെሺ2െ𝑥2ሻ൉2𝑥

ሺ𝑥2െ4ሻ2 ൌ
െ2𝑥3൅8𝑥െ4𝑥൅2𝑥3

ሺ𝑥2െ4ሻ2 ൌ
4𝑥

ሺ𝑥2െ4ሻ2. 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒
4𝑥

ሺ𝑥2െ4ሻ2 ൌ 0;   4𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 0. 

  Como  es  denominador  es  siempre  positivo  para  los  valores  pertenecientes  al  dominio  de  la 
función,  la  derivada es positiva o  negativa  cuando  lo  sea  su numerador,  por  lo  cual,  los periodos de 
crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 

𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 𝑥𝜖ሺെ∞, െ2ሻ ∪ ሺെ2, 0ሻ. 

  𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑚𝑖𝑒𝑛𝑡𝑜: 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 𝑥𝜖ሺ0, 2ሻ ∪ ሺ2, ൅∞ሻ. 
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Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su derivada en ese punto.  

  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

         𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ
4൉ሺ𝑥2െ4ሻ2െ4𝑥൉ሾ2൉ሺ𝑥2െ4ሻ൉2𝑥ሿ

ሺ𝑥2െ4ሻ4 ൌ
4൉ሺ𝑥2െ4ሻെ16𝑥

ሺ𝑥2െ4ሻ3 ൌ
4𝑥2െ16െ16𝑥

ሺ𝑥2െ4ሻ3 ൌ
4൉ሺ𝑥2െ4𝑥െ4ሻ

ሺ𝑥2െ4ሻ3 . 

         𝑓′′ሺ0ሻ ൌ
4൉ሺെ4ሻ

ሺെ4ሻ3 ൌ
െ1

െ4
ൌ

1

4
൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ ଶ

ିସ
ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 

𝑴í𝒏. : 𝑨 ቀ𝟎, െ
𝟏

𝟐
ቁ. 

 

𝑏ሻ  

  La representación gráfica, aproximada, de la función es la siguiente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

********** 

   

𝑌

𝐴

𝑥 ൌ െ2  

𝑥 ൌ 2

𝑂 𝑋 
𝐵

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝐶 𝑦 ൌ െ1  
6  3 

3 

1 

െ2 

െ4 

െ3  െ6  

5 
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Problema 7: 

7º) Calcular la integral racional: 𝐼 ൌ ׬ 𝐿ଶ𝑥 ൉ 𝑑𝑥. 

Solución:  

 

𝐼 ൌ ׬ 𝐿ଶ𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿ଶ𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 2 ൉ 𝐿𝑥 ൉ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥

𝑑𝑣 ൌ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ 𝑥
ቋ ⇒  

⇒ 𝐿ଶ𝑥 ൉ 𝑥 െ ׬ 𝑥 ൉ 2 ൉ 𝐿𝑥 ൉ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ଶ𝑥 െ 2 ൉ ׬ 𝐿𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ଶ𝑥 െ 2𝐼ଵ ൌ 𝐼.     (*)  

𝐼1 ൌ ׬ 𝐿𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ
1

𝑥
൉ 𝑑𝑥

𝑑𝑣 ൌ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ 𝑥
ቋ ⇒ 𝐿𝑥 ൉ 𝑥 െ ׬ 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿𝑥 െ

𝑥2

2
ൌ 𝐼1. 

  Sustituyendo el valor hallado de 𝐼1 en (*): 

       𝐼 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ଶ𝑥 െ 2 ൉ ቀ𝑥 ൉ 𝐿𝑥 െ ௫మ

ଶ
ቁ ൅ 𝐶 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ଶ𝑥 െ 2𝑥 ൉ 𝐿𝑥 ൅ 𝑥ଶ ൅ 𝐶 ⇒  

⇒ 𝑰 ׬ 𝑳𝟐𝒙 ൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝒙 ൉ ሺ𝑳𝟐𝒙 െ 𝟐 ൉ 𝑳𝒙 ൅ 𝒙ሻ ൅ 𝑪. 

 

********** 
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Problema 8: 

Dadas  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥 െ 𝑥ଶ  y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥,  calcular el área de  la  región  limitada por  sus 
gráficas. 

Solución:  

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raíces de la ecuación que resulta de 
la igualación de sus expresiones. 

         𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 3𝑥 െ 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥;  2𝑥ଶ െ 5𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ2𝑥 െ 5ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑥ଵ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ;  𝑥ଶ ൌ ହ

ଶ
→ 𝑔൫ఱ

మ
൯ ൌ ଶହ

ସ
െ 4 ൌ ଽ

ସ
→ 𝐴 ቀହ

ଶ
, ଽ

ସ
ቁ. 

La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥 െ 𝑥ଶ es una parábola cóncava ሺ∩ሻ, por ser negativo el coeficiente de 𝑥2, 
cuyo vértice es el punto siguiente: 

  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 2𝑥.  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 3 െ 2𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ
3

2
. 

  𝑓൫య
మ
൯ ൌ 3 ൉ ଷ

ଶ
െ ቀଷ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ 3 െ ଽ

ସ
ൌ ଷ

ସ
⇒ 𝑉ଵ ቀଷ

ଶ
, ଷ

ସ
ቁ. 

Otros puntos de la parábola son 𝐶ሺ0, 3ሻ, 𝐷ሺെ1, െ4ሻ 

y 𝐸ሺ4, െ4ሻ. 

La función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 es una parábola convexa ሺ∪ሻ, por ser 
positivo el coeficiente de 𝑥2, cuyo vértice es el punto siguiente: 

  𝑔′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 2.  𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 െ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ 1. 

  𝑔ሺ1ሻ ൌ 1ଶ െ 2 ൉ 1 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ⇒ 𝑉ଶሺ1, െ1ሻ. 

Otros puntos de la parábola son 𝐹ሺെ1, 3ሻ 𝑦 𝐺ሺ3, 3ሻ. 

La representación gráfica, aproximada, de la situación se expresa en la figura adjunta. 

  Para  el  cálculo  del  área  pedida  se  tiene  en  cuenta  que  en  el  intervalo  correspondiente  a  la 

superficie  a  calcular,  ቀ0,
5

2
ቁ,  todas  las  ordenadas  de  𝑓ሺ𝑥ሻ  son  mayores  que  las  correspondientes 

ordenadas de 𝑔ሺ𝑥ሻ, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ఱ
మ

଴ ൌ ׬ ሾሺ3𝑥 െ 𝑥ଶሻ െ ሺ𝑥ଶ െ 2𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ఱ
మ

଴ ൌ 

ൌ ׬ ሺ3𝑥 െ 𝑥ଶ െ 𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ఱ
మ

଴ ൌ ׬ ሺെ2𝑥ଶ ൅ 5𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ఱ
మ

଴ ൌ ቂെ ଶ௫య

ଷ
൅ ହ௫మ

ଶ
ቃ

଴

ఱ
మ

ൌ   

ൌ ቈെ
ଶ൉ቀఱ

మ
ቁ

య

ଷ
൅

ହ൉ቀఱ
మ

ቁ
మ

ଶ
቉ െ 0 ൌ െ ଶହ଴

ଶସ
൅ ଵଶହ

଼
ൌ ିଶହ଴ାଷ଻ହ

ଶସ
ൌ ଵଶହ

ଶସ
.  

𝑺 ൌ
𝟏𝟐𝟓

𝟐𝟒
 𝒖𝟐 ≅ 𝟓. 𝟐𝟏 𝒖𝟐. 

********** 

   

𝑌  𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑂  𝑋
𝐶

𝑓ሺ𝑥ሻ 

െ4 

4 

1 

െ2 

𝑆 

𝐹 

𝐴

4

𝐺

𝐷  𝐸

2 

െ2  ହ
ଶ

𝑉1

𝑉2 
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Problema 9: 

En un estudio a 1 000 estudiantes europeos, 500 saben hablar inglés, 300 saben hablar español, y 100 
de ellos hablan los dos idiomas. Se elige un estudiante al azar del estudio: 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que hable alguno de los dos idiomas. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que hable español, sabiendo que habla inglés. 

Solución:  

  Una forma sencilla de resolver este ejercicio es mediante un diagrama de Venn. 

 

 

 

 

 

 

 

  Aplicando la regla de Laplace: 

𝑎ሻ             𝑏ሻ 

  𝑃 ൌ ଻଴଴

ଵ.଴଴଴
ൌ ଻

ଵ଴
ൌ 0.7.     𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸/𝐼ሻ ൌ ௉ሺூ∩ாሻ

௉ሺூሻ
ൌ ଵ଴଴

ହ଴଴
ൌ ଵ

ହ
ൌ 0.2. 

 

Otra forma de resolver el ejercicio es la siguiente: 

         𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝑁 ൌ 1.000;   𝐼 ൌ 500;   𝐸 ൌ 300;   𝐼 ∩ 𝐸 ൌ 100. 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐼 ∪ 𝐸ሻ ൌ ଻଴଴

ଵ.଴଴଴
ൌ ଻

ଵ଴
ൌ 0.7. 

𝑃ሺ𝐼 ∪ 𝐸ሻ ൌ ଻

ଵ଴
ൌ 0.7. 

 

𝑏ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸/𝐼ሻ ൌ ௉ሺூ∩ாሻ

௉ሺூሻ
ൌ

భబబ
భ.బబబ
ఱబబ

భ.బబబ

ൌ ଵ଴଴

ହ଴଴
ൌ ଵ

ହ
ൌ 0.2. 

  𝑃ሺ𝐸/𝐼ሻ ൌ ଵ

ହ
ൌ 0.2. 

 

********** 

   

𝐼𝑛𝑔𝑙é𝑠  𝐸𝑠𝑝𝑎ñ𝑜𝑙

𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑜 𝑚𝑢𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎𝑙 

100 

300 

200 

400 
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Problema 10: 

La duración de un Smartphone se ajusta a una normal de media 3 años y desviación típica de 1 año. El 
fabricante da una garantía de 3.5 años a sus Smartphone. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que un Smartphone dure menos que la garantía. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de un Smartphone dure más de 5 años. 

Solución:  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 3;   𝜎 ൌ 1. 

 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ3, 1ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଷ

ଵ
. 

 

𝑎ሻ  

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 3.5ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଷ.ହିଷ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.5ሻ ൌ 0.6915. 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 3.5ሻ ൌ 0.6915. 

 

𝑏ሻ  

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 5ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ହିଷ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ 0.0228. 

𝑃ሺ𝑋 ൐ 5ሻ ൌ 0.0228. 

 

********** 

 


