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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2020–2021 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El alumno contestará a SÓLO CINTO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregirá los cinco que 
haya contestado primero. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras científicas siempre que no 
sean  programables  ni  gráficas  ni  calculen  integrales.  Si  algún  alumno  es  sorprendido  con  una  calculadora  no  autorizada, 
podrá ser expulsado del examen; en  todo caso,  se  le  retirará  la calculadora sin que tenga derecho a que  le proporcionen 
otra. 

 

Problema 1: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒ଵ/௫య
. Determinar el dominio, las asíntotas verticales, horizontales y oblicuas 

cuando existan. 

 

Problema 2: 

Sea 𝑓 una función continua cuya derivada es la siguiente: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቄ
𝑥 ൅ 1, 𝑥 ൏ 0

𝑒௫, 𝑥 ൒ 0 . Halla la expresión de 

las funciones 𝑓 y las ecuaciones de las rectas tangentes a la gráfica de 𝑓 en el punto 𝑥 ൌ 0. 

 

Problema 3: 

Calcular el área del recinto limitado por la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ, el eje OX y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 5. 

 

Problema 4: 

Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1
  2𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൌ െ1
𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

ൡ, según el valor del parámetro real 

𝑎. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para 𝑎 ൌ 0. 

 

Problema 5: 

Hallar  A  y  B,  matrices  soluciones  del  sistema  de  ecuaciones:  ቄ3𝐴 െ 5𝐵 ൌ 𝐶 
െ𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ 𝐷

,  donde  C  y  D  son  las 

matrices:  𝐶 ൌ ൭
2 െ4
7 4

െ1 2
൱ , 𝐷 ൌ ൭

2 4
3 0

െ1 2
൱.  Determinar  la  matriz  inversa  de  𝐶௧ ൉ 𝐷,  donde  𝐶௧  es  la 

matriz traspuesta de 𝐶. 
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Problema 6: 

Sabiendo  que  |𝐴| ൌ 1,  donde  𝐴 ൌ ቆ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 1 1

ቇ,  calcular  el  determinante  de  la  matriz  𝐵 ൌ

൥
𝑥 𝑦 𝑧

𝑥 ൅ 1 𝑦 ൅ 1 𝑧 ൅ 1
2ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑏ሻ 2ሺ𝑧 ൅ 𝑐ሻ

൩. Calcular |4 ൉ 𝐵ିଵ ൉ 𝐴௧|ଶ. 

 

Problema 7: 

Hallar la ecuación de una recta 𝑠, tal que: 

1ሻ Pasa por el punto 𝑃ሺ0, 1, 1ሻ. 

2ሻ Está contenida en el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 െ 4 ൌ 0. 

3ሻ Es perpendicular a la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൌ 𝑧 ൅ 3   
𝑦 ൌ െ𝑧 ൅ 4. 

 

Problema 8: 

Hallar  las ecuaciones de la recta 𝑠 que pasa por el punto 𝑃ሺ2, െ1, 1ሻ y corta perpendicularmente a  la 

recta 𝑟 ≡ ௫ିଶ

ଶ
ൌ ௬ିଵ

ଶ
ൌ 𝑧. 

 

Problema 9: 

La duración de un cierto modelo de máquina de aire acondicionado sigue una distribución normal, con 
media 20 años y desviación típica 5 años. El fabricante garantiza el buen funcionamiento de la máquina 
por un periodo de 25 años. 

 

Problema 10: 

Una bolsa M contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa N contiene 2 bolas negras y 6 blancas. Se 
elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca. 

𝑏ሻ Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la bolsa M. 
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RESPUESTAS 
Problema 1: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒ଵ/௫య
. Determinar el dominio, las asíntotas verticales, horizontales y oblicuas 

cuando existan. 
Solución:  

La función está definida para cualquier valor real de 𝑥, excepto para 𝑥 ൌ 0, por lo cual: 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝑹 െ ሼ𝟎ሽ. 

Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

  lim
௫→ିஶ

൫𝑥 ൉ 𝑒ଵ/௫య
൯ ൌ െ∞ ൉ 𝑒ି଴ ൌ െ∞. 

  lim
௫→ାஶ

൫𝑥 ൉ 𝑒ଵ/௫య
൯ ൌ ൅∞ ൉ 𝑒଴ ൌ ∞.    𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito. 

  lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

ቀ𝑥 ൉ 𝑒
భ

ೣయቁ ൌ 0 ൉ 𝑒
భ
బ ൌ 0 ൉ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 ⇒ 

lim
௫→଴శ

௘
భ

ೣయ

భ
ೣ

ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→଴శ

ିయೣమ

ೣల ൉௘
భ

ೣయ

ି భ
ೣమ

ൌ lim
௫→଴శ

య
ೣర൉௘

భ
ೣయ

భ
ೣమ

ൌ 3 ൉ lim
௫→଴శ

௘
భ

ೣయ

௫మ ൌ 3 ൉ ௘
భ
బ

଴
ൌ ଷ

଴
ൌ ൅∞. 

  lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴ష

ቀ𝑥 ൉ 𝑒
భ

ೣయቁ ൌ െ0 ൉ 𝑒ିభ
బ ൌ െ0 ൉ 𝑒ିஶ ൌ െ ଴

ஶ
ൌ 0. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒙 ൌ 𝟎 ሺ𝑬𝒋𝒆 𝒀ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒆𝒏 𝒔𝒖 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒆 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒂 . 

Asíntotas oblicuas: son de la forma 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, siendo  

𝑚 ൌ lim
௫→ାஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
 y 𝑛 ൌ lim

௫→ାஶ
ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ. 

  𝑚 ൌ lim
௫→ାஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ାஶ

௫൉௘
భ

ೣయ

௫
ൌ lim

௫→ାஶ
𝑒

భ
ೣయ ൌ 𝑒

భ
ಮ ൌ 𝑒଴ ൌ 1. 

  𝑛 ൌ lim
௫→ஶ

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ ൌ lim
௫→ஶ

ቀ𝑥 ൉ 𝑒
భ

ೣయ െ 1 ൉ 𝑥ቁ ൌ lim
௫→ஶ

ቂ𝑥 ൉ ቀ𝑒
భ

ೣయ െ 1ቁቃ ൌ 

ൌ ∞ ൉ ቀ𝑒
భ
ಮ െ 1ቁ ൌ ∞ ൉ ሺ𝑒଴ െ 1ሻ ൌ ∞ ൉ ሺ1 െ 1ሻ ൌ ∞ ൉ 0 ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

ൌ lim
௫→ஶ

௘
భ

ೣయିଵ
భ
ೣ

ൌ ௘
భ
ಮିଵ

భ
ಮ

ൌ ௘బିଵ

଴
ൌ ଵିଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒  

⇒ lim
௫→ஶ

య
ೣర൉௘

భ
ೣయ

భ
ೣమ

ൌ 3 ൉ lim
௫→ஶ

௘
భ

ೣయ

௫మ ൌ 3 ൉ ௘
భ
ಮ

ஶ
ൌ ଷ൉௘బ

ஶ
ൌ ଷ൉ଵ

ஶ
ൌ 0. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝒙 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂. 
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Problema 2: 

Sea 𝑓 una función continua cuya derivada es la siguiente: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቄ
𝑥 ൅ 1, 𝑥 ൏ 0

𝑒௫, 𝑥 ൒ 0 . Halla la expresión de 

las funciones 𝑓 y las ecuaciones de las rectas tangentes a la gráfica de 𝑓 en el punto 𝑥 ൌ 0. 

Solución:  

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൝
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥׬ ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫మ

ଶ
൅ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ  𝑠𝑖  𝑥 ൏ 0

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑒௫ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൒ 0               
⇒ 

⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
௫మ

ଶ
൅ 𝑥 ൅ 𝐶ଵ, 𝑥 ൏ 0

𝑒௫ ൅ 𝐶ଶ, 𝑥 ൒ 0
 .  

  Como quiera que 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua, para 𝑥 ൌ 0 sus límites laterales tienen que ser iguales: 

  lim
௫→଴ష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ቀ௫మ

ଶ
൅ 𝑥 ൅ 𝐶ଵቁ ൌ 𝐶ଵ. 

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ሺ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶሻ ൌ 𝑒଴ ൅ 𝐶ଶ ൌ 1 ൅ 𝐶ଶ ൌ 𝑓ሺ0ሻ  

 
lim

௫→଴ష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→଴
ቀ௫మ

ଶ
൅ 𝑥 ൅ 𝐶ଵቁ ൌ 𝐶ଵ                                  

lim
௫→଴శ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ሺ𝑒௫ ൅ 𝐶ଶሻ ൌ 𝑒଴ ൅ 𝐶ଶ ൌ 1 ൅ 𝐶ଶ ൌ 𝑓ሺ0ሻ
ቑ ⇒ 𝐶ଵ ൌ 1 ൅ 𝐶ଶ ⇒ 

⇒ 𝐶ଶ ൌ 𝐶ଵ െ 1. 

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ቊ
𝒙𝟐

𝟐
൅ 𝒙 ൅ 𝑪, 𝒙 ൏ 𝟎

𝒆𝒙 െ 𝟏 ൅ 𝑪, 𝒙 ൒ 𝟎
. 

 

  La pendiente de la recta tangente a una función en un punto es el valor de la primera derivada 
de la función en ese punto. 

  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 0 ൅ 1 ൌ 𝑒଴ ൌ 1. 

  El punto de tangencia es el siguiente:   𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝐶 ⇒ 𝑃ሺ0, 𝐶ሻ. 

  𝑦 െ 𝑦଴ ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ  ⇒ 𝑦 െ 𝐶 ൌ 1 ൉ ሺ𝑥 െ 0ሻ. 

𝑹𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒕𝒂𝒏𝒈𝒆𝒏𝒕𝒆: 𝒕 ≡ 𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝑪 ൌ 𝟎. 
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Problema 3: 

Calcular el área del recinto limitado por la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ, el eje OX y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 5. 

Solución:  

 

  En el intervalo ሺ0, 5ሻ todas las ordenadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ son positivas, por lo cual, 

el área a calcular es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻହ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ

ହ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൝

𝑥 ൅ 2 ൌ 𝑡
𝑥 ൅ 3 ൌ 𝑡 ൅ 1

𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡
อ𝑥 ൌ 5 → 𝑡 ൌ 7
𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 2

ൡ ⇒ 

⇒ 𝑆 ൌ ׬
௧ାଵ

௧మ

଻
ଶ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ׬ ቀଵ

௧
൅ ଵ

௧మቁ
଻

ଶ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ׬ ቀଵ

௧
൅ 𝑡ିଶቁ

଻
ଶ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ቂ𝐿𝑡 ൅ ௧షమశభ

ିଶାଵ
ቃ

ଶ

଻
ൌ  

ൌ ቂ𝐿𝑡 ൅ ௧షభ

ିଵ
ቃ

ଶ

଻
ൌ ቂ𝐿𝑡 െ ଵ

௧
ቃ

ଶ

଻
ൌ ቀ𝐿7 െ ଵ

଻
ቁ െ ቀ𝐿2 െ ଵ

ଶ
ቁ ൌ 𝐿7 െ ଵ

଻
െ 𝐿2 ൅ ଵ

ଶ
ൌ   

ൌ 𝐿 ଻

ଶ
െ ଵ

଻
൅ ଵ

ଶ
ൌ 𝐿3.5 െ ଵ

଻
൅ ଵ

ଶ
ൌ ଵସ൉௅ଷ.ହିଶା଻

ଵସ
ൌ ଵସ൉௅ଷ.ହାହ

ଵସ
. 

 

𝑺 ൌ 𝟏

𝟏𝟒
൉ ሺ𝟏𝟒 ൉ 𝑳𝟑. 𝟓 ൅ 𝟓ሻ 𝒖𝟐 ≅ 𝟏. 𝟔𝟏 𝒖𝟐. 
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Problema 4: 

Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1
  2𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൌ െ1
𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

ൡ, según el valor del parámetro real 

𝑎. Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para 𝑎 ൌ 0. 

Solución:  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 1 𝑎
2 𝑎 0
𝑎 1 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 1 𝑎
2 𝑎 0
𝑎 1 1

    
1

െ1
1

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 1 𝑎
2 𝑎 0
𝑎 1 1

อ ൌ 𝑎 ൅ 2𝑎 െ 𝑎ଷ െ 2 ൌ 0;    

𝑎ଷ െ 3𝑎 ൅ 2 ൌ 0.  

Resolviendo por la regla de Ruffini: 𝑎ଵ ൌ 𝑎ଶ ൌ 1, 𝑎ଷ ൌ െ2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ 𝒂 ് 𝟏
𝒂 ് െ𝟐

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫

.𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 0
1 1 1

    
1

െ1
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ2
2 െ2 0

െ2 1 1
    

1
െ1
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 1
2 െ2 െ1

െ2 1 1
อ ൌ െ2 ൅ 2 ൅ 2 െ 4 ൅ 1 െ 2 ൌ െ3 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟐 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

Para 𝑎 ൌ 0 es 𝑀 ൌ ൭
1 1 0
2 0 0
0 1 1

൱.   |𝑀| ൌ อ
1 1 0
2 0 0
0 1 1

อ ൌ െ2. 𝑀௧ ൌ ൭
1 2 0
1 0 1
0 0 1

൱. 

       𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝑀௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚ0 1
0 1

ቚ െ ቚ1 1
0 1

ቚ ቚ1 0
0 0

ቚ

െ ቚ2 0
0 1

ቚ ቚ1 0
0 1

ቚ െ ቚ1 2
0 0

ቚ

ቚ2 0
0 1

ቚ െ ቚ1 0
1 1

ቚ ቚ1 2
1 0

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ ൭
0 െ1 0

െ2 1 0
2 െ1 െ2

൱. 

𝑀ିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ெ೟

|ெ|
ൌ

൭
଴ ିଵ ଴

ିଶ ଵ ଴
ଶ ିଵ ିଶ

൱

ିଶ
 ⇒  𝑴ି𝟏 ൌ 𝟏

𝟐
൉ ൭

𝟎 𝟏 𝟎
𝟐 െ𝟏 𝟎

െ𝟐 𝟏 𝟐
൱. 

   

െ31 

െ2

 െ2 െ2

െ2

0 

  1

2
1

 1  1 

 1 
1 

  2
1 

1 

1  0 

0  2 

0
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Problema 5: 

Hallar  A  y  B,  matrices  soluciones  del  sistema  de  ecuaciones:  ቄ3𝐴 െ 5𝐵 ൌ 𝐶 
െ𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ 𝐷

,  donde  C  y  D  son  las 

matrices:  𝐶 ൌ ൭
2 െ4
7 4

െ1 2
൱ , 𝐷 ൌ ൭

2 4
3 0

െ1 2
൱.  Determinar  la  matriz  inversa  de  𝐶௧ ൉ 𝐷,  donde  𝐶௧  es  la 

matriz traspuesta de 𝐶. 

Solución:  

3𝐴 െ 5𝐵 ൌ 𝐶
െ𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ 𝐷

ቅ     9𝐴 െ 15𝐵 ൌ 3𝐶
െ5𝐴 ൅ 15𝐵 ൌ 5𝐷

ቅ ⇒ 4𝐴 ൌ 3𝐶 ൅ 5𝐷 ⇒ 𝐴 ൌ ଵ

ସ
ሺ3𝐶 ൅ 5𝐷ሻ. 

 

 𝐴 ൌ ଵ

ସ
൥3 ൉ ൭

2 െ4
7 4

െ1 2
൱ ൅ 5 ൉ ൭

2 4
3 0

െ1 2
൱൩ ൌ ଵ

ସ
൥൭

6 െ12
21 12
െ3 6

൱ ൅ ൭
10 20
15 0
െ5 10

൱൩ ൌ 

ൌ ଵ

ସ
൉ ൭

16 8
36 12
െ8 16

൱  ⇒  𝐴 ൌ ൭
4 2
9 3

െ2 4
൱. 

 
3𝐴 െ 5𝐵 ൌ 𝐶
െ𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ 𝐷

ቅ  3𝐴 െ 5𝐵 ൌ 𝐶
െ3𝐴 ൅ 9𝐵 ൌ 3𝐷

ቅ ⇒ 4𝐵 ൌ 𝐶 ൅ 3𝐷 ⇒ 𝐵 ൌ ଵ

ସ
ሺ𝐶 ൅ 3𝐷ሻ. 

 𝐵 ൌ ଵ

ସ
൥൭

2 െ4
7 4

െ1 2
൱ ൅ 3 ൉ ൭

2 4
3 0

െ1 2
൱൩ ൌ ଵ

ସ
൥൭

2 െ4
7 4

െ1 2
൱ ൅ ൭

6 12
9 0

െ3 6
൱൩ ൌ 

ൌ ଵ

ସ
൉ ൭

8 8
16 4
െ4 8

൱  ⇒  𝐵 ൌ ൭
2 2
4 1

െ1 2
൱. 

 

  𝐶௧ ൉ 𝐷 ൌ ቀ 2 7 െ1
െ4 4 2

ቁ ൭
2 4
3 0

െ1 2
൱ ൌ ቀ26 6

2 െ12
ቁ.     ሺ𝐶௧ ൉ 𝐷ሻ௧ ൌ ቀ26 2

6 െ12
ቁ. 

  |𝐶௧ ൉ 𝐷| ൌ ቚ26 6
2 െ12

ቚ ൌ 12 ൉ ቚ13 1
1 െ2

ቚ ൌ 12 ൉ ሺെ26 െ 1ሻ ൌ െ324. 

  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐶௧ ൉ 𝐷ሻ௧ ൌ ቀെ12 െ6
െ2 26

ቁ. 

  ሺ𝐶௧ ൉ 𝐷ሻିଵ ൌ
஺ௗ௝.ௗ௘ ൫஼೟൉஽൯

೟

|஼೟൉஽|
ൌ

ቀିଵଶ ି଺
ିଶ ଶ଺

ቁ

ିଷଶସ
⇒ 

ሺ𝑪𝒕 ൉ 𝑫ሻି𝟏 ൌ 𝟏

𝟏𝟔𝟐
൉ ቀ𝟔 𝟑

𝟏 െ𝟏𝟑
ቁ. 
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Problema 6: 

Sabiendo  que  |𝐴| ൌ 1,  donde  𝐴 ൌ ቆ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 1 1

ቇ,  calcular  el  determinante  de  la  matriz  𝐵 ൌ

൥
𝑥 𝑦 𝑧

𝑥 ൅ 1 𝑦 ൅ 1 𝑧 ൅ 1
2ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑏ሻ 2ሺ𝑧 ൅ 𝑐ሻ

൩. Calcular |4 ൉ 𝐵ିଵ ൉ 𝐴௧|ଶ. 

Solución:  

  |𝐵| ൌ อ
𝑥 𝑦 𝑧

𝑥 ൅ 1 𝑦 ൅ 1 𝑧 ൅ 1
2ሺ𝑥 ൅ 𝑎ሻ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑏ሻ 2ሺ𝑧 ൅ 𝑐ሻ

อ ൌ 2 ൉ อ
𝑥 𝑦 𝑧

𝑥 ൅ 1 𝑦 ൅ 1 𝑧 ൅ 1
𝑥 ൅ 𝑎 𝑦 ൅ 𝑏 𝑧 ൅ 𝑐

อ ൌ 

ൌ 2 ൉ อ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑥 𝑦 𝑧
𝑥 𝑦 𝑧

อ ൅ 2 ൉ ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
1 1 1
𝑎 𝑏 𝑐

ቤ ൌ 2 ൉ 0 െ 2 ൉ ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 1 1

ቤ ൌ െ2 ൉ |𝐴| ൌ െ2 ൉ 1 ⇒  

⇒  |𝑩| ൌ െ𝟐. 

En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes: 

1ª.‐  Si  todos  los  elementos  de  una  línea  de  un  determinante  se  descomponen  en  dos  sumandos,  su 

determinante  es  igual  a  la  suma  de  dos  determinantes  que  tienen  en  dicha  línea  el  primero  y  el 

segundo  sumando,  respectivamente,  siendo  los  restantes  elementos  iguales  a  los  del  determinante 

inicial. 

2ª.‐ Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero. 

3ª.‐ Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 

4ª.‐ Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen por un número su 

valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 

  Para determinar |4 ൉ 𝐵ିଵ ൉ 𝐴௧| se tiene en cuenta que |𝐵ିଵ| ൌ ଵ

|஻|
 y que el determinante de una 

matriz es igual que el determinante de su traspuesta: |𝐴௧| ൌ |𝐴|, con lo que la expresión |4 ൉ 𝐵ିଵ ൉ 𝐴௧| 

quedaría  de  la  forma  ቚସ൉஺

஻
ቚ.  Teniendo en  cuenta que  el  producto de una matriz  por un número  es  el 

producto del número por todos y cada uno de los elementos de la matriz y que, si se multiplica un línea 

de  una matriz  por  un  número  el  valor  de  su  determinante  queda multiplicado  por  dicho  número  y, 

también, que la matriz A tiene de dimensión 3 ൈ 3, resulta que |4 ൉ 𝐴| ൌ 4ଷ ൉ |𝐴|. 

  De lo anterior se deduce que: 

|4 ൉ 𝐵ିଵ ൉ 𝐴௧|ଶ ൌ ቀቚସ൉஺

஻
ቚቁ

ଶ
ൌ ቀସయ൉|஺|

|஻|
ቁ

ଶ
ൌ ቀ଺ସ൉ଵ

ିଶ
ቁ

ଶ
ൌ ሺെ32ሻଶ.  

 

ห𝟒 ൉ 𝑩ି𝟏 ൉ 𝑨𝒕ห
𝟐

ൌ 𝟏. 𝟎𝟐𝟒. 
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Problema 7: 

Hallar la ecuación de una recta 𝑠, tal que: 

1ሻ Pasa por el punto 𝑃ሺ0, 1, 1ሻ. 

2ሻ Está contenida en el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 െ 4 ൌ 0. 

3ሻ Es perpendicular a la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൌ 𝑧 ൅ 3   
𝑦 ൌ െ𝑧 ൅ 4. 

Solución:  

  La expresión de 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൌ 𝑧 ൅ 3   
𝑦 ൌ െ𝑧 ൅ 4  dada por unas ecuaciones paramétricas es  la  siguiente: 𝑟 ≡

൜
𝑥 ൌ 𝑧 ൅ 3   
𝑦 ൌ െ𝑧 ൅ 4 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝

𝑥 ൌ 3 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 4 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆        

. 

  Un  vector  director  de  la  recta  𝑟  es  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 1ሻ  y  un  vector  normal  del  plano  𝜋  es  𝑛ሬ⃗ ൌ
ሺ1, 1, 3ሻ. 

  El  vector  director  de  la  recta  𝑠  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector 
perpendicular a los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 1ሻ y 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 3ሻ, que es su producto vectorial: 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑛ሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 1
1 1 3

อ ൌ െ3𝑖 ൅ 𝑗 ൅ 𝑘 ൅ 𝑘 െ 𝑖 െ 3𝑗 ൌ െ4𝑖 െ 2𝑗 ൅ 2𝑘 ൌ 

  ൌ ሺെ4, െ2, 2ሻ ⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ1ሻ. 

  Teniendo en cuanta que 𝑃 ∈ 𝜋 por satisfacer su ecuación, como se comprueba a continuación: 

 
𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 െ 4 ൌ 0
                            𝑃ሺ0, 1, 1ሻൠ ⇒ 0 ൅ 1 ൅ 3 െ 4 ൌ 0 ⇒ 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑃 ∈ 𝜋. 

  Teniendo  en  cuanta  lo  anterior,  la  expresión  de  𝑠  dada,  por  ejemplo,  por  unas  ecuaciones 
paramétricas es la siguiente: 

 

𝒔 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟐𝝁     
𝒚 ൌ 𝟏 ൅ 𝝁
𝒛 ൌ 𝟏 െ 𝝁

. 
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Problema 8: 

Hallar  las ecuaciones de la recta 𝑠 que pasa por el punto 𝑃ሺ2, െ1, 1ሻ y corta perpendicularmente a  la 

recta 𝑟 ≡ ௫ିଶ

ଶ
ൌ ௬ିଵ

ଶ
ൌ 𝑧. 

Solución:  

  Un vector director de 𝑟 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 2, 1ሻ. 

  El haz de planos, 𝛽, perpendiculares a la recta 𝑟 tiene la siguiente expresión general: 𝛽 ≡ 2𝑥 ൅
2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋 que contiene al punto 𝑃ሺ2, െ1, 1ሻ es el que satisface 
su ecuación: 

 
𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                            𝑃ሺ2, െ1, 1ሻൠ ⇒ 2 ൉ 2 ൅ 2 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 1 ൅ 𝐷 ൌ 0; 

4 െ 2 ൅ 1 ൅ 𝐷 ൌ 0;   3 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝐷 ൌ െ3 ⇒ 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0. 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 1 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

. 

  El punto 𝑄 de intersección de la recta y el plano 𝜋 es la solución del sistema que forman: 

 

𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0

                 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 1 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

ൢ ⇒ 2 ൉ ሺ2 ൅ 2𝜆ሻ ൅ 2ሺ1 ൅ 2𝜆ሻ ൅ 𝜆 െ 3 ൌ 0; 

4 ൅ 4𝜆 ൅ 2 ൅ 4𝜆 ൅ 𝜆 െ 3 ൌ 0;   9𝜆 ൅ 3 ൌ 0;    

3𝜆 ൅ 1 ൌ 0;   𝜆 ൌ െ ଵ

ଷ
. 

  𝑄 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ 2 െ ଶ

ଷ
ൌ ସ

ଷ

𝑦 ൌ 1 െ ଶ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ

𝑧 ൌ െ ଵ

ଷ
           ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑄 ቀସ

ଷ
, ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ. 

  Los puntos 𝑄 ቀସ

ଷ
, ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ y 𝑃ሺ2, െ1, 1ሻ determinan el vector: 

  𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺ2, െ1, 1ሻ െ ቀସ

ଷ
, ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁቃ ൌ ቀଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, ସ

ଷ
ቁ. 

  Un vector de  la  recta pedida, 𝑠, es cualquiera que sea  linealmente 

dependiente del vector 𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, ସ

ଷ
ቁ, por ejemplo: 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, 2ሻ. 

  La expresión de 𝑠 dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝒔 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟐 ൅ 𝝁     
𝒚 ൌ െ𝟏 െ 𝟐𝝁
𝒛 ൌ 𝟏 ൅ 𝟐𝝁   

. 

 

   

𝑄𝑟 

𝜋 

𝑃ሺ2, െ1, 1ሻ

𝑠 
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Problema 9: 

La duración de un cierto modelo de máquina de aire acondicionado sigue una distribución normal, con 
media 20 años y desviación típica 5 años. El fabricante garantiza el buen funcionamiento de la máquina 
por un periodo de 25 años. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de máquinas se espera que no cumplan la garantía? 

𝑏ሻ ¿Qué proporción de máquinas tienen una duración comprendida entre 15 y 21 años?  

Solución:  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 20;   𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ20, 5ሻ.      Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ଴

ହ
. 

 

𝑎ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 25ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶହିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 0.8413 ൌ  

ൌ 84.13 %. 

 

Se espera que no cumplan la garantía un 𝟖𝟒. 𝟏𝟑 %. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ15 ൑ 𝑋 ൑ 21ሻ ൌ 𝑃 ቀଵହିଶ଴

ହ
൑ 𝑍 ൑ ଶଵିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିହ

ହ
൑ 𝑍 ൑ ଵ

ହ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ1 ൑ 𝑍 ൑ 0.2ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0.2ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0.2ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ  

ൌ 0.5792 െ 1 ൅ 0.8413 ൌ 1.4205 െ 1 ൌ 0.4205. 

 

La proporción de máquinas que tienen una duración comprendida entre 15 y 21 años es de 𝟎. 𝟒𝟐𝟎𝟓. 
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Problema 10: 

Una bolsa M contiene 4 bolas negras y 2 blancas. Otra bolsa N contiene 2 bolas negras y 6 blancas. Se 
elige una de las bolsas al azar y se extrae una bola. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que la bola sea blanca. 

𝑏ሻ Sabiendo que la bola es blanca, calcular la probabilidad de que sea de la bolsa M. 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀 ∩ 𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑀ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵/𝑀ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵/𝑁ሻ ൌ  

ൌ ଵ

ଶ
൉ ଶ

଺
൅ ଵ

ଶ
൉ ଺

଼
ൌ ଵ

଺
൅ ଷ

଼
ൌ ସାଽ

ଶସ
ൌ ଵଷ

ଶସ
ൌ 0.5417. 

 

La probabilidad de que la bola sea blanca es 
𝟏𝟑

𝟐𝟒
ൌ 𝟎. 𝟓𝟒𝟏𝟕 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑀/𝐵ሻ ൌ ௉ሺெሻ൉௉ሺ஻/ெሻ

௉ሺெሻ൉௉ሺ஻/ெሻା௉ሺேሻ൉௉ሺ஻/ேሻ
ൌ

భ
మ

 ൉ మ
ల

భ
మ

 ൉ మ
ల

ାభ
మ

 ൉ ల
ఴ

ൌ
భ
ల

భ
ల

ାయ
ఴ

ൌ
భ
ల

రశవ
మర

ൌ ଶସ

଺൉ଵଷ
ൌ 

ൌ ସ

ଵଷ
ൌ 0.3077. 

 

Sabiendo que la bola es blanca, la probabilidad de que sea de la bolsa M es de 
𝟒

𝟏𝟑
ൌ 𝟎. 𝟑𝟎𝟕𝟕. 

 

   

ሻሻ ሻ

ሻ ሻ

ሻ

ሻ

ሻ

𝐵𝑜𝑙𝑠𝑎 𝑀

𝐵𝑜𝑙𝑠𝑎 𝑁

→ 𝑝 ൌ
1
2

൉
2
6

ൌ
1
6
 

1
2
 

1
2
 

ሻ

ሻ → 𝑝 ൌ
1
2

൉
4
6

ൌ
1
3
 

→ 𝑝 ൌ
1
2

൉
6
8

ൌ
3
8
 

→ 𝑝 ൌ
1
2

൉
2
8

ൌ
1
8
 

2
8

6
8

4
6

2
6
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RESPUESTAS 

Problema 1: 

Sea  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଶି௘షೣ.  Determinar  el  dominio,  extremos  relativos  y  las  asíntotas  verticales, 

horizontales y oblicuas cuando existan. 

Solución:  

  El  dominio de una  función  racional  es  el  conjunto de  los  números  reales,  excepto  los  valores 
reales de 𝑥 que anulan el denominador. 

  2 െ 𝑒ି௫ ൌ 0;   2 ൌ 𝑒ି௫ ൌ ଵ

௘ೣ ;  𝑒௫ ൌ ଵ

ଶ
⇒ 𝑥 ൌ 𝐿 ଵ

ଶ
ൌ 𝐿1 െ 𝐿2 ൌ െ𝐿2. 

𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼെ𝐿2ሽ. 

 

Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su derivada en ese punto.  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଶି௘షೣ ൌ ௫మ

ଶି భ
೐ೣ

ൌ ௫మ

మ೐ೣషభ
೐ೣ

ൌ ௫మ൉௘ೣ

ଶ௘ೣିଵ
. 

        𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
൫ଶ௫൉௘ೣା௫మ൉௘ೣ൯ሺଶ௘ೣିଵሻି൫௫మ൉௘ೣ൯൉ଶ௘ೣ

ሺଶ௘ೣିଵሻమ ൌ
௘ೣ൉ൣ൫௫మାଶ௫൯ሺଶ௘ೣିଵሻିଶ௫మ൉௘ೣ൧

ሺଶ௘ೣିଵሻమ ൌ  

ൌ
௘ೣ൉൫ଶ௫మ൉௘ೣି௫మାସ௫൉௘ೣିଶ௫ିଶ௫మ൉௘ೣ൯

ሺଶ௘ೣିଵሻమ ൌ
௘ೣ൉൫ି௫మାସ௫൉௘ೣିଶ௫൯

ሺଶ௘ೣିଵሻమ ൌ ି௫൉௘ೣ൉ሺ௫ିସ൉௘ೣାଶሻ

ሺଶ௘ೣିଵሻమ .  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ି௫൉௘ೣ൉ሺ௫ିସ൉௘ೣାଶሻ

ሺଶ௘ೣିଵሻమ ൌ 0;  െ𝑥 ൉ 𝑒௫ ൉ ሺ𝑥 െ 4 ൉ 𝑒௫ ൅ 2ሻ ൌ 0;  𝑥ଵ ൌ 0;  

𝑥 െ 4 ൉ 𝑒௫ ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൅ 2 ൌ 4 ൉ 𝑒௫.  Las  soluciones  de  esta  ecuación  son  los  puntos  de  corte  de  las 
funciones  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 2  y  ℎሺ𝑥ሻ ൌ 4 ൉ 𝑒௫.  Se  hace  un  esquema,  aproximado,  de  las  gráficas  de  las 
funciones. 

  La función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 2 es una recta que pasa por los puntos 𝐴ሺെ2, 0ሻ 𝑦 𝐵ሺ0, 2ሻ. 

  La  función  ℎሺ𝑥ሻ ൌ 4 ൉ 𝑒௫  es  una  función  exponencial, 
creciente,  que  corta  el  eje  de  ordenadas  en  el  punto 𝐶ሺ0, 4ሻ; 
tiene  como  asíntota  horizontal  al  eje  de  abscisas  en  su  parte 
negativa y contiene los puntos siguientes: 

ℎሺെ1ሻ ൌ 4 ൉ 𝑒ିଵ ൌ ସ

௘
≅ 1.47 ⇒ 𝐶ሺെ1, 1.47ሻ. 

ℎሺെ2ሻ ൌ 4 ൉ 𝑒ିଶ ൌ ସ

௘మ ≅ 0.54 ⇒ 𝐷ሺെ2, 0.54ሻ. 

  Como  se  puede  observar  en  la  figura  adjunta,  las 
funciones  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 2  y  ℎሺ𝑥ሻ ൌ 4 ൉ 𝑒௫  no  tienen  puntos  en 
común, lo que supone que ሺ𝑥 െ 4 ൉ 𝑒௫ ൅ 2ሻ ൏ 0, para cualquier 
valor  real  de 𝑥,  y  como  consecuencia,  la  única  raíz  real  de  la 
derivada es 𝑥 ൌ 0. 

  Para: 
𝑥 ൏ 0 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0
𝑥 ൐ 0 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0

ൠ ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑢𝑛 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 

𝑌 

𝑂 𝑋
𝐴

െ2

𝐶 
2

𝐵

𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

4

2െ4 െ2 

𝐷 
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 𝑓ሺ0ሻ ൌ ௫మ

ଶି௘షೣ ൌ 0 ⇒ 

𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜: 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

 

Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିஶ

௫మ

ଶି௘షೣ ൌ
ሺିஶሻమ

ଶି௘షሺషಮሻ ൌ ஶ

ଶି௘ಮ ൌ ஶ

ଶିஶ
ൌ െ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ିஶ

ଶ௫

௘షೣ ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→ିஶ

ଶ

ି௘షೣ ൌ 0. 

          𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

௫మ

ଶି௘షೣ ൌ ஶమ

ଶି௘షಮ ൌ ஶ

ଶି଴
ൌ ஶ

ଶ
ൌ ∞. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 ሺ𝑒𝑗𝑒 𝑋ሻ 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑛 𝑠𝑢 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑒 𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑎. 

 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑥 ൌ െ𝐿2 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙. 

No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales. 

 

********** 

   



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de La Rioja    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)298 

Problema 2: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ cos 𝑥. Halla el área de la superficie encerrada por la recta tangente a la gráfica de 
𝑓 en el punto 𝑥 ൌ െ గ

ସ
, la gráfica de 𝑓 y las rectas 𝑥 ൌ െ గ

ସ
 y 𝑥 ൌ గ

ଶ
. 

Solución:  

  Para 𝑥 ൌ െ గ

ସ
 es 𝑓൫ିഏ

ర
൯ ൌ cos ቀെ గ

ସ
ቁ ൌ √ଶ

ଶ
 ⇒ Punto de tangencia: 𝑃 ቀെ గ

ସ
, √ଶ

ଶ
ቁ. 

  La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor de la derivada 
en ese punto.  

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ⇒ 𝑚 ൌ 𝑓ᇱ ቀെ గ

ସ
ቁ ൌ െ𝑠𝑒𝑛 ቀെ గ

ସ
ቁ ⇒ 𝑚 ൌ √ଶ

ଶ
. 

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ
𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃ሺ0, 1ሻ con 𝑚 ൌ െ4 es: 

  𝑦 െ √ଶ

ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
ቀ𝑥 ൅ గ

ସ
ቁ ൌ √ଶ

ଶ
𝑥 ൅ గ√ଶ

଼
;   8𝑦 െ 4√2 ൌ 4√2𝑥 ൅ 𝜋√2; 

8𝑦 ൌ 4√2𝑥 ൅ 𝜋√2 ൅ 4√2  ⇒ 𝑡 ≡ 𝑦 ൌ √ଶ

଼
൉ ሺ4𝑥 ൅ 𝜋 ൅ 4ሻ. 

  Para la representación de la recta tenemos en cuenta el punto de tangencia y haciendo 𝑥 ൌ 0 ⇒

𝑦 ൌ √ଶ

଼
൉ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ≅ 1.26 ⇒ 𝑄ሺ0, 1.26ሻ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  La representación gráfica de la situación, aproximada, se expresa en la figura adjunta. 

  En la figura se observa que en el intervalo de la superficie a calcular, ቀെ గ

ସ
, గ

ଶ
ቁ, las ordenadas de 

la recta tangente son mayores que las correspondientes ordenadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ cos 𝑥, por lo 
cual la superficie pedida es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ 𝑡ሺ𝑥ሻ
ഏ
మ

ିഏ
ర

൉ 𝑑𝑥 െ ׬ cos 𝑥
ഏ
మ

ିഏ
ర

൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬
√ଶ

଼
൉ ሺ4𝑥 ൅ 𝜋 ൅ 4ሻ

ഏ
మ

ିഏ
ర

൉ 𝑑𝑥 െ ሾ𝑠𝑒𝑛 𝑥ሿ
ିഏ

ర

ഏ
మ ൌ   

ൌ √ଶ

଼
൉ ቂସ௫మ

ଶ
൅ 𝜋 ൉ 𝑥 ൅ 4𝑥ቃ

ିഏ
ర

ഏ
మ

െ ቂ𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
െ 𝑠𝑒𝑛 ቀെ గ

ସ
ቁቃ ൌ  

𝑥 ൌ
𝜋
2 

𝑂 𝑋 

𝑆

െ1

𝑥 ൌ െ
𝜋
4 

𝑡

𝐴

𝑌

𝐵

െ1

െ2 

െ𝜋
െ4

2

4𝜋21

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ cos 𝑥 
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ൌ √ଶ

଼
൉ ሾ𝑥 ൉ ሺ2𝑥 ൅ 𝜋 ൅ 4ሻሿ

ିഏ
ర

ഏ
మ െ 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
൅ 𝑠𝑒𝑛 ቀെ గ

ସ
ቁ ൌ  

ൌ √ଶ

଼
൉ ቂగ

ଶ
൉ ቀ2 ൉ గ

ଶ
൅ 𝜋 ൅ 4ቁቃ െ √ଶ

଼
൉ ቂെ గ

ସ
൉ ቀ2 ൉ ିగ

ସ
൅ 𝜋 ൅ 4ቁቃ െ 1 െ √ଶ

ଶ
ൌ  

ൌ గ√ଶ

ଵ଺
൉ ሺ2𝜋 ൅ 4ሻ ൅ గ√ଶ

ଷଶ
൉ ቀగ

ଶ
൅ 4ቁ െ 1 െ √ଶ

ଶ
ൌ గ√ଶ

଼
൉ ሺ𝜋 ൅ 2ሻ ൅ గ√ଶ

ଷଶ
൉ ଼ାగ

ଶ
െ 1 െ √ଶ

ଶ
ൌ  

ൌ గ√ଶ

ଷଶ
൉ ቀ4𝜋 ൅ 8 ൅ ଼ାగ

ଶ
ቁ െ 1 െ √ଶ

ଶ
ൌ గ√ଶ

ଷଶ
൉ ଼గାଵ଺ା଼ାగ

ଶ
െ 1 െ √ଶ

ଶ
ൌ   

ൌ
𝜋√2
64

൉ ሺ9𝜋 ൅ 24ሻ െ 1 െ
√2
2

≅ 3.629 െ 1.707 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟏. 𝟗𝟐𝟐 𝒖𝟐   

 

********** 
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Problema 3: 

Calcular los siguientes límites: 𝑎ሻ   lim
௫→଴శ

ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

.    𝑏ሻ   lim
௫→ஶ

ቀସ௫ିଵ

ସ௫
ቁ

௫
. 

Solución:  

𝑎ሻ   

lim
௫→଴శ

ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

ൌ ቀଵ

଴
ቁ

଴
ൌ ∞଴ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ 𝐴 ൌ lim

௫→଴శ
ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

⇒   

⇒ 𝐿𝐴 ൌ 𝐿 ൤ lim
௫→଴శ

ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

൨ ⇒ lim
௫→଴శ

൤L ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

൨ ൌ lim
௫→଴శ

ሾሺ𝐿1 െ 𝐿𝑥ଶሻ௧௔௚ ௫ሿ ൌ  

ൌ lim
௫→଴శ

ሾሺെ2 ൉ 𝐿𝑥ሻ௧௔௚ ௫ሿ ൌ lim
௫→଴శ

ሺെ2 ൉ 𝑡𝑎𝑔 𝑥 ൉ 𝐿𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴శ

ቀെ2 ൉ ௦௘௡ ௫

ୡ୭ୱ ௫
൉ 𝐿𝑥ቁ ൌ  

ൌ lim
௫→଴శ

ቂ ିଶ

ୡ୭ୱ ௫
൉ ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝐿𝑥ሻቃ ൌ lim

௫→଴శ

ିଶ

ୡ୭ୱ ௫
൉ lim

௫→଴శ
ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝐿𝑥ሻ ൌ  

ൌ ିଶ

ଵ
൉ lim

௫→଴శ
ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝐿𝑥ሻ ൌ െ2 ൉ lim

௫→଴శ

௅௫
భ

ೞ೐೙ ೣ

ൌ െ2 ൉ ିஶ
భ
బ

ൌ െ2 ൉ ିஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ െ2 ൉ lim
௫→଴శ

భ
ೣ

ష ౙ౥౩ ೣ
ೞ೐೙మೣ

ൌ 2 ൉ lim
௫→଴శ

ଵ

௖௢௫ ௫
൉ lim

௫→଴శ

௦௘௡మ௫

௫
ൌ 2 ൉ ଵ

ଵ
൉ ௦௘௡మ଴

଴
ൌ  

ൌ 2 ൉ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ 2 ൉ lim

௫→଴శ

ଶ൉௦௘௡ ௫൉ୡ୭ୱ ௫

ଵ
ൌ 2 ൉ lim

௫→଴శ
ሺ𝑠𝑒𝑛 2𝑥ሻ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 2 ൉ 0 ൌ 0 ⇒ 𝐿𝐴 ൌ 0 ⇒ 𝐴 ൌ lim
௫→଴శ

ቀ ଵ

௫మቁ
௧௔௚ ௫

ൌ 1. 

lim
௫→଴శ

൬
1

𝑥ଶ൰
௧௔௚ ௫

ൌ 1 

 

𝑏ሻ   

lim
௫→ஶ

ቀସ௫ିଵ

ସ௫
ቁ

௫
ൌ lim

௫→ஶ
ቀ1 ൅ ିଵ

ସ௫
ቁ

௫
ൌ ቀ1 ൅ ିଵ

ஶ
ቁ

ஶ
ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. 𝑛º 𝑒 ⇒  

⇒ lim
௫→ஶ

ቀ1 ൅ ଵ

ିସ௫
ቁ

௫
⇒ lim

௫→ାஶ
ቀ1 ൅ ଵ

ିସ௫
ቁ

௫൉ሺିସ௫ሻ൉ భ
షరೣ ൌ  

ൌ lim
௫→ାஶ

൤ቀ1 ൅ ଵ

ିସ௫
ቁ

ିସ௫
൨

ೣ
షరೣ

ൌ lim
௫→ାஶ

൤ቀ1 ൅ ଵ

ିସ௫
ቁ

ିସ௫
൨

ିభ
ర

ൌ 𝑒ିభ
ర ൌ ଵ

√௘ర . 

  lim
௫→ஶ

ቀସ௫ିଵ

ସ௫
ቁ

௫
ൌ

√௘యర

௘
. 

 

********** 
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Problema 4: 

Discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales: 

       𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑎ଶ𝑧 ൌ 1
       2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

ቑ, según el valor del parámetro 

real 𝑎. 

Solución:  

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 1 1
2 𝑎 𝑎ଶ

2 1 1
൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭

𝑎 1 1
2 𝑎 𝑎ଶ

2 1 1
    

2
1
2

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑎 1 1
2 𝑎 𝑎ଶ

2 1 1
อ ൌ 𝑎ଶ ൅ 2 ൅ 2𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 𝑎ଷ െ 2 ൌ െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0;  

ൌ െ𝑎ሺ𝑎ଶ െ 3𝑎 ൅ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 0;  𝑎ଶ െ 3𝑎 ൅ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ 𝑎ଶ ൌ 1, 𝑎ଷ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝
𝑎 ് 0
𝑎 ് 1
𝑎 ് 2

ൡ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 1
2 0 0
2 1 1

    
2
1
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
0 1 2
2 0 1
2 1 2

อ ൌ 4 ൅ 2 െ 4 ൌ 2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 1
2 1 1

    
2
1
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒   

⇒ อ
1 1 2
2 1 1
2 1 2

อ ൌ 2 ൅ 4 ൅ 2 െ 4 െ 1 െ 4 ൌ െ1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝑎 ൌ 0
𝑎 ൌ 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 1 1
2 2 4
2 1 1

    
2
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.   

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 
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  Se resuelve en primer lugar para 𝑎 ് 0, 𝑎 ് 1 𝑦 𝑎 ് 2: 

  Resolviendo por la regla de Cramer: 

𝑥 ൌ
อ
ଶ ଵ ଵ
ଵ ௔ ௔మ

ଶ ଵ ଵ
อ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ଶ௔ାଵାଶ௔మିଶ௔ିଶ௔మିଵ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ଴

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ 0. 

𝑦 ൌ
อ
௔ ଶ ଵ
ଶ ଵ ௔మ

ଶ ଶ ଵ
อ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ௔ାସାସ௔మିଶିଶ௔యିସ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ିଶ௔యାସ௔మା௔ିଶ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ

ିሺ௔ିଶሻ൫ଶ௔మିଵ൯

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ 

ଶ௔మିଵ

௔ሺ௔ିଵሻ
. 

𝑧 ൌ
อ
௔ ଵ ଶ
ଶ ௔ ଵ
ଶ ଵ ଶ

อ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ଶ௔మାସାଶିସ௔ି௔ିସ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ଶ௔మିହ௔ାଶ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ

ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ିଵሻ

ି௔ሺ௔ିଵሻሺ௔ିଶሻ
ൌ ିଶ௔ାଵ

௔ሺ௔ିଵሻ
.  

 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ 0;   𝑦 ൌ ଶ௔మିଵ

௔ሺ௔ିଵሻ
;   𝑧 ൌ ିଶ௔ାଵ

௔ሺ௔ିଵሻ
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼ0, 1, 2ሽ. 

 

  Resolvemos  ahora  para  𝑎 ൌ 2;  el  sistema  resulta  ൝
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2     
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2     

,  que  es  compatible 

indeterminado y equivalente a 
    2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1ൠ. Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆: 

2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆ൠ  

െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝜆
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆 ൠ ⇒ 𝑦 ൌ െ1 െ 3𝜆. 

  2𝑥 െ 1 െ 3𝜆 ൌ 2 െ 𝜆;   2𝑥 ൌ 3 ൅ 2𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ ଷ

ଶ
൅ 𝜆. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ଷ

ଶ
൅ 𝜆;   𝑦 ൌ െ1 െ 3𝜆;   𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

 

********** 
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Problema 5: 

Hallar las matrices 𝐴 െ 𝐵, 𝐴 𝑦 𝐵, sabiendo que las matrices 𝐴 𝑦 𝐵, satisfaces las siguientes identidades: 

𝐴 ൅ 𝐵 ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ , 𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶ ൌ ൭
െ2 0 െ2
െ2 െ1 0
0 0 0

൱. 

Solución:  

𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶ ൌ 𝐴 ൉ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻ ൅ 𝐵 ൉ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻ ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻሺ𝐴 െ 𝐵ሻ. 

Multiplicando por la izquierda los dos términos por ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ: 

ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ൉ ሺ𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶሻ ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ൉ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ൉ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻ;  

ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ൉ ሺ𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶሻ ൌ 𝐼 ൉ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻ ⇒  

ሺ𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶሻ ൉ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻିଵ ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ ൉ 𝐼 ⇒  

⇒ 𝐴 െ 𝐵 ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ൉ ሺ𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶሻ. 

Se obtiene la inversa de ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻ por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴 ൅ 𝐵|𝐼ሻ ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ൜
𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷ
𝐹ଶ െ 𝐹ଶ

ൠ ⇒ ൭
1 0 1
0 1 0
0 0 െ1

อ
0 0 1
0 െ1 0
1 0 0

൱ ⇒ ሼ𝐹ଷ → െ𝐹ଷሽ ⇒

൭
1 0 1
0 1 0
0 0 1

อ
0 0 1
0 െ1 0

െ1 0 0
൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭

1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
1 0 1
0 െ1 0

െ1 0 0
൱ ⇒ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵ ൌ ൭

1 0 1
0 െ1 0

െ1 0 0
൱.  

𝐴 െ 𝐵 ൌ ሺ𝐴 ൅ 𝐵ሻିଵሺ𝐴ଶ െ 𝐴𝐵 ൅ 𝐵𝐴 െ 𝐵ଶሻ ൌ ൭
1 0 1
0 െ1 0

െ1 0 0
൱ ൉ ൭

െ2 0 െ2
െ2 െ1 0
0 0 0

൱ ⇒  

⇒ 𝐴 െ 𝐵 ൌ ൭
െ2 0 െ2
2 1 0
2 0 2

൱. 

  𝐴 ൅ 𝐵 ൅ ሺ𝐴 െ 𝐵ሻ ൌ 2𝐴 ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ ൅ ൭
െ2 0 െ2
2 1 0
2 0 2

൱ ⇒ 

⇒ 𝐴 ൌ ଵ

ଶ
൉ ൭

െ2 0 െ3
2 0 0
3 0 3

൱. 

𝐴 ൅ 𝐵 ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ ⇒ 𝐵 ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ െ 𝐴 ൌ  

ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ െ
1
2

൉ ൭
െ2 0 െ3
2 0 0
3 0 3

൱ ൌ ൭
0 0 െ1
0 െ1 0
1 0 1

൱ െ

⎝

⎜
⎛

െ1 0 െ
3
2

1 0 0
3
2

0
3
2 ⎠

⎟
⎞

ൌ

⎝

⎜
⎛

1 0
1
2

െ1 െ1 0

െ
1
2

0 െ
1
2⎠

⎟
⎞

⇒ 

𝐵 ൌ ଵ

ଶ
൉ ൭

2 0 1
െ2 െ2 0
െ1 0 െ1

൱.   
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Problema 6: 

Dada  la  matriz  𝐴 ൌ ൭
0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱.  Calcular  𝐴ିଵ 𝑦 𝐴ଶ଴,  utilizando  necesariamente  la  siguiente 

identidad: 𝐴ଷ ൌ െ𝐼, donde 𝐼 es la matriz identidad. 

Solución:  

|𝐴| ൌ อ
0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
อ ൌ 12 ൅ 15 െ 16 െ 12 ൌ െ1.   𝐴௧ ൌ ൭

0 1 െ1
3 െ4 3
4 െ5 4

൱. 

       𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚെ4 3
െ5 4

ቚ െ ቚ3 3
4 4

ቚ ቚ3 െ4
4 െ5

ቚ

െ ቚ 1 െ1
െ5 4

ቚ ቚ0 െ1
4 4

ቚ െ ቚ0 1
4 െ5

ቚ

ቚ 1 െ1
െ4 3

ቚ െ ቚ0 െ1
3 3

ቚ ቚ0 1
3 െ4

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ ൭
െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱. 

𝐴ିଵ ൌ
𝐴𝑑𝑗.  𝑑𝑒 𝐴௧

|𝐴|
ൌ

൭
െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱

െ1
 ⇒ 

𝐴ିଵ ൌ ൭
1 0 െ1

െ1 െ4 െ4
1 3 3

൱. 

 

  𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൉ ൭

0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൌ ൭

െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱. 

  𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱ ൉ ൭

0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൌ ൭

െ1 0 0
0 െ1 0
0 0 െ1

൱ ⇒ 𝐴ଷ ൌ െ𝐼. 

 

  𝐴ଶ଴ ൌ 𝐴ଵ଼ାଶ ൌ 𝐴଺൉ଷ ൉ 𝐴ଶ ൌ ሺ𝐴ଷሻ଺ ൉ 𝐴ଶ ൌ ሺെ𝐼ሻ଺ ൉ 𝐴ଶ ൌ 𝐼଺ ൉ 𝐴ଶ ⇒ 

 

⇒ 𝐴ଶ଴ ൌ 𝐴ଶ ൌ ൭
െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱. 

 

********** 
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Problema 7: 

Hallar la ecuación de una recta 𝑠, tal que: 

1ሻ Pasa por el punto 𝑃ሺ1, 1, 1ሻ. 

2ሻ Es paralela al plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 3 ൌ 0. 

3ሻ Es perpendicular a la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 ൅ 𝜆   
𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑧 ൌ 1 െ 2𝜆

. 

Solución:  

 

  Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 3 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ2ሻ. 

 

  Un vector director de 𝑟 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻ. 

 

  El vector director de la recta 𝑠 pedida es perpendicular, simultáneamente, a los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗ , 
o sea: es linealmente dependiente del producto vectorial 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ሬ⃗ . 

 

         𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 െ2
1 1 െ2

อ ൌ 2𝑖 െ 2𝑗 ൅ 𝑘 ൅ 𝑘 ൅ 2𝑖 ൅ 2𝑗 ൌ 4𝑖 ൅ 2𝑘 ൌ ሺ4, 0, 2ሻ ⇒ 

 

⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 0, 1ሻ. 

𝒔 ≡
𝒙ି𝟏

𝟐
ൌ

𝒚ି𝟏

𝟎
ൌ

𝒛ି𝟏

𝟏
. 

 

********** 
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Problema 8: 

Calcular  el  valor  del  parámetro  real 𝑎  para  que  las  rectas  𝑟 ≡ ൜
4𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2   y  𝑠 ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 2𝑎
  se 

corten y calcular este punto. 

Solución:  

  Las rectas 𝑟 𝑦 𝑠 determinan el sistema 

     4𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
       𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0
   𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 2𝑎

ൢ.  

Para  que  las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠  se  corten  en  un  punto  es  condición  necesaria  que  el  sistema  que 
forman  sea  compatible  determinado,  que,  según  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius,  los  rangos  de  las 
matrices de coeficientes y ampliada tienen que tener el mismo rango, que ha de ser igual al número de 
incógnitas, que es tres, por lo cual, el determinante de la matriz ampliada tiene que ser cero: 

ቮ

4
1
1
1

    

0 1 𝑎
1 0 2
1
0

1
2

0
2𝑎

ቮ ൌ 0 ⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଶሽ ⇒ ቮ

4
1
0
1

    

0 1 𝑎
1 0 2
0
0

1
2

െ2
2𝑎

ቮ ൌ 0; 

อ
4 1 𝑎
0 1 െ2
1 2 2𝑎

อ ൌ 0;   8𝑎 െ 2 െ 𝑎 ൅ 16 ൌ 0;   7𝑎 ൌ െ14 ⇒ 

𝒂 ൌ െ𝟐. 

 

  Para determinar el punto de corta consideramos el sistema 
  4𝑥 ൅ 𝑧 ൌ െ2
       𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ ⇒ 

⇒
𝑧 ൌ െ2 െ 4𝑥
     𝑦 ൌ 2 െ 𝑥ൠ ⇒ 𝑥 ൅ ሺ2 െ 𝑥ሻ ൅ ሺെ2 െ 4𝑥ሻ ൌ 0;   𝑥 ൅ 2 െ 𝑥 െ 2 െ 4𝑥 ൌ 0;  

െ4𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 0;   𝑦 ൌ 2;   𝑧 ൌ െ2 ⇒  

𝑷ሺ𝟎, 𝟐, െ𝟐ሻ. 

 

********** 
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Problema 9: 

El tiempo que una persona tarda en llegar a su lugar de trabajo sigue una distribución normal de media 
20 minutos. Se ha comprobado que el 84.1 % de los días llega antes de 22 minutos. Si durante el año 
acude a su lugar de trabajo 290 días, ¿cuántos días puede estimar que tardará menos de 18 minutos en 
llegar? 

Solución:  

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 20;   𝑃ሺ𝑋 ൏ 22ሻ ൌ 0.8410. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ20, 𝜎ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ଴

ఙ
. 

  Se trata de determinar 𝜎 tal que: 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 22ሻ ൌ 0.8410 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶଶିଶ଴

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.8410. 

Mirando  de  forma  inversa  en  la  tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ  a  0.8410  le  corresponde,  aproximadamente,  el 

valor 1: 
ଶ

ఙ
ൌ 1 ⇒ 𝜎 ൌ 2. 

𝜎 ൌ 2 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 18ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଼ିଶ଴

ଶ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ െ ଶ

ଶ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 1 െ 0.8413 ൌ 0.1587. 

𝑛 ൌ 𝑃 ൉ 𝑁 ൌ 0.1587 ൉ 290 ൌ 46.023.  

𝑆𝑒 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑡𝑎𝑟𝑑𝑎𝑟á 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑑𝑒 18 𝑚𝑖𝑛𝑢𝑡𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝑙𝑙𝑒𝑔𝑎𝑟 𝑎𝑙 𝑡𝑟𝑎𝑏𝑎𝑗𝑜 46 𝑑í𝑎𝑠. 

 

********** 
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Problema 10: 

Sofía va al teatro, cine o de concierto con probabilidades 0.5; 0.2 y 0.3. El 60 % de las veces que va al 
cine se encuentra con amigos y se va de cena con los amigos. Lo mismo le ocurre el 10 % de las veces 
que va al teatro y el 90 % de las que va de concierto. 

𝑎ሻ ¿Qué probabilidad hay de que se vaya de cena con los amigos? 

𝑏ሻ Si vuelve a casa después del espectáculo, ¿qué probabilidad hay de que haya ido al cine? 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑇𝑒 ∩ 𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝑖 ∩ 𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝑜 ∩ 𝐴ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑇𝑒ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝑇𝑒ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝑖ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶𝑖ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝑜ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶𝑜ሻ ൌ  

ൌ 0.5 ൉ 0.1 ൅ 0.2 ൉ 0.6 ൅ 0.3 ൉ 0.9 ൌ 0.05 ൅ 0.12 ൅ 0.27 ൌ 0.44. 

𝑷ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟎. 𝟒𝟒 

 

𝑏ሻ  

𝑃 ൌ 𝑃൫𝐶𝑖/𝐴൯ ൌ
௉൫஼௜∩஺൯

௉൫஺൯
ൌ

௉ሺ஼௜ሻ൉௉൫஺/஼௜൯

ଵି௉ሺ஺ሻ
ൌ ଴.ଶ൉଴.ସ

ଵି଴.ସସ
ൌ ଴.଴଼

଴.ହ଺
ൌ 0.1429. 

𝑷൫𝑪𝒊/𝑨൯ ൌ 𝟎. 𝟏𝟒𝟐𝟗. 

 

********** 

 

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,1 ൌ 0,05 

0,1
0,9

0,4
0,6

0,9
0,1

0,5 

0,2 

0,3 
𝐶𝑜 

𝐶𝑖 

𝑇𝑒 

𝐴

𝐴

𝐴

𝐴

𝐴

𝐴

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉ 0,9 ൌ 0,45 

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,6 ൌ 0,12 

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,4 ൌ 0,08 

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,9 ൌ 0,27 

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,1 ൌ 0,03 


