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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema A.1: 

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1 560 euros, 
que corresponden a tres empresas, A, B y C. Sabiendo que el valor actual de la acción A es el triple que 
el de B y la mitad que el de C, que el número de acciones de C es la mitad que el de B y que el actual valor 
en bolsa de la acción B es 1 euro, encuentre el número de cada tipo de acciones que le corresponde a 
cada hermano. 

Solución  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/9iMcwbp14VI 

 

 

Llamamos 𝑥 al número de acciones A, 𝑦 al número de acciones B, y 𝑧 al número de acciones C.  

Con los datos del enunciado planteamos el sistema: 

        𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 540

3𝑥 + 𝑦 + 6𝑧 = 1 560
                           𝑦 = 2𝑧

}    →  

        𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 540

3𝑥 + 𝑦 + 6𝑧 = 1 560
                   𝑦 − 2𝑧 = 0

} 

 

Lo resolvemos usando la Regla de Cramer: 

 𝑥 =
|
540 1 1
1560 1 6
0 1 −2

|

|
1 1 1
3 1 6
0 1 −2

|

=
−1080+1560−3240+3.120

−2+3−6+6
=

4680−4320

1
= 360. 

 𝑦 = |
1 540 1
3 1560 6
0 0 −2

| = −3120 + 3240 = 120. 

 𝑧 = |
1 1 540
3 1 1560
0 1 0

| = 1620 − 1560 = 60. 

 

Lo que le corresponde a cada hermano: 

𝒙 =
𝟑𝟔𝟎

𝟑
= 𝟏𝟐𝟎;   𝒚 =

𝟏𝟐𝟎

𝟑
= 𝟒𝟎;   𝒛 =

𝟔𝟎

𝟑
= 𝟐𝟎. 
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Problema A.2: 

Calcula el área de la región limitada por las gráficas de las siguientes funciones:  

𝑓(𝑥) = 2 + 𝑥 − 𝑥2 𝑦 𝑔(𝑥) = 2𝑥2 − 4𝑥. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/LJsWgHYpRHQ  

 

 

Buscamos los puntos de intersección de ambas funciones: 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) → 2 + 𝑥 − 𝑥2 = 2𝑥2 − 4𝑥 → 3𝑥2 − 5𝑥 − 2 = 0 →  

 𝑥 =
5±√25+24

6
=

5±√49

6
=

5±7

6
→ 𝑥 = −

1

3
;   𝑥 = 2. 

𝑓(−1
3
) = 2 −

1

3
−
1

9
=

18−3−1

9
=

14

9
⇒ 𝐴(−

1

3
,
14

9
). 

𝑓(2) = 2 + 2 − 4 = 0 ⇒ 𝐵(2, 0). 

Las funciones se cortan en los puntos: 𝐴 (−
1

3
,
14

9
) y 𝐵(2, 0) 

Buscamos sus extremos: 

𝑓′(𝑥) = 1 − 2𝑥 = 0 → 𝑥 =
1

2
→ 𝑓(1

2
) =

9

4
→ 𝐶 (

1

2
,
9

4
). 

𝑔′(𝑥) = 4𝑥 − 4 = 4(𝑥 − 1) = 0 → 𝑥 = 1 → 𝐷(1,−2). 

El punto 𝐶 (
1

2
,
9

4
) es un máximo de 𝑓(𝑥) y el punto 𝐷(1,−2) es 

un mínimo de 𝑔(𝑥) 

Representamos las gráficas, con lo que: 

𝑆 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] · 𝑑𝑥
2

−
1
3

= ∫ [(2 + 𝑥 − 𝑥2) − (2𝑥2 − 4𝑥)] · 𝑑𝑥
2

−
1
3

= ∫ (−3𝑥2 + 5𝑥 + 2) · 𝑑𝑥
2

−
1
3

= [−
3𝑥3

3
+
5𝑥2

2
+ 2𝑥]

−
1
3

2

= [−𝑥3 +
5𝑥2

2
+ 2𝑥]

−
1
3

2

 

= (−23 +
5·22

2
+ 2 · 2) − [−(−

1

3
)
3

+
5·(−

1

3
)
2

2
+ 2 · (−

1

3
)] = −8 + 10 + 4 −

1

27
−

5

18
+
2

3
 

= 6 −
1

27
−

5

18
+
2

3
=

324−2−15+36

54
=

360−17

54
=

343

54
≅ 6.35 𝑢2. 

El área es: 𝑆 =
𝟑𝟒𝟑

𝟓𝟒
≅ 𝟔. 𝟑𝟓 𝒖𝟐. 
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Problema A.3: 

Sean la recta 𝑟 ≡ {
−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0         
2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0

 y el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 3 = 0. Se pide: 

𝑎) Calcular el ángulo que forman 𝑟 𝑦 𝜋. 
𝑏) Hallar el simétrico del punto de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 con respecto al plano  
𝛽 ≡ 𝑧 − 𝑦 = 0. 
𝑐) Determinar la proyección ortogonal de la recta 𝑟 sobre el plano 𝜋. 
Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/3ytiu1fmSqU 

 

 

𝑎) Vectores ortogonales a la recta 𝑟 son: (−1,−1, 1) y (2, 3, −1). Hallamos su producto vectorial para 
obtener el vector de dirección de la recta 𝑟. 

𝑣𝑟′⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
−1 −1 1
2 3 −1

| = 𝑖 + 2𝑗 − 3𝑘 + 2𝑘 − 3𝑖 − 𝑗 = −2𝑖 + 𝑗 − 𝑘 → 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (2, −1, 1). 

Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛⃗ = (2, 1, −1). 

𝑛⃗ · 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = |𝑛⃗ | · |𝑣𝑟⃗⃗  ⃗| · cos 𝛽. 

Podemos calcular el ángulo que forman dos vectores: 

cos 𝛽 =
𝑛⃗ ·𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ 

|𝑛⃗ |·|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ |
. 

Por ser los ángulos 𝛼 𝑦 𝛽 complementarios sabemos que: 𝑠𝑒𝑛 𝛼 =
𝑛⃗ ·𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ 

|𝑛⃗ |·|𝑣𝑟⃗⃗⃗⃗ |
. 

𝑠𝑒𝑛 𝛼 =
(2, 1, −1) · (2, −1, 1)

√22 + 12 + (−1)2 · √22 + (−1)2 + 12
=

4 − 1 − 1

√4 + 1 + 1 · √4 + 1 + 1
=

2

√6 · √6
=
2

6
=
1

3
= 0.3333 → 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 forman un ángulo 𝜶 = 𝒂𝒓𝒄 𝒔𝒆𝒏 𝟎. 𝟑𝟑𝟑𝟑 = 𝟏𝟗°  𝟐𝟖′ 𝟏𝟔′′. 

𝑏) Calculamos el punto 𝑃 de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋: 

𝑟 ≡ {
−𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0         
2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 + 1 = 0

   𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 3 = 0
} →

        𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0
2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = −1
  2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = −3

}. El punto de corte es 𝑃(−3, 1, −2). 

La recta 𝑠 que pasa por 𝑃(−3, 1, −2) y es perpendicular al plano 𝛽 ≡ 𝑦 − 𝑧 = 0 tiene como vector 
director al vector normal del plano: 𝑛𝛽⃗⃗ ⃗⃗ = (0, 1, −1).   

La expresión de 𝑠 dada por unas ecuaciones paramétricas es 𝑠 ≡ {
𝑥 = −3      
𝑦 = 1 + 𝜆  
𝑧 = −2 − 𝜆

. 

El punto 𝑀, intersección del plano 𝛽 con la recta 𝑠 es el siguiente: 

   𝛽 ≡ 𝑦 − 𝑧 = 0

𝑠 ≡ {
𝑥 = −3      
𝑦 = 1 + 𝜆  
𝑧 = −2 − 𝜆

} → 1 + 𝜆 − (−2 − 𝜆) = 0 → 1 + 𝜆 + 2 + 𝜆 = 0 →   2𝜆 = −3 → 𝜆 = −
3

2
→   

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
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→ {

𝑥 = −3                   

𝑦 = 1 −
3

2
= −

1

2
   

𝑧 = −2 +
3

2
= −

1

2

} → 𝑀(−3, −
1

2
, −

1

2
). 

Calculamos los vectores: 

𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [(−3,−
1

2
, −

1

2
) − (−3, 1, −2)] = (0,−

3

2
,
3

2
). 

𝑀𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = [(𝑥, 𝑦, 𝑧) − (−3,−
1

2
, −

1

2
) . ] = (𝑥 + 3, 𝑦 +

1

2
, 𝑧 +

1

2
). 

Para que 𝑃′ sea el simétrico de 𝑃′ se debe verificar que: 

𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑀𝑃′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ → (0,−
3

2
,
3

2
) = (𝑥 + 3, 𝑦 +

1

2
, 𝑧 +

1

2
) → {

𝑥 + 3 = 0 → 𝑥 = −3   

𝑦 +
1

2
= −

3

2
→ 𝑦 = −2

𝑧 +
1

2
=

3

2
→ 𝑧 = 1        

} → 𝑃′(−3,−2, 1). 

El simétrico del punto de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 con respecto al plano 𝛽 ≡ 𝑧 − 𝑦 = 0 es 
𝑷′(−𝟑,−𝟐, 𝟏) 

𝑐) Sabemos que: 𝑃(−3, 1, −2), punto de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋. Buscamos un punto de 
la recta 𝑟. 

𝑟 ≡
     −𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0
2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧 = −1

}  →  𝑧 = 𝜆 ⇒  
     𝑥 + 𝑦 = 𝜆           
2𝑥 + 3𝑦 = −1 + 𝜆

} → 𝑟 ≡ {
𝑥 = 1 + 2𝜆
𝑦 = −1 − 𝜆
𝑧 = 𝜆           

. 

Por ejemplo, para 𝜆 = 0: 𝑄(1, −1, 0). 

La recta 𝑞 que pasa por ese punto y tiene por vector director al normal del plano 𝜋, que es 𝑛⃗ = (2, 1, −1); 

es la siguiente: 𝑞 ≡ {
𝑥 = 1 + 2𝜇
𝑦 = −1 + 𝜇
𝑧 = −𝜇        

. 

El punto 𝑄′ es la intersección de 𝑞 y 𝜋: 

𝜋 ≡ 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = −3

        𝑞 ≡ {
𝑥 = 1+ 2𝜇           
𝑦 = −1 + 𝜇
𝑧 = −𝜇        

} → 2 · (1+ 2𝜇 ) − 1 + 𝜇 − (−𝜇) = −3 →  𝜇 = −
2

3
→

{
 
 

 
 𝑥 = −

1

3
                       

𝑦 = −1 −
2

3
= −

5

3

𝑧 =
2

3
                       }

 
 

 
 

→

𝑄′ (−
1

3
, −

5

3
,
2

3
 ). 

La recta 𝑟′ pedida, proyección ortogonal de 𝑟 sobre 𝜋 es la que pasa por los puntos 𝑃(−3, 1, −2) y 

𝑄′ (−
1

3
, −

5

3
,
2

3
 ).  

𝑟′ ≡
𝑥+3

−
1

3
+3
=

𝑦−1

−
5

3
−1
=

𝑧+2
2

3
+2
→  

𝑥+3
8

3

=
𝑦−1

−
8

3

=
𝑧+2
8

3

. 

La recta 𝑟′ pedida, proyección ortogonal de 𝑟 sobre 𝜋 es: 𝒙 + 𝟑 = 𝟏 − 𝒚 = 𝒛 + 𝟐 
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Problema A.4: 

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribución normal de media 
8.8 meses y una desviación típica de 3 meses. 
𝑎) ¿Qué porcentaje de individuos de esta espacie supera los 10 meses? ¿Qué porcentaje de individuos 
ha vivido entre 7 y 10 meses? 
𝑏) Si se toman al azar 4 especímenes, ¿cuál es la probabilidad de que el menos uno no supere los 10 
meses de vida? 
𝑐) ¿Qué valor de 𝑐 es tal que el intervalo (8.8 − 𝑐, 8.8 + 𝑐) incluye el tiempo de vida (medido en meses) 
del 98 % de los individuos de esta especie? 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/E08i7gHUeaw 

 

𝑎) Nos dicen que: 𝑋 → 𝑁(𝜇;  𝜎) = 𝑁(8.8;  3).  Tipificamos: 𝑍 =
𝑋−8.8

3
. 

𝑃(𝑋 > 10) = 𝑃 (𝑍 >
10−8.8

3
) = 𝑃 (𝑍 >

1.2

3
) = 𝑃(𝑍 > 0.4) = 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 0.4) = 1 − 0.6554 = 0.3446. 

El porcentaje de individuos de esta especie que supera los 10 meses es de 𝟑𝟒. 𝟒𝟔 % 

𝑃(7 ≤ 𝑋 ≤ 10) = 𝑃 (
7 − 8.8

3
≤ 𝑍 ≤

10 − 8.8

3
) = 𝑃 (

−1.8

3
≤ 𝑍 ≤

1.2

3
) = 𝑃(−0.6 ≤ 𝑍 ≤ 0.4)

= 𝑃(𝑍 < 0.4) − [1 − 𝑃(𝑍 < 0.6)] == 𝑃(𝑍 < 0.4) − 1 + 𝑃(𝑍 < 0.6)
= 0.6554 − 1 + 0.7257 = 1.3811 − 1 = 0.3811 

El porcentaje de individuos que ha vivido entre 7 y 10 meses es de 𝟑𝟖. 𝟏𝟏 % 

𝑏) La probabilidad de que un individuo no supere los 10 meses de vida es la siguiente: 

𝑃(𝑋 ≤ 10) = 1 − 𝑃(𝑋 > 10) = 1 − 0.3446 = 0.6554.  

Distribución binomial: 𝑃 = (
𝑛
𝑟
) · 𝑝𝑟 · 𝑞𝑛−𝑟, siendo 𝑛 = 4;   𝑝 = 0.6554;   𝑞 = 1 − 𝑝 = 0.3446;   𝑟 ≥ 1. 

𝑃(𝑟 ≥ 1) = 1 − 𝑃(𝑟 = 0) = 1 − (
4
0
) · 0.65540 · 0.34464−0 = 1 − 1 · 1 · 0.34464 = 1 − 0.0141 = 0.9859. 

Si se toman al azar 4 especímenes, la probabilidad de que el menos uno no supere los 10 meses de vida 
es de 𝟎. 𝟗𝟖𝟓𝟗 

𝑐) Tipificando la variable: 𝑍 =
𝑋−8.8

3
. 

𝑃(8.8 − 𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 8.8 + 𝑐) = 𝑃 (
8.8−𝑐−8.8

3
≤ 𝑍 ≤

8.8+𝑐−8.8

3
) = 0.98 →  

𝑃 (
−𝑐

3
≤ 𝑍 ≤

𝑐

3
) = 𝑃 (𝑍 <

𝑐

3
) − [1 − 𝑃 (𝑍 <

𝑐

3
)] = 𝑃 (𝑍 <

𝑐

3
) − 1 + 𝑃 (𝑍 <

𝑐

3
) = 

= 2 · 𝑃 (𝑍 <
𝑐

3
) − 1 = 0.98;   𝑃 (𝑍 <

𝑐

3
) =

1.98

2
= 0.9900. 

Buscamos ese valor en la tabla 𝑁(0, 1) → 2.33 →
𝑐

3
≅ 2.33 → 𝑐 ≅ 7. 

El valor de 𝑐 tal que el intervalo (8.8 − 𝑐, 8.8 + 𝑐) incluya el tiempo de vida (medido en meses) del 98 % 
de los individuos de esta especie es de 𝒄 ≅ 𝟕  
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del parámetro real 𝑎: 

𝑎𝑥 − 2𝑦 + (𝑎 − 1)𝑧 = 4
        −2𝑥 + 3𝑦 − 6𝑧 = 2
           −𝑎𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 = 6

}. 

𝑎) Discuta el sistema según los diferentes valores de 𝑎. 

𝑏) Resuelva el sistema para 𝑎 = 1. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/aGJuoPVALdI 

 

 

𝑎) Escribimos las matrices de coeficientes y ampliada: 

 𝑀 = (
𝑎 −2 𝑎 − 1
−2 3 −6
−𝑎 1 −6

) y 𝑀′ = (
𝑎 −2 𝑎 − 1
−2 3 −6
−𝑎 1 −6

    
4
2
6
). 

Calculamos los rangos: 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es: 

|𝑀| = |
𝑎 −2 𝑎 − 1
−2 3 −6
−𝑎 1 −6

| = −18𝑎 − 2(𝑎 − 1) − 12𝑎 + 3𝑎(𝑎 − 1) + 6𝑎 + 24 = −24𝑎 − 2𝑎 + 2 +

3𝑎2 − 3𝑎 + 24 = 3𝑎2 − 29𝑎 + 26 = 0;   𝑥 =
29±√292−12·26

2·3
= 
29±23

6
⇒ 𝑎1 = 1,   𝑎2 =

26

3
. 

Por lo tanto, para 𝑎 ≠ 1 y para 𝑎 ≠
26

3
 el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la 

matriz ampliada, e igual al número de incógnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado. 

Calculamos los rangos para 𝑎 = 1. El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 
3 6

0
1 6





 

Calculamos el rango de la matriz ampliada: 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 (
1 −2 0
−2 3 −6
−1 1 −6

    
4
2
6
) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 (

1 −2 0
0 −1 −6
0 −1 −6

    
4
10
10
) = 2 

{
𝐹2 → 𝐹2 + 2𝐹1
𝐹3 → 𝐹3 + 𝐹1

}         {𝐹2 = 𝐹3} 

El rango de la matriz ampliada es 2, igual al rango de la matriz de los coeficientes y menor que el número 
de incógnitas, por lo que el sistema es compatible e indeterminado. 

Calculamos los rangos para 𝑎 =
26

3
. El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 

3 6
0

1 6





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Calculamos el rango de la matriz ampliada: 

𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(

26

3
−2 23

3

−2 3 −6
−
26
3

1 −6
    
4
2
6
) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜 (

26 −6 23
−6 9 −18
−26 3 −18

    
12
6
18
) = 𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜(

13 −2 23     2
−3 3 −18    1
−13 1 −18    3

   ) = 3.  

Ya que:|
13 −2 2
−3 3 1
−13 1 3

| = 117 − 6 + 26 + 78 − 13 − 18 = 221 − 35 ≠ 0 ⇒ 221 37 0   

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto al rango de la matriz de los coeficientes, por lo que el sistema 
es incompatible. 

La discusión completa del sistema es: 

 Si 𝑎 =
26

3
 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, distinto del de la matriz ampliada que es 3, 

el sistema es incompatible. 

 Si 𝑎 = 1 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, igual al de la matriz ampliada y menor que 
el número de incógnitas que es 3 sistema es compatible indeterminado. 

 Si 𝑎 ≠
26

3
 y 𝑎 ≠ 1  el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz 

ampliada, y al número de incógnitas el sistema es compatible determinado. 

𝑏) Si 𝑎 = 1 el sistema es 

                𝑥 − 2𝑦 = 4
−2𝑥 + 3𝑦 − 6𝑧 = 2
     −𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 = 6

}, que es compatible indeterminado, como acabamos de 

ver. Haciendo 𝑧 = −𝜆: 

                𝑥 − 2𝑦 = 4
−2𝑥 + 3𝑦 − 6𝑧 = 2
     −𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 = 6

} →

𝑥 − 2𝑦 = 4  
−𝑥 + 𝑦 = 6 + 6𝜆
−2𝑥 + 3𝑦 = 6𝜆 + 2

       
𝑧 = −𝜆} →

𝑥 = 2𝑦 + 4
−𝑦 = 10 + 6𝜆

𝑧 = −𝜆

   

→ 𝑥 − 2 · (−10 − 6𝜆) = 4 →   𝑥 = −16 − 12𝜆. 

𝒙 = −𝟏𝟔 − 𝟏𝟐𝝀;−𝒚 = 𝟏𝟎 + 𝟔𝝀 ; 𝒛 = −𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹 
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Problema B.2: 

Se considera la función 𝑓(𝑥) = {
𝑠𝑒𝑛 𝑥  𝑠𝑖  𝑥 < 0
𝑥 · 𝑒𝑥   𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

: 

𝑎) Estudie la continuidad y la derivabilidad de 𝑓 en 𝑥 = 0. 

𝑏) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 𝑓 restringida a (−𝜋, 2). Demuestre que existe 
un punto 𝑥0 ∈ [0, 1] de manera que 𝑓(𝑥0) = 2. 

𝑐) Calcule ∫ 𝑓(𝑥)
1

−
𝜋

2

· 𝑑𝑥. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/py-Zo0AzgW0  

 

𝑎) La función es definida a trozos, formada por la función seno, continua y derivable en toda la recta real, 
y por una función exponencial, también continua y derivable en toda la recta real. El único punto dudoso 
es por tanto el de unión de ambos trozos, 𝑥 = 0. 

Para estudiar la continuidad en 𝑥 = 0, estudiamos el valor de la función en ese punto y el valor de los 
límites laterales:  

𝑓(0) = 0 ∙ 𝑒0 = 0 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝑠𝑒𝑛 𝑥 = 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

(𝑥 · 𝑒𝑥) =0 

Como lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) sabemos que la función es continua para 𝑥 = 0 

Ya hemos visto que también el único punto dudoso para la derivabilidad es el punto de unión de ambas 
ramas, 𝑥 = 0. 

Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales 
en ese punto. 

𝑓′(𝑥) = {
cos 𝑥   𝑠𝑖 𝑥 < 0    
𝑒𝑥(𝑥 + 1)  𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

  

Luego            0

0 0 0 0
0 lim lim cos cos0 1 0 lim lim  1  0 1x

x x x x
f f x x f f x e x e

   

 

   

             = 1 

por lo que  𝑓′(0−) = 𝑓′(0+) = 1 

𝒇(𝒙) 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒚 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 = 𝟎 

𝑏) Si la primera derivada de una función es positiva o negativa entonces la función es creciente o 
decreciente, respectivamente. 

𝑓′(𝑥) = {
cos 𝑥   𝑠𝑖 𝑥 < 0    
𝑒𝑥(𝑥 + 1)  𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

. 

En el intervalo (−𝜋, 0): la función 𝑓′(𝑥) = cos 𝑥 es negativa en el intervalo (−𝜋,−
𝜋

2
) y es positiva en el 

intervalo (−
𝜋

2
, 0). En el intervalo (0, 2): 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 · (𝑥 + 1) > 0. Por lo tanto: 
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Si 𝒙 ∈ (−𝝅,−
𝝅

𝟐
) entonces 𝑓′(𝑥) < 0, luego la función es decreciente 

Si 𝒙 ∈ (−
𝝅

𝟐
, 𝟐) entonces 𝑓′(𝑥) > 0 y la función es creciente 

El Teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux dice que “si una función es continua en 
un intervalo [𝑎, 𝑏] toma todos los valores comprendidos entre 𝑓(𝑎) 𝑦 𝑓(𝑏)” 

Para demostrar que existe un punto 𝑥0 ∈ [0, 1] de manera que 𝑓(𝑥0) = 2 se tiene en cuenta que la 
función es continua en [0, 1], que 𝑓(0) = 0 · 𝑒0 = 0 · 1 = 0 y que 𝑓(1) = 1 · 𝑒1 = 𝑒 > 2, por lo que 
como 0 < 2 < 𝑒, queda demostrado que: 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑥0 ∈ [0, 1] 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑒𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑒  𝑓(𝑥0) = 2 

También se puede demostrar usando el teorema de Bolzano que dice que “si 𝑓(𝑥) es una función 
continua en [𝑎, 𝑏] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) tal 
que 𝑓(𝑐) = 0”: 

Probar que existe un punto 𝑥0 ∈ [0, 1] de manera que 𝑓(𝑥0) = 2 es equivalente a probar que la función 
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 2 tiene una raíz real en el intervalo [0, 1]. En el intervalo [0, 1] la función: 

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 2 = 𝑥 · 𝑒𝑥 − 2.  

Es continua en el intervalo [0, 1],  

𝑔(0) = 0 · 𝑒0 − 2 = 0 − 2 = −2 < 0, 

𝑔(1) = 1 · 𝑒1 − 2 = 𝑒 − 2 > 0. Tiene distinto signo en los extremos. Luego  

𝑔(𝑥) tiene al menos una raíz real en [0, 1]. Por lo tanto 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝑥0 ∈ [0, 1] 𝑑𝑒 𝑚𝑎𝑛𝑒𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑒  𝑓(𝑥0) = 2 

𝑐) Debemos integrar la función en cada uno de los subintervalos: 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)
1

−
𝜋
2

· 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑒𝑛 𝑥
0

−
𝜋
2

· 𝑑𝑥 + ∫ 𝑥 · 𝑒𝑥
1

0

· 𝑑𝑥 

La primera integral es inmediata y la segunda la hacemos por partes: 

∫ 𝑠𝑒𝑛 𝑥
0

−
𝜋
2

· 𝑑𝑥 = [− cos 𝑥]
−
𝜋
2

0 = −cos 0 − cos (−
𝜋

2
) = −1 − 0 = −1 

cos0 cos 1 0 1
2

 
        

 
 

Utilizamos el método de integración por partes: ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

𝐼 
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑣 = ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥  𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

Sustituimos: 

∫ 𝑥 · 𝑒𝑥
1

0
· 𝑑𝑥 = [𝑥 · 𝑒𝑥 − ∫𝑒𝑥 · 𝑑𝑥]0

1 = [𝑥 · 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥]0
1 = (1 · 𝑒1 − 𝑒1) − (0 · 𝑒0 − 𝑒0) = 1. 

Por lo tanto:   𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)
1

−
𝜋

2

· 𝑑𝑥 = −1 + 1 = 0. 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)
1

−
𝜋
2

· 𝑑𝑥 = 𝟎 
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Problema B.3: 

Sean los planos 𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 = 1 y 𝜋2 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1. 

𝑎) Halle los planos paralelos al plano 𝜋1 tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2. 

𝑏) Halle la recta que pasa por el punto 𝑃(0, 2, 0) y es perpendicular al plano 𝜋2. 

𝑐) Halle la distancia entre los puntos de intersección del plano 𝜋1 con los ejes X e Y. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/LQ_4yL6udS0  

 

𝑎) La distancia del origen de coordenadas al plano 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 viene dada por la fórmula: 

𝑑(𝑂, 𝜋) =
|𝐷|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
. 

Todos los planos paralelos al plano 𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 tienen por expresión general: 

𝜋 ≡ 𝑥 + 𝑦 + 𝐷 = 0. 

Aplicamos la fórmula al plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 𝑦 + 𝐷 = 0: 

𝑑(𝑂, 𝜋) = 2 →
|𝐷|

√12+12+02
=

|𝐷|

√2
⇒ |𝐷| = 2√2 → 𝐷1 = −2√2, 𝐷2 = 2√2. 

Los planos pedidos son:  

𝝅′ ≡ 𝒙 + 𝒚 − 𝟐√𝟐 = 𝟎 𝒚 𝝅′′ ≡ 𝒙 + 𝒚 + 𝟐√𝟐 = 𝟎 

𝑏) Un vector normal del plano 𝜋2 es 𝑛2⃗⃗⃗⃗ = (1, 0, 1), por lo que la recta 𝑟 pedida lo tendrá como vector 
director. Como además conocemos un punto 𝑃(0, 2, 0), sus ecuaciones paramétricas son: 

𝒓 ≡ {
𝒙 = 𝝀
𝒚 = 𝟐
𝒛 = 𝝀

 

𝑐) Buscamos los puntos de intersección del plano 𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0 con los ejes X e Y: 

 𝐸𝑗𝑒 𝑋:
𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0
                          𝑦 = 0
                          𝑧 = 0

} → 𝑥 − 1 = 0;   𝑥 = 1 → 𝐴(1, 0, 0). 

 𝐸𝑗𝑒 𝑌:
𝜋1 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0
                          𝑥 = 0
                          𝑧 = 0

} → 𝑦 − 1 = 0;   𝑦 = 1 → 𝐵(0, 1, 0). 

La distancia entre los puntos 𝐴(1, 0, 0) y 𝐵(0, 1, 0) es el módulo del vector 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗: 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [(0, 1, 0) − (1, 0, 0)] = (−1, 1, 0). 

 𝑑(𝐴𝐵) = |𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗| = √(−1)2 + 12 + 02 = √2 

𝒅(𝑨𝑩) = √𝟐 𝒖 
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Problema B.4: 

Una estación de medición de calidad del aire mide niveles de 𝑁𝑂2 y de partículas en suspensión. La 
probabilidad de que en un día se mida un nivel de 𝑁𝑂2 superior al permitido es 0.16. En los días en los 
que se supera el nivel permitido de 𝑁𝑂2, la probabilidad de que se supere el nivel permitido de partículas 
es 0.33. En los días en los que no se supera el nivel de 𝑁𝑂2, la probabilidad de que se supere el nivel de 
partículas es 0.08. 
𝑎) ¿Cuál es la probabilidad de que en un día se superen los dos niveles permitidos? 
𝑏) ¿Cuál es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos? 
𝑐) ¿Son independientes los sucesos “en un día se supera el nivel permitido de 𝑁𝑂2” y “en un día se supera 
el nivel permitido de partículas”? 
𝑑) ¿Cuál es la probabilidad de que en un día se supere el nivel permitido de 𝑁𝑂2, sabiendo que no se ha 
superado el nivel permitido de partículas? 
Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/VIK1B2OO7Bg  

Denominamos por N a superar el nivel permitido 
de 𝑁𝑂2, y P a superar el nivel permitido de 
partículas. Llevamos a un diagrama de árbol los 
datos del enunciado. Comprobamos operaciones 
viendo que las probabilidades en cada nudo 
suman 1, y que: 

0.0528 + 0.1072 + 0.0672 + 0.7728 = 1. 

 

𝑎) Debemos calcular:  

𝑃(𝑁 ∩ 𝑃) = 𝑃(𝑁) · 𝑃(𝑃/𝑁) = 0.16 · 0.33 = 0.0528 

La probabilidad de que en un día se superen los dos niveles permitidos es de 𝟎. 𝟎𝟓𝟐𝟖. 

𝑏) Utilizamos el suceso contrario. La probabilidad pedida es igual a la unidad menos la probabilidad de 
que no se supere ninguno de los dos niveles: 

 1 − 𝑃(𝑛𝑜𝑁 ∩ 𝑛𝑜𝑃) = 1 − 0.84 · 0.02 = 1 − 0.7728 = 0.2272  

La probabilidad de que se supere al menos uno de los dos niveles es 𝟎. 𝟐𝟐𝟕𝟐 

𝑐) Dos sucesos 𝐴 𝑦 𝐵 son independientes cuando 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) · 𝑃(𝐵): 

𝑃(𝑁) = 0.16; 𝑃(𝑁 ∩ 𝑃) = 0.0528; 𝑃(𝑃) = 𝑃(𝑁 ∩ 𝑃) + 𝑃(𝑛𝑜𝑁 ∩ 𝑃) = 0.0528 + 0.0672 = 0.1200.  

𝑃(𝑁) · 𝑃(𝑃) = 0.16 · 0.12 = 0.0192 ≠ 0.0528 = 𝑃(𝑁 ∩ 𝑃). 

Los sucesos NO son independientes 

𝑑) Nos piden una probabilidad condicionada: 

𝑃(𝑁|𝑛𝑜𝑃) =
𝑃(𝑁∩𝑛𝑜𝑃)

𝑃(𝑛𝑜𝑃)
=

𝑃(𝑁)·𝑃(𝑛𝑜𝑃|𝑁)
1−𝑃(𝑃)

=
0.16·0.67

1−0.12
=

0.1072

0.88
= 0.1218. 

La probabilidad de que en un día se supere el nivel permitido de 𝑁𝑂2, sabiendo que no se ha superado 
el nivel permitido de partículas es de 𝟎. 𝟏𝟐𝟏𝟖  
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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema A.1: 

 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/p4XUv7lK4NU 

 

 

Llamamos 𝑥, 𝑦, 𝑧 al número de seguidores que tienen en la red social Sara, Cristina y Jimena, 
respectivamente. 

Escribimos un sistema de ecuaciones lineales siguiendo el enunciado 

 

 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 15 000
                 (1 − 0.25)𝑧 = 3𝑥

1

2
𝑥 +

1

5
𝑦 =

1

4
𝑧

} →  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 15 000
                  0.75𝑧 = 3𝑥
   10𝑥 + 4𝑦 = 5𝑧

} →  
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 15 000
                4𝑥 − 𝑧 = 0
 10𝑥 + 4𝑦 − 5𝑧 = 0

} ⇒ 𝑧 = 4𝑥. 

Como 𝑧 = 4𝑥 eliminamos la incógnita 𝑧 del sistema: 

 
𝑥 + 𝑦 + 4𝑥 = 15 000
 10𝑥 + 4𝑦 − 20𝑥 = 0

} →
       5𝑥 + 𝑦 = 15 000

 −5𝑥 + 2𝑦 = 0 → 2𝑦 = 5𝑥           
} → 3𝑦 = 15 000 →   𝑦 = 5 000. 

Sustituimos el valor de 𝑦 en la ecuación: 5𝑥 + 𝑦 = 15 000 

 5𝑥 + 5 000 = 15 000 →   5𝑥 = 10 000 →   𝑥 = 2 000.     𝑧 = 8 000. 

Sara tiene 𝟐 𝟎𝟎𝟎  seguidores, Cristina tiene 𝟓 𝟎𝟎𝟎, y Jimena 𝟖 𝟎𝟎𝟎 
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Problema A.2: 

 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/DC2b9f2Lzyk 

 

 

𝑎1)  𝐿 = lim
𝑥→0

𝑥2(1−2𝑥)

𝑥−2𝑥2−𝑠𝑒𝑛 𝑥
=

02·(1−0)

0−2·02−𝑠𝑒𝑛 0
, se anulan tanto el numerador como el denominador por lo que 

aplicamos la Regla de L’Hôpital, derivando numerador y denominador: 

𝐿 = lim
𝑥→0

2𝑥·(1−2𝑥)+𝑥2·(−2)

1−4𝑥−cos𝑥
= lim

𝑥→0

2𝑥−4𝑥2−2𝑥2

1−4𝑥−cos𝑥
= lim

𝑥→0

2𝑥−6𝑥2

1−4𝑥−cos𝑥
=

0

1−0−1
  

Vuelve a salir una indeterminación del mismo tipo, por lo volvemos a aplicar la Regla de L’Hôpital: 

𝐿 = lim
𝑥→0

2 − 12𝑥

−4 + 𝑠𝑒𝑛 𝑥
=

2 − 0

−4 + 𝑠𝑒𝑛 0
=

2

−4 + 0
= −

1

2
 

𝐿 = lim
𝑥→0

𝑥2(1 − 2𝑥)

𝑥 − 2𝑥2 − 𝑠𝑒𝑛 𝑥
= −

1

2
 

𝑎2)  lim
𝑥→∞

[
1

𝑥
· (

3

𝑥
−

2

𝑠𝑒𝑛 
1

𝑥

)] = lim
𝑥→∞

(
3

𝑥2
−

2

𝑥·𝑠𝑒𝑛 
1

𝑥

) = lim
𝑥→∞

3

𝑥2
− lim
𝑥→∞

2

𝑥·𝑠𝑒𝑛 
1

𝑥

= 0 −
2

∞·0
 

El límite del primer sumando es 0, y el segundo tiene una indeterminación del tipo ∞ · 0. Para calcularlo 
hacemos operaciones y aplicamos la regla de L’Hôpital 

lim
𝑥→∞

−2

𝑥 · 𝑠𝑒𝑛 
1
𝑥

= − lim
𝑥→∞

2
𝑥

𝑠𝑒𝑛 
1
𝑥

= − lim
𝑥→∞

−2
𝑥2

−
1
𝑥2
· 𝑐𝑜𝑠 

1
𝑥

= − lim
𝑥→∞

2

𝑐𝑜𝑠 
1
𝑥

= −
2

cos 0
= −

2

1
= −2 

lim
𝑥→∞

[
1

𝑥
· (
3

𝑥
−

2

𝑠𝑒𝑛 
1
𝑥

)] = −2 

𝑏1) Es una integral inmediata de tipo logaritmo. Podemos hacer el cambio de variable  

𝑥2 − 1 = 𝑡 → 2𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es
https://youtu.be/DC2b9f2Lzyk


 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021. Autor: Javier Rodrigo Hitos 

Comunidad Autónoma de MADRID  www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 332 

  𝐼 = ∫
𝑥

𝑥2−1
· 𝑑𝑥 =

1

2
· ∫

1

𝑡
· 𝑑𝑡 =

1

2
· 𝐿𝑡 + 𝐶 =

1

2
· 𝐿|𝑥2 − 1| + 𝐶 ⇒       

𝐼 = ∫
𝑥

𝑥2 − 1
· 𝑑𝑥 =

1

2
· 𝐿|𝑥2 − 1| + 𝐶 

 

𝑏2)  𝐼 = ∫ 𝑥2𝑒−𝑥
1

0
· 𝑑𝑥. Hacemos la integral indefinida 

La segunda integral se puede resolver por partes.  

Utilizamos el método de integración por partes: ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

𝐼 
𝑢 = 𝑥2 𝑑𝑢 = 2𝑥 · 𝑑𝑥 

𝑣 = −𝑒−𝑥  𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 

 Sustituimos: 

∫𝑥2 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑥2 · (−𝑒−𝑥) − ∫−𝑒−𝑥 · 2𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑥2 · 𝑒−𝑥 + 2∫𝑥 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥  

El segundo sumando volvemos a hacerlo por partes: ∫𝑥 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 

𝐼 
𝑢 = 𝑥 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 

𝑣 = −𝑒−𝑥  𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 

 ∫𝑥 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = 𝑥 · (−𝑒−𝑥) − ∫−𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑥 · 𝑒−𝑥 + ∫𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑥 · 𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝐶 = −𝑒−𝑥(𝑥 + 1) + 𝐶 

Sustituimos el valor de esta integral:  

∫𝑥2 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑥2 · 𝑒−𝑥 + 2 · ∫ 𝑥2 · 𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑥2 · 𝑒−𝑥 + 2 · [−𝑒−𝑥(𝑥 + 1)] + 𝐶 =      

= −𝑥2𝑒−𝑥 − 2 · 𝑒−𝑥(𝑥 + 1) + 𝐶 ⇒ 𝐼 = ∫ 𝑥2𝑒−𝑥 · 𝑑𝑥 = −𝑒−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 2) + 𝐶.  

Aplicamos los límites de integración: 

𝐼 = ∫ 𝑥2𝑒−𝑥
1

0
· 𝑑𝑥 = [−𝑒−𝑥(𝑥2 + 2𝑥 + 2)]0

1 = −[𝑒−1(12 + 2 · 1 + 2)] + [𝑒−0(02 + 2 · 0 + 2)] =  

= −
1+2+2

𝑒
+ 2 = 2 −

5

𝑒
⇒  

𝐼 = ∫ 𝑥2𝑒−𝑥
1

0

· 𝑑𝑥 = 2 −
5

𝑒
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Problema A.3: 

 
Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/Px6bNWm1k9Y 

 

 

𝑎) Un vector director de la recta 𝑟 es 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, 1, 2), que es, a su vez, el vector normal del plano 
perpendicular a la recta. 
Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 6 es 𝑛⃗ = (1, 1, −1). 
El ángulo que forman los dos planos es el mismo que el que forman sus vectores normales. 
Hallamos el producto escalar de los dos vectores normales encontrados: 

𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ · 𝑛⃗ = 1 · 1 + 1 · 1 + 2 · (−1) = 0 
Como el producto escalar es cero, los vectores son ortogonales.  

Los planos son perpendiculares, forman un ángulo de 𝟗𝟎° =
𝝅

𝟐
 radianes 

𝑏) Al ser el vector de dirección de la recta ortogonal al vector normal al plano, recta y plano son paralelos 
por lo que tiene sentido calcular la distancia entre recta y plano, para ello podemos calcular la distancia 
de un punto cualquiera de la recta al plano. Un punto de la recta es 𝑃(1,−1, 2) 

La distancia de un punto 𝑃(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) a un plano 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 es: 𝑑(𝑃, 𝜋) =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0+𝐷|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2
. 

Por tanto:  

𝑑(𝑟, 𝜋) = 𝑑(𝑃, 𝜋) =
|1·1+1·(−1)−1·2−6|

√12+12+(−1)2
=

|1−1−2−6|

√1+1+1
=

8

√3
. 

𝒅(𝒓, 𝝅) =
𝟖

√𝟑
=

𝟖√𝟑

𝟑
𝒖. 

𝑐) Buscamos una recta 𝑠 que no corte al plano 𝜋 por lo que debe ser paralela a él, es decir, el vector 
director de 𝑠 tiene que ser perpendicular al vector normal de 𝜋, 𝑛⃗ = (1, 1, −1). También sabemos que el 
vector director de 𝑠 es perpendicular al vector director de 𝑟, 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = (1, 1, 2), por lo cual, el vector director 
de 𝑠 tiene la misma dirección que el producto vectorial 𝑛⃗ × 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗: 

𝑛⃗ × 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 −1
1 1 2

| = 2𝑖 − 𝑗 + 𝑘 − 𝑘 + 𝑖 − 2𝑗 = 3𝑖 − 3𝑗 → (3.−3. 0) → 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (1, −1, 0) 

La recta pedida pasa por 𝐴(1, 0, −1) y tiene de vector de dirección: 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (1, −1, 0), luego su ecuación 
paramétrica es: 

𝑠 ≡ {
𝑥 = 1 + 𝜆
𝑦 = −𝜆    
𝑧 = −1   

→
𝑥 − 1

1
=

𝑦

−1
; 𝑧 =  −1 
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Problema A.4: 

 

Solución:  
Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/wTM9DjSwHfU 
 
 
Llamamos A al suceso sacar bola blanca y N a sacar bola negra. Dibujamos un diagrama de 

árbol con los datos del problema: 

 

𝑎) Para que las dos bolas extraídas sean de distinto color tiene que ser  

𝑃 = 𝑃(𝐵,𝑁) + 𝑃(𝑁, 𝐵) =
2

6
·
4

7
+
4

6
·
2

5
=

4

21
+

4

15
=

20+28

105
=

48

105
=

16

35
≅ 0.45714. 

La probabilidad de que las dos bolas extraídas sean de distinto color es 
𝟏𝟔

𝟑𝟓
≅ 𝟎. 𝟒𝟓𝟕𝟏𝟒 

𝑏) Ahora es una probabilidad condicionada a que la segunda bola sea blanca. Miramos las probabilidades 
en el árbol: 

𝑃 = 𝑃(𝑁/𝐵) =
𝑃(𝑁∩𝐵)

𝑃(𝐵)
=

4

6
·
2

5
2

6
·
3

7
+
4

6
·
2

5

=
4

15
1

7
+
4

15

=
4

15
15+28

105

=
4·7∙15

15·43
=

4·7

43
=

28

43
≅ 0.65116.  

La probabilidad de que la primera bola extraída haya sido negra sabiendo que la segunda bola ha sido 

blanca es 
𝟐𝟖

𝟒𝟑
≅ 𝟎. 𝟔𝟓𝟏𝟏𝟔 
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 

 

Solución:   

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/jGrr0i6er5g 

 

 

𝑎) Por dos puntos pasa una recta, en este caso 𝑦 = 2𝑥. Por tanto, se trata de encontrar un sistema 
compatible e indeterminado, con lo que sus dos ecuaciones deben ser linealmente dependientes. 

  2𝑥 − 𝑦 = 0
4𝑥 − 2𝑦 = 0

} 

 

𝑏) Ahora buscamos un sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas, compatible indeterminado, ya que 
su solución debe la recta dada, que pasa por el punto (0, −2,−1). Llamamos a 𝑥 el valor del parámetro 
y tenemos:   

𝑦 = 𝑥 − 2
𝑧 = 𝑥 − 1

} →
𝑥 − 𝑦 = 2
𝑥 − 𝑧 = 1

} 

 

𝑐) Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incógnitas, dos de las cuales son linealmente 
independientes y con soluciones 𝑥 = 1 𝑒 𝑦 = 2, y la tercera es combinación lineal de las dos primeras. 
Podría ser el sistema: 

       2 𝑥 − 𝑦 = 0
𝑥 + 𝑦 = 3
𝑥 − 2𝑦 = −3

} 

Pero hay infinitas soluciones 
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Problema B.2: 

 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/-HCRhLIu6A8 

 

 

La función valor absoluto es continua pero no es derivable en el origen. Su definición es: 

 |𝑥| = {
−𝑥  𝑠𝑖  𝑥 < 0
  𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

, la función 𝑓(𝑥) puede redefinirse de la forma: 𝑓(𝑥) = {𝑥
3 + 𝑥 + 2  𝑠𝑖  𝑥 < 0
𝑥3 − 𝑥 + 2  𝑠𝑖  𝑥 ≥ 0

. 

𝑎) La función 𝑓(𝑥) es suma de funciones continuas luego es una función continua en toda la recta real. 
Si la consideramos una función definida a trozos, formada por dos funciones polinómicas es único caso 
dudoso es el de unión de los trozos. Estudiamos la derivabilidad en el origen: 

Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales 
en ese punto. 

𝑓′(𝑥) = {3𝑥
2 + 1 𝑠𝑖 𝑥 < 0

3𝑥2 − 1 𝑠𝑖 𝑥 > 0
 , luego para 𝑥 = 0,   𝑓′(0) = {

1    𝑠𝑖 𝑥 < 0
−1 𝑠𝑖 𝑥 > 0

 por lo que no es derivable en 0. 

Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales 
en ese punto. 

La función es continua en toda la recta real. La función NO es derivable en 𝒙 = 𝟎. Por tanto 𝒇(𝒙) es 
derivable en 𝑹− {𝟎} 

 

𝑏) Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto en el que exista la derivada, es 
condición necesaria que se anule su derivada en ese punto.  

 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ {
3𝑥2 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅  

3𝑥2 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 =
√3

3

. 

Usamos la segunda derivada 

𝑓′′(𝑥) = {
6𝑥  𝑠𝑖  𝑥 < 0
6𝑥  𝑠𝑖  𝑥 > 0

→ 𝑓′′(√3
3
) = 6 ·

√3

3
> 0 → Hay un mínimo en 𝑥 =

√3

3
 

𝑓 (√
3

3
) = (

√3

3
)

3

−
√3

3
+ 2 =

√3

9
−
√3

3
+ 2 =

√3 − 3√3 + 18

9
=
18 − 2√3

9
 

El punto 𝐴 (
√3

3
,
18−2√3

9
) ≈ 𝐴(0.6, 1.62) es un mínimo relativo 
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Estudiamos el punto 𝐵(0, 2) en el que no existe la derivada.  

Como 𝑓′(0) = {
1  𝑠𝑖  𝑥 < 0
−1  𝑠𝑖  𝑥 > 0

, antes de 𝐵(0, 2) la función es creciente, y después es decreciente, luego 

el punto 𝐵(0, 2) es un máximo relativo.  

𝐴 (
√3

3
,
18−2√3

9
) ≈ 𝐴(0.6, 1.62) es un mínimo relativo y 𝐵(0, 2) es un máximo relativo 

𝑐) En (−1, 1) todas las ordenadas de la función 𝑓(𝑥) son positivas, por lo que la superficie pedida es: 

𝑆 = ∫ 𝑓(𝑥) · 𝑑𝑥
1

−1

= ∫ (𝑥3 + 𝑥 + 2) · 𝑑𝑥
0

−1

+∫ (𝑥3 − 𝑥 + 2) · 𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥4

4
+
𝑥2

2
+ 2𝑥]

−1

0

+ [
𝑥4

4
−
𝑥2

2
+ 2𝑥]

0

1

 

= 0 − [
(−1)4

4
+
(−1)2

2
+ 2 · (−1)] + (

14

4
−
12

2
+ 2 · 1) − 0 = −

1

4
−
1

2
+ 2 +

1

4
−
1

2
+ 2 = 4 − 1 = 3. 

𝑺 = 𝟑 𝒖𝟐 
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Problema B.3: 

 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/FcKSWKmKi0U 

 

 

a) De las rectas 𝑟 y 𝑠 sabemos: Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴(2,−1, −4) y 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ =
(1, 1, −3). Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta 𝑠 

𝑠 ≡ {
𝑥 + 𝑧 = 2                
−2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 1

→ 𝑧 = 𝜆;   𝑥 = 2 − 𝜆;   𝑦 = 1 + 2𝑥 + 2𝑧; 𝑦 = 1 + 4 − 2𝜆 + 2𝜆 = 5 → 

𝑠 ≡ {
𝑥 = 2 − 𝜆
𝑦 = 5       
𝑧 = 𝜆        

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵(2, 5, 0) y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = (1, 0, −1). 

Como los vectores 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ y 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ son linealmente independientes, las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para 
diferenciar el caso buscamos un vector de origen 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 

 𝑤⃗⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = [(2, 5, 0) − (2, −1,−4)] = (0, 6, 4) =   𝑤⃗⃗ . 

Según que los vectores {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, 𝑤⃗⃗ } sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, 𝑤⃗⃗ } → |
1 1 −3
1 0 −1
0 6 4

| = −18 + 6 − 4 ≠ 0 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 {𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, 𝑤⃗⃗ } = 3 → Los vectores son 

NO coplanarios por lo que las rectas se cruzan. 

El vector director de la recta 𝑡 perpendicular a 𝑟 y 𝑠 es uno de igual dirección que el producto vectorial 
de los vectores directores de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ × 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = |
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 −3
1 0 −1

| = −𝑖 − 3𝑗 − 𝑘 + 𝑗 = −𝑖 − 2𝑗 − 𝑘 ⇒ 𝑣𝑡⃗⃗  ⃗ = (1, 2, 1). 

Buscamos los planos que tengan a dicho vector como vector de orientación, a) 𝜋1 pase por un punto de 
𝑟 y tenga como el otro vector de orientación el vector de dirección de 𝑟, y b) 𝜋2 pase por un punto de 𝑠 
y tenga como el otro vector de orientación el vector de dirección de 𝑠: 

𝜋1(𝐴; 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑡⃗⃗  ⃗) ≡ |
𝑥 − 2 𝑦 + 1 𝑧 + 4
1 1 −3
1 2 1

| = 0 →  

(𝑥 − 2) − 3(𝑦 + 1) + 2(𝑧 + 4) − (𝑧 + 4) + 6(𝑥 − 2) − (𝑦 + 1) = 0 =  
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7(𝑥 − 2) − 4(𝑦 + 1) + (𝑧 + 4) = 7𝑥 − 14 − 4𝑦 − 4 + 𝑧 + 4 = 0  

𝜋1 ≡ 7𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 − 14 = 0. 

𝜋2(𝐵; 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗, 𝑣𝑡⃗⃗  ⃗) ≡ |
𝑥 − 2 𝑦 − 5 𝑧
1 0 −1
1 2 1

| = 0 →  

−(𝑦 − 5) + 2𝑧 + 2(𝑥 − 2) − (𝑦 − 5) = 0 =  2(𝑥 − 2) − 2(𝑦 − 5) + 2𝑧 =  

2𝑥 − 4 − 2𝑦 + 10 + 2𝑧 = 0 =  2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 + 6 

𝜋2 ≡ 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 3 = 0. 

La recta pedida es la intersección de los planos π1 y π2:  

{
7𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 − 14 = 0
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 3 = 0       

 

𝑏) Las ecuaciones paramétricas de las rectas tienen las siguientes expresiones: 

𝑟 ≡ {
𝑥 = 2 + 𝜇     
𝑦 = −1 + 𝜇  
𝑧 = −4 − 3𝜇

 𝑦 𝑠 ≡ {
𝑥 = 2 − 𝜆
𝑦 = 5       
𝑧 = 𝜆        

.  

Un punto cualquiera de cada una de las rectas es:  

𝑃 ∈ 𝑟 ⇒ 𝑃(2 + 𝜇,−1 + 𝜇,−4 − 3𝜇) 𝑦 𝑄 ∈ 𝑠 ⇒ 𝑄(2 − 𝜆, 5, 𝜆). 

𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝜇 + 𝜆,−6 + 𝜇,−4 − 3𝜇 − 𝜆). 

Imponemos que este vector sea perpendicular a ambas rectas: 

𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ · 𝑣𝑟⃗⃗  ⃗ = 0 → (𝜇 + 𝜆, −6 + 𝜇,−4 − 3𝜇 − 𝜆) · (1, 1, −3) = 0 = 𝜇 + 𝜆 − 6 + 𝜇 + 12 + 9𝜇 + 3𝜆 

11𝜇 + 4𝜆 = −6. 

𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ · 𝑣𝑠⃗⃗  ⃗ = 0 → (𝜇 + 𝜆, −6 + 𝜇, −4 − 3𝜇 − 𝜆) · (1, 0, −1) = 0 = 𝜇 + 𝜆 + 4 + 3𝜇 + 𝜆 =  4𝜇 + 2𝜆 + 4   

2𝜇 + 𝜆 = −2. 

Resolvemos el sistema: 

11𝜇 + 4𝜆 = −6
     2𝜇 + 𝜆 = −2

} →  
11𝜇 + 2𝜆 = −6
−8𝜇 − 4𝜆 = 8    

} → 3𝜇 = 2 → 𝜇 =
2

3
.→

4

3
+ 𝜆 = −2 →  4 + 3𝜆 = −6 → 𝜆 = −

10

3
. 

Los puntos resultan ser: 

𝑃(2 + 𝜇,−1 + 𝜇,−4 − 3𝜇) ≈ 𝑃 (2 +
2

3
, −1 +

2

3
, −4 − 2) ≈ 𝑃 (

8

3
, −

1

3
, −6). 

𝑄(2 − 𝜆, 5, 𝜆) ≈ 𝑄 (2 +
10

3
, 5, −

10

3
) ≈ 𝑄 (

16

3
, 5, −

10

3
). 

La distancia pedida es el módulo del vector 𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗: 

𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (
8

3
, −

1

3
, −6) − (

16

3
, 5, −

10

3
) = (−

8

3
, −

16

3
, −

8

3
). 

𝑑(𝑟,𝑠) = |𝑄𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗| =
8

3
· √12 + 22 + 12 =

8

3
· √6 =

8·√6

3
. 

𝑑(𝑟, 𝑠) =
𝟖√𝟔

𝟑
≈ 𝟔. 𝟓𝟑𝟐 𝑢 
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Problema B.4: 

 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente https://youtu.be/2RMh10drD6w 

 

𝑎) Como o llueve o no llueve, se trata de una distribución binomial de la que sabemos que: 

𝑝 = 0.45;   𝑞 = 1 − 𝑝 = 0.55;   𝑛 = 100;   𝑟 = 40. 

En una distribución binomial, la probabilidad de que de 𝑛 elementos, 𝑟 sean favorables es:  

𝑃 = (
𝑛
𝑟
) · 𝑝𝑟 · 𝑞𝑛−𝑟. 

𝑃(40) = (
100
40

) · 0.4540 · 0.5560 = 1.3746 · 1028 · 0.4540 · 0.5560.  

La probabilidad de que haya 40 días de lluvia es:  

𝑃(40) = (
100
40

) · 0.4540 · 0.5560 = 1.3746 · 1028 · 0.4540 · 0.5560. 

 

𝑏) Vamos a aproximar la distribución binomial 𝐵(𝑛, 𝑝) = 𝐵(100, 0.45) por una distribución normal, ya 

que  𝑛 · 𝑝 > 5 𝑦 𝑛𝑞 > 5 → {
100 · 0.45 = 45
100 · 0.55 = 55

}.  

𝜇 = 𝑛 · 𝑝 = 100 · 0.45 = 45.        𝜎 = √𝑛 · 𝑝 · 𝑞 = √100 · 0.45 · 0.55 = √24.75 ≅ 4.98. 

𝑋 = 𝐵(100, 0.45) ≈ 𝑁(45, 4.98).  

Tipificamos la variable: 𝑍 →
𝑋−𝜇

𝜎
⇒

𝑋−45

4.98
 y consideramos la corrección de Yates: 

𝑃 = 𝑃(39.5 ≤ 𝑋 ≤ 40.5) = 𝑃 (
39.5−45

4.98
≤ 𝑍 ≤

40.5−45

4.98
) =  

= 𝑃 (
−5.5

4.98
≤ 𝑍 ≤

−4.5

4.98
) = 𝑃(−1.10 ≤ 𝑍 ≤ −0.90) = 𝑃(0.90 ≤ 𝑍 ≤ 1.10)  

= 𝑃(𝑍 ≤ 1.10) − 𝑃(𝑍 ≤ 0.90) = = 0.8665 − 0.8159 = 0.0506. 

La probabilidad de que llueva 40 días es aproximadamente de 𝟎. 𝟎𝟓 días 
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