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INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Cespuds do leer atentaments ol axamen, msponda razonadaments cuatro pragunias cualesquiara aalagir entre
las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

A, Calificacion méxima: 2.5 punios.

Tres harmanos quigran repartirse da forma equitativa un tofal da 540 accicnes valoradas en 1560 auros, gue
comasponden a tres empresas A B y C. Sabiendo que ol valor actual en bolsa de la accion A es el friple que ol de
By la mitad que el da C, que al nimerc de acciones de C a5 la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa
da la accidn B as 1 euro, encuentre ol ndmere da cada tipo de accidn gue le comespende a cada harmano.

A2, Calificacién méaxima: 2.5 punios.
Calcula el araa de la regidn delimitada por las graficas de las funciones

firl=2+z—12 glz)=22"— 4z

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
rT—y+=

Sean la ecta r {25_ .

0] .
Pz “yalplanc-r 2r +y—z+3=10. Sapide:

a) (075 puntos) Calcular el angulo que forman »y .

b} (1 punto) Hallar el simétrico dal punto de intersaccidn de la recta » y el planc = con respacte al plano
z—y=1.

¢} (0.75 puntos) Daterminar la proyeccidn ortogonal da la recta = sobre el plano 7.

A4, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
El fiempo da vida de los individuos de ciarta espacie animal tiene una distribucion normal con una madia da 8.8
miesas y una desviacion tipica de 2 masas.

a) (1 punto) ;Qué porcantaje de individueos de esta especie supera los 10 mesas? ;Ouws porcantaje da indivi-
duos ha vivido entra 7 y 10 measas?

b} (1 punio) Si se toman al azar 4 especimenas, jcudl s |a probabilidad de que al menos uno no supare los
10 mesaes devida?

¢} (0.5 puntos) ; Ows valor de c es fal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢} incluye al tiempo da vida (medido an
mesas) dal %8 % de los individucs de asta aspacia?
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B.A. Calificaciéon maxima: 2.5 punios.
Se considera el siguienta sistema de ecuacionas dependientas dal parametro real a:

ar — 3y +{a— 1z =4
2r 43y — Gz =2
ar + y — Gz 6
a) (2 puntos) Discuta el sistema sagln los diferentes valores da a.

b} (0.5 punios) Resuvalva el sistema para a = 1.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.
So considara la funcidn

senzr Sz <
fi=) )
re® Elx=0

a} (0.75 puntos) Estudie la continuidad v la darivabilidad de fenzx = 0.

b} {1 punio) Estudie los inlervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a {—, 2). Demuastre que
axiste un punto r < |0, 1] de manara gua f{xrp) = 2.

¢} (0.75 punios) Calcula _Ir‘i Fix)dr.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Spanlosplanos my =r+py=1¥m=xr+z =1L
a)} (1.5 puntos} Halle los planos paralkelos al plano x; tales que su distancia al origen de coordenadas saa 2.
o) (0.5 punios) Halle la recta qua pasa por al punto (0, 2,0) v as parpendicular al plano .

c} (0.5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de intersaccion del plano m; con los ejgs ra y.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Una estacion de medicidén de calidad del aire mide niveles da Ny, ¥ de particulas an suspansion. La probabilidad
da gqua en un dia se mida un nivel de N0, suparior al parmitido as 0.16. En los dias an los gue s8 supara el nival
parmitido da NOkx, la probabilidad da que so supera al nivel parmitido de particulas es 0.33. En los dias an los
qua no se supera 2l nivel da N0, la probabilidad de que sa supame el nivel de particulas es D08,

a) (0.5 puntos) ;Cual es la probabilidad de gue en wn dia se superen los dos niveles parmitidos?
b} (075 puntos) ;Cual es la probabilidad de que so supera al manos uno da los dos?

c) (0.5 puntos) ;Son independientes los sucasos an un dia se supara el nivel parmitido da NO2™ y “an un dia
=0 supara el nivel parmitido de particulas™?

d} (0.75 punios) ;Cual 85 la probabilidad de gue en un dia 58 supere al nival parmitido de MNO., sabiando que
no s ha superado el nivel parmitide de particulas?
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucitn N(0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 00 002 003 004 005 006 007 0,08 0,00
0.0 | 05000 0,500 05080 05120 05160 0,6190 05239 0,5270 05310 0,5350
0.1 | 0,5308 05438 05478 05517 05557 05596 0,5636 0,5675 05714 05753
02 | 05703 05832 05871 05010 05048 05087 06026 06064 06103 06141
03 | 06179 06217 06255 06203 06331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 06844 06870
05 | 06915 06950 06985 07019 07054 0,7088 0,7123 0,7157 07190 0,724

06 | 0,7257 0,7291 0,7324 07357 0,7380 0,7422 07454 07486 07517 0,7549
0.7 | 0,7580 0,7611 0,7642 07673 07704 0,7734 07764 07794 07823 0,7852
08 | 0,7881 07910 0,7939 07967 0,7095 08023 08051 08078 08106 0,8133
00 | 08150 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
1.0 | 08413 0,8438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621

1,1 | 0,8643 0,8665 0,8686 08708 08720 08740 08770 08790 08810 0,8830
1,2 | 0,8840 0,8860 08888 08907 08925 08944 08962 08080 08007 09015
1,3 | 00032 09049 09066 00082 00000 00115 09131 09147 09162 09177
14 | 09192 09207 09222 09236 009251 009265 009279 09292 09306 0,9319
1,5 | 09332 09345 09357 00370 009382 00394 09406 00418 09420 0,9441

1,6 | 09452 09463 09474 00484 00405 00505 009515 09525 09535 09545
1,7 | 00554 09564 00573 00582 09501 009599 09608 09616 09625 00633
1,8 | 00641 09649 09656 00664 09671 00678 09686 09603 09609 00706
10 | 00713 09719 09726 09732 09738 00744 09750 09756 09761 00767

20 | 09772 09778 09783 00788 00703 00798 00803 00808 09812 09817

2.1 | 00821 09826 00830 00834 009838 00842 00846 00850 09854 00857
22 | 00861 09864 00868 00871 09875 00878 00881 009884 09887 0,0800
23 | 00803 09806 00808 00001 09004 00906 09000 09911 09013 00016
24 | 00918 09920 09922 00925 09927 09920 09931 09932 09934 00936
25 | 00038 09040 09941 00943 09945 00046 09048 009040 09051 00052

26 | 00053 09055 09956 00957 00950 00960 09961 09962 09963 09964
2.7 | 0,0065 09066 09967 00968 00960 00970 09971 09972 09973 0,9974
28 | 00074 09075 09976 00977 09977 00978 00979 009979 09080 0,908
20 | 00081 09082 09082 00983 00984 00984 00085 00085 09086 0,9086
3.0 | 00987 00087 00987 009088 00088 00080 00080 00080 009090 0,9990
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MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION Y ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

En cada pragunta, aumgua al procedimiento saguido soa difermnte al propuasto an al documeanto solucionas,
cualquier argumeanto valido que conduzca a la solucion serd valorado con la puntuacion asignada.

Loz estandame s do aprendizaje del blogue 1 32 evaluaran transversalments en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacién de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos y toma adecuada de decisionas.

Al

Por cada acuacién bien plantaada- 0.5 puntos. Por la solucién dal sistama: 1 punto. Si so reswalve cormactaments
un sistema incomecto: hasta 0.5 pumtos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Formula algebraicamenta las restriccionas indicadas an una situacion
de la vida mal, estudia y clasifica ol sistema da ecuacionas lineaks planteado, lo resuelve an lbs casos que sea
posible, ¥ ko aplica para reschvar problomas.

A2,

Por hallar los puntos de corie: 0.75 punios. Por plantaar la integral correcia: 0.5 puntos. Por calcular la primitiva:
0.5 puntos. Por aplicar la Ragla da Barrow: 0.5 punios. Por al resultado comrecto: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Aplica los métodos basicos para el cilculo de primitivas da funciones.
Calcula el area de recintos limitades por rectas y curvas sancillas o por dos curvas.

Al

a) Planteamianto: 0.5 puntos. Basoluciin: 0.25 puntos.
b) Planteamianto: 0.5 puntos. Rasclucién: 0.5 puntos.
¢) Planteamianto: 0.5 puntos. Rasolucion: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Exprosa la ecuacion do la recia do sus distintas formas, pasando da
una a ofra comactamenta, idanfificando en cada caso sus elemantos carackeristicos, y msolviendo los problemas
afinas antrm recias. Obliena las ecuacionos de rocias v planos en diforontas situaciones. Delormina angulos,
distancias, areas y volimanas utilizando los producios escalar, vactorial y micto, aplicandolos en cada caso a la
resolucicn da proble mas gaométricos.

Ad.

a) Plante amionto modalo: 0.5 puntos. Por cada porcantaje pedido: 0.25 punios.

b) Reconocar la binomial: 0.25 puntos. Parametros cormectos: 0.25 puntos. Expresion de la probabilidad: 0.25
punitos. Resolucion: 0.25 punios.

¢) Planleamianto: 0.25 puntos. Calculo corracio: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula probabilidades da sucesos asociados a fendmanos que puadan
modelizarsa medianta la distribucidn normal a partir de la tabla de la distribucién o mediante calculadora. Caloula
probabilidades asociadas a wna distribucion binomial a partir da su funcién da probabilidad, de la tabla de la
distribucion o madiante calculadora.
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RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de 540 acciones valoradas en 1 560 euros,
gue corresponden a tres empresas, 4, By C. Sabiendo que el valor actual de la accién A4 es el triple que
el de By la mitad que el de C, que el nimero de acciones de Ces la mitad que el de By que el actual valor
en bolsa de la accién Bes 1 euro, encuentre el nimero de cada tipo de acciones que le corresponde a

cada hermano.

Solucion

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/9iMcwbp14VI (ﬂ
video
Llamamos x al numero de acciones 4, y al nUmero de acciones B,y z al nimero de acciones C.

Con los datos del enunciado planteamos el sistema:

x+y+z=>540 x+y+z=>540
3x+y+6z=1560; — 3x+y+6z=1560
y =2z y—2z=0

Lo resolvemos usando la Regla de Cramer:

540 1 1

1560 1 6 1080+1560—3240+3.120 680 320
x =10 1 -2l ZORDVIH0nTIwanis ey Z0WA9PR — 360.

—2+3—-6+6 1

3 1 6

0 1 -2

1 540 1
y=[3 1560 6 |=—3120+ 3240 = 120.

0 0 -2

1 1 540
z=13 1 1560| = 1620 — 1560 = 60.

01 0

Lo que le corresponde a cada hermano:

=22=120; y =" =140; z="2"=20.
3 3 3
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Problema A.2:

Calcula el area de la region limitada por las graficas de las siguientes funciones:
flx)=2+x—x?yg(x) =2x% — 4x.

Solucion:

% Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/LIsWgHYpRHQ ( ’\
video
Buscamos los puntos de interseccion de ambas funciones:

fX)=g(x)>2+x—x2=2x>—-4x->3x>-5x—2=0>

= SEVZERZE _ 51VE9 _ 547 1

=—-ox=—=; x=2.
6 6 6 3

y—op_1_1_1823-1_ 14 _1 1 ?
f(_§)_2 3 9 9 _9:>A( 3’9)' C
f(2Q)=2+2-4=0= B(2,0). 2

A

Las funciones se cortan en los puntos: A (—%,%) yB(2,0)
Buscamos sus extremos:

’ _ _ _1 _9 19 -2 1 0 1 3
f(x)_1_2x_0_)x_5_)f(%)_Z_)C(E’Z)'
gx)=4x—-4=4(x—-1)=0->x=1-D(1,-2). !

El punto C (%,%) es un maximo de f(x) y el punto D(1,—2) es 2 v
un minimo de g(x)

Representamos las gréficas, con lo que:

2 2 2
S = f 1[f(x) —g()]-dx = f 1[(2 +x—x2)— (2x% —4x)] - dx = f 1(—3x2 +5x +2) - dx
3 3

2 12

N
| =

27 18 3

=(—23+5"2—22+2-2)—l—(—§)3+ﬂ+2-(—§)- = 8+10+4-L-242

_324-2-15+36 _ 360-17 _ 34

1 5 2 3
=6————+- — = 6.35u?.
27 18 3 54 54 54
z 343
El dreaes: S = — = 6.35 u?.
54
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Problema A.3:

—-x—y+z=0
2x+3y—z+1
a) Calcular el angulo que formanr y m.

b) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano i con respecto al plano

SeanlarectarE{ =OyeI planomr = 2x +y — z + 3 = 0. Se pide:

p=z—y=0.
c) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano 7.
Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/3ytiulfmSqU ( h

video

a) Vectores ortogonales a la recta r son: (—1,—1,1) y (2, 3,—1). Hallamos su producto vectorial para
obtener el vector de direccién de la recta .

i j  k
-1 -1 1
2 3 -1
Un vector normal del planores 71 = (2,1, —1).

=i+2j—-3k+2k—-3i—j==2i+j—k > =(2,-1,1).

n-v =1l - 7] - cos B.

Podemos calcular el angulo que forman dos vectores:

vy
cosf3 = .
B |7l [or]
Por ser los dngulos @ y § complementarios sabemos que: sen a = I?Z.rvi’l'
WVr
2,1,-1)-(2,—-1,1 4-1-1 2
sena = ( ) ) =—-=0.3333->

VA 124 ()2 22+ ()2 +12 Va+1+1-Va+1+1 V6-v6 6 3
La rectar y el plano 7 forman un dngulo @ = arc sen 0.3333 = 19° 28’ 16"".

b) Calculamos el punto P de interseccidn de la recta r y el plano m:

r={—x—y+z=0 x+y—z=0
“2x+3y—z+1= 0}—>2x+3y—z= —1}. El punto de corte es P(—3,1,—2).
n=2x+y—z+3=0 2x+y—z=-3

La recta s que pasa por P(—3,1, —2) y es perpendicular al plano § = y — z = 0 tiene como vector
director al vector normal del plano: g = (0,1, —1).

x=-3
La expresién de s dada por unas ecuaciones paramétricas es s = {y =14+1.
z=-2—-21
El punto M, interseccion del plano 5 con la recta s es el siguiente:
p=y—z=0
(*E 14— (2-D=0514+2+2+1=0> 201=-351=-2>
s=jy=1+41 2
z=—-2—-41
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x =-3

3
z=—-243=-2
2 2

Calculamos los vectores:

Pl = 00~ 0F = (3,2, ) - 3.1.2)] = (0-3.2).

MP' = 0P —O0M = [(x,y,z) — (—3,—%,—%).] = (x + 3,y+%,z+%).

Para que P’ sea el simétrico de P’ se debe verificar que:
x+3=0->x=-3

. - _3 =
PM=MP’->(0,—§»%)=(x+3,y+%,z+%)" yH = Y= 20 L pi(=3,-2,1).

El simétrico del punto de interseccion de la recta r y el plano i con respectoal planof =z —y =0es
P'(-3,-2,1)

¢) Sabemos que: P(—3,1, —2), punto de interseccion de la recta r y el plano 7. Buscamos un punto de
larectar.
x=1+24

= —X—Y+Z=0} _ X+y=4 } =ly=_1-
TEo+3y—z=-1 7242 43y =—142 _’r‘ijll A

Por ejemplo, para A = 0: Q(1,—1,0).

La recta g que pasa por ese punto y tiene por vector director al normal del plano 7, que es 7t = (2,1, —1);

x=1+2u
esIasiguiente:qE{y=—1+u.
Z=—U
El punto Q' es la interseccion de q y :
n=2x+y—z=-3 x=—§
x=142u _ __2 —_1_2%2__53
qz{ Y= iap [C2AFAISTH (=30 p=ogogy=olog= o
2=k \2=3 )

' 1 52
0(-3-52)
La recta r’ pedida, proyeccidon ortogonal de r sobre 7 es la que pasa por los puntos P(—3,1,—2) y

f_l_EZ)
Q( 3’ 3’3/

, _ x+3  y-1  z+2 x+3  y-1  z+2
r = = =3 85— 8 — "8
243 o1 i g -8 g
3 3 3 3

La recta r' pedida, proyeccion ortogonal de r sobreres: X +3 =1—-y =2z + 2

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Javier Rodrigo Hitos
Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verd


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es

“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucion normal de media
8.8 meses y una desviacion tipica de 3 meses.
a) é¢Qué porcentaje de individuos de esta espacie supera los 10 meses? ¢ Qué porcentaje de individuos
ha vivido entre 7 y 10 meses?
b) Si se toman al azar 4 especimenes, écudl es la probabilidad de que el menos uno no supere los 10
meses de vida?
¢) éQué valor de ¢ es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida (medido en meses)
del 98 % de los individuos de esta especie?

Solucion:

6: Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/E08i7gHUeaw (’\
video o’

a) Nos dicen que: X = N(u; o) = N(8.8; 3). Tipificamos: Z = 22,

10-8.8

P(X>10)=P(Z> .

) P (Z > %) =P(Z>04)=1—P(Z < 0.4) =1—0.6554 = 0.3446.

El porcentaje de individuos de esta especie que supera los 10 meses es de 34.46 %

7 8.8 10 — 8.8 ~1.8 1.2
P(7SXS10)=P( - szs—) P(TSZ§?>=P(—O.6SZSO.4)

=P(Z<04)—[1-P(Z<06)]==P(Z<04)—1+P(Z<0.6)
= 0.6554 — 1 + 0.7257 = 1.3811 — 1 = 0.3811

El porcentaje de individuos que ha vivido entre 7y 10 meses es de 38.11 %
b) La probabilidad de que un individuo no supere los 10 meses de vida es la siguiente:

P(X<10)=1-P(X >10) =1—0.3446 = 0.6554.
Distribucién binomial: P = (Z) -p" - q" ", siendon =4; p=0.6554; q=1—p =0.3446; r > 1.

4
0

Si se toman al azar 4 especimenes, la probabilidad de que el menos uno no supere los 10 meses de vida
es de 0.9859

Pr=1)=1-Pr=0)=1- ( ) - 0.6554° - 0.3446*° =1—1-1-0.3446* = 1 — 0.0141 = 0.9859.

X-8.8

¢) Tipificando la variable: Z = .

P(8.8—c§X§8.8+c):P(WSZSS'SZL&S)zo.%—»

P(_?Cszsg):P(z<§)—[1—P(Z<§)]=P(Z<%)—1+P(z<§)=

=2-P(z<%)-1=098 P(z<S)=22=0.9900.
3 3 2
Buscamos ese valor en la tabla N(0,1) —» 2.33 — g =233-5c=7.

El valor de c tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluya el tiempo de vida (medido en meses) del 98 %
de los individuos de esta especie es de ¢ = 7
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del pardmetro real a:

ax —2y+(a—1)z=4
—2x+3y—6z=2¢
—ax+y—6z=6

a) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.
b) Resuelva el sistema paraa = 1.

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/aGJuoPVALdI ( \
video

a) Escribimos las matrices de coeficientes y ampliada:
a -2 a-—1 a -2 a-1 4
M=(-2 3 -6 |yM'=|-2 3 -6 2|
—-a 1 —6 —-a 1 -6 6
Calculamos los rangos:

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es:

a -2 a-1

M| =1-2 3 —6 |=-18a—-2(a—1)—12a+3a(a—1)+6a+ 24 =-24a—2a+2 +
—a 1 —6

3a? — 3a + 24 = 3a® — 29a + 26 = 0; xzzgivzj‘zs‘“'%:”i”:>a1 =1, a, =2

26 . - .
Por lo tanto, paraa # 1y paraa # ey el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la
matriz ampliada, e igual al nimero de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado.

3 -6
Calculamos los rangos para a = 1. El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 5 #0
Calculamos el rango de la matriz ampliada:
1 -2 0 4 1 -2 0 4
rango|{ -2 3 —6 2|=rango(0 -1 -6 10)=2
-1 1 -6 6 0 -1 -6 10
F, - F, +2F; _
{F3_’F3+F1} o = F5)

El rango de la matriz ampliada es 2, igual al rango de la matriz de los coeficientes y menor que el nimero
de incdgnitas, por lo que el sistema es compatible e indeterminado.

26 : . —6
Calculamos los rangos para a = 5 El rango de la matriz de los coeficientes es 2, pues 5 #0
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Calculamos el rango de la matriz ampliada:

2 -2 Z g4 26 —6 23 12 13 -2 23 2
rango| -2 3 —6 2 =rango<—6 9 -—18 6>=rango(—3 3 -—18 1>=3-

%1 -6 6 ~26 3 -18 18 -13 1 -18 3
13 -2 2

Yaque:l-3 3 1/=117—-64+264+78—13—-18=221-35% 0= 221-37+0
—-13 1 3

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto al rango de la matriz de los coeficientes, por lo que el sistema
es incompatible.

La discusion completa del sistema es:

. 26 . - - . .
o Sia= 5 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, distinto del de la matriz ampliada que es 3,
el sistema es incompatible.

e Sia =1 el rango de la matriz de los coeficientes es 2, igual al de la matriz ampliada y menor que
el nimero de incégnitas que es 3 sistema es compatible indeterminado.

. 26 . - . .
o Sia# S va # 1 el rango de la matriz de los coeficientes es 3, igual al rango de la matriz
ampliada, y al nUmero de incdgnitas el sistema es compatible determinado.

x—2y=4
b) Sia =1 el sistema es —2x + 3y — 6z = 2}, que es compatible indeterminado, como acabamos de
—x+y—6z=6
ver. Haciendo z = —A:
x—2y=4 x—2y=4 x=2y+4
—2x+3y—6z=2}—> —-x+y=6+61 Z:_A}—)—y=10+6l
—X+y—6z=6 —2x+3y=61+2 z=-1

>x—2-(-10—-61)=4-> x=-16—12A.
x=-16—-124;,—y=10+64;z=—A,VAER
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Problema B.2:

senx si x <0,

Se considera la funcion f(x) = {x ¥ si x>0

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.

b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m, 2). Demuestre que existe
un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2.

¢) Caleule [z f(x) - dx.

@@ Solucion:
éﬂ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/py-Zo0AzgW0 ( »\
) -

video

a) La funcién es definida a trozos, formada por la funcidn seno, continua y derivable en toda la recta real,
y por una funcién exponencial, también continua y derivable en toda la recta real. El Unico punto dudoso
es por tanto el de uniéon de ambos trozos, x = 0.

Para estudiar la continuidad en x = 0, estudiamos el valor de la funcién en ese punto y el valor de los
limites laterales:

f(0O)=0-e°=0
lim f(x) =limsenx =0
x—0~ x—0
. T LX) —
S0 = e =0
Como lir(r)l_ flx) = lir(r)l+ f(x) = f(0) sabemos que la funcion es continua para x = 0
xX—> X—
Ya hemos visto que también el Unico punto dudoso para la derivabilidad es el punto de unién de ambas
ramas, x = 0.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

rron [ cosx six <O
f(x)_{ex(x+1) six=>0

Luego f'(07)=lim f'(x)=limcosx=cos0=1= f'(0"}=lim f'(x)=lime* (x+1)=e’ (0+1)=1

x—0" X—0" x—0" x—0~
porloque f'(07)=f'(0") =1
f(x) es continua y derivableen x = 0

b) Si la primera derivada de una funcidn es positiva o negativa entonces la funcién es creciente o
decreciente, respectivamente.

rrn [ cosx six <O
f(x)_{ex(x+1) si x>0

. . . . s e
En el intervalo (—m, 0): la funcidn f'(x) = cos x es negativa en el intervalo (—n, —5) y es positiva en el

intervalo (—g, 0). En el intervalo (0,2): f'(x) = e* - (x + 1) > 0. Por lo tanto:
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Six € (—n, —%) entonces f'(x) < 0, luego la funcion es decreciente

Six € (— g 2) entonces f'(x) > 0y la funcion es creciente

El Teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux dice que “si una funcidn es continua en
un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b)”

Para demostrar que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2 se tiene en cuenta que la
funcién es continua en [0,1], que f(0) =0-e°=0-1=0yque f(1)=1-e! =e > 2, por lo que
como 0 < 2 < e, queda demostrado que:

Existe al menos un x, € [0,1] de manera que f(x,) = 2

También se puede demostrar usando el teorema de Bolzano que dice que “si f(x) es una funcion
continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal

que f(c) = 0":

Probar que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2 es equivalente a probar que la funcién
g(x) = f(x) — 2 tiene una raiz real en el intervalo [0, 1]. En el intervalo [0, 1] la funcidn:

g)=f(x)—2=x-e*—2.
Es continua en el intervalo [0, 1],
g(0)=0-e2-2=0-2=-2<0,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

g(1) =1-el—2 =e— 2> 0.Tiene distinto signo en los extremos. Luego

g(x) tiene al menos una raiz real en [0, 1]. Por lo tanto
Existe al menos un x, € [0,1] de manera que f(x;) =2
c) Debemos integrar la funcién en cada uno de los subintervalos:

1 0 1
I=j f(x)-dx=jsenx-dx+Jx-e"-dx
z m 0

La primera integral es inmediata y la segunda la hacemos por partes:

0
T
— [_ o _ _ _ ) =—1—-_0=—
fnsenx dx = [ cosx]_g— cos0 cos( 2)— 1-0=-1

—cosO+cos(—%) =-1+0=-1

Utilizamos el método de integracién por partes: [ udv = uv — [ vdu

Uu=x du = dx
I
v=[eXdx=e* dv = e*dx
Sustituimos:
folx-ex-dxz [x-e*—[e*-dx]g=[x-e*—e*]g=(1-e' —e')—(0-e°—e%) =1.
Por lo tanto: I= f_lgf(x) cdx=-1+1=0.
2 1
sznf(x)'dx=0
2
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Problema B.3:

Seanlosplanosmy =x+y=1yn, =x+z=1.

a) Halle los planos paralelos al plano 1, tales que su distancia al origen de coordenadas sea 2.
b) Halle la recta que pasa por el punto P(0, 2,0) y es perpendicular al plano 7.

¢) Halle la distancia entre los puntos de interseccidn del plano m; con los ejes Xe Y.

@@ Solucion:
6= Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/LQ_4yL6udS0 (»\
)

video

a) La distancia del origen de coordenadas al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la férmula:

D]
VA2+B2+(C?

Todos los planos paralelos al plano m; = x + y — 1 = 0 tienen por expresidn general:

d(0,m) =

n=x+y+D=0.

Aplicamos la férmula alplanor =x+y+ D = 0:

Pl _ ol
V1Z+12+02 V2

Los planos pedidos son:

do,m) =2 - = |D| =2V2 - D; = =2V2,D, = 2V/2.

T =x+y—-2V2=0yn" =x+y+2V2=0

b) Un vector normal del plano 1, es n; = (1,0, 1), por lo que la recta r pedida lo tendrd como vector
director. Como ademas conocemos un punto P(0, 2, 0), sus ecuaciones paramétricas son:

x=21
r= y:Z
z=2

¢) Buscamos los puntos de interseccion del plano; = x +y — 1 = 0 con los ejes Xe Y:

m=x+y—1=0
Eje X: y=0->x—-1=0; x=1-A4(1,0,0).
z=0
T=x+y—1=0
EjeY: x=0f—=y—1=0; y=1-B(0,1,0).
z=0

La distancia entre los puntos A(1,0,0) y B(0, 1,0) es el mddulo del vector AB:
AB = 0B — 04 =[(0,1,0) — (1,0,0)] = (—1,1,0).
d(4B) = |AB| = /(=12 + 12+ 02 = 2
d(AB) =V2u
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Problema B.4:

Una estacion de medicion de calidad del aire mide niveles de NO, y de particulas en suspensién. La
probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NO, superior al permitido es 0.16. En los dias en los
que se supera el nivel permitido de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel permitido de particulas
es 0.33. En los dias en los que no se supera el nivel de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel de
particulas es 0.08.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

c¢) éSon independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de NO,” y “en un dia se supera
el nivel permitido de particulas”?

d) éCudl es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que no se ha
superado el nivel permitido de particulas?

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/VIK1B2007Bg (}\

‘S

video

Denominamos por /N a superar el nivel permitido 133 o~ P PINOP)=0.16-033=00528
de NO,, y P a superar el nivel permitido de N

particulas. Llevamos a un diagrama de arbol los o1 067\, noP PN 1 noP)= 0.16 - 0.67 = 0.1072

datos del enunciado. Comprobamos operaciones
viendo que las probabilidades en cada nudo
suman 1, y que: 08 0.0, P P(noN n P)= 084 008 =00572

noN

0.0528 + 0.1072 + 0.0672 + 0.7728 = 1.

noP P(noN n noP) = 0.84 - 0.92 = 0.7728

a) Debemos calcular:
P(NNP)=P(N)-P(P/N)=0.16 - 0.33 = 0.0528
La probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos es de 0.0528.

b) Utilizamos el suceso contrario. La probabilidad pedida es igual a la unidad menos la probabilidad de
gue no se supere ninguno de los dos niveles:

1—P(noN NnnoP) =1-0.84-0.02=1-0.7728 = 0.2272
La probabilidad de que se supere al menos uno de los dos niveles es 0.2272
c¢) Dos sucesos A y B son independientes cuando P(A N B) = P(A) - P(B):
P(N) = 0.16; P(N n P) = 0.0528; P(P) = P(NNP) + P(noN n P) = 0.0528 + 0.0672 = 0.1200.
P(N)-P(P) =0.16-0.12 = 0.0192 # 0.0528 = P(N N P).
Los sucesos NO son independientes

d) Nos piden una probabilidad condicionada:

P(NnnoP) _ P(N)-P(NOP|N) _ 0.16:0.67 _ 0.1072

P(noP) 1-P(P) 1—012 088 0.1218.

P(N|noP) =

La probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que no se ha superado
el nivel permitido de particulas es de 0.1218
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MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GEMERALES Y CALIFICACION

Caspuds de lear atentaments &l examen, responda razonadaments cuatro pragunias cualesquisra a alagir anire
las ocho que so proponan.

TIEMPO ¥ CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificara sobre 2.5 puntos.

AA. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen wun total de 15000 saguidoras en una red social. Si Jimena perdiara
ol 259% do sus soguidoros todavia temdria el triple de seguidores gue Sara. Adomas, la mitad de los saguidores

da Sara mas la quinta parto da los do Cristina suponan la cuarta parte de los soguidoras da Jimana. Calcula
cuantos saguidores tiene cada una de las fros amigas.

A2 Calificacion maxima: 2.5 punios.

a) (125 puntos) Calcule, en caso de axistir, al valor da los siguiantes limitas:

2r? — gen T see T AT menl

, .
a1) (05 puntos) ]m.””'“—?z’ a?) (075puntos) Tm — |2 2 ]
r—a r

(Indicacion: use al cambio de variable ¢ = 1+ donde saa necasario).

b} (125 puntos) Calcule las siguientes intogralas:

L
b.1) (0.5 puntos) J{ ,21 - dr b.2) (075 puntos) f JEN
[1]

A3, Calificacion maxima: 2.5 punios.

z 2

Cade al punto A(1, 0, -1}, laectar=r—- 1=y + 1 '2

yelplano » = = + y — =z = &, 50 pida:

a) (075 puntos) Hallar al angulo gue forman el plano = y el plano parpandicular a la recta » gque pasa por el
pumnto A

B} (075 punios) Determinar la distancia entra la recta » y al plano «.

c} (1 punto} Calcular una ecuacion de la recia gue pasa por A, forma un angule recto con la recta » y no corta
al plano =.

A4, Calificacion maxima: 2.5 punios.

En una urna hay dos bolas blancas y cualro bolas negras. Se extras wuna bola al azar. Si la bola extraida es
blanca, se devuelve a la urnay se afiade ofra bola blanca; sies negra, no s8 devuslve a la uma. A continuacion,
sa vualve a exirasr una bola al azar da la urna.

a) (1 punto) ;Gual es la probabilidad de gue las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b} {1.5 puntos) ;Cual es la probabilidad de gue la primera bola extraida fuera negra, sabiendo que la sagunda ha
sido blanca?
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B.A. Calificacion maxima: 2.5 punios.

a) (075 puntos) Encuentra un Onico sistermma de dos ecuaciones lineales en lasvariables r e y, qua fanga como
solucionas (=1, p=2} ¥y {z =0,y =0}

B} (1 punto) Encuanire un sistoma de dos ecuaciones linsales an las variables ¢, y ¥ = cuyas solucionas saan,
an funcion dal paramatro A < K:

c} (0.75 puntos) Encuentre un sislema de fres ecuaciones lineales con dos incognitas, = e v, que solo tenga
como solucitn ar =1e y= 2.

A
A-2
A-1

[ERL- ]

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Sea la funcidn
fiz) =12 — |z| + 2

a) (075 puntos) Estudie la continuidad v la derivabilidad da f en = = 0.
B} (1 punto) Detarmine los extramos relatives da fix) en la recta real.

c) (075 puntos) Calcule el area da la region dalimitada por la grafica de f, el aje de abcisas y = 0, y las rectas
T ly z= 1.

B.3. Calificacion maxima: 2.5 punios.
Dadas las ractas

r—2 gy+1 z 4 4 r4z=2
r . = ar

+y—2z =1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion da la recta parpendicular comBn a ry & &
B} (1 punto) Calcule la distancia anire ry =.

B.4. Calificacion maxima: 2.5 punios.

Sagin las esiadisticas meteorclgicas, an una ciudad nordica llueve un promedio del 45 % de los dias. Un
climatologo analiza los registros pluviomatricos de 100 dias olegidos al azar ontro los de los dltimos 50 anos.

a) (1 punto) Exproese como calcular con axactitud la probabilidad de gua an 40 do allos haya Novido.
b} (1.5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola medianta una normal.
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DISTRIBUCION NORMAL

Ejemplo: si Z tiene distribucitn N{0,1), P(Z < 0,45) = 0,6736.

z 000 o0l 002 008 0,04 005 008 007 008 0,08
0.0 | 05000 0,5040 05080 05120 0,560 0,5100 0,5230 0,5270 005310 0,5350
0.1 | 05308 0,5438 05478 05517 0,5557 0,5506 0,5636 0,5675 05714  0,5753
02 | 05793 0,5832 05871 05010 05948 05087 06026 0,6064 06103 06141
03 | 06179 06217 06255 06203 0,6331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 | 06554 06501 06628 06664 06700 06736 06772 0,6808 06844 06879
05 | 06015 06950 06985 07019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 07190 0,7224

06 | 0,7257 0,7201 0,7324 07357 07380 07422 07454 0,7486 07517 0,7540
0,7 | 0,7580 0,7611 0,7642 07673 0,7704 07734 07764 07704 0,7823 0,7852
08 | 0,7881 0,7010 0,793 07967 0,7995 08023 08051 08078 08106 0,8133
09 | 0,850 08186 08212 08238 08264 08280 08315 08340 08365 0,8380
10 | 0,8413 0,8438 0,8461 08485 08508 08531 08554 08577 08599 0,8621

1.1 | 0.8643 0O,B665 08686 O08T0E 08729 08745 08770 08T 08810 08830
1,2 | 08849 0O,BB69 0,5888 08007 08025 08944 0,8962 08080 O0BMT 059015
13 | 0,9032 0049 09066 09052 050099 059115 09131 09147 09162 08077
14 (09192 00207 09222 09236 09251 09265 09279 09202 09306 059319
1.5 | 09332 00345 09357 09370 09382 005394 09406 09418 00429 05441

1,6 | 00452 00463 00474 00484 00405 00505 09515 09525 00535 09545
1,7 | 00554 09564 009573 00582 09501 00500 09608 09616 00625 09633
18 | 00641 09640 009636 00664 009671 00678 00686 09603 00690 09706
10 | 00713 09719 0076 00732 09738 00744 09750 09756 00761 09767
20 | 00772 09778 00783 00788 00703 00708 00803 00808 00812 09817

2.1 | 00821 09826 00830 00834 00838 00842 00846 09850 00834 09857
22 | 00861 09864 00868 00871 00875 00878 00881 00884 00887 0,980
23 | 00803 09806 00808 00001 00004 00006 00908 09911 00013 0,9916
2.4 | 00018 09020 009922 09925 09027 00920 09931 09932 000934 09936
25 | 00938 09040 09941 09943 09045 000946 09948 099409 00951 0,9952

26 | 0,0953 09055 0,996 00957 00950 09960 09961 09962 0090963 00064
2.7 | 0,0965 09066 09967 00968 00960 09970 09971 09972 09073 00074
28 | 00974 09075 009976 09977 00977 00978 09979 09979 090980 0,008
20 | 00081 00082 00082 00083 00084 00084 00085 00085 00086 00086

3.0 [ 090987 09987 09987 00058 0590858 009959 09989 09080 059090 09990
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION Y ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

En cada pregunta, aunque al procedimiento saguido saa diformante al propuesto en al documanto solucionas,
cualgquier argumeanto valido que conduzca a la solucién sard valorado con la puniuacién asignada.

Los estandare s de aprendizaje del bloque 1 s evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacién de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos y toma adecuada de decisionas.

A

Por plantear correctamente cada ecuacion: 0.5 puntos. Resolucidn cormacta dal sistema planteado: 1 punto. Sa
daran como maximo 0.5 puntos si se msuelve cormectameants wn sistema que esté mal planteado.

Estandares de apmndizaje evaluados: Formula algebraicamanta las restricciones indicadas an una sifuacion
de lavida real, estudia v clasifica el sistema de ecuacionas lineakes planteado, 1o resushe an los casos gua saa
posible, ¥ lo aplica para resolvar problemas.

Az

a.1) Por cada aplicacion correcta de LHOpital:0.25 puntos.

a.2) Por el cambio da variable: 0.5 punios. Aplicacion da UHépital: 0.25 puntos.

b.1) Por resolvar coractamenta la integral: 0.5 puntos.

b.2) Por cada intogracion por paries comecta: 0.25 punios. Por aplicar comectamente la rogla da Barrow:
0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Aplica la regla da LHdpital para resolver indatarminacionas an al cilculo
da limites. Aplica los métedos basicos para el calcule da primitivas de funcionas.

A3,

a) Plants amianto: 0.5 puntos. Rasolwcidn: 0.25 puntos
b) Planteamiento: 0.5 punios. Resolucion: 0.25 puntos.
¢} Planto amianto: 0.5 puntos. Rasolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Cbliena las acuacionas de ectas v plancs en diferantas sifuaciones.
Expresa la ecuacion da la mcta de sus distintas formas, pasando de una a ofra correctameanta, identificando an
cada caso sus alementos caracteristicos, v resolviendo los problemas afines antre rectas. Detarmina angulos,
distancias, araas y volimenas utilizando los producios ascalar, vactorial y mixio, aplichndolos encada caso ala
resolucion de proble mas geomairicos.

A4,

@) Plants amienta: 0.75 puntos. Resolucion: 0.25 puntos.
b} k=0 comacto de las formulas de Bayas y da la probabilidad tofal: 1 punio. Rasolucién: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos an exparimenics simples y com-
puestos madiante la mgla da Laplaca, las formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorov v dierantes
Bcnicas do mouanto. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando la farmula da Bayes.
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Ba1.

En los apartados a) y ¢), dar el ejemplo 0.5 puntos; justificacion de que cada ejemplo cumple al enunciado,
025 puntes. Enal apartado b), llegar al sistema 0.75 puntos; justificacion, 0.25 punios.

Estandares de aprendizaje evaluados: Resushlve problemas suscaptibles de ser mpresentados matricialmenta
e interpreta los resultados obtanidos.

B.2.

a) Continuidad: 025 puntos. Dervabilidad: 0.5 puntos (repartidos an 0.25 por el planteamiento, v 0.25 por los
calculos).

b} Dacidir que > = 0 es extremo: 0.25 puntos. Hallar el ofro punio critico: 0.5 puntos. Demcstrar gue as minimao:
0.25 puntos.

c) Hallar la primitiva: 0.25 puntos. Aplicar la regla de Barmrow: 0.25 punios. Resultado: 0.25 puntos.

Esténdares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas, y represanta la
funcién en wunentorno da los puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de limite v de derivada, asi coma los
tooremas relacionados, a la resolucién de problemas. Aplica los métodos basicos para el calculo da primitivas da
funcicnes. Calcula el area da mcintos limitados por rectas y curvas sancillas o por dos curvas.

B.3.

a) Planteamiento: 1 punto. Resolucidn: 0.5 puntos.
b) Plantsamignta: 0.75 puntos. Resolucidn: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuacion de la recfa de sus distintas formas, pasando da
una a ofra comactamenta, idantificando en cada caso sus alemantos caracterstices, v resolviendo los problemas
afines antre ractas. Oblione la ecuacién del plano an sus distintas formas, pasando de una a oira comactamenta.
Obtiene las ecuaciones de mcias y planos en diferentes situacionas.

B.A4.

a) Por identificar la binomial 0.5 puntos. Porexpresar la probabilidad 0.5 puntos.
b) Calculo de parametros de la normal: 0.5 puntos. Calcule de la probabilidad: 1 punto (planteamianto: 0.5 puntos;
resolucidn: 0.5 puntos).

Esténdares de aprendizaje evaluados: Utiliza un vocabulario adacuado para describir situaciones relacionadas
con el azar. Conoce las caracteristicas y los parametros de la distribucion Mormal y valora su importancia en al
mundo cientifico. Calcula probabilidades de sucesos asociados a fandmenos que puadan modalizarsa madianta
la distribucidn normal a partir da la tabla de la distribucion o madianie calculadora.
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RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Tres amigas, Sara, Cristina y Jmena, tienen wn total de 15000 seguidoras en una rad social. Si Jimana perdiera
el 25% de sus seguidomes todavia tendria el triple de sequidores que Sara. Ademas, la mitad de los saguidores
da Sara mas la quinta parie de los de Cristina suponan la cuarta parte de los saguidoras do Jimana. Calcule
cuantos saguidoras tiena cada una de las fres amigas.

Solucion:

®® Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/p4XUv7IK4NU ( \

video

Llamamos x,y,z al numero de seguidores que tienen en la red social Sara, Cristina y Jimena,
respectivamente.

Escribimos un sistema de ecuaciones lineales siguiendo el enunciado

x+y+2z=15000 x+y+z=15000 x+y+z=15000
(1-025)z=3x} 5 0.75z = 3x ¢ = 4x —z =0} =z =4x.
“Xtzy=:z 10x + 4y = 5z 10x + 4y — 5z = 0

Como z = 4x eliminamos la incognita z del sistema:

x+y+4x=15000}_) 5x+y = 15000

3y = 15000 - y = 5 000.
10x + 4y —20x =0 —5x+2y =0 > 2y = 5x }_’ Y -

Sustituimos el valor de y en la ecuacién: 5x +y = 15 000
5x +5000 =15000 - 5x =10000 - x =2000. z=8000.

Sara tiene 2 000 seguidores, Cristina tiene 5 000, y Jimena 8 000
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Problema A.2:

a) (125 punios) Calkule, en caso de existir, el valor de los siguienias limites:

721 — 27)

17— Dp? _gop o

0
a1) (0.5 puntos) ]i[[: a?2) (0.75puntos) lim _11 (E = )
I raao I

T osen L

{Indicacion: use el cambio de variable ¢ = 1/z donde sea necesario).

b) (1.25puntos) Calcule las siguientes intagrales:

1
b1) (05 puntos) j o b2) (075 puntos) f ot dr
a

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/DC2b9f2Lzyk ( \
video
2(4_ 2.(1—
a1) L = lim x“(1-2x) _ 0%-(1-0)

X0 x—2x2—senx  0—2-02—sen 0’
aplicamos la Regla de L’Hépital, derivando numerador y denominador:

se anulan tanto el numerador como el denominador por lo que

2x-(1-2x)+x2-(=2) _ .. 2x—4x?-2x2 _ . 2x—6x2

L = lim
x—0 1—-4x—cosx x—0 1—4x—cosx x—0 1—4x—cosx 1-0-1

Vuelve a salir una indeterminacién del mismo tipo, por lo volvemos a aplicar la Regla de L'Hopital:

) 2—12x 2—-0 2 1

L:}cl—rg—4+senx:—4+sen0:—4+O:_§
_ x%(1 - 2x) 1
L:;Icl—r%x—sz—senx:_E

. 1 3 2 . 3 2 . 3 . 2 2
a;) lim|=-(=——=]|=lim |5 ———=| = lim = — lim - =0——
x—oo | X X sen; x—oo \ X x-sen; xX—00 X X—00 x-sen; -0

El limite del primer sumando es 0, y el segundo tiene una indeterminacion del tipo oo - 0. Para calcularlo
hacemos operaciones y aplicamos la regla de L’Hopital

2 -2
— = >z 2 2 2
lim ———— = —lim —%*— = —lim —X*—— = —lim = — =—== =2
X—00 1 X—00 x—oo 1 1 X—00 1 cosO 1
X -sen = sen = —=C0S = =
X X X X
i 1 (3 2
lim |—- [ =— 1= =7
e X \X gen =
X
b;) Es una integral inmediata de tipo logaritmo. Podemos hacer el cambio de variable
x> —1=t »2x-dx =dt
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I=[— dx=%-f%-dt=%-Lt+C=%-L|x2—1|+C =

x2-1

1—] Y o dx=ip?—1l+cC
=)y T

by) I = folxze_x - dx. Hacemos la integral indefinida
La segunda integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracién por partes: [ udv = uv — [ vdu

u = x? du = 2x - dx
: v=—e* dv=e""-dx
Sustituimos:
[x?- e dx=x?(—e™*)—[—e™* 2x-dx=—x?-e*+2[x-e ™ dx

El segundo sumando volvemos a hacerlo por partes: fx e - dx

u=x du = dx
X dv=e % -dx

[x-e*dx=x-(—e®)—[—e* dx=—x-e*+[e* dx=—x-e ¥ —e*+(C=— (x+1)+C

v =-—e

Sustituimos el valor de esta integral:

[x? e dx=—x?-e*4+2 - [x? - e ¥ -de=—-x?-e¥4+2 - [-e*(x+1]+C=
=—x%e*—-2-e*(x+1)+C>1=[x*" -dx=—e*(x>+2x+2)+C.
Aplicamos los limites de integracidn:

I=[ x%* dx=[-e (2 +2x+2)]y=—[e (1> +2-1+2)] +[e (0% +2:0+2)] =

1+2+2 5
=2 12=-2_23
e e

e 5
I=fx2e‘x-dx=2——
0 e
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Problema A.3:

Dado el punto A(1,0, -1}, lamectar=xr—1=y+1 yelplano = = r + y — z = 6, 50 pida:

a2

) (0.75 puntos) Hallar el angulo que forman el plano = y el plano parpendicular a la recta » gue pasa por al
punto A,

b} (075 puntos) Daeterminar la distancia entre la recta r» v el plano =

¢} (1 punto) Calcular una ecuacion de la ecia que pasa por A, forma un &ngule recto con la recta » v no corta
al plang =.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/Px6bNWm1k9Y (ﬂ
) g

‘S

video

a) Un vector director de la recta r es v, = (1,1,2), que es, a su vez, el vector normal del plano
perpendicular a la recta.
Un vector normal delplanomr=x+y—z=6es7n = (1,1,—1).
El dangulo que forman los dos planos es el mismo que el que forman sus vectores normales.
Hallamos el producto escalar de los dos vectores normales encontrados:
v,on=1-14+1-14+2-(-1)=0
Como el producto escalar es cero, los vectores son ortogonales.
Los planos son perpendiculares, forman un dngulo de 90° = %radianes

b) Al ser el vector de direccion de la recta ortogonal al vector normal al plano, recta y plano son paralelos
por lo que tiene sentido calcular la distancia entre recta y plano, para ello podemos calcular la distancia
de un punto cualquiera de la recta al plano. Un punto de la rectaes P(1,—1, 2)

La distancia de un punto P (xg, Yo, Z,) aun plano Ax + By + Cz+ D = 0es: d(P,m) = le%wl

Por tanto:

_ _ 111+1(-D-12-6| _ |1-1-2-6| _ 8
drm) =dP,m) == e = mm v

d(r,m) = 5 0

=—u
V3 3
¢) Buscamos una recta s que no corte al plano  por lo que debe ser paralela a él, es decir, el vector
director de s tiene que ser perpendicular al vector normal de 77, 7 = (1,1, —1). También sabemos que el
vector director de s es perpendicular al vector director de r, v, = (1, 1, 2), por lo cual, el vector director
de s tiene la misma direccién que el producto vectorial 7 X v,:

i j k
Axv =01 1 —1|=2i—j+k—k+i—2j=3i—3j-(3.-3.0) >7 = (1,—1,0)
11 2

La recta pedida pasa por A(1,0,—1) y tiene de vector de direccién: v, = (1,—1,0), luego su ecuacién
parameétrica es:

x=1+21 x—1 y
S=Ejy=—-1 - =—;z= -1
1 —1
z=-1
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Problema A.4:

En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Sa extras una beola al azar. Si la bola exiraida as
blanca, sa devualve a la urna y se anade ofra bola blanca; sies negra, no s devusalve a la urna. A continuacion,
sa vualve a exftrasr una bola al azar de la wrna.

a) (1 punto) ;Cudl es la probabilidad de que las dos bolas oxtraidas soan de distinto color?

b) (1.5 puntos) ;Cual as |a probabilidad da gue la primara bola exiraida fuera negra, sabiando qua la sagunda ha
sido blanca?

Solucion:

‘S

video

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/wTM9DjSWHfU (ﬂ

Llamamos A al suceso sacar bola blanca y N a sacar bola negra. Dibujamos un diagrama de
arbol con los datos del problema:

B P(BNB)=2/6-3/7=1/7

377
B
2/6 417 N P(B n N)=2/6 - 4/7 = 4/21
B P(N N B)= 46 - 2/5 = 4/15
4/6 25
N
3/5 N P(N N N)=4/6 - 3/5 = 2/5

a) Para que las dos bolas extraidas sean de distinto color tiene que ser

2 4 4 2 4 4 20+28 48 16
24,42 4 4 =28 ~ 19~ 045714
6 7 6 5 21 15 105 105 35

P =P(B,N) +P(N,B) =

16
La probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color es 5 = 0.45714

b) Ahora es una probabilidad condicionada a que la segunda bola sea blanca. Miramos las probabilidades
en el arbol:

4 2 4 4
P(NNB) =2 = = 4715 47 28
P=P(N/B) = =205 =15 — 15 — =—=—=(0.65116.
(N/B) P(B) 23,327 1 % 715428 T 543 T 43 43
67 65 7 15 105

La probabilidad de que la primera bola extraida haya sido negra sabiendo que la segunda bola ha sido

blanca esE = (0.65116
43
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

a} (0.75 puntos) Encuentre un Onico sistemna de dos ecuaciones lineales en las variables x e y, que fenga como
solucicnes [z =1,y= 2}y {z=0,y =0D}.

b} (1 punto) Emcuentra un sistema de dos ecuacionas lineales en las variables ¢, y ¥ = cuyas solucionas saan,
an funcion del parameltro A = R:
T A
] A—2
{ -] A1

¢} (0.75 puntos) Encuantre un sistama de tres ecuaciones lineales con dos incognitas, = e v, que solo tenga
como scluciénar =1ay=2

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/jGrrOi6er5q ( h

‘S

video

a) Por dos puntos pasa una recta, en este caso y = 2x. Por tanto, se trata de encontrar un sistema
compatible e indeterminado, con lo que sus dos ecuaciones deben ser linealmente dependientes.

2x—y=0}
4x -2y =0

b) Ahora buscamos un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, compatible indeterminado, ya que
su solucion debe la recta dada, que pasa por el punto (0, —2,—1). Llamamos a x el valor del parametro
y tenemos:

y=x—2}_)x—y=2}

z=x—1 x—z=1

c) Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, dos de las cuales son linealmente
independientes y con soluciones x = 1 ey = 2, y la tercera es combinacidn lineal de las dos primeras.
Podria ser el sistema:

2x—y=0
x+y=3
x—2y=-3
Pero hay infinitas soluciones
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Problema B.2:

Sea la funcidn
fiz) 7 x| 4

2=

a} (075 punfos) Estudia la continuidad vy la derivabilidad da f en = = 0.
B} {1 punto} Determine los axiramos relativos da =) an la recta real.

c) (075 puntos) Calcule al drea de la regidn delimitada por la grafica de f, el aje de abcisas y = 0, ¥ las ractas
= ly 2= 1

Solucion:

@@ Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/-HCRhLIu6A8 (ﬂ

video

La funcién valor absoluto es continua pero no es derivable en el origen. Su definicion es:

X3+x+2six<0

|x|:{—xsix<0
x3—x4+2six>0

X six>0 la funcién f (x) puede redefinirse de la forma: f(x) = {

a) La funcién f(x) es suma de funciones continuas luego es una funcién continua en toda la recta real.
Si la consideramos una funcién definida a trozos, formada por dos funciones polindmicas es Unico caso
dudoso es el de unién de los trozos. Estudiamos la derivabilidad en el origen:

Una funcidén es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

1 six<O0

I _ 3X2 +1six<0 _ 1 _ :
f'(x) = { ,luegoparax =0, f'(0) = {_1 six>o0Por lo que no es derivable en 0.

3x2—1six>0
Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales
en ese punto.

La funcidn es continua en toda la recta real. La funcién NO es derivable en x = 0. Por tanto f(x) es
derivable en R — {0}

b) Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto en el que exista la derivada, es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

3x°+1=0=>x &R

3x2—1=0:x=g'

f1(x) = oﬁ{

Usamos la segunda derivada

(%) ={6x SLX < 0—>f”(§) = 6-g> 0 — Hay un ml'nimoenx=\/3—§

|
I
|
|
}
|
|
i
6x si x>0 :
|

3

3 3 =35 "3 t4=

& _ (V3 V3 YERRE V3-3V3+18 18-2v3
f(_)_< ) 3 9 3 - 9 9

|
t
V3 18-2v3 .. . [
El punto 4 (?, ) ~ A(0.6,1.62) es un minimo relativo ,
i
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Estudiamos el punto B(0, 2) en el que no existe la derivada.

, 1six<0
Como f (O)Z{—l si x>0

el punto B(0, 2) es un maximo relativo.

antes de B(0, 2) la funcidn es creciente, y después es decreciente, luego

A (ﬁ’ 18-2+/3
3

¢) En (—1,1) todas las ordenadas de la funcion f(x) son positivas, por lo que la superficie pedida es:

1

) ~ A(0.6,1.62) es un minimo relativo y B(0, 2) es un maximo relativo

1 0 1 X+ x2 0 x4 2
S=Jf(x)-dx=] (x3+x+2)-dx+j(x3—x+2)-dx=—+—+2x +|——=+2x
) 3 . 4772 L e T2 .

(-D*  (-1)? ¢ 12 1 1 1 1
=0- [+ 542 (-n|+ (5-F+2-1)-0=-3-2+42+1-3+2=4-1=3
4 2 4 2 4 2 4 2
S =3u?
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Problema B.3:

[adas las ractas

_r-2 y+l1 z+4 r4+z=12
=7 1 7 B+ y—dr=1
a) (1.5 puntos) Escriba una ecuacion de la recta parpandicular comina ry a =

b) (1 punto) Calcule la distancia enire r y .

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/FcKSWKmKioU (ﬂ
S

‘S

video

a) De las rectas r y s sabemos: Un punto y un vector director de la recta r son A(2,—1,—4) y v, =
(1,1, —3). Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta s

x+z=2

s={_2x+y_2221—>z=/1; X=2-2 y=1+2x+25y=1+4—21+22=5 -

x=2-—2
s={y=5
z=2A

Un punto y un vector director de la recta s son B(2,5,0) y v, = (1,0,—1).

Como los vectores 1, y U, son linealmente independientes, las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso buscamos un vector de origen A € r y extremo el punto B € s:

Ww=A4B =0B — 04 =[(2,5,0) — (2,—1,—4)] = (0,6,4) = w.

, — —> —> .
Segun que los vectores {v,, U5, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan.

1 1 -3
Rang {v,,v,w}—->|1 0 —-1|=-184+6—4+# 0 - Rang {v,,v,,Ww} =3 — Los vectores son
0 6 4

NO coplanarios por lo que las rectas se cruzan.

El vector director de la recta t perpendicular a r y s es uno de igual direccién que el producto vectorial
de los vectores directores de lasrectasr y s.

i j ok
vyXvg=11 1 =-3|==i-3j—-k+j=—i—-2j—-k=>v,=(1,2,1).
1 0 -1

Buscamos los planos que tengan a dicho vector como vector de orientacién, a) ; pase por un punto de
r y tenga como el otro vector de orientacioén el vector de direccién de r, y b) m, pase por un punto de s
y tenga como el otro vector de orientacidn el vector de direccién de s:

x—2 y+1 z+4
w4 v, v) = 1 1 -3 (=0~
1 2 1

(x=2)—30+1D)+2z+4) -+ +6(x—-2)—(y+1)=0=
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Tx—2)—4y+ 1D+ (z+4)=7x—14—-4y—-4+2z+4=0
m=7x—4y+z—-14=0.

x—2 y-=5 2z
m,(B; Vs, ) = | 1 0 -1/=0-
1 2 1

—(y—=5+2z+2(x-2)—-(y—5=0=2(x—-2)—-2(y—-5)+2z=
2x—4—-2y+10+2z2=0=2x—-2y+2z+6

m,=x—y+z+3=0.

La recta pedida es la interseccidon de los planos 1 y 1o:

{7x—4y+z—14=0
x—y+z+3=0

b) Las ecuaciones paramétricas de las rectas tienen las siguientes expresiones:

x=2+u x=2—2
rz{y=—1+u ysz{y=5 )
Z=—4—3ﬂ z=A

Un punto cualquiera de cada una de las rectas es:
Per=PR2+u—-1+u—-4-3u)yQes=>0Q(2—-2175271).
(_Zﬁ=5ﬁ—56= (u+2A,—-6+u—4—-3u—21).
Imponemos que este vector sea perpendicular a ambas rectas:
QP 7, =0- (u+ 4 —6+u,—-4—-3u—21)-(1,1,-3)=0=pu+1—6+p+12+9u+ 321
11p + 44 = —6.
Q_P)-FS’=O—> W+, —-6+u—4-3u—21)-1,0,-1)=0=pu+A+4+3u+1=4u+21+4
2u+1=-2.
Resolvemos el sistema:

11,u+4)L=—6}_) 11u + 21 = -6
2u+1=-=2 —8u—41=28

Los puntos resultan ser:

}—)3#:2—)#:%_—)§+A:—2—) 4+3/1=—6—>/1=—?.

P+p—1+p—4-3)~P(2+2-1+% -4-2)~P(%,-3,-6)

02 —1,51) ~ Q(z +1?°,5,—2—°) ~ Q(%ﬁ,s,_l?‘))_

La distancia pedida es el médulo del vector Q—ﬁ:

=09 0= (1 0) - (259 = (2159
8

opP| =8 8 3
dpg = [QP| =2 NP+ 2+ 12 =26 =22

3
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Problema B.4:

Segun las estadisticas meteorcldgicas, en una ciudad ndrdica llueve un promedio dal 45 % da los dias. Un
climatologo analiza los registros pluviomatricos de 100 dias elegidos al azar entre los de los Gltimos 50 anos.

a) (1 punto) Expresa como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de sllos haya llovido.
b} (15 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

Solucion:

B Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente https://youtu.be/2RMh10drD6w (}\
Q- ~
video

a) Como o llueve o no llueve, se trata de una distribucién binomial de la que sabemos que:
p =045 g=1-p=0.55 n=100; r =40.

En una distribucién binomial, la probabilidad de que de n elementos, r sean favorables es:

= ()

P(40) = (14000) .0.45% . 0.5560 = 1.3746 - 1028 - 0.45% . 05560,
La probabilidad de que haya 40 dias de lluvia es:
P(40) = (14000) L 0.45% . 0.5560 = 1.3746 - 1028 - 0.45% . 05560,

b) Vamos a aproximar la distribucion binomial B(n,p) = B(100, 0.45) por una distribuciéon normal, ya
100 -0.45 = 45}
100 - 0.55 = 55J)°

p=n-p=100-045=45  o=,/n-p-q=+100 045 0.55=24.75 = 4.98.
X = B(100, 0.45) ~ N(45, 4.98).

que n-p>5ynq>5—>{

g . X— X—45
Tipificamos la variable: Z — T“ = o8

y consideramos la correccién de Yates:

P=P(395<X<405)=P(2 <z <25

P (ﬂ <7< is) = P(=1.10 £ Z < —0.90) = P(0.90 < Z < 1.10)
4.98 4.98

= P(Z < 1.10) — P(Z < 0.90) = = 0.8665 — 0.8159 = 0.0506.

La probabilidad de que llueva 40 dias es aproximadamente de 0. 05 dias
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