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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CURSO: 200-2021
ASHRMATURA. MATEMATICAS I

Evalnacidn del Bachillerato pan 8l Acceso o la Universidad | I p r_] a
u Piibcn de
et Unehertrir

Publisre

Realiza coatro preruntas de las ocho gque se presentan

P1) Estudia el sipuiente sistomna de consciones lineales dependiente del parametro real @ y resodhebo
co los casos en que es conpatible:
fa—1)jz—y=3
fa—Jzr+la+lly—(2—alr=—2n
(—2a+2r—ay+(a®—a-2jz=3a—1

bdenciona al resultado tefrico cropleado v justifica su pso.
(2.5 puntos)

') Caleuls los valores dol parimetro £ para que se compla Ta eondicion |4'] = 8 | sendo A la

sipmients matre:
-1 141 3
A=~t 42 &

1—f =1=2¢ =Z

(2.5 puntos)
P3) Encocnoira la covacitm general del plane = que cs paralelo a las rectas
- s+2y+z+3=10 : 3:5—3_y+‘}!=:+2
zlby—2z—T7=0 I 3 1
¥ erqurdiste de wnbas,
(2.5 puntos)

F4) Un lado de un paralelogramo estd sobre la recta v = I_;EI - %il = 'T-;l Otro lado
lo determinan los puntes A(—1,-2,3) y B(2,-2,-1). Caleula les otros dos virtices del
paralelogramo salwendo que su perimetso mde 16w

(2.5 puntas)

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Antonio Menguiano Corbacho

Comunidad Auténoma de NAVARRA www.apuntesmareaverde.org.es

=T
Textos Narea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

P5) Ses Ia funcién f(z) ~ (¢* — fz + 10)*eF o2

) Demuestra que la funcidn ea contines en el interwlo |1, 3]
(1.25 punios)
| :
b Dempestra que existe & £ (1,3 tal que fla) = 5" Enueia o108 meultadols)
tedrico(s) utilizado{s), ¥ justifica s uso.
(1.25 puntos)

P} Calcula las asinlotos de esle Tuncitn v estudia e pogicion de lo cora respecto a ellas:

1 — 41—
fx= r4 —4
(2.5 puntos)
_ 5z 2 asin o
PT7) Seala funciin fizx)=In Py
1) Demuestra que la funciin &= continua en of intervalo [1.3]
(1 punto)

b} Demuesira que existe o € (1,3) 1al que (o) = 3/2 In 2 . Eouncia el/los resultado(s)
tedrien{s] utilizado(s), ¥ jnstifica su uso.
(1.5 puntas)

P8} Calcula los valores de las abeisas o v & que aparecen en el gritfien, y, después, comprueha ques
las dires de Ins dos megiones sombreadas son iguales:

(25 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo en los casos en
gue es compatible.

(a—1Dx—-y=3

(a—Dx+(@+1)y—-—2—-—a)z=-2a

(-2a+2)x—ay+ (@ —a—2)z=3a—-1
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a—1 -1 0
M=(a—1 a+1 a—2 )y
—-2a+2 -a a*-a-2
a—1 -1 0 3
M’=<a—1 a+1 a—2 —2a>.
—-2a+2 -a a*-a-2 3a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funciéon del parametro a es el siguiente, teniendo en
cuentaquea’—a—2=(a+1)(a—2):

a—1 -1 0
IM|=| a-1 a+1 a—?2 =
—2(a—1) —-a (a+1)(a-2)
1 -1 0
=(a@a-1D@-2)|1 a+1 1 |=
-2 —a a+1

=(@a-D@-2)-[(a+1D?*+2+a+(a+1)] =
=(@a-D@-2)-(@?*+2a+1+3+2a)=(a—-1)(a—-2) - (a®> +4a+4) =
(a—1D@-2)-(a+2)?>=0>a,=1,a,=2,a3 =a, = —2.

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

a+1
Para { a+2 }=> Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.
a+—2
0O -1 0 3
Paraa=1=>M' = (0 2 -1 —2) = Rang M' = {C,,C;5,C,} =
0 -1 -2 2
-1 0 3
=2 -1 -2(=2-12-34+4=-11+#0= RangM' =3.
-1 -2 2
1 -1 0 3
Paraa=2=>M’=< 1 3 0 —4>:>Rang M' = {C,,C,,C,} >
-2 =2 0 5
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1 -1 3
=1 3 —4|/=15-6-8+4+18—-8+5=16+* 0= Rang M' =3.
-2 =2 5

Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

-3 -1 0 3
Paraa=-2=>M' =<—3 -1 -4 4 >=>Rang M =
6 2 4 =7

:>{F2_’F2_F1

-3 -1 0 3
F3—>F3+2F1}:> 0 0 —4 1 |=>{F,=-F}=RangM' =2.

0 0 4 -1
Paraa = -2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # 1 ya # 2:

(3_1 a_+11 aOZ za)ﬂ{Fz_)Fz_Fl}:
-2a+2 —-a a*-a-2 3a-1 Fs = Fs+ 2k
a—1 -1 0 3
=>| 0 a+?2 a—2 —2a—3>=>{F3—>F3+F2}=>
0 —-a—-2 a*—a—-2 3a+5
a—1 -1 0 3 B
> 0 a+2 a-2 —2a—3>:>F3—>—3:>
a+2
0 0 a’?—4 a+2
a—1 -1 0 3
=1 0 at+2 a-—2 —2a—3>=>(a—2)z=1;z=a—i2.
0 0 a—2 1

(a+2)y+(a—2)z=-2a-3; (a+2)y+(a—2)-$=—2a—3;
(a+2)y+1=-2a-3; (a+2)y=-2a—-4=-2@+2)>y=-2
(a—Dx—y=3; (a—l)x+2=3:>x=L.

a—-1

Solucion: x = Ll,y ==2,z= ﬁ,Va €ER-{-2,1,2}.

—3x—-y=3
Resolvemos ahora para a = —2. El sistema resulta —3x —y —4z =4}, que es compatible
6x + 2y +4z=-7
indeterminado. Despreciando una ecuacion, por ejemplo, la tercera, y haciendo x = A:

y = —3 — 3A. Restando a la segunda ecuacidn la primera: =4z =1 =z = —i.

Solucion: x = A,y =—-3 -3,z = —i,v/l € R.

% %k %k ok %k ok %k %k %k %k
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Problema 2:
Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |A3]| =8, siendo A =
t—1 t+1 3
t2—t t*+2t t |
1-t —-1—-t -2
Solucion:

A%l =8=14-A Al =|A]-]A] - 1Al = (1AD? =8 =2° = |A] = 2.

t—1 t+1 3 t—1 t+1 3
22—t t242t t|=2; [tt—=1) t@t+2) t|=2;
1-t —-1—-t =2 —(t-1) -1-t =2
1 t+1 3

t—1D-|t 242t t|=2. (¥
-1 —-1-t =2

1 t+1 3
t t2+2t t
-1 —-1—-t =2
—2(t2+2t) -3t(1+t) —t(t+ 1) +3(t*>+20) +t(1+ )+ 2t(1 + t) =

={?+2t)—t(1+t)=t>+2t—t—t? =t.

El valor del determinante es el siguiente:

Sustituyendo en (*) teniendo en cuanta el valor del determinante:

1+V1+8 _ 143

2 2

(t—1)-t=2; t?—t—-2=0; t=

tl == _Z,tz = 2.

%k %k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 3:

Encuentra la ecuacién general del plano m que es paralelo a las rectas de ecuaciones

x+2y+z+3= 0

{x +6y—z—-7= oY
Solucion:

La expresién de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

-3 __y+2 _ z+2

s = T3 s =1 Y equidista de ambas.

_(x+2y+z+3=0 _ x+z=-3-21 o
:{x+6Y—Z—7=0:>y_’1=>x—z=7—6/1}:)2’“_4 81 =
x=2—-41
sx=2-41 “H7T 3 g o q04arz= S5+ 25r=]y=1 .
—x+z=-7+61
z=-5+21

Un punto y un vector director de r son P(2,0,—-5) y v, = (—4,1,2).
Un punto y un vector director de s son Q(3,—2,—2) y v, = (3,3, 1).

El vector normal del plano m es perpendicular a los vectores directores de las dos rectas, por lo
cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de sus vectores directores:

i ok
=7, xvs=|-4 1 2|=i+6j—12k—3k—6i+4j=
3 3 1

= —-5i+10j — 15k =>n = (1,-2,3).
Elplanoresdelaformamr =x —2y+3z+ D = 0.

Por ser paralelo el plano a las rectas, la distancia del plano a cada una de las rectas es
equivalente a la distancia del plano a cualquier punto de las rectas.

Teniendo en cuente lo anterior y por ser equidistante de las rectas se cumple que:
d(m,r) = d(m, P)
d(m,s) = d(m, Q)

La distancia del punto Py(xq, Yo, 2o) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
|AxO+By0+CZO+D|

d(Pom) = = e
Aplicando la formula al plano 1t =x—-2y+3z+D =0 y a los puntos P(2,0,—5) vy

} = d(mr) = d(m,s) = d(m, P) = d(r, Q).

Q(S, _21 _2)
d(m, P) = |1-2—2:0+3-(=5)+D| _ |2—0-15+D| _ |-13+D|
5= J2+(=2)2+32  VJi+4+9 iz
d(m, Q) = |1-3-2-(-2)+3-(-2)+D| _ |3+4—6+D| _ |1+D|
el T J124(=2)2432 N1a  V1a
_ [-13+D| _ |1+D] _
d(mP) =d(m,Q) > —=—="75 |-13+D|=[1+D| =
= _I;iBD_ii tlD)} La solucién de la primera ecuacion carece de sentido légico, por lo cual:

—13+D=-1-D; 2D=12=D =6.
T=x—2y+3z+6=0.

%k 3% 3k 3k %k %k %k %k %k k
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Problema 4:

, x—1 +1 z—-1 .
Un lado de un paralelogramo esta sobre la recta r = — = y—l = Otro lado lo determinan los

puntos A(—1,—2,3) y B(2,—2,—1). Calcula los otros dos vértices del paralelogramo sabiendo que su
perimetro mide 16 unidades.

Solucion:
Un vector director der es v, = (2,1, —2).
Los puntos A(—1,—2,3) y B(2,—2,—1) determinan el vector:
AB=0B—-04=[(2-2-1) - (-1,-2,3)] = (3,0,—4).
La longitud del lado AB es la siguiente:
AB = |E| =32+ 02+ (—4)2 =9 + 0 + 16 = V25 = 5 unidades.
Como el perimetro del paralelogramo es de 16 unidades, la longitud del lado BC esla siguiente:

16=2-(5+ﬁ); 8 =5+ BC = BC = 3 unidades.

Se comprueba a continuacién si alguno de los puntos, A o B, pertenecen a larectar:

r=x—1_y+1_ﬂ
N }:ﬁ="2+1=ﬂ:>AeR.
A(—l,—2,3) —2 -1 z

Evidentemente, el punto B & 7, por ser linealmente independientes los vectores v, = (2,1, —2)
yAB = (3,0,—4).

La situacion, aproximada, es la que indica el grafico
adjunto.

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas

x=1-22
es la siguiente: 7 = {y =-1-A
z=1+21

Un punto genérico de la recta r es el siguiente:
D(1—-21,-1—21,1424).

AD=0D—-0A=[(1-21,-1—21,1+221) —
(-1,-2,3)] =

=>AD =(2—-21,1—21,-2+22).

AD = |AD| =3u=J2-202+ (1 -2+ (-2 +21)?% >
32=4—-81+42%2+1—-21+2>+4—-81+42% 9=912-181+9;
92 —181=0; 12—-21=0; A(1—=2)=0=1, =0,1, = 2.

A =0=D,(1,-1,1). AD, = BC,.
AD, = 0D, — 04 =[(1,-1,1) — (-1,-2,3)] = (2,1,-2) }=>
BC,=0C, —0B =[(x,v,2) —(2,-2,-D]=(x—2,y+2,z+ 1)
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xX—2=2-x=4
>2,1,-2)=(x—-2,y+2,z+1)=>{y+2=1->y=-1 = C;4,-1,-3).
z+1=-2->z=-3

Primera solucién: C;(4,—-1,-3)y D,(1,—-1,1).

A, =2 = D,(=3,-3,5). AD, = BC,.
AD, = 0D, — 04 = [(-3,-3,5) — (-1,-2,3)] = (-2,-1,2) }:
B_Q)=TQ—OT3)= [(x,y,2) —(2,-2,-D]=x—-2,y+2,z+ 1)
xX—2=-2-x=0
=>(—2,—1,2)=(x—2,y+2,z+1)=>{y+2=—1—>y=—3}=>
z+1=2-2z=1
= (,(0,-3,1).

Segunda solucion: C,(0,—3,1) y D,(—3,-3,5).

%k 3%k 3k 3k %k %k %k %k %k k
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Problema 5:

., ) log[zx_l-sen n(x—ﬂ)]
Sea la funcién f(x) = (x* — 3x + 10) 6 I,

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que existe a € (1, 3) tal que f(a) = % Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s),
y justifica su uso.

Solucion:

a)

La funcién f(x) es la expresién de la potencia de dos funciones de la forma: f(x) = g(x)"™.
Para que f(x) sea continua en [1, 3] tienen que serlo f(x) y g(x).

La funcién g(x) = x2 — 3x + 10 es continua en R, por lo cual lo serd en cualquier intervalo
finito que se considere.

La funcién h(x) es logaritmicay, por ello, continua en [0, o).

(x+2)
6

Siendo h(x) = m(x) -n(x), con m(x) =2*1yn(x) =sen , para que sea h(x)

estrictamente positiva es necesario que m(x) y n(x) sean estrictamente positivas o estrictamente
negativas.
m(x) =2*1>0,Vx €R.

(x+2)

Estudiamos ahora el signo de la funcion n(x) = sen en el intervalo [1, 3], para lo cual se

estudia su signo en los puntosx = 1,2y 3:

Tl(l) = sen 7T(1+2) = sen 3?17: = sen gz 1 > 0
n(3) = sen m(3+2) = sen 5?” = sen 150° = sen 30° = % > 0.

Como quiera que en el intervalo [1,3] esm(x) > 0 y n(x) > 0:

Queda demostrado que f(x) es continua en [1, 3].

b)

Para demuestra que existe a € (1, 3) tal que f(a) = %se tiene en cuenta que la funcion f(x) es
continua en [1, 3], como se demostré en el apartado anterior.

Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice
que, “si una funcién es continua en un intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b) al menos una vez".

n m(1+2)

F(1) = (12 — 3 - 1 + 10)'08[2'sen =55 _ glog(2°sen) _ glogn) —
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= glosl =80 = 1.
— 7( ) b4
£(3) = (32 — 3+ 3 + 10)/°82 Teen L] — qglos(2tsen )
— 10log(4-sen150°) — 1log(4-sen30°) — 1010g(4-%) = 1082 = .

1<§<2:

3
Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = 5C4q d.

También se puede resolver este apartado de la forma siguiente:

Demostrar que existe a € (1,3) tal que f(a) =§ es equivalente a demostrar que la funcion
gx) =f(x) —%tiene una raiz real en el intervalo [0, 1].

n(x6+2)]

gx) = (x? —3x + 10)1°g[2x_1'sen

El teorema de Bolzano dice que “si g(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que g(c) = 0”.

A la funcién g(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [1, 3]:

3 3 1 3 3 1
g =fO->=1-3=--<0. 9B)=fB)-2=2->=->0
Lo anterior demuestra que g(x) tiene al menos una raiz real en [1, 3] y también los pedido, o
sea, que:

3
Existe al menos un a € (1,3) tal que f(a) = 5C4q d.

%k %k %k >k ok ok %k %k %k %k
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Problema 6:

Calcula las asintotas de la funcién f(x) =

Solucion:

—4x-1
x— y estudia la posicion de la curva respecto de ellas.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x

tiende a mas o menos infinito.

3 _fx—
k= lim f(x) = lim el
x—+oo x—+oo

x2—4

= 400 = No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x2—-4=0=>=

Las rectas x

—2 y x = 2 son asintotas verticales.

Jim f09 = Jim. (xizi’; T A W) = e
Jim, fG) = lim, (x+z;(fc = s = = Jim, f(0) = +oo.
i £ = i s = S = i £ = 4o
llm fx) = 11 im, (;2;(9; 12) 8:;:1 =— => 11m flx) =—

Asintotas oblicuas:

Son de la forma y = mx + n, siendo:

= lim = f( ) y n = lim[f(x) — mx], con m finitoy m # 0.
X—00 X—00
o x3—ax—1 5 a1
. X . 2_ X°—4x—
m = lim 2 = lim 22=% = ——=1
x—00 X X—00 X x—oo X°—4x
. . x3—4x—-1 . x3—4x—-1-x3+4
n = lim[f(x) —mx] = lim (Z——x) = lim ————=
X—00 X—00 x“—4 X—00 xX“—4

—4x+3

x—00 X2—4

=0.

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021.
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Problema 7:

X

Sea la funcién f(x) = L SxTAmxsens

ea =L —2
x2—4x+6

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que exista a € (1,3) tal que f'(a) =§-L2. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)

Por ser f(x) una funcién logaritmica es necesario que en el intervalo [1,3] sea positiva la

X
5x—2—x-sen—

expresion , para lo cual tienen que ser positivas en el mismo intervalo las funciones

x2—4x+6 o
g(x) =5x —2—x-sen —yh(x) =x%—4x+6.

.z X .
La funcion g(x) =5x —2 —x - sen — €s continua en R por ser suma, resta o producto de

funciones continuas en Ry la funcién h(x) = x2 — 4x + 6 es continua en R por ser polinémica, por lo
cual, ambas funciones son continuas en cualquier intervalo finito que se considere, en particular, en el
intervalo [1, 3].

Para estudiar el signo de la funcion g(x) = 5x — 2 — x - sen n?x en el intervalo [1, 3] se estudia,

. X
en particular, el valor de sen -

La funcion ¢@(x) = sen n?x< 0 en (1,3), como se observa en la representacién grafica,
aproximada de ¢(x), que es la figura adjunta.

\Y
/ \ / szmn_x/\
2
| | | |
-4 — —2 /1 0 1\73 14 )f
_17,

Siendo sen % < 0en(1,3),lafuncién g(x) =5x —2 — x - sen % es estrictamente positiva.

Se estudia ahora la funcion f(x).

x?>—4x+6=0; x=$

h(x) =x>—-4x+6 > 0,Vx €ER.

>x¢&R=>x>—4x+6>0,VYx €ER, lo que significa que

Lo anterior demuestra que f(x) es continua en [1, 3].

b)

El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidon es continua en [a,b] y
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derivable en (a, b), entonces 3¢ € (a, b) tal que f'(c) = f(bz:{;(a)"-
5x—2-x-sen o

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = L Z en el intervalo [1, 3]:

x2—-4x+6

5.3-2-3-sen % g 3(—

16 P i sy e 2 G N e R S S Y
32-4.3+6 9-12+6 3
5.1-2-1-sen = 5-2-1-1 2
_ 2 _ —J = —_
fA=1L 12-41+6 L 9-12+6 L3 L2 —13.
vr N _ f(D)—f(@) vrn _ fR)=F(1) _ L16-13—(L2—-L3) _ L16-L3-L2+L3 _

fie) = b-a =)= 3-1 2 - 2 -

_Ll6-L2 _ L2*-L2 _ 4-L2-L2 _ 3L2

2 2 2 2

Queda demostrado que 3a € (1,3) tal que f'(a) = % - L2.

% %k %k ok ok ok %k %k %k %k
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Problema 8:

Calcula los valores de las abscisas a y b que aparecen en el grafico adjunto, y, después, comprueba que
las dreas de las dos regiones sombreados son iguales.

Solucion:
El valor de a se obtiene haciendo: g(a) =La=1=>a =ce.

El valor de b se obtiene haciendo: g(b) = Lb = 2 = b = e2.

1
u—Lx—1—>du—;-dx}=>

5= 71900~ 11ax = [ b= - ax > |
dx=dv->v=x

eZ

:[(Lx—l)-x—fx-i-dx] =[x(Lx—1) — [dx]¢" = [x(Lx — 1) —x]¢" =
e

= [xLx — x — x]¢° = [xLx — 2x]¢" = (e? - Le? — 2e?) — (eLe — 2¢) =

=e?.2le—2e?—e+2e=2e?>—2e’+e>S =eu’.

2
S;=J f@)-dx=[2-dr=lelx]s’ =e-Le?—e-Le=e-2le—e =

=2e—e=S,=eu’.

Queda comprobado que S; = S,.

%k %k 3k >k %k 3k %k %k %k %k
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Esiduacidn del Bachillernto para ol Aocese w la Universicad a
Crurso: 200812021 LJ| D n

Asisnaturn: MATEMATICAS 11 _ sl e

Realiza custro preguntas de las ocho gue 20 pressntan

P11 Estudia al siguients sistema da ermeciones lineales dependiente del parimetro real a ¥ resoélvelo
o los cnsos o gue os compatible:
ix - [n— =0 —2
ar+(0® —2a)y + 2z =a

Jor4fn* —dy+ z=ida—d

Mencions ¢ resultado tefvieo empleado v justilion su wso,

[2.5 puntos)
T2} Calenla Tos valores de £ para que se cumpla |4- 81 1, slende A ¥ B las siguientes
trabrioes
1 i —i t—1 1 —f
A=t #50 2 | wp=[1=% B =3
t—2 £ = 0 =1 1

[2.5 puntnes)

P3) Caleuls b censcitn continus de la recla gue eorta perpendicularmente o lns sipnienbes rectas:

YO — = = —_—

dy+z=10 z—6 y—-6_ x-2
re=
gty =0 —1 5 2

(2.0 puntna)

P4) Halls un plang que sen tangente o ls eslova de radio 8 y eentra (0,0,0), ¥ gie sacle perpen-
dienlarmente a la vecta

r—3 y—4 =x4d

2 - 1 0 -2

Epeusntra ol punto de tangencia dal plano con Ta esfern, v ealoala lo eouscidn eontinea de 1e

recta que pass por ese punto v corts perpendiculacments & 7,

r=

(4.5 puntos)
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Matematicas II. Curso 2020 — 2021.
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P5) Caleuln los siguientes limites:
b e S -
s-+ise 8§ 220 — v/

{1.25 puntus)
lim @ sin =
i

A—pri

(1.26 puntos)

P8) Seconsidera la Buncién 7(x) - oy |sin ”:"_l* I z‘:’-J

a) Domurstra que la funcidn es continna en el fnteralo 6, 7] .
(1 prussla)

b} Demuestrn gue axiste un valor o € (6,7) tal que (o) =0 . Enoncio ¢l/los resulatdos)
tedrice(s) utilisado(s), ¥ justificn s uso.
(LD puntos)

PT) Se considera la luneitn f(x) = .Ill'u'—|-muqu.

F

a) Demnestra gue la funecidn es continua eo o intorvalo [1,3] .
(075 puntos)

t) Demucstra que existen dos valores o € (1,2) v 4 C(2,8) talesque fla)=F(5) D.
Enmneia el/los esulatdofs) Ledricols) utizadals), ¥ justilios su uso.
{175 puntaos)

P8} Teniendo en cuenta los datos que aparecon an ¢l siguiente grafico, caloula el dres do la regitn
Fent il ek

fig) = —a'—dx

(2.5 punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+(a—-2)y=a—-2
Estudia el sistema de ecuaciones { ax + (a? —2a)y + 2z =a dependiente del parametro real a y
B3ax+ (@’ —4)y+z=4a—4
resuélvelo en los casos en que es compatible. Menciona el resultado tedrico empleado vy justifica su
uso.

Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a a—2 0 a a—2 0 a-2
M=|a a*—2a 2|yM=a a*-2a 2 a |
3¢ a’-4 1 3¢ a’—-4 1 4a-4
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a a—?2 0 1 1 0
IM|=|a a*-2a 2[=ala-2)-]1 a 2| =
3a a’*—-4 1 3 a+2 1

=ala—2)[a+6—-2(a+2)—1]=a(a—2)(a+6—-2a—4—-1) =
=a(a—2)-(—a+1)=0=a,=0; a, =1,a; = 2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+0
Para {a * 1} = Rang M = Rang M' = 3 =n%incég.= S.C.D.
a+2

0 -2 0 -2
Paraa=0=>M’=<0 0 2 0>=>{CZ=C4}=>RangM’=2.

0 —4 1 —4
Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n®incbdg.= S.C.I.
1 -1 0 -1
Paraa=1=>M=|1 -1 2 1>=>RangM’=>{C1=—C2}=>
3 =31 0
1 0 -1
:{61,63,64}$1 2 1 =_1+6_1=4¢0:RangM,=3
31 0
2 0 0 O
Paraa=2=>M =(2 0 2 2]|=RangM' = {C,(5,C4} =
6 0 1 4
2 0 0
=2 2 2|=16—-4=12+ 0= Rang M' = 3.
6 1 4
Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # 1y a # 2:

(“ SR “‘2>:{FZ—>FZ—F1}$
a a- — 4a a
F, - F. — 3F
30 a?—4 1 4a—4 37 F3 T2

a a—2 0 a-—2
>0 a*—-3a+2 2 2 |=>{F->FK-F}>
0 a?—3a+2 1 a+2

a a—2 0 a—2
>0 a’?—-3a+2 2 2 >z=—-a>

0 0 -1 a

2 _ _ _ . _ 2a+2 __ 2(a+1)
(a 3a+2)y—2a=2 y= a?-3a+2  (a-1)(a-2)’
ax+(a—2)-ﬂ=a—2; ax+2(a+1)=a—2; ax =q—2 — 222
(a-1)(a-2) a—-1 a—1
N _ (a-2)(a-1)-2a-2 _ a?-3a+2-2a-2 _ a’-5a _ _a-5 oy — a-5
ax = a-1 - a-1 T oa-1 a a-1 X = a-1
oo a5 - 2(a+1) _ _
Solucion: x = Y S el Y Va € R —-{0,1,2}.
=2y =-2
Resolvemos ahora para a = —2. El sistema resulta {2z=0 , que es compatible
—4y = —4

indeterminado cuya solucion es la siguiente:
Solucion: x =4, y=1,z=0,VA €R.

%k %k %k ok ok ok %k %k %k %k
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Problema 2:

Calcula los valores del pardmetro t para que se cumpla la condicién |4 - B~1| = 1, siendo

1 t —t t—1 t -t
A=(2t—-1 t—-1 t yB={1-2t 2t -1)
t—2 0 t—2 0 -1 1

Solucion:

1 t —t
2t—1 t—1 t
t—2 0 t—2
_ _ _1+t t _ _ . _ _1+t t=
RN PR L G R CEE R
=(t-2)-t—-1)-A+t—-t)=((t—-2)-(t—1).

1+t t —t
t—1 t-1 t
0 0 t—2

|A] = =>{C;~>C —-C}>

t—1 t —t t—1 0 —t

IBl=(1-2t 2t —-1{={C,->C,+C}=>|1-2t 2t—1 -1|=
0 -1 1 0 0 1

—_— —_ . t - 1 _t frd —_— . J—
=(2t—1) | ) 1|—(2t 1) (t—1).

|A-B1| = 1; |‘—‘| =1, 4 _1, 4=B>

B |B|
=>0t-2)-t-1)=0Q2t—-1)-(t—-1); t—-2=2t—-1>
t=-1.
% %k sk ok ok ok K %k %
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Problema 3:

Calcula la ecuacidn general de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas de ecuaciones

_(2y+z=0__x6_ y-6_z-2
r:{x+y=0 YS="Tr T % T
Solucion:
a)
La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
= -1
_(2y4+z=0 |
r:{x+y=0 Sy=L4 x=—-A z==-21=>r= y—/lz
z=-

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,0,0) y v, = (1,—1, 2).
Un punto y un vector director de la recta s son B(6,6,2) y v, = (—1,5, 2).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B = 04 = [(6,6,2) — (0,0,2)] = (6,6,0).

Segulin que los vectores {v,, V., W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, vew}=|-1 5 2|=-12-12-60—-12=-96%0=
6 6 0

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v,,v,, W no son coplanarios =

Las rectas r y s se cruzan.

El vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores directores de las rectas 7 y s.

ik
UyXvi=|1 -1 2|=-2i—2j+5k—k—10i—-2j=
-1 5 2

= —12i—4j + 4k =7, = (3,1,-1).

Para facilitar la comprensién del desarrollo del ejercicio se acompafia el grafico adjunto.
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Se determinan los planos 11 y 1, de las siguientes caracteristicas:

x y oz
A, v) =1 -1 2|=0, x+6y+z+3z—2x+y=0;
3 1 -1

—x+7y+4z=0>m,=x—7y—4z=0.
x—6 y—6 z-—2
-1 5 2

3 1 -1
—5x—-6)+6(y—6)—(z—2)—15(z—-2)—-2(x—6)—(y—6) =0;
—7(x—6)+5(y—-6)—16(z—2)=0; -7x+42+5y—30—-16z+32=0=
=>m,=7x—5y+16z+44 = 0.

HZ(B; 7s>v7t>) = =0;

La recta pedida t es la interseccion de los planos obtenidos, 1 y ma:

t:{x—7y—4z=0
T (7x—=5y+16z+44 =0

%k 3%k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 4:

Halla un plano ™ que sea tangente a la esfera de radio 3 y centro 0(0,0,0), y que corte

. _x-3 y—4 z+4
perpendicularmente a la recta r = —~ =TT =
esfera, y calcula la ecuacidn continua de la recta que pasa por ese punto y corta perpendicularmente a
T.

. Encuentra el punto de tangencia del plano con la

Solucion:

Un vector director de larectar es v, = (2,1, —2).

El haz de planos, 8, perpendiculares a la recta r tienen la siguiente expresion general: f = 2x +
y—2z+D =0.

De los infinitos planos del haz 3, existes dos planos, m; y m,, que distan 3 unidades del origeny
gue son tangentes a la esfera de centro en el origen y radio 3.
La distancia del origen de coordenadas al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la

; |D|
formula d(O,T[) = W

Aplicando la férmulaal f = 2x + y — 2z + D = 0, sabiendo que la distancia es de 3 unidades:

|D| _ . _IDI 4. D] _ _ _
J22i124(=2)2 S dmm S w o s Dhi=9D0=9

Los planos que cumplen la condicién pedida son los siguientes:

d(P,m) =

m=2x+y—2z2—-9=0yn,=2x+y—2z2+9=0.

La recta r’, paralela a r, que pasa por el origen de coordenadas, expresada por unas ecuaciones

x =21
paramétricas es la siguiente: v’ ={y =1 .
z=—-2A

Los puntos de tangencia pedidos son las intersecciones de la recta r’ y los planos 7, y 5.
m=2x+y—2z2—9=0

,_{"=2’1 S 4l+A4+41-9=0; 9A-9=0=>1=1>
r=jy=41
z==21
x=2-1=2
:>P1:>{ y=1 }:>P1(2,1,—2).
z=-2-1=-2

My, =2x+y—2z+9=0

,_{x=2’1 S Al +A+4A+9=0; 9A+9=0>1=—1=
r=jy=41
z=-=21
x=2-(-1)=-2
:>P2:>{y=—1 }:>P2(—2,—1,2).
z=-2-(-1) =2

Pl(zl 1; _2)1 PZ (_2; _1; 2)

%k %k 3k >k %k 3k %k %k %k %k
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Problema 5:

Calcula los limites: a) lim __x .
x—>+oov3x3+2x2—v3x3

b) lim (x-sen %)

X—+00
Solucion:
a)
Vx 0 V- (V3x3+2x2+v3x3)
lim —= Ind.= lim
x—+00 V3x3+2xZ—V3x x—+0o (V3x3+2x2—/3x3) (V3x3+2x2+V3x )
— lim Vx-(V3x3+2x2+V3x3) lim Vx-(V3x3+2x2+V/3 ) xx/f-(x/3x+2+\/3x) _
X—+00 (~/3x3+2x2)2—(w/3x3)2 X—+00 3x3+2x2-3x3 x—>+oo 2x2
V3x2Z+2x++/3-
Vx-(V3x+2+v3x) li \/3x2+2x+\/_x 0 - xx o
=11m— lim —=>Ind=>11m — =
X—+00 X—+00 xX—+0 >
V3x2+2x 3x2+2x , 2 ’ 2 J—
= lim x—-l-\/§= lim L\/—= lim 3+x+\/§= 3+°°+\/§= 3+0+\/§$
xX—+00 2 X—+00 2 X—+00 2 2 2
. Vx
= lim ——————= V3.
x—+00 V3x3+2x2—v3x3 \/—
b)
. 1 sen— sen
lim (x-sen—)—oo sen——oo 0=>Ind.> lim |—=%=—72=
xX—>+00 X X—>+o0 = —
X oo}
1 1
sen0 0 , ] Tz oSy )
= =—>= Ind.= {L'Hopital} = lim —————= = lim cos—=cos— = cos0 =
0 0 X—+ _i xX—+0oo X [ole]
xZ
. 1
lim (x - sen —) =1.
xX—+00 X
Aok ok Kok Kok Kok
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Problema 6:

xX-5
Se considera la funcién f(x) = fog, [sen n(xTH) +272|.

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [6, 7].

b) Demuestra que existe un valor a € (6,7) tal que f(a) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)
La funcion f(x) es logaritmica, por lo cual, es continua en su dominio, que es (0, +0).
Demostrar que f(x) es continua es equivalen a demostrar que es positiva la expresion

m(x+1) x-5

+2z.
4

w(x+1)

El recorrido de la funcién seno es [—1, 1], por lo cual: —1 < sen <1

a>0=>2%>1
a<0=>0<2%<1

6—5 1
x=5 {x=6=>27=25=\/§

La expresién 2% > 0,Va € R; también se cumple que: {

La expresion 27z en el intervalo (6,7) vale: . De lo anterior se deduce

7—-5
. x=7=22 =21=2
que:V/2 <27z <2.

x=5 x—5
mOH) L 9T <142 0414 < sen TV 427 < 3.

—14++/2 < sen " "

Queda demostrado que la funciéon f(x) es continua en [6,7].

b)

Sabiendo que la funcién f(x) es continua en [6,7] le es aplicable el teorema de Bolzano en el
intervalo (6, 7).

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

6—5 1
f(6) =tog, (sen %n+ 27) = {og, (—g + 25) = fog, (—g + \/E) =
1
2 1
= {’ogzg = {)09222_2 = 09,2 2 = —; <0.
7-5
f(7) = tog, (Sen %ﬂ + ZT) = fog,[sen (2m) + 2] = Log,(0 + 2) =
={0g,2=1>0.
Queda demostrado que 3a € (6, 7) tal que f(a) = 0.

%k %k %k >k ok ok %k %k %k *
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Problema 7:

Se considera la funcion f(x) = /x + sen nz—x

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [1, 3].

b) Demuestra que existen dos valores a € (1,3) y B € (2,3) tales que f'(a) = f'(B) = 0. Enuncia
el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

Solucion:

a)

La funcion f(a) =sena = 0,Va € [0,2r], por lo cual, la funcién f(x) es continua en el
intervalo [1,3] por ser la raiz cuadrada de dos funciones continuas y cuya suma es positiva en el
intervalo considerado.

b)
Vs X
1+E'COST

2 ,x+sen%

El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b € Rya < b,y secumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) =

La funcion f(x) es derivable en (1, 3), siendo: f'(x) =

0”.
Aplicando el teorema de Rolle a la funcién f(x) en los intervalos [1, 2] y [2, 3]:
fD= [1+senZ=vVI+1=+2
[1,2]= 2 = f(1) = f(2).
fRQ)=V2+sennt=v2+0=+2
fQ)=V2+sennt=v2+0=+2
2,3 = = f(2) = f(3).
[2,3] f(3) = 3+sen3?”=\/3T=\/§ f(2)=13)
Queda demostrado que:
Existena € (1,3),8 € (2,3) tales que f'(a) = f'(B) = 0.
3k 3k 3k sk ok sk kok sk k
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el grafico, calcula el drea de la regidn sombreada.

v <

(x) = —xzh

La funcién f(x) = —x? — 4x corta al eje de abscisas en los puntos siguientes:
x; =0-0(0,0)
X, = —4 > A(—4,0)

Los puntos de corte de f(x) con la recta horizontal y = 3 tienen por abscisas las raices de la
ecuacién que se forma al igualar sus expresiones.

—4+V16-12 _ —4+V4 _ —442
2 T2 2

4x

Solucion:

fx) =0=>—x2—4x=0; —x(x+4)=0:>{

—x?—4x=3; x*?+4x+3=0; x =

:_2i1:>x1:_3,x2:_1.

De las dos raices halladas, para el calculo del drea pedida, la que nos interesa es el valor x = —1.
El punto de corte es B(—1, 3).

El vector director de la recta es AB = OB — 04 = (-1,3) — (—4,0) = (3,3), cuya pendiente
esm = 1, por lo cual, la ecuacién de la recta es la siguiente, considerando el punto A(—4, 0):

y—-0=1-(x+4)=>y=x+4

En el intervalo de la superficie a calcular, (—4, —1), las ordenadas de la funcidn son mayores que
las correspondientes ordenadas de la recta, por lo que la superficie a calcular es la siguiente:

S= [ 1f) —y@)] - dx = [ [(—x* — 4x) — (x + 4)] - dx =

(Y2 e Yy = [ % 5 =
= _4( x“—5x—4)-dx = > 4x]_4—
(-3 _ 5(-1)? (-49)® _ 5(-9? _
= [ e e [F R o) =
=l 242 140-16=28-2-2=28-21-2=7-2=45¢2
3 2 3 3 2 2 2
S =45u?
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