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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Estudia el sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real 𝑎 y resuélvelo en los casos en 
que es compatible. 

 

𝑎 1 𝑥 𝑦 3                                                   
𝑎 1 𝑥 𝑎 1 𝑦 2 𝑎 𝑧 2𝑎         

2𝑎 2 𝑥 𝑎𝑦 𝑎 𝑎 2 𝑧 3𝑎 1
  

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 

Solución:  

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀
𝑎 1 1 0
𝑎 1 𝑎 1 𝑎 2
2𝑎 2 𝑎 𝑎 𝑎 2

 𝑦   

𝑀′
𝑎 1 1 0
𝑎 1 𝑎 1 𝑎 2
2𝑎 2 𝑎 𝑎 𝑎 2

    
3
2𝑎

3𝑎 1
. 

El  rango de  la matriz de  coeficientes en  función del parámetro 𝑎  es el  siguiente,  teniendo en 
cuenta que 𝑎 𝑎 2 𝑎 1 𝑎 2 : 

|𝑀|
𝑎 1 1 0
𝑎 1 𝑎 1 𝑎 2

2 𝑎 1 𝑎 𝑎 1 𝑎 2
  

𝑎 1 𝑎 2
1 1 0
1 𝑎 1 1
2 𝑎 𝑎 1

   

𝑎 1 𝑎 2 𝑎 1 2 𝑎 𝑎 1   

𝑎 1 𝑎 2 𝑎 2𝑎 1 3 2𝑎 𝑎 1 𝑎 2 𝑎 4𝑎 4   

𝑎 1 𝑎 2 𝑎 2 0 ⇒ 𝑎 1, 𝑎 2, 𝑎 𝑎 2. 

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 
𝑎 1
𝑎 2

𝑎 2
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 1 ⇒ 𝑀
0 1 0
0 2 1
0 1 2

    
3
2

2
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒  

⇒
1 0 3

2 1 2
1 2 2

2 12 3 4 11 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 2 ⇒ 𝑀
1 1 0
1 3 0
2 2 0

    
3
4

5
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒   
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⇒
1 1 3
1 3 4
2 2 5

15 6 8 18 8 5 16 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 1
𝑎 2

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 2 ⇒ 𝑀
3 1 0
3 1 4

6 2 4
    

3
4
7

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 

⇒
𝐹 → 𝐹 𝐹

𝐹 → 𝐹 2𝐹 ⇒
3 1 0

0 0 4
0 0 4

    
3
1
1

⇒ 𝐹 𝐹 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 1 𝑦 𝑎 2: 

𝑎 1 1 0
𝑎 1 𝑎 1 𝑎 2
2𝑎 2 𝑎 𝑎 𝑎 2

    
3
2𝑎

3𝑎 1
⇒

𝐹 → 𝐹 𝐹
𝐹 → 𝐹 2𝐹 ⇒  

⇒
𝑎 1 1 0

0 𝑎 2 𝑎 2
0 𝑎 2 𝑎 𝑎 2

    
3

2𝑎 3
3𝑎 5

⇒ 𝐹 → 𝐹 𝐹 ⇒  

⇒
𝑎 1 1 0

0 𝑎 2 𝑎 2
0 0 𝑎 4

    
3

2𝑎 3
𝑎 2

⇒ 𝐹 → ⇒  

⇒
𝑎 1 1 0

0 𝑎 2 𝑎 2
0 0 𝑎 2

    
3

2𝑎 3
1

⇒ 𝑎 2 𝑧 1;   𝑧 . 

  𝑎 2 𝑦 𝑎 2 𝑧 2𝑎 3;  𝑎 2 𝑦 𝑎 2 2𝑎 3;    

𝑎 2 𝑦 1 2𝑎 3;  𝑎 2 𝑦 2𝑎 4 2 𝑎 2 ⇒ 𝑦 2  . 

𝑎 1 𝑥 𝑦 3;  𝑎 1 𝑥 2 3 ⇒ 𝑥 . 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 , 𝑦 2, 𝑧 , ∀𝑎 ∈ 𝑅 2, 1, 2 . 

  Resolvemos  ahora  para  𝑎 2.  El  sistema  resulta 

            3𝑥 𝑦 3
  3𝑥 𝑦 4𝑧 4
6𝑥 2𝑦 4𝑧 7

,  que  es  compatible 

indeterminado. Despreciando una ecuación, por ejemplo, la tercera, y haciendo 𝑥 𝜆:  

  𝑦 3 3𝜆.  Restando a la segunda ecuación la primera:  4𝑧 1 ⇒ 𝑧 . 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 𝜆, 𝑦 3 3𝜆, 𝑧 , ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

********** 
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Problema 2: 

Calcula  los  valores  del  parámetro  𝑡  para  que  se  cumpla  la  condición  |𝐴 | 8,  siendo  𝐴
𝑡 1 𝑡 1 3
𝑡 𝑡 𝑡 2𝑡 𝑡
1 𝑡 1 𝑡 2

. 

Solución:  

|𝐴 | 8 ⇒ |𝐴 𝐴 𝐴| |𝐴| |𝐴| |𝐴| |𝐴| 8 2 ⇒ |𝐴| 2. 

 
𝑡 1 𝑡 1 3
𝑡 𝑡 𝑡 2𝑡 𝑡
1 𝑡 1 𝑡 2

2;  
𝑡 1 𝑡 1 3

𝑡 𝑡 1 𝑡 𝑡 2 𝑡
𝑡 1 1 𝑡 2

2; 

𝑡 1
1 𝑡 1 3
𝑡 𝑡 2𝑡 𝑡
1 1 𝑡 2

2.  (*) 

  El valor del determinante 
1 𝑡 1 3
𝑡 𝑡 2𝑡 𝑡
1 1 𝑡 2

 es el siguiente: 

2 𝑡 2𝑡 3𝑡 1 𝑡 𝑡 𝑡 1 3 𝑡 2𝑡 𝑡 1 𝑡 2𝑡 1 𝑡   

𝑡 2𝑡 𝑡 1 𝑡 𝑡 2𝑡 𝑡 𝑡 𝑡.  

  Sustituyendo en (*) teniendo en cuanta el valor del determinante: 

  𝑡 1 𝑡 2;  𝑡 𝑡 2 0;   𝑡 √ ⇒ 

𝑡 2, 𝑡 2. 

 

********** 
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Problema 3: 
Encuentra la ecuación general del plano 𝜋 que es paralelo a las rectas de ecuaciones 

 𝑟 ≡
𝑥 2𝑦 𝑧 3 0
𝑥 6𝑦 𝑧 7 0 y 𝑠 ≡  y equidista de ambas. 

Solución:  
  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

        𝑟 ≡
𝑥 2𝑦 𝑧 3 0
𝑥 6𝑦 𝑧 7 0 ⇒ 𝑦 𝜆 ⇒ 𝑥 𝑧 3 2𝜆

𝑥 𝑧 7 6𝜆  
⇒ 2𝑥 4 8𝜆 ⇒ 

⇒ 𝑥 2 4𝜆;    𝑥 𝑧 3 2𝜆
𝑥 𝑧 7 6𝜆

⇒ 2𝑧 10 4𝜆:  𝑧 5 2𝜆 ⇒ 𝑟 ≡
𝑥 2 4𝜆  
𝑦 𝜆            
𝑧 5 2𝜆

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑃 2, 0, 5  y 𝑣⃗ 4, 1, 2 . 

  Un punto y un vector director de 𝑠 son 𝑄 3, 2, 2  y 𝑣⃗ 3, 3, 1 . 

  El vector normal del plano 𝜋 es perpendicular a los vectores directores de las dos rectas, por lo 
cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de sus vectores directores: 

  𝑛 𝑣⃗ 𝑣⃗
𝑖 𝑗 𝑘
4 1 2

3 3 1
𝑖 6𝑗 12𝑘 3𝑘 6𝑖 4𝑗  

5𝑖 10𝑗 15𝑘 ⇒ 𝑛 1, 2, 3 . 

  El plano 𝜋 es de la forma 𝜋 ≡ 𝑥 2𝑦 3𝑧 𝐷 0. 

  Por  ser  paralelo  el  plano  a  las  rectas,  la  distancia  del  plano  a  cada  una  de  las  rectas  es 
equivalente a la distancia del plano a cualquier punto de las rectas. 

  Teniendo en cuente lo anterior y por ser equidistante de las rectas se cumple que: 

 
𝑑 𝜋, 𝑟 𝑑 𝜋, 𝑃
𝑑 𝜋, 𝑠 𝑑 𝜋, 𝑄

⇒ 𝑑 𝜋, 𝑟 𝑑 𝜋, 𝑠 ⇒ 𝑑 𝜋, 𝑃 𝑑 𝜋, 𝑄 . 

  La distancia del punto 𝑃 𝑥 , 𝑦 , 𝑧  al plano 𝐴𝑥 𝐵𝑦 𝐶𝑧 𝐷 0 viene dada por la fórmula 

𝑑 𝑃 , 𝜋
| |

√
.  

Aplicando  la  fórmula  al  plano  𝜋 ≡ 𝑥 2𝑦 3𝑧 𝐷 0  y  a  los  puntos  𝑃 2, 0, 5   y 
𝑄 3, 2, 2 : 

  𝑑 𝜋, 𝑃
| | | |

√

| |

√
. 

  𝑑 𝜋, 𝑄
| | | |

√

| |

√
. 

𝑑 𝜋, 𝑃 𝑑 𝜋, 𝑄 ⇒
| |

√

| |

√
;   | 13 𝐷| |1 𝐷| ⇒  

⇒    13 𝐷 1 𝐷
13 𝐷 1 𝐷

. La solución de la primera ecuación carece de sentido lógico, por lo cual: 

  13 𝐷 1 𝐷;   2𝐷 12 ⇒ 𝐷 6. 

𝜋 ≡ 𝑥 2𝑦 3𝑧 6 0. 

**********   
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Problema 4: 

Un  lado  de  un  paralelogramo  está  sobre  la  recta  𝑟 ≡ .  Otro  lado  lo  determinan  los 

puntos 𝐴 1, 2, 3  𝑦 𝐵 2, 2, 1 . Calcula los otros dos vértices del paralelogramo sabiendo que su 
perímetro mide 16 unidades. 

Solución:  

  Un vector director de 𝑟 es 𝑣⃗ 2, 1, 2 . 

Los puntos 𝐴 1, 2, 3  𝑦 𝐵 2, 2, 1  determinan el vector: 

  𝐴�⃗� 𝑂𝐵 𝑂𝐴 2, 2, 1 1, 2, 3 3, 0, 4 . 

  La longitud del lado 𝐴𝐵 es la siguiente: 

  𝐴𝐵 𝐴�⃗� 3 0 4 √9 0 16 √25 5 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠. 

  Como el perímetro del paralelogramo es de 16 unidades, la longitud del lado 𝐵𝐶 es la siguiente: 

  16 2 5 𝐵𝐶 ;   8 5 𝐵𝐶 ⇒ 𝐵𝐶 3 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠. 

  Se comprueba a continuación si alguno de los puntos, A o B, pertenecen a la recta 𝑟: 

 
𝑟 ≡

              𝐴 1, 2, 3
⇒ ⇒ 𝐴 ∈ 𝑅. 

  Evidentemente, el punto 𝐵 ∉ 𝑟, por ser linealmente independientes los vectores 𝑣⃗ 2, 1, 2  

y 𝐴�⃗� 3, 0, 4 . 

  La  situación,  aproximada,  es  la  que  indica  el  gráfico 
adjunto. 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas 

es la siguiente: 𝑟 ≡
𝑥 1 2𝜆 
𝑦 1 𝜆
𝑧 1 2𝜆 

. 

  Un  punto  genérico  de  la  recta  𝑟  es  el  siguiente: 
𝐷 1 2𝜆 , 1 𝜆 , 1 2𝜆 . 

  𝐴�⃗� 𝑂�⃗� 𝑂𝐴 1 2𝜆 , 1 𝜆 , 1 2𝜆
1, 2, 3 ⇒ 

⇒ 𝐴�⃗� 2 2𝜆 , 1 𝜆 , 2 2𝜆 . 

𝐴𝐷 𝐴�⃗� 3 𝑢 ⇒ 2 2𝜆 1 𝜆 2 2𝜆 ⇒  

3 4 8𝜆 4𝜆 1 2𝜆 𝜆 4 8𝜆 4𝜆 ;   9 9𝜆 18𝜆 9;  

9𝜆 18𝜆 0;  𝜆 2𝜆 0;   𝜆 𝜆 2 0 ⇒ 𝜆 0, 𝜆 2. 

  𝜆 0 ⇒ 𝐷 1 , 1 , 1 .    𝐴𝐷⃗ 𝐵𝐶⃗. 

𝐴𝐷⃗ 𝑂𝐷⃗ 𝑂𝐴 1, 1, 1 1, 2, 3 2, 1, 2                 

𝐵𝐶⃗ 𝑂𝐶⃗ 𝑂𝐵 𝑥, 𝑦, 𝑧 2, 2, 1 𝑥 2, 𝑦 2, 𝑧 1
⇒  

𝐴

𝑟 

𝐵

3 𝑢

5 𝑢 

3 𝑢

𝐶

𝐶

𝐷  

𝐷
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⇒ 2, 1, 2 𝑥 2, 𝑦 2, 𝑧 1 ⇒
𝑥 2 2 → 𝑥 4     
𝑦 2 1 → 𝑦 1  
𝑧 1 2 → 𝑧 3

⇒ 𝐶 4 , 1 , 3 . 

𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝐶 4 , 1 , 3  𝑦 𝐷 1, 1 , 1 . 

 

  𝜆 2 ⇒ 𝐷 3 , 3 , 5 .    𝐴𝐷⃗ 𝐵𝐶⃗. 

𝐴𝐷⃗ 𝑂𝐷⃗ 𝑂𝐴 3 , 3 , 5 1, 2, 3 2, 1, 2         

𝐵𝐶⃗ 𝑂𝐶⃗ 𝑂𝐵 𝑥, 𝑦, 𝑧 2, 2, 1 𝑥 2, 𝑦 2, 𝑧 1
⇒  

⇒ 2, 1, 2 𝑥 2, 𝑦 2, 𝑧 1 ⇒
𝑥 2 2 → 𝑥 0    
𝑦 2 1 → 𝑦 3
𝑧 1 2 → 𝑧 1       

⇒ 

⇒ 𝐶 0 , 3 , 1 . 

𝑆𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝐶 0, 3, 1  𝑦 𝐷 3 , 3 , 5 . 

 

********** 
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Problema 5: 

Sea la función 𝑓 𝑥 𝑥 3𝑥 10  . 

𝑎  Demuestra que la función es continua en el intervalo  1, 3 . 

𝑏  Demuestra que existe 𝛼 ∈ 1, 3  tal que 𝑓 𝛼 . Enuncia el/los resultado(s) teórico(s) utilizado(s), 

y justifica su uso. 

Solución:  

𝑎   

  La función 𝑓 𝑥  es la expresión de la potencia de dos funciones de la forma: 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 . 
Para que 𝑓 𝑥  sea continua en  1, 3  tienen que serlo 𝑓 𝑥  y 𝑔 𝑥 . 

  La  función 𝑔 𝑥 𝑥 3𝑥 10  es  continua  en  R,  por  lo  cual  lo  será  en  cualquier  intervalo 
finito que se considere. 

  La función ℎ 𝑥  es logarítmica y, por ello, continua en  0, ∞ . 

  Siendo  ℎ 𝑥 𝑚 𝑥 𝑛 𝑥 ,  con  𝑚 𝑥 2  𝑦 𝑛 𝑥 𝑠𝑒𝑛 ,  para  que  sea  ℎ 𝑥  

estrictamente  positiva  es  necesario  que  𝑚 𝑥  𝑦 𝑛 𝑥   sean  estrictamente  positivas  o  estrictamente 
negativas. 

  𝑚 𝑥 2 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

  Estudiamos ahora el signo de la función 𝑛 𝑥 𝑠𝑒𝑛  en el intervalo  1, 3 , para lo cual se 

estudia su signo en los puntos 𝑥 1, 2 𝑦 3: 

  𝑛 1 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 1 0. 

  𝑛 2 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 60° √ 0. 

  𝑛 3 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 150° 𝑠𝑒𝑛 30° 0. 

  Como quiera que en el intervalo  1, 3  es 𝑚 𝑥 0 𝑦 𝑛 𝑥 0: 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑥  𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 1, 3 . 

 

𝑏   

Para demuestra que existe 𝛼 ∈ 1, 3  tal que 𝑓 𝛼  se tiene en cuenta que la función 𝑓 𝑥  es 

continua en  1, 3 , como se demostró en el apartado anterior. 

  Teniendo en cuanta el teorema de los valores intermedios o desigualdad de Darboux, que dice 
que,  “si  una  función  es  continua  en  un  intervalo  𝑎, 𝑏   toma  todos  los  valores  comprendidos  entre 
𝑓 𝑎  𝑦 𝑓 𝑏  al menos una vez”. 

  𝑓 1 1 3 1 10  8  8  
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8 8 1. 

   𝑓 3 3 3 3 10  10   

10  ° 10  ° 10 10 2. 

  1 2 ⇒ 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝛼 ∈ 1, 3  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒  𝑓 𝛼
3
2

, 𝑐. 𝑞. 𝑑. 

 

  También se puede resolver este apartado de la forma siguiente: 

  Demostrar  que  existe 𝛼 ∈ 1, 3   tal  que 𝑓 𝛼   es  equivalente  a  demostrar  que  la  función  

𝑔 𝑥 𝑓 𝑥  tiene una raíz real en el intervalo  0, 1 . 

  𝑔 𝑥 𝑥 3𝑥 10  . 

  El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑔 𝑥   es una  función continua en  𝑎, 𝑏   y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏  tal que 𝑔 𝑐 0”. 

A la función 𝑔 𝑥  le es aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo  1, 3 : 

  𝑔 1 𝑓 1 1 0.       𝑔 3 𝑓 3 2 0.   

Lo anterior demuestra que 𝑔 𝑥  tiene al menos una raíz real en  1, 3  y también los pedido, o 
sea, que: 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑙 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑠 𝑢𝑛 𝛼 ∈ 1, 3  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒  𝑓 𝛼
3
2

, 𝑐. 𝑞. 𝑑. 

 

********** 
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Problema 6: 

Calcula las asíntotas de la función 𝑓 𝑥  y estudia la posición de la curva respecto de ellas. 

Solución:  

Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

∞ ⇒ 𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

  𝑥 4 0 ⇒ 

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑥 2 𝑦 𝑥 2 𝑠𝑜𝑛 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒𝑠. 

  lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

⇒ lim
→

𝑓 𝑥 ∞. 

  lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

⇒ lim
→

𝑓 𝑥 ∞. 

  lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

⇒ lim
→

𝑓 𝑥 ∞. 

  lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

⇒ lim
→

𝑓 𝑥 ∞. 

 

Asíntotas oblicuas:   Son de la forma 𝑦 𝑚𝑥 𝑛, siendo: 

𝑚 lim
→

  y  𝑛 lim
→

𝑓 𝑥 𝑚𝑥 , con 𝑚 finito y 𝑚 0. 

  𝑚 lim
→

lim
→

lim
→

1. 

  𝑛 lim
→

𝑓 𝑥 𝑚𝑥 lim
→

𝑥 lim
→

 

lim
→

0.  

𝐴𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑜𝑏𝑙𝑖𝑐𝑢𝑎: 𝑦 𝑥. 

 

********** 
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Problema 7: 

Sea la función 𝑓 𝑥 𝐿
 
. 

𝑎  Demuestra que la función es continua en el intervalo  1, 3 . 

𝑏   Demuestra  que  exista  𝑎 ∈ 1, 3   tal  que  𝑓 𝑎 𝐿2.  Enuncia  el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso. 

Solución:  

𝑎   

  Por  ser  𝑓 𝑥   una  función  logarítmica  es  necesario  que  en  el  intervalo  1, 3   sea  positiva  la 

expresión 
 
,  para  lo  cual  tienen  que  ser  positivas  en  el  mismo  intervalo  las  funciones  

𝑔 𝑥 5𝑥 2 𝑥 𝑠𝑒𝑛  y ℎ 𝑥 𝑥 4𝑥 6. 

  La  función  𝑔 𝑥 5𝑥 2 𝑥 𝑠𝑒𝑛   es  continua  en  R  por  ser  suma,  resta  o  producto  de 

funciones continuas en R y la función ℎ 𝑥 𝑥 4𝑥 6 es continua en R por ser polinómica, por lo 
cual, ambas funciones son continuas en cualquier intervalo finito que se considere, en particular, en el 
intervalo  1, 3 . 

  Para estudiar el signo de la función 𝑔 𝑥 5𝑥 2 𝑥 𝑠𝑒𝑛  en el intervalo  1, 3  se estudia, 

en particular, el valor de 𝑠𝑒𝑛 . 

  La  función  𝜑 𝑥 𝑠𝑒𝑛 0  en  1, 3 ,  como  se  observa  en  la  representación  gráfica, 

aproximada de 𝜑 𝑥 , que es la figura adjunta. 

 

 

 

 

 

 

  Siendo 𝑠𝑒𝑛 0 en  1, 3 , la función 𝑔 𝑥 5𝑥 2 𝑥 𝑠𝑒𝑛  es estrictamente positiva. 

  Se estudia ahora la función 𝑓 𝑥 . 

  𝑥 4𝑥 6 0;   𝑥 √ ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅 ⇒ 𝑥 4𝑥 6 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅,  lo  que  significa  que 

ℎ 𝑥 𝑥 4𝑥 6 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

𝐿𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 𝑑𝑒𝑚𝑢𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑥  𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 1, 3 . 

 

𝑏   

  El  teorema  del  valor  medio  o  de  Lagrange  dice  que  “si  una  función  es  continua  en  𝑎, 𝑏   y 

𝑋 

𝑌

𝑂

1

2

1 𝜑 𝑥 𝑠𝑒𝑛
𝜋𝑥
2  

4  3  2 1 4 1 3
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derivable en  𝑎, 𝑏 , entonces ∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏  tal que 𝑓 𝑐 ”. 

  Aplicando el teorema de Lagrange a la función 𝑓 𝑥 𝐿
 
 en el intervalo  1, 3 : 

  𝑓 3 𝐿
 

𝐿 𝐿 𝐿16 𝐿3. 

  𝑓 1 𝐿
 

𝐿 𝐿 𝐿2 𝐿3. 

𝑓 𝑐 ⇒ 𝑓 𝑐   

.  

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 ∃𝑎 ∈ 1, 3  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑎 𝐿2. 

 

********** 
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Problema 8: 

Calcula los valores de las abscisas 𝑎 𝑦 𝑏 que aparecen en el gráfico adjunto, y, después, comprueba que 
las áreas de las dos regiones sombreados son iguales. 

 

Solución:  

  El valor de 𝑎 se obtiene haciendo: 𝑔 𝑎 𝐿𝑎 1 ⇒ 𝑎 𝑒. 

  El valor de 𝑏 se obtiene haciendo: 𝑔 𝑏 𝐿𝑏 2 ⇒ 𝑏 𝑒 . 

  𝑆 𝑔 𝑥 1 𝑑𝑥 𝐿𝑥 1 𝑑𝑥 ⇒ 𝑢 𝐿𝑥 1 → 𝑑𝑢 𝑑𝑥

𝑑𝑥 𝑑𝑣 → 𝑣 𝑥
⇒ 

⇒ 𝐿𝑥 1 𝑥 𝑥 𝑑𝑥 𝑥 𝐿𝑥 1 𝑑𝑥 𝑥 𝐿𝑥 1 𝑥   

𝑥𝐿𝑥 𝑥 𝑥 𝑥𝐿𝑥 2𝑥 𝑒 𝐿𝑒 2𝑒 𝑒𝐿𝑒 2𝑒   

𝑒 2𝐿𝑒 2𝑒 𝑒 2𝑒 2𝑒 2𝑒 𝑒 ⇒ 𝑆 𝑒 𝑢 . 

𝑆 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑒𝐿𝑥 𝑒 𝐿𝑒 𝑒 𝐿𝑒 𝑒 2𝐿𝑒 𝑒   

2𝑒 𝑒 ⇒ 𝑆 𝑒 𝑢 . 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑆 𝑆 . 

 

********** 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

Estudia el sistema de ecuaciones 

𝑎𝑥 𝑎 2 𝑦 𝑎 2              
𝑎𝑥 𝑎 2𝑎 𝑦 2𝑧 𝑎       
3𝑎𝑥 𝑎 4 𝑦 𝑧 4𝑎 4

 dependiente del parámetro real 𝑎 y 

resuélvelo en  los  casos  en que es  compatible. Menciona el  resultado  teórico empleado  y  justifica  su 
uso.  

Solución:  

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀
𝑎 𝑎 2 0
𝑎 𝑎 2𝑎 2

3𝑎 𝑎 4 1
 𝑦 𝑀′

𝑎 𝑎 2 0
𝑎 𝑎 2𝑎 2

3𝑎 𝑎 4 1
    

𝑎 2
𝑎

4𝑎 4
. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀|
𝑎 𝑎 2 0
𝑎 𝑎 2𝑎 2

3𝑎 𝑎 4 1
𝑎 𝑎 2

1 1 0
1 𝑎 2
3 𝑎 2 1

  

𝑎 𝑎 2 𝑎 6 2 𝑎 2 1 𝑎 𝑎 2 𝑎 6 2𝑎 4 1   

𝑎 𝑎 2 𝑎 1 0 ⇒ 𝑎 0;  𝑎 1, 𝑎 2.    

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 
𝑎 0
𝑎 1
𝑎 2

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 0 ⇒ 𝑀
0 2 0
0 0 2
0 4 1

    
2

0
4

⇒ 𝐶 𝐶 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 1 ⇒ 𝑀
1 1 0
1 1 2
3 3 1

    
1

1
0

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 𝐶 ⇒   

⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒
1 0 1
1 2 1
3 1 0

1 6 1 4 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 2 ⇒ 𝑀
2 0 0
2 0 2
6 0 1

     
0
2
4

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒   

⇒
2 0 0
2 2 2
6 1 4

16 4 12 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 1
𝑎 2

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 
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  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 0, 𝑎 1 𝑦 𝑎 2: 

𝑎 𝑎 2 0
𝑎 𝑎 2𝑎 2

3𝑎 𝑎 4 1
    

𝑎 2
𝑎

4𝑎 4
⇒

𝐹 → 𝐹 𝐹
𝐹 → 𝐹 3𝐹 ⇒  

⇒
𝑎 𝑎 2 0
0 𝑎 3𝑎 2 2
0 𝑎 3𝑎 2 1

    
𝑎 2

2
𝑎 2

⇒ 𝐹 → 𝐹 𝐹 ⇒  

⇒
𝑎 𝑎 2 0
0 𝑎 3𝑎 2 2
0 0 1

    
𝑎 2

2
𝑎

⇒ 𝑧 𝑎 ⇒  

𝑎 3𝑎 2 𝑦 2𝑎 2;   𝑦 . 

𝑎𝑥 𝑎 2 𝑎 2;   𝑎𝑥 𝑎 2;   𝑎𝑥 𝑎 2 ⇒  

⇒ 𝑎𝑥 𝑎 ⇒ 𝑥 .  

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝑅 0, 1, 2 . 

 

  Resolvemos  ahora  para  𝑎 2.  El  sistema  resulta 
2𝑦 2

2𝑧 0      
4𝑦 4

,  que  es  compatible 

indeterminado cuya solución es la siguiente:  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 𝜆, 𝑦 1, 𝑧 0, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

 

********** 
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Problema 2: 

Calcula los valores del parámetro 𝑡 para que se cumpla la condición |𝐴 𝐵 | 1, siendo  

𝐴
1 𝑡 𝑡

2𝑡 1 𝑡 1 𝑡
𝑡 2 0 𝑡 2

 𝑦 𝐵
𝑡 1 𝑡 𝑡

1 2𝑡 2𝑡 1
0 1 1

. 

Solución:  

  |𝐴|
1 𝑡 𝑡

2𝑡 1 𝑡 1 𝑡
𝑡 2 0 𝑡 2

⇒ 𝐶 → 𝐶 𝐶 ⇒
1 𝑡 𝑡 𝑡
𝑡 1 𝑡 1 𝑡

0 0 𝑡 2
   

𝑡 2 1 𝑡 𝑡
𝑡 1 𝑡 1

𝑡 2 𝑡 1 1 𝑡 𝑡
1 1

  

𝑡 2 𝑡 1 1 𝑡 𝑡 𝑡 2 𝑡 1 .  

 |𝐵|
𝑡 1 𝑡 𝑡

1 2𝑡 2𝑡 1
0 1 1

⇒ 𝐶 → 𝐶 𝐶 ⇒
𝑡 1 0 𝑡

1 2𝑡 2𝑡 1 1
0 0 1

   

2𝑡 1 𝑡 1 𝑡
0 1

2𝑡 1 𝑡 1 .  

|𝐴 𝐵 | 1;  1;  
| |

| |
1;  |𝐴| 𝐵 ⇒  

⇒ 𝑡 2 𝑡 1 2𝑡 1 𝑡 1 ;   𝑡 2 2𝑡 1 ⇒ 

𝑡 1.  

 

********** 
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Problema 3: 

Calcula la ecuación general de la recta 𝑡 que corta perpendicularmente a las rectas de ecuaciones 

 𝑟 ≡
2𝑦 𝑧 0
𝑥 𝑦 0   y 𝑠 ≡ . 

Solución:  

𝑎   

La expresión de la recta 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡
2𝑦 𝑧 0
𝑥 𝑦 0  ⇒ 𝑦 𝜆;   𝑥 𝜆;   𝑧 2𝜆 ⇒ 𝑟 ≡

𝑥 𝜆 
𝑦 𝜆    
𝑧 2

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴 0, 0, 0  y 𝑣⃗ 1, 1, 2 . 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵 6, 6, 2  y 𝑣⃗ 1, 5, 2 . 

Los  vectores  𝑣⃗  y  𝑣⃗  son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤 que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤
𝐴�⃗� 𝑂𝐵 𝑂𝐴 6, 6, 2 0, 0, 2 6, 6, 0 . 

  Según que los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 ⇒
1 1 2
1 5 2

6 6 0
12 12 60 12 96 0 ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 3 ⇒  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 ⇒  

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

 

El  vector  director  de  la  recta  𝑡  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  producto 
vectorial de los vectores directores de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

  𝑣⃗ 𝑣⃗
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 2
1 5 2

2𝑖 2𝑗 5𝑘 𝑘 10𝑖 2𝑗  

12𝑖 4𝑗 4𝑘 ⇒ 𝑣⃗ 3, 1, 1 . 

 

  Para facilitar la comprensión del desarrollo del ejercicio se acompaña el gráfico adjunto. 
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Se determinan los planos π1 y π2 de las siguientes características: 

𝜋 𝐴; 𝑣⃗, 𝑣⃗ ≡
𝑥 𝑦 𝑧
1 1 2
3 1 1

0;   𝑥 6𝑦 𝑧 3𝑧 2𝑥 𝑦 0;  

𝑥 7𝑦 4𝑧 0 ⇒ 𝜋 ≡ 𝑥 7𝑦 4𝑧 0. 

𝜋 𝐵; 𝑣⃗, 𝑣⃗ ≡
𝑥 6 𝑦 6 𝑧 2

1 5 2
3 1 1

0;  

5 𝑥 6 6 𝑦 6 𝑧 2 15 𝑧 2 2 𝑥 6 𝑦 6 0;  

7 𝑥 6 5 𝑦 6 16 𝑧 2 0; 7𝑥 42 5𝑦 30 16𝑧 32 0 ⇒  

⇒ 𝜋 ≡ 7𝑥 5𝑦 16𝑧 44 0. 

La recta pedida t es la intersección de los planos obtenidos, π1 y π2:  

𝑡 ≡
𝑥 7𝑦 4𝑧 0               
7𝑥 5𝑦 16𝑧 44 0. 

 

********** 
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Problema 4: 

Halla  un  plano  𝜋  que  sea  tangente  a  la  esfera  de  radio  3  y  centro  𝑂 0, 0, 0 ,  y  que  corte 

perpendicularmente a la recta 𝑟 ≡ . Encuentra el punto de tangencia del plano con la 

esfera, y calcula la ecuación continua de la recta que pasa por ese punto y corta perpendicularmente a 
𝑟. 

Solución:  

  Un vector director de la recta 𝑟 es 𝑣⃗ 2, 1, 2 . 

  El haz de planos, 𝛽, perpendiculares a la recta 𝑟 tienen la siguiente expresión general: 𝛽 ≡ 2𝑥
𝑦 2𝑧 𝐷 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, existes dos planos, 𝜋  𝑦 𝜋 , que distan 3 unidades del origen y 
que son tangentes a la esfera de centro en el origen y radio 3. 

La  distancia  del  origen  de  coordenadas  al  plano  𝐴𝑥 𝐵𝑦 𝐶𝑧 𝐷 0  viene  dada  por  la 

fórmula 𝑑 𝑂, 𝜋
| |

√
.  

Aplicando la fórmula al 𝛽 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 𝐷 0, sabiendo que la distancia es de 3 unidades: 

  𝑑 𝑃, 𝜋
| |

3;  
| |

√
3;  

| |

√
3 ⇒ 𝐷 9, 𝐷 9. 

  Los planos que cumplen la condición pedida son los siguientes: 

𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 9 0  𝑦  𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 9 0. 

  La recta 𝑟 , paralela a 𝑟, que pasa por el origen de coordenadas, expresada por unas ecuaciones 

paramétricas es la siguiente: 𝑟 ≡
𝑥 2𝜆   
𝑦 𝜆     
𝑧 2𝜆

. 

  Los puntos de tangencia pedidos son las intersecciones de la recta 𝑟  y los planos 𝜋  y 𝜋 . 

        

𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 9 0

                      𝑟 ≡
𝑥 2𝜆   
𝑦 𝜆     
𝑧 2𝜆

⇒ 4𝜆 𝜆 4𝜆 9 0;   9𝜆 9 0 ⇒ 𝜆 1 ⇒  

⇒ 𝑃 ⇒
𝑥 2 1 2   

𝑦 1     
𝑧 2 1 2

⇒ 𝑃 2, 1, 2 . 

     

𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 9 0

                      𝑟 ≡
𝑥 2𝜆   
𝑦 𝜆     
𝑧 2𝜆

⇒ 4𝜆 𝜆 4𝜆 9 0;   9𝜆 9 0 ⇒ 𝜆 1 ⇒  

⇒ 𝑃 ⇒
𝑥 2 1 2
𝑦 1                      
𝑧 2 1 2

⇒ 𝑃 2, 1, 2 . 

𝑃 2, 1, 2 ; 𝑃 2, 1, 2 . 

**********   
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Problema 5: 

Calcula los límites: 𝑎   lim
→

√

√ √
. 

𝑏   lim
→

𝑥 𝑠𝑒𝑛 . 

Solución:  

𝑎   

lim
→

√

√ √
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ lim

→

√ √ √

√ √ √ √
     

lim
→

√ √ √

√ √
lim
→

√ √ √
lim
→

√ √ √
  

lim
→

√ √ √ lim
→

√ √ ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ lim
→

√

  

lim
→

√
lim
→

√
lim
→

√ √ √ √ ⇒  

⇒ lim
→

√

√ √
√3. 

 

𝑏   

  lim
→

𝑥 𝑠𝑒𝑛 ∞ 𝑠𝑒𝑛 ∞ 0 ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ lim
→

  
 

𝑠𝑒𝑛 0
0

0
0

⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 ⇒ lim
→

1
𝑥 cos 1

𝑥
1

𝑥

lim
→

cos
1
𝑥

cos
1
∞

cos 0 ⇒ 

lim
→

𝑥 𝑠𝑒𝑛 1. 

 

********** 
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Problema 6: 

Se considera la función 𝑓 𝑥 ℓ𝑜𝑔 𝑠𝑒𝑛 2 . 

𝑎  Demuestra que la función es continua en el intervalo  6, 7 . 

𝑏   Demuestra  que  existe  un  valor 𝑎 ∈ 6, 7   tal  que 𝑓 𝛼 0.  Enuncia  el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso. 

Solución:  

𝑎   

  La función 𝑓 𝑥  es logarítmica, por lo cual, es continua en su dominio, que es  0, ∞ . 

  Demostrar  que  𝑓 𝑥   es  continua  es  equivalen  a  demostrar  que  es  positiva  la  expresión 

𝑠𝑒𝑛 2 . 

  El recorrido de la función seno es  1, 1 , por lo cual:  1 𝑠𝑒𝑛 1. 

  La expresión 2 0, ∀𝛼 ∈ 𝑅; también se cumple que: 
𝛼 0 ⇒ 2 1        
𝛼 0 ⇒ 0 2 1

. 

  La expresión 2  en el intervalo  6, 7  vale:  𝑥 6 ⇒ 2 2 √2

𝑥 7 ⇒ 2 2 2  
. De lo anterior se deduce 

que: √2 2 2. 

  1 √2 𝑠𝑒𝑛 2 1 2 ⇒ 0.414 𝑠𝑒𝑛 2 3. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓 𝑥  𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 6, 7 . 

 

𝑏   

Sabiendo que la función 𝑓 𝑥  es continua en  6, 7   le es aplicable el teorema de Bolzano en el 
intervalo  6, 7 . 

El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑓 𝑥   es una  función continua en  𝑎, 𝑏   y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏  tal que 𝑓 𝑐 0”. 

  𝑓 6 ℓ𝑜𝑔 𝑠𝑒𝑛 2 ℓ𝑜𝑔 √ 2 ℓ𝑜𝑔 √ √2  

ℓ𝑜𝑔 √ ℓ𝑜𝑔 ℓ𝑜𝑔 2 0. 

  𝑓 7 ℓ𝑜𝑔 𝑠𝑒𝑛 2 ℓ𝑜𝑔 𝑠𝑒𝑛 2𝜋 2 ℓ𝑜𝑔 0 2  

ℓ𝑜𝑔 2 1 0. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑠𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 ∃𝛼 ∈ 6, 7  𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝛼 0. 

********** 
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Problema 7: 

Se considera la función 𝑓 𝑥 𝑥 𝑠𝑒𝑛 . 

𝑎  Demuestra que la función es continua en el intervalo  1, 3 . 

𝑏   Demuestra  que  existen  dos  valores 𝑎 ∈ 1, 3   y 𝛽 ∈ 2, 3   tales  que 𝑓 𝑎 𝑓 𝛽 0.  Enuncia 
el/los resultado(s) teórico(s) utilizado(s), y justifica su uso. 

Solución:  

𝑎   

  La  función  𝑓 𝛼 𝑠𝑒𝑛 𝛼 0, ∀𝛼 ∈ 0, 2𝜋 ,  por  lo  cual,  la  función  𝑓 𝑥   es  continua  en  el 
intervalo  1, 3   por  ser  la  raíz  cuadrada  de  dos  funciones  continuas  y  cuya  suma  es  positiva  en  el 
intervalo considerado. 

 

𝑏   

  La función 𝑓 𝑥  es derivable en  1, 3 , siendo: 𝑓 𝑥
 
. 

  El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓 𝑥  en continua en  𝑎, 𝑏  y derivable en  𝑎, 𝑏 , con 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 y 𝑎 𝑏, y se cumple que 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 , existe al menos un valor c, 𝑎 𝑐 𝑏 tal que 𝑓 𝑐
0”.  

  Aplicando el teorema de Rolle a la función 𝑓 𝑥  en los intervalos  1, 2  𝑦 2, 3 : 

  1, 2 ⇒
𝑓 1 1 𝑠𝑒𝑛 √1 1 √2

𝑓 2 √2 𝑠𝑒𝑛 𝜋 √2 0 √2
⇒ 𝑓 1 𝑓 2 . 

2, 3 ⇒
𝑓 2 √2 𝑠𝑒𝑛 𝜋 √2 0 √2

𝑓 3 3 𝑠𝑒𝑛 √3 1 √2
⇒ 𝑓 2 𝑓 3 . 

Queda demostrado que: 

𝐸𝑥𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛 𝑎 ∈ 1, 3 , 𝛽 ∈ 2, 3  𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑎 𝑓 𝛽 0. 

 

********** 
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Problema 8: 

Teniendo en cuenta los datos que aparecen en el gráfico, calcula el área de la región sombreada. 

 

 

 

 

 

Solución:  

  La función 𝑓 𝑥 𝑥 4𝑥 corta al eje de abscisas en los puntos siguientes: 

  𝑓 𝑥 0 ⇒ 𝑥 4𝑥 0; 𝑥 𝑥 4 0 ⇒
𝑥 0 → 𝑂 0, 0       
𝑥 4 → 𝐴 4, 0

. 

  Los puntos de corte de 𝑓 𝑥   con  la  recta horizontal 𝑦 3  tienen por abscisas  las  raíces de  la 
ecuación que se forma al igualar sus expresiones. 

  𝑥 4𝑥 3;  𝑥 4𝑥 3 0;   𝑥 √ √
 

2 1 ⇒ 𝑥 3, 𝑥 1. 

  De las dos raíces halladas, para el cálculo del área pedida, la que nos interesa es el valor 𝑥 1. 
El punto de corte es 𝐵 1, 3 . 

  El  vector director de  la  recta es 𝐴�⃗� 𝑂𝐵 𝑂𝐴 1, 3 4, 0 3, 3 ,  cuya pendiente 
es 𝑚 1, por lo cual, la ecuación de la recta es la siguiente, considerando el punto 𝐴 4, 0 : 

 𝑦 0 1 𝑥 4 ⇒ 𝑦 𝑥 4. 

  En el intervalo de la superficie a calcular,  4, 1 , las ordenadas de la función son mayores que 
las correspondientes ordenadas de la recta, por lo que la superficie a calcular es la siguiente: 

  𝑆 𝑓 𝑥 𝑦 𝑥 𝑑𝑥 𝑥 4𝑥 𝑥 4 𝑑𝑥  

𝑥 5𝑥 4 𝑑𝑥 4𝑥   

  4 1 4 4   

4 40 16 28 28 21 7 4.5 𝑢 . 

𝑆 4.5 𝑢  
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