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i F EVALUACION DE BACHILLERATO PARA | CONVOCATORIA:
idi gar::.,"%gl dad EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) | ORDINARIA DE
== 9 FASE GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

V—x+e3six<0
(1-—x)%* si x>0’

a) Determine los valores de a € R para que la funciéon f(x) sea continua en R.

19) Dada la funcién f(x) = { a €R.

b) Calcula, para a = 1. La recta tangente a la funcién en x = —4.

Problema 2:

29) Calcule el siguiente limite: lim [\/ 3x2 -2 — (\/§x + 5)]
x—+00

Problema 3:

39) Calcula: I = [e™ - (x? — 1) - dx.

Problema 4:

—1)2
49) Para la funcién f(x) = (xx_21):
a) Obtén el dominio de definicion y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Analiza la curvatura (concavidad N y convexidad U) y existencia de puntos de inflexién en su dominio
de definicion. Obtén los puntos de inflexidon caso de existir.

Problema 5:

1 -1 0
59) DadalamatrizA=(0 0 1}
1 0 1
a) Resuelve la ecuacién matricial AX — 21 = A?, donde I es la matriz identidad de orden 3.

b) Analiza el rango de la matriz A — mB, segun los valores de m € R, siendo A la matriz del apartado

0 -1 0
anterioryB={11 0 1]

0 -1 0
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Problema 6:
1 1
62) a) Sabiendo que |x y z‘ = —2, calcule justificadamente el valor del determinante
a b
—-a+2 —c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2
3 3 3
3 2 0
b) Comprueba que la matriz B = (0 1 —1) es invertible y calcula su inversa.
5 3 -1
Problema 7:

—x+3y+z=5
79) Dado el sistema{2x + az = —4
4x —3z=a+1

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema paraa = 1.

Problema 8:

82) a) Escribe la ecuacién del plano m que contiene a las rectas r; y r,, y ademas pasa por el punto

b) Dado el vector v = (2, k, 2k), calcula el valor de k € R para que v y los vectores directores de las
rectas r; y r, sean linealmente dependientes.

Problema 9:
— — — —_— — — — — .
99) a) Dados los vectores: v; = au; — 2u, + 3uz; v, = —uy + au, + uz, determina el valor del pa-

, — — . _— — —
rametro a € R para que los vectores v; y v, sean ortogonales, sabiendo que los vectores (ul,uz,ug,)
son ortogonales y de mdodulo igual a 1.

b) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores vy, v, y U3 = v; + v, siendo v; =
(1,0,-2)yv, = (3,1,0).

Problema 10:

109) El peso de los recién nacidos de una localidad, sigue una distribucién normal de media 3.300 gra-
mos y desviacidn tipica 465 gramos. Un recién nacido tiene bajo peso si su peso es inferior a 2.500 gra-
mos.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga bajo peso?

b) éCuadl es la probabilidad de que un recién nacido es esta localidad tenga un peso entre 3 500 y 4 000
gramos?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

V—x+e3six<0
(1-x)%* si x>0’

a) Determine los valores de a € R para que la funciéon f(x) sea continua en R.

19) Dada la funcién f(x) = { a €R.

b) Calcula, para a = 1. La recta tangente a la funcién en x = —4.
Solucion:
a)

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

xllI(I)l_ flx) = }Ci_rg(\/—_x+ e3) =e® = f(0)

=
lim f(x) = lim(1 —x)%* = e™® (%)
x—0% x—0

Parax=0:>{

:>xllr(r)1_f(x) = xlirg)ff(x) =f(0)=>3=—-a=a=-3.

x—0 x—0 x—0

*)  1lim(1 —x)** = 1*° = Indet.n%e = lim (1 + _Tx)x = lim <1 + _il> =

a-1x -171-@

x x -1 x .
= lim <1 + é) =lim <1 + é) =D _ p-a

x—0 x—0

X X

b)
Paraa = 1 la funcién es f(x) = V—x + e3.
Para x = —4 el punto de tangencia es el siguiente:
f(—4) =Va+e3=2+4+e3=P(—4,2+¢€3).

La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual que el valor de su primera deri-
vada en ese punto.

, -1 , _
f(x)=2—\/__x:>x=—4:>m=f(—4)=ﬁlz:>m=—i.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(—4,2 + e3):

y—2—e3=—%-(x+4); 4y —8 —4ed = —x — 4.

Larectatangenteest=x+4y—(4+e3) =0
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Problema 2:
29) Calcule el siguiente limite: lim [V 3x% — 2 — (\/_x + 5)]
X—>+o
Solucion:
lim [V3x -2 - (\/—x+5)] =00 — 0 = [nd. =
X—>+o
iy D (Es)| [VE e (VEs)] (V3x7=2) ~(V3x+5)” _
xX—+00 V3x2— 2+(\/_x+5) xX—+00 V3x2-24/3x45
— I 3x2-2-(3x2+10v3x+25) _ lim 2% 2-2-3x%-10V3x-25 _ .. -10V3x—-27
- x})r-zlm V3x2-24v3x+5 xX—+00 V3x2-2+3x+5 - x—1>r4¥lm V3x2-2+/3x+5 -
10327 _-lvEE ~10v3-2 . -10v3-2

= lim —=2%— = lim = lim —%*—= lim —%*— =
2_ - 2_
x—+00 V3x2-2+/3x+5 xX—+0o \/3x \/—+ X—+00 sxxz 2+\/§+; xX—+00 3_;2+\/§+;

X

— _10\/§_§ _ —10\/§—O _ 10\/_
- [3-2 4342 = Boorvaro . 23 xl_l)moo[\/jng — (\/_x + 5)]

llm[\/?;xi——(\/—x+5)]——5

X—+oo
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Problema 3:
39) Calcula: I = [e™ - (x? — 1) - dx.
Solucion:
— a2 _
(=X . (v2 _1Y. u=x°—1-du=2x-dx
I=fe™-@f-1) Cbc:}o{dv=e"‘-dx—>v=—e‘x}z>

S>02-1D)-(—e™)—[—e™ 2x-dx=—(*-1)-e*+2[x-e ™ -dx =
=—(x?*—-1)-e*+2-M=1. (¥

— L p—X ., u=x-du=dx
M={[x-e dx=>{dv=e"x-dx—>v=—e‘x}=>

>x-(—e™)—[-e* dx=-x-e*+[e X de=—x-e*—e*+(=
=—e*x+1)+C=M.
Sustituyendo el valor de M en la expresion (*):
I=—(x?*-1)-e*+2-M=—-(x?>—-1)-e*+2 - [-e*(x+1]+C=
=—(x?-1)-e*=-2-e*x+1D)+C=—-—2*[x*-1D+2x+1D]+C=>
>I=[(x2-1)-e*-dx=—-e*(x*+2x+1)+C.
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Problema 4:

49) Para la funcién f(x) = (x 1)

a) Obtén el dominio de definicion y estudia su crecimiento y decrecimiento.

b) Analiza la curvatura (concavidad N y convexidad U) y existencia de puntos de inflexién en su dominio
de definicion. Obtén los puntos de inflexion caso de existir.

Solucion:

aA)x*=0=x=0=D(f) =R -{0}.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

’ 2-(x—1)~x2—(x—1)2-2x Zx-(x—l)—Z(x—l)2 2-(x=1)[x—(x—1)] 2:(x—1)
F) = Hoee e - 2D

- 3 3 3

X X X

2-(x—1
F) = 0> 2 )—O;x—1=0:>x=1.
De la observaciéon de la figura adjunta se de- du-
cen los periodos de crecimiento y decrecimiento de Numerador la

funcion, que son los siguientes: . Denominador

< £ (x)

0 1

D(f) = R —{0}.

Crecimiento: f (x) > 0 = x € (—,0) U (1, +). Decrecimiento: f (x) < 0 = x € (0,1).

b) Una funcién es céncava (n) 0 convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva, res-
pectivamente.

" 203 -2(x—1)3x*  2x—6(x—1)  2x—6x+6  —4x+6  —2(2x—3)
(x) - 6 - 4 - 4 - 4 4

X X X X X

Como el denominador de la segunda derivada es positivo para cualquier valor real del dominio
de la funcién, la segunda derivada sera positiva o negativa cuando lo sea su numerador.

—2(2x—3)=0; 2x —3 = 0; x=§.

Concavidad (n): f (x) < 0= x > S = xe G +00).

Convexidad (U):f"(x) >S0=>x< g = xe(—00,0) U (0, g)

La condicién necesaria para que una funcion tenga un punto de inflexién es que se anule su se-
gunda derivada.

f=0=

M_o —2(2x—3)=0; 2x—3=0=x =

NIUJ
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2 2
2 E
4

f(§)=2@T=

Punto de inflexion: Q Gé)
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Problema 5:

1 -1 0
59) DadalamatrizA=(0 0 1}
1 0 1
a) Resuelve la ecuacién matricial AX — 21 = A?, donde I es la matriz identidad de orden 3.

b) Analiza el rango de la matriz A — mB, segun los valores de m € R, siendo A la matriz del apartado
anteriory B = ((1) O1 (1)>
0 -1 0
Solucion:
a)
AX =21 =A% A-X=A%+2I; A1 -A-X=A"1-(4%+2D);
[-X=A1-(A2+2)>X=A"1- (4% +2]).

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan:

1 -1 01 0 0 1 -1 01 0 0
(A|I)=<O 0 10 1 0>:>{F2<—>F3}:><1 0 1l0 0 1>:>
1 0 1lo o 1 0o o 1lo 1 o0
1 -1 0/1 0 0
=>{F2—’F2—F1}=>(0 1 1f-1 0 1)=>{F1—’F'1‘|‘Fz}=>
0 0 110 1 0
1 0 1]0 0 1 F, > F, — F, 1 0 00 -1 1
:><0 1 1/-1 0 1>:>{F2_)F2_F3}:><0 1 0[-1 -1 1>:>
0 0 110 1 0 0 0 1o 1 o0

0 -1 1
=>A_1=(—1 -1 1).
0 1 0
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -1
A2+21=<0 0 1>-<0 0 1>+21=<1 0 1>+21=
1 0 1 1 0 1 2 -1 1
1 -1 -1 2 0 0 3 -1 -1
=<1 0 1)+<0 2 0>=>A2+21=<1 2 1).
2 -1 1 0 0 2 2 -1 3
0 -1 1 3 -1 -1
X=A_1-(A2+21)=(—1 -1 1)-(1 2 1>=>
0 1 0 2 -1 3

1 -3 2
X = (—2 =72 3).
1 2 1
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1 -1 0 0 —-m O 1 m-1 0
b) A—mB=<0 0 1 —(m 0 m>=<—m 0 1—m>.
1 0 1 0 —-m O 1 m 1

1 m-—1 0
|A —mB| = |-m 0 1-m|=
1 m 1
=m-1DA-m)-m(1l-m)+m(m-1) =
=m-m?’—1+m-m+m?+m? —-m=-1+m?=0=>m; = -1,m, = 1.

m+ —1
P { }:)R A—mB) = 3.
ara ang (A—mB) =3

1 -2 0\ .
m=-1A-mB=(1 0 2 =>|1 0|¢0=>Rang(A—mB)=2.

100 g
m=1=A-mB=(-1 0 0|=] | # 0= Rang (A-mB) =2.
1 11 L1

m= -1
P { } R A—mB) = 2.
ara . _ | ang (A — mB)
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Problema 6:
1 1

62) a) Sabiendo que |x y z| = —2, calcule justificadamente el valor del determinante
a b

—-a+2 —c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2

3 3 3
(3 2 0)
b) CompruebaquelamatrizB =0 1 —1 ]esinvertibley calculasu inversa.
5 3 -1
Solucion:
a)
—a+2 —c+2 —-b+2 X —a+2 ——<c+2 —-b+2
x/2 z/2 y/2 =7 x z y =
3 3 3 1 1 1
5 —a+2 —-b+2 —c+2 s (—a -b —c 2 2 2)
=—=- X y VA =—3" X y z|+I|x y z|]=
1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b c . |@ b ¢ 1 1 1 s
=+--||x y z+0>=5~x y z|=—->-[x y z|=—>-(-2)=
1 1 1 1 1 1 a b c

-a+2 —-c+2 -b+2
x/2 z/2 y/2 | =3.
3 3 3

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de-
terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha linea el primero y el segundo
sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

22.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero.
32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

42 - Sj todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un nimero su
valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinta de cero.
3 2 0
[Bl=[0 1 -1|=-3-10+9=-4=0.
5 3 -1

La matriz B es invertible, como se pedia comprobar.
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3 0 5
|B| = —4. B‘=<2 1 3).

0 -1 -1
I R I A
Adj.de Bt = —|_01 _51| |(3, _51| —|(3) _01| =<—5 -3 3)-
OS5 B3 P > 13
1 3 2 3 2 1
2 2 =2
(—5 -3 3)
B_l_Adj.deBt_ -5 1 3/
- B —4
2 2 -2
B‘1=—i (—5 -3 3)
-5 1 3
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Problema 7:
—x+3y+z=5
79) Dado el sistema{2x + az = —4
4x—-3z=a+1

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema paraa = 1.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

-1 3 1 -1 3 1 5
M=(2 0 al|lyM=2 0 a —4 |
4 0 -3 4 0 -3 a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del pardmetro a es el siguiente:

-1 3 1
M|=|2 0 al|=12a+18=0; 2a+3=0:>a=—§.
4 0 -3
3 7
Paraa¢—5=>RangM=RangM =3 =n%incég.> S.C.D.
-1 3 1 5
Paraa=—§=>M’= 2 0 —% _‘f , que a efectos de rango, es equivalente a la matriz

4 0 -3 2

-1 3 1 5
M = < 4 0 -3 —8), cuyo rango se estudia mediante el método de Gauss.
8 0 -6 -1

_41 3 13 y Fo = Fy 445, _01 132 1 y
—3 -8 :>{F3—>F3+8F1}:> 2=

8 0 -6 -1 0 24 2 39
-1 3 1 5
=>{F;>F—-2FK}=>(0 12 1 12|= RangM' =3.
0 0 0 15
Paraa = —% = Rang M = 2; Rang M = 3 = Sistema incompatible.
—-x+3y+z=5
b) Para a = 1 el sistema resulta 2x + z = —4, que es compatible determinado.

4x — 3z =2
Resolviendo por la regla de Cramer:
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5 3 1
-4 0 1
2 0 -3 6—36 -30
X = = = ——=-1.
-13 1 12+18 30
2 0 1
4 0 -3
-1 5 1
2 -4
_la 2 -3l _ -12+4+20+16+2+30 _ 60 _ 2
y 30 30 30 ’
-1 3 5
2 0 -4
—48-12 —60
Z = 4 0 2 = = — = —2
30 30 30
Solucion:x = -1,y =2,z = -2.
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Problema 8:

82) a) Escribe la ecuacion del plano m que contiene a las rectas r; y r,, y ademds pasa por el punto

x=-1+6t
. X z

b) Dado el vector v = (2, k, 2k), calcula el valor de k € R para que v y los vectores directores de las
rectas r; y r, sean linealmente dependientes.

Solucion:

a) Los vectores directores de las rectas son v_l) =(3,1,1)y v_z) = (6,-2,1).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x+1 y—-2 z-1
n(v,v; P)=| 3 1 1 1=0
6 -2 1

(x+1)+6(y—-2)—-6(z—1)—-6(z—1)+2(x+1) —3(y—2) = 0;
3x+1)+3(y—-2)—-12(z—-1)=0; (x+1D)+(y—-2)—4(z—1) =0;
x+1+y—2—-4z4+4=0>n=x+y—4z+3=0.

n=x+y—4z+3=0

b) Tres vectores son linealmente dependientes cuando es cero el valor del determinante que for-
man:
2 k 2k
v, v, v, =0=1(3 1 1|=0; 2—12k+ 6k — 12k + 4 — 3k = 0;
6 -2 1

6—21k=0;, 2—-7k=0=>
2

=
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Problema 9:

— — — —_— — — — — .
99) a) Dados los vectores: v; = au; — 2u, + 3u3; v, = —uy + au, + usz, determina el valor del pa-
, — — . — — —>
rémetro a € R para que los vectores v; y v, sean ortogonales, sabiendo que los vectores (uy, u,, u3)
son ortogonales y de modulo igual a 1.

—

b) Calcula el volumen del tetraedro formado por los vectores vy, v, y U3 = v; + v, siendo v; =
(1,0,-2)yv, = (3,1,0).

Solucion:

a) Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) cuando su producto escalar es 0.
—_— —> — — —> — — —>
v, - v, = 0= (au; — 2u, + 3u3) - (—u; + auy, + u3z) = 0;

—au; - up + a*u; U, + au; - uz — 2au; - Uy — 2auy - Uy — 2Up - Uz —

—3u3 - u; +3aus - u, +3uz - uz = 0. (*)

Teniendo en cuenta la propiedad conmutativa del producto escalar y teniendo en cuenta que:

—_— — —_— — —_— —

U U = Uy - Uy =Uz U3 =1-1-cos0 = 1yque
U Uy = Uy *U3 = Uy - Uz =1-1-c0590° =1-1-0=0, la expresion (*) queda de la for-
ma siguiente:
—au; U, —2auy - Uy, +3uUz - u3 =0; —a—2a+3=0; 3a=3=>

a=1.

) v; = (1,0,-2)yv, = (3,1,0).

v;=v,+v,=(1,0,-2)+(3,1,0) = (4,1,-2).

El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es el valor absoluto de su producto mix-

to.
1 0 -2
VTetraedro = U_l),U_Z),U_:;l = 1|3 1 0 = |_2 -6+ 8| = 0.
4 1 =2

VTetraedro = 0.

La “sorprendente” solucion es debido a que los tres vectores dados no forman un tetraedro por

ser linealmente dependientes ya que, el vector v; es linealmente dependiente de los vectores v, y v,,
por lo cual, los tres vectores son coplanarios.
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Problema 10:

109) El peso de los recién nacidos de una localidad, sigue una distribucién normal de media 3.300 gra-
mos y desviacidn tipica 465 gramos. Un recién nacido tiene bajo peso si su peso es inferior a 2.500 gra-
mos.

a) ¢éCudl es la probabilidad de que un recién nacido en esta localidad tenga bajo peso?

b) éCuadl es la probabilidad de que un recién nacido es esta localidad tenga un peso entre 3 500 y 4 000
gramos?

Solucion:
a) Datos: p=3300; o= 465.

X-3300

X->N; o) = N(3 300,465). Tipificando la variable: Z = v

2500-3300 —-800
P=P(X<2500)=P(z<220) = p(2<=2) = P(Z < -1.72) =
—1-P(Z <172) =1— 09573 = 0.0427.

El4.27 % de los recién nacidos tienen bajo peso.

b)P = P(3 500 < X < 4000) _ P(3 502;: 300 o, 4002;: 300)

200 700
—p (E <7< E) = P(0.43 < Z < 151) = P(Z <1.51) — P(Z < 0.43) =

= 0.9345 — 0.6664 = 0.2681.

El26.81 % de los recién nacidos pesan entre 3 500 y 4 000 gramos.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

—— 1
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

:" Universidad EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
i Zarag 673 A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
oy CURSO: 20212022

MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pégina del triptico, cuéles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
19) Dada la funcién f(x) = x - e~%* g €eR,
a) Determine los valores de a € R para que la funcion f(x) sea continua en R y tenga la asintota hori-

zontaly = 0.

b) Calcula, para a = %, el drea que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y las rectas x =
Oyx=1.
Problema 2:

2x3+ax?+bx+3
—x3+4x2-5x+2
determina el valor de dicho limite.

29) Para la funcion f(x) = . Calcula los valores de a, b € R, para que lim f(x) =LER,y
x—1

Problema 3:

39) Calcula el 4rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x) = 3x + 2x%2y g(x) = x? +
4x + 2.

Problema 4:

x%+x

42) Para la funcion f (x) = =—:

a) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas parabdlicas.
Determina las asintotas cuando existan.

b) Calcula la recta tangente a la funciéon en el punto x = 1.

Problema 5:

59) Dada la matriz 4 = (_11 K -IT- 1):

a) Determina el valor de k € R para que se verifique A? = 31, donde I es la matriz identidad de orden
2.

b) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 2A — I, siendo I la matriz identidad de orden 2,yn € N.
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Problema 6:

1-m -1 1 0 1 1 1
62) Dadas las matrices: A = 2 2m |, B=|0 1|yC=({0 1 1}

m—1 1 1 0 0 0 1

a) Estudia, segun los valores de m € R, el rango de la matriz P = A - Bt + C, donde Bt es la matriz
traspuesta de B.

b) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.
Problema 7:
x+ay+z=0

79) Dado el sistemaqx +y + a’z = 0:
x+y+2az=0

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema para a = 0.
Problema 8:

89) El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2,1,0) y €(0,1,3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Problema 9:

99) En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad
de danza cldsica y cabaret. En la academia, un 17 % de individuos practica la danza clasica, un 45 % ca-
baret y un 5 % ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o las dos).
b) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.
Problema 10:

109) De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20 % por no ser
aptos para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

a) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al menos
1).

b) 1.- ¢Qué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exactamente 3
huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2.- ¢Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:
19) Dada la funcién f(x) = x - e~%* g €eR,

a) Determine los valores de a € R para que la funcion f(x) sea continua en R y tenga la asintota hori-
zontal y = 0.

1 , . ‘e .
b) Calcula, para a = b el area que encierra la grafica de la curva f(x) entre el eje X y las rectas x =
Oyx=1.

Solucion:

—ax?

a) La funcion f(x) = x - e es continua en R por ser producto de dos funciones continuas en R.

Para que f(x) tenga por asintota horizontal a la recta y = 0 es necesario que lim f(x) = 0.
X—00

11m f(x) = 11m (x e axz) = lim —

X—00

=Z (cona>0) = Ind.=

eax

= {L'Hopital} = hm — = ; = 0.

2
—o00 2ax-ed¥

Para que y = 0 sea asintota horizontal de f(x) es necesario que a > 0.

xZ

b) Paraa = % =>f(x)=x-e 2 = % > 0,Vx € (0,1), por lo cual, el drea pedida es la siguiente:
ez

2 2

S=folf(x)°dx=fol(x-e_xT>-dx:>{ _x?zt
x - dx

1
x—1—>t——5}:>

1 1
C(Zot.dr = [Cpt . df = [pt]0, = p0 31 _L_q_ 1 _q_e
=—J, %e dt—f_%e dt—[e]_%—e ez=1 e%—l F=1-7-=
o5 =Y 2 = 0393 2
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Problema 2:

2x3+ax?+bx+3
—x3+4+4x2-5x+2
determina el valor de dicho limite.

29) Para la funcién f(x) = . Calcula los valores de a, b € R, para que lin; f(x) =LE€R,y
X—

Solucion:

] o 23 +ax®+bx+3 24a+b+3 a+b+5
lim f(x) = lim = =

xo1 ol —X344x2—5x42  —144-542 0

Para que lim f(x) = L € Rtienequeser:a+b+5=0. (1)
x—1

3 2 b
Siendo a+ b + 5 = 0: lim f(x) = lim 2x"rax”+bx+3

0
———— = - = Ind. Se puede aplicar la regla de

x-1 x-1 —x3+4x2—5x+2 0 p p g
L'Hopital:

6x°+2ax+b  6+2a+b  2a+b+6

lim f(x) = lim = =
quf() x—1 —3x2+8x—5  —3+8-5

cumplirseque2a+b+6=0. (2)

. Por la razdon expuesta anteriormente tiene que

) ] . 6x*+2a+b 0 )
Siendo 2a + b + 6 = 0: lim f(x) = lim————— = - = Ind. Se puede volver a aplicar la regla
x—1 x—1 —3x“+8x—5 0
de L'Hopital:
12x+2a 12+2a 12+2a
}Cl_r,rll &) }C‘iﬁ‘ —6x+8  —648 2 }Cl_r,rll fG)=6+a ()

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):
a+b=—5} —a—b=5
2a+b=-6) 2a+b=—-6

Sustituyendo el valor de a = —1 en (*): lim f(x) = 5.
x—1

}=>a=—1; b= —4.

a=-1; b=—4. linllf(x) = 5.
X—

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ARAGON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

[=——————]
Textos Marea Verde


http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

39) Calcula el 4rea del recinto limitado por las gréficas de las funciones f(x) = 3x + 2x%y g(x) = x? +
4x + 2.

Solucion:

Las dos funciones son parabolas convexas (U) por tener posi-
tivo ambas el coeficiente de x°. | vA ,

Las abscisas de los puntos de interseccidon de las pardbo- ‘ f(x) 3 las
son las soluciones de la ecuacién que resulta de la igualacion de fB sus
expresiones: ,

3x+2x2=x?+4x+2; x> —x—2=0; 12
X = 12 1+8=—1J‘”/§=£=>x1 =—-1,x, = 2.

2 2 2

Los puntos de corte son: A(—1,—1) y B(2, 14). 3

Teniendo en cuenta que los puntos de corte con el eje de 9(x) i or-
denadas de las funciones f(x) y g(x) son, respectivamente, \

0(0,0) y €(0,2), la representacion grafica de la situacién, de \ l for-
ma aproximada, es la que indica la figura adjunta. \ 4 ”

Por ser las ordenadas de la parabola g(x) iguales o ma- S cH{  vyo-
res que las correspondientes ordenadas de la parabola f(x) en N\ el
intervalo del drea a calcular, la superficie pedida es la siguiente: \\ 5 ‘)f

) -2 y 2
2 2

S=[21g(0) — f(O)] - dx = [*[(x* +4x +2) - 1

(3x + 2x?)] - dx = 4

_ (% (—y? dr= =242 o] =
= [ (=x*+x+2) dx—[ 3+2+2x]_1—

3 2 —1)3 —1)2
=(-Z+Z+2-2) -1 DR +2-(-D|=-S+42+4-31-2+2=
3 2 3 2 3 3 2

=-3+8-;=5-;=5=cu’=45u%

N | o
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Problema 4:

X +X_

2
42) Para la funcion f (x) = =—:

a) Estudia la existencia de asintotas horizontales, verticales y oblicuas, asi como de ramas parabdlicas.
Determina las asintotas cuando existan.

b) Calcula la recta tangente a la funciéon en el punto x = 1.
Solucion:

a) Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende
a mas o menos infinito.
x2+x

k = lim f(x) = lim =— = —1 = Larectay = —1 es asintota horizontal.
X—00 x—00 3—X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o me-
nos infinito: son los valores que anulan el denominador.

3—x2=0=x =—V3,x, =3.

Las rectas x = —/3 y x = \/3 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

b) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

(2x+1)-(3—x2)—(x2+x)-(—2x) 6x—2x3+3—x%+2x3 4222 x%+6x+3

f) = (G—x2)? (G—x2)? = Gt

12+46:1+3

Parax=1=m=f'(1) =200 20 oy =2

2
El punto de tangencia es el siguiente: f(1) = % = 5 = % =1= P(1,1).

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =
m(x — x,), que aplicada al punto P(1,1):

y—1=§-(x—1); 2y —2 =5x—5.

Larectatangenteest = 5x —2y — 3 = 0.
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Problema 5:

59) Dada la matriz A = (_11 I -]Ic— 1):

a) Determina el valor de k € R para que se verifique A? = 31, donde I es la matriz identidad de orden
2.

b) Calcula, para k = 0, la matriz B" con B = 24 — I, siendo I la matriz identidad de orden 2,yn € N.
Solucion:
1 k 1 k - 2
o a=aa=( ) )=(5 % @ik
-1 k+1 -1 k+1 —-2—-k k°+k+1
1—-k=3

2 (1—k k2+2k) (3 0) kK* +2k =0
A =3l = 2 = > >
—-2—-k k"+k+1 0 3 —-2—-k=0
kK*+k+1=3
El Unico valor de k que satisface todas las ecuaciones es k = —2.

BZZA_I:Z'(—11 (1))_1:(—22 (2))_((1) (1)):(—12 (1))
B =B'B=(—12 (1))(—12 (1))=(—14 (1))=(—21-2 (1))
B =22'132(—14 (1))(—12 (1)) - (—16 (1)) - (—21-3 (1))

( . .
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Problema 6:

1-m -1 1 0 1 1 1
62) Dadas las matrices: A = 2 2m |, B=|10 1|yC=({0 1 1}

m—1 1 1 0 0 0 1

a) Estudia, segun los valores de m € R, el rango de la matriz P = A - Bt + C, donde Bt es la matriz
traspuesta de B.

b) Para el valor m = 1, calcula la inversa de la matriz P del apartado anterior.

Solucion:
1-m -1 1 1 1
a) P=A-Bf+c:=< 2 2m>-((1) (1) (1))+<0 1 1>=
m—1 1 0 0 1
1-m -1 1—-m 1 1 1 2—m 0 2—m
=( 2 2m 2 )+ 0 1 1>=>P=< 2 2Zm+1 3 >
m—1 1 m-—-1 0 0 1 m—1 1 m
2—m 0 2—m
|P|=1A-B'+C|=| 2 2m+ 1 3 |=
m-—1 1 m

=mR2-m(CCm+1)+2Q2-m—-2-m)Cm+1)(m—-1)-32—-m) =
=m@m+2-2m?>*-m)+4-2m-2-m)Cm?-2m+m—-1)—-6+3m =
=m(-2m?+3m+2)-2+m-2-m(Cm?-m-1) =
=-2m3+3m?+2m—-2+m—(4m?> -2m—-2-2m3+m? +m) =
=-2m3+3m?*+3m-2—-(-2m3+5m?*-m-2) =
=-2m3+3m?+3m-2+2m3-5m?+m+2=>
|Pl=1A-B"+C|=-2m*+4m=-2m-(m-2) =0=>m, =0,m, = 2.

0
Para {m }=> Rang P = 3.
m # 2

2 0 2
Param=0:>P=<2 1 3)=>{C1+CZ=C3}:>RangP=2.
-1 1 0
0 0 O
Param=2:>P=<2 5 3>=>RangP=2.
1 1 2
=0
Para{ 2}::»RanngZ.
1 0 1 1 2 0
b) Param=1=>P=<2 3 3>. |Pl=3+2-3=2. Pf=<0 3 1).
01 1 1 3 1
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3 1] 0 1 |
/3 1 1 1 \ -3
Adj.dePf=K_|§ 0 L0 ( )

2 00 1 0 1123/
|31 |01|03

( : _3>
-2 1 -1
ot Adj. de P! _ N2 -1 3
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Problema 7:
x+ay+z=0
79) Dado el sistema{x + v + a’z = 0:
x+y+2az=0

a) Discute, segun los valores de a € R, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles soluciones
(compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible).

b) Resuelve al sistema para a = 0.

Solucion:

1 a 1
a) La matriz de coeficientesesM =|1 1 a? |.
1 1 2a

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efectos de rango, las matrices de coeficientes y
ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:

1 a 1
IM|=[1 1 a*|=2a+1+a*>-1-a*—-2a*=0; a®>-3a®+2a=0;
1 1 2a
a(@?—-3a+2)=0; a; =0; a>—-3a+2=0; a=332 9_8=3iz—ﬁ=E=>

2 2
= a, = 1, as = 2.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema es compatible determinado cuando los ran-
gos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al nUmero de incdgnitas; en el caso
gue nos ocupa el nimero de incdgnitas es tres, por lo cual:

a*0
Para {a * 1} = Rang M = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a+ 2

Paraa=0=>M = = # 0> Rang M = 2.

—_
—_

Paraa=1=M = # 0= Rang M = 2.

Paraa=2>=>M =

= # 0= Rang M = 2.

R PR PR R R R R
O N = = =)
B R NR R OOR

I
o

a
Para {a = 1} = Rang M = 2 < n%incodg.= S.C.I.
a=2
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x+z=0

b) Para a = 0 el sistema resulta {x + ¥ = 0, que es compatible indeterminado y equivalente al
x+y=0

) {x +z=0

sistema X+y=0

Solucion:x = A, y=—4, z= -1, VAER.
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Problema 8:

89) El volumen de un tetraedro es de 10 unidades cubicas. Si tres de sus vértices se encuentran en los
puntos A(1,1,1),B(—2,1,0) y €(0,1,3), halla las coordenadas del cuarto vértice D sabiendo que se
encuentra en el eje Y. Escribe todas las soluciones posibles.

Solucion:

El vértice D, por encontrarse en el eje Y, tiene por expresion
D(0,y,0).

El volumen de un tetraedro es igual a un sexto del va-
lor del producto mixto de los tres vectores que lo determinan.

AB = 0B — 04 = [(-2,1,0) — (1,1,1)] =
(=3,0,—-1).

AC=0C-04=1[(0,13)-(1,1,1] =

(-1,0,2).
AD =0D - 04 =[(0,7,0) = (1,1,1)] = (-1,y — 1,-1).
-3 0 -1
VTetraedro = % ) |A_B);R; E' =10 = |1 0 2| =60;
-1 y—-1 -1

=ly—-1+6(y—-1)|=60; [y—1+6y—6]=060; |7y —7|=60=
67 67
7y—-7=60-7y=67 y="==D,(0Z,0)

= .
—7y+7=60-7y=-53 y=-2=D,(0,-2,0)

67 53
D, (0,—,0); D, (0,——,0)
7 7
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Problema 9:

99) En una academia de artes escénicas se imparten clases de danza y teatro. De danza, hay modalidad
de danza cldsica y cabaret. En la academia, un 17 % de individuos practica la danza clasica, un 45 % ca-
baret y un 5 % ambas modalidades de danza. Si elegimos un individuo que asiste a dicha academia:

a) Calcula la probabilidad de que practique algun tipo de danza (o las dos).
b) Calcula la probabilidad de que practique solamente teatro.
Solucion:

P(D) — Probabilidad de que practique danza
a) Sean:< P(Dcf) - Probabilidad de que practique danza clasica
P(Dca) — Probabilidad de que practique danza de cabaret

Datos: P(Dct) = 0,17; P(Dca) = 0,45; P(Dcf N Dca) = 0,05.
P =P(D) = P(Dcf U Dca) = P(Dct) + P(Dca) — P(Dcf N Dca) =
=0.17 + 0.45 — 0.05 = 0.62 — 0.05 = P(D) = 0.57.

P(D) = 0.57.

b) La suma de las probabilidades de recibir clases de danza o de teatro es un suceso seguro, por lo
cual:

PMD)+P(T)=1=>P(T)=1-P(D)=1-0.57= P(T) = 0.43.

P(T) = 0.43

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Problema 10:

109) De los huevos que se producen diariamente en una granja, deben desecharse el 20 % por no ser
aptos para su consumo. Se seleccionan de manera aleatoria e independiente 5 huevos:

a) Calcula la probabilidad de que tengamos que desechar alguno de los huevos seleccionados (al menos
1).

b) 1.- éQué es mas probable, que haya exactamente 2 huevos no aptos, o que haya exactamente 3
huevos no aptos? Obtén estas probabilidades.

2.- ¢Como razonarias la respuesta a la pregunta anterior sin hacer uso de la calculadora?
Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

n=5 p=02 q=1-02=08. P(r) = (’r’) pT g

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no tengamos

gue desechar ninguno de los huevos.

5

P=1-PO)=1-(;

) +0.2°-08°=1-1-1-0.3277 = 0.6723.

P =0.6723

—(°).022.08% = 5" . . _ 54, _
b) 1.—P(2)—(2) 0.22-0.8% = —-—-0.04- 0512 = Z*-0.0205 =

= 10-0.0205 = 0.2048.

—(%).02%.082 =—5" . L 0.64 = 22, _
P(3) = (3)- 02 0.8% = o5 0.008- 0.64 = - 0.0051 =

=10-0.0051 = 0.0512.

Es mas probable que tengamos que desechar 2 huevos.

. 2.- Si desechar un huevo tiene una probabilidad de 0.2 y de no desecharlo de 0,8, es bastan-
te mas probable desechar cuantos menos huevos mejor.
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