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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

- Prusba de vakacign do CONVOCATORIA:
ﬁ%\ para el acce[sEoEi:jJUniversidad ORDI NARIA DE
== Universidad de Oviedo CURSO 2021-2022 JUN'O
- MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cua-
lesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de
preguntas debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido se-
leccionar preguntas que sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no
coincidan con las indicadas, lo que puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que
se salga de las instrucciones.

1 -1 2
ELDGUELASEEE:—:[EYP:(Q 1 E).
-1 -1 a

(a) (1 punto) Calcula el determinante y el rango de P para cada valor de a.
(b) (1 punto) Para a =1 jexiste P-'? En caso afirmativo calcilala.

(c) (0.5 puntos) Calcula, en caso de que exista, los valores de a tal que det(P) = det(P-").

BLOQUE 1.B Dado a < R, se considera el sistema de ecuaciones siguiente:

-5 + 21_"' = —1
-5 + 21_"' + 272 = 1 }
o - 2y + z = 2

{a) (1 punto) Discute el sistema segun los valores de a.

() (0.75 puntos) Estudia si es posible encontrar un valor de a para el cual la solucion del
sistema verifique que x = (.

(c) (0.75 puntos) Si a = 0, resuelve el sistema si es posible.

BLOQUE 2.A Se considera la funcion:

X243
x -1

flx) =

(a) (1 punto) Calcula el dominio de fy las asintotas, en caso de que tenga.

(b) (1 punto) Estudia la existencia de maximos y minimos, asi como los intervalos de
concavidad y convexidad.

(c) (0.5 puntos) A partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, realiza
un esbozo de la grafica de f.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE 2.B Se considera |a funcidn f(x) = x/T —xZ.

(a) (1.75 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (—1, 0). (Sugerencia:
Puedes utilizar el cambio de variable t = 1 —x%)

(b (0.75 puntos) Calcula [ 1 oy
J0

BLOQUE 3.A Sear la recta que pasa por los puntos A = (1,0,1)y B = (2,1,2) y s la recta
¥x-2 y-2 z

1T -1
(@) (0.75 puntos) Indica la posicion relativa dery s.
(b} (0.75 puntos) Calcula un plano paralelo ar y que contiene a s.

(c) (1 punto) Calcula la distancia entre las rectas ry s.

BLOQUE 3.B Dados dosplanos =X +yY+Z =3, 7 =x+y=3yelpunto A = (2,1,6)

{a) (0.75 puntos) Calcula un vector director y un punto de la recta r interseccion de los
planos = y 7.

(b} (1 punto) Calcula el punto P de = tal que el segmento AP es perpendicular al plano 7.
(c) (0.75 puntos) Calcula el punto A" simétrico de A respecto del plano .

BLOQUE 4.A Se tenen fres sobres, A, By C. En el sobre A hay dos cartas de copas y tres
de bastos. En el sobre B tres cartas de copas y dos de bastos y en el sobre C cuatro de
copas y una de bastos. Se tira un dado y se saca una carta del sobre A si el resultado es
impar, del sobre B si el resultado es 4 0 6 y del sobre C si el resultado es un 2.

{a) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de gue se obtenga una carta de bastos.

(b} (1.25 puntos) Se extrae una carta y resulta ser copas jcual es |a probabilidad de que
se haya extraido del sobre B?

BLOQUE 4.B El peso en kilos de la poblacién de un cierto pais sigue una distribucién normal
de media 70 y desviacion tipica 10. Se selecciona un individuo al azar.

{a) (1.25 puntos) Calcule |a probabilidad de gue su peso se sitle entre 65 y 75 Kilos.

(b} (1.25 puntos) Se realiza una campafia de comida sana y esto repercute en el peso
de la poblacion, manteniendo la desviacion tipica pero ahora la probabilidad de gue un
individuo pese menos de 75 es 0.6 j Cudl es la nueva media?

(Algunos valores de la funcién de distribucion N(D, 1) son: F(x) = P{Z = x), F(0) = 0.5,
F(0.15) = 0.6, F(0.5) = 0.6915, F(0.6) = 0.7257, F(1.8) = 0.9641.)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Bloque 1A. Solucion:

BLOQUE1A SpaacRYyP= 0o 1 2

(a} (1 punto) Calcula al determinanta v &l rango da P para cadavalor da a
(b} (1 punto) Paraa =1 ;existe P-17 En caso afimativo calcilala.

(c) (0.5 puntas) Calcula, en caso de que axista, os valores de a tal que detiP) = det(P—1).

(a)

dat P = dat i i o |=2-58

. -1 -1
Por lo tanto, para a = 2 el determinanta s 0. Por lo tanto ol rango as manor da 3. Como al dat ( ) =
i

i
-1 #0,alrangoas 2. Para ol esto de valores al rango as 3.

(b} Paraa=1 dat(P)= 1+ 0 porlo gue si tiana invarsa.

-1 -1 2(1 00 1 -1 2 o 0
F-F, (—1F,
0 1 2010 |~ 0 1 2|0 10|~
-1 -1 1|o o 1 o o0 —1|-1 01
11 -2|-1 0 0 11 0|1 0 -2
F|+E:| F.-F:
_ e
g1 2|0 1 P |01 0|21 2
oo 1|1 0 -1 o o1|1 o0 -1
10 0la3a -1 —4)
01 0|l-2 1 2
nu11n-1)

Por lo tanto
3 -1 -4
Pl=1 2 1 2

10 1)

(c} detiP) =2 — a, dat(P-1) = ﬁ por lo tanto buscamos los valores da A que hacon que: 2 —a = 1

2—-4a
quesona=1ya=3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 1B. Solucion:

BLOGUE 1.B Dado a £ E, sa considera al sislema de ecuacionas siguenia:

-X o+ 2y = -1
X + 2 + Z = 1
@M - 2 + zr = 2

{a) (1 punto) Discute el sisiema sagin los valoms de a.

(b} (0.75 puntos) Estudia =i a3 posible encontrar un valor do a para el cual la solucion del sistoma varifigua
quax=0.

(c} (075 puntos) Si a =0, msualve al sistema si es positle.

{a} La malriz do coaficiontas tisna datorminants:

Por lo que el sisioma s compatible determinado para a # 1, ya que &l rango de Ay el da la ampliada as
iguala igual al nomano da incognitas.

Si a = 1 aplicaromos al método de Gauss. La matriz ampliada es

12 o|-1) 12 0|-1)

Ab = _1221% oo 2| 2|5
1 -2 1|2 ) L oo 1| 1)
RN IER {—1 2 o] -1
oo 1| 1 | ZF] 00 1| q
0oz 2) \ 000 u)

y &l sistema as compatible indatarminado.

(b} Six = 0entoncas al sistama sa podria plantear como

2y = -
H o+ Z = 1
—E]f' + I = 2

que a3 indapandienta del valor da a. En este caso, y para todo a, de la primera ecuacion y = —% ¥ por la
oltima acwacion z = 2 — 1 = 1, como tambian varifica la segunda ecuacion, esta sard una solucicn como:
la padida.

(c} Sia=0lamatriz ampliada es

4z ol-1 1 2 0|
Ab=| -1 2 2|1 | Bl 0 o0 2|2 | BB
0 -2 1|2 21
1 2 0|
0 -2 1|2
0 o 2|z

ylasolucionesz =1,y = _%,x=n.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2A. Solucion:

BLOQUE 2.A Se considera |a funcion:
¥+3

=3

{(a)} (1 punto) Calcula al dominio de fy las asintotas, en caso da que tenga.

(b} (1 punto) Estudia la existencia de méximos y minimaos, asi como los inlervalos de concavidad y comvei-
dad.

(c} (0.5 puntos) A partir da los resultados obenidos en los apartados antorioras, maliza un asbozo da la
grafica da f.

{a) fesuncocienie de polinomics, por ko tanto al dominio es toda la recta eal salvo los valores de x para los
gue sa anule el demominador, as decir, x = 1.

Asintotas horizontak s:

X2+ 3
lim = &
A= X —
Por lo tanto no tiene asintotas horizontales
Asintotas verticalos:
X +3 x*+3
lim = a0, fim = —
i1t ¥ — 1 11— X —1

Tiena una asintota verticalan x = 1.

Asintotas oblicuas (pueda habar ya qua no hay asiniotas horizontales)

m=j'I1|m:~: X j'—imn:x?—x:‘l
m=| lim 12+3—x = fim 23X _4
X—+eo= X — = ¥ —1

Tiena wna asintota oblicea: y=x + 1.

(b} Para calbcular méximos y minimos calcularemos la primera darivada:

X —-2x-3

¥ _-
fl'.x]— {x_”!
quasaanulaenx=3yx=—1.

Para asfudiar la concavidad y la corvexidad calculemos 2 segunda derivada:

wivy_ B
' {Jﬂ_bf—ﬂa

que a5 positiva si x = 1, y negativa six = 1, por o tanto f a5 comvexa (M) 8i X £ (—ec, 1) ¥ @3 concava (L)
BiX e (1, #ex).

(G
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2B. Solucion:

BLOQUE 2.B Sa considera la funcibn f{x) = x/T —x%.

(@) (1.75 puntos) Calcula una primitiva da fix), que pasa por el punio (-1, 0). (Sugerencia: Puedas utilizar
el cambio da variable t =1 — %)

i
ib) {0.75 puntos) Calcula f fia )
o

(a) Siutizamos el cambio do variabla 1 — X2 = tantonces —2odx = dt y s8 puede reescribir |a intagral como
sigue:
1 1472 1
T T - ——— = =] - /2
fx T xedv = Efﬁm_ 7373 +C=—3l1 ¥ +C

Como buscamos F tal que F{-1) = 0 anfoncas F{—1]=—1§{1 —(—1PFR2+C=C porloque C=0
Fix) = {1~ P72

(b
f | = —(1 - X B LR 10 PR
] - a a3 q =3

Q
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3A. Solucion:

BLOGQUE E.A.Eaarlamctaqmpasapmbspmntnsh:h,ﬂ.ﬂyEt:i2,1,2}yshmdas5%2:#:
z

-
{a) (0,75 puntos) Indica la posicicon mlativa dary s.
(b} (0,75 pumtos) Calcula un plano paralelo a ry que contiens a s.

(c) {1 punto) Calcula la distancia entre las recias ry s.

{a) Calculamos laecuacion continuade larecta W=B—A=(1,1, 1)

=
|
L]

== 2 X+y = 4 1 1 0| 4
I y+Z = 2 o1 1|2
= - -
]ﬂ_—l‘ = ;- X—¥ = 1 1 -1 0 1
= =1 =
o= 5 y—-z = -1 o1 1|1
1 1 04 11 0| 4 110
[ 2 o1 z o011
= =
0 -2 0|-3 00 2z 00
01 1] 00 -2|-3 00 -z

El rango da la matriz asociada al sisiemaes 3 y el da la ampliada ez 4, por tanto ol sistama as incompa-
tible. Son rectas que se cruzan.

(b} Esto plano esta definido por un punto de s, P'= (2, 2, 0), un vector director de r, T = (1, 1, 1) ¥ un vactor
diractor do 5 W = (1, —1, 1), luege la ecuacion del plano es:

X-2 y-2 7|
1 1 1 =0=2k-2F —-4=0=X-F=2
1 -1 1

(c) Esla distancia 5 la misma gue la distancia entre un punio cualguiera de la recta ry el plano antarior.
Tomamos wn vector unitario perpe ndicular a al plano:

1 1
W = [:_,u,-—)
V2 W2
Tomamos el wector definide por un punto de la recta ry un punto del plano:
We=(2,200-01,0,1)=01,2-1)

La distancia a5 el producto escalar de ambos:

o= |W - W = |(l n,-L) (1,2, )= j_,§= vz

V2T W2

Matematicas II. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

Autor: Andrés Garcia Mirantes

www.apuntesmareaverde.org.es

[T
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3B. Solucion:

BLOGQUE 3.B Dadosdosplanos s =X +y¥+2=3, s =x+y=3yelpunto A= (2 1,6)

(a) (0.75 puntos) Calcula un vecior director v un punto de la recta r intarsaccion da los planos =y =
(by (1 punto) Calcula al punto P da = tal gua al sagmanio AP a3 parpandicular al plano .

() (075 puntos) Calcula al punic A’ simétrico de A respacto del plano «.

(a) Para calcular la intersaccidn resclvamos ol sistema definido por las ecuacionas de los planos.

X+y+2 3=&1113=|13
X+Y 3 110 0

3 o0 o [1]

Para obtanar la solucidn dabamos tomar como paramatro la variable v, ¥ 38 obliana:

X = 3-1
¥ = t =?-{I.f.z:|={3— ttoy={30 0+t (—1, 1,0
Z = i

Por tanto tamemaos qua un punto a3 al B = (3, 0,0) y un vactor director T = (-1, 1, 0).

ib) Calculamos la recta perpendicular &l plano que pasa por @l punto A, el vector director debe ser v =
{1,1,1) luego laecuacion de larectaes: A+t- V =(2,1,68) +1-(1,1,1), 0 888, (x,y,Z)=(2+L1+L 6 +1).
Como al punto daba partenecer al plano «, daba varificar que:

F=X+F+Z=2+0+1+0+E+=08+3= 3H=—-6=1=-2
Por tanto, al punto P as:
P=A+(-2)-V=1(2,1,8)+(-2)-(1,1,1)= {0, —1,4).
i) El punto simatrico A', sa puede calcular como

A=P-M=(0-1,4-((21,8)-{0,-1,4)=(0,-1,4) - (2,2 2)=(-2,-3, 2)

Matematicas II. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

Autor: Andrés Garcia Mirantes
www.apuntesmareaverde.org.es

%
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4A. Solucion:

BLOGQUE 4.A So tienen tres sobres, A, By C. En al sobre A hay dos cartas de copas y tms de bastos. En al
sobm B fros cartas do copas y dos da bastos y an al sobre C cuatro de copas v una de bastos. Sa tira un dado
¥ 58 saca una carta del sobre A sial resultado es impar, dal sobre B si el msultadoas 4 o 6y dal sobra C si el
rasultado as un 2.

(@) (1.25 puntos) Calcula la probabilidad de que sa oblenga una carta de bastos.

b} (1.25 puntos) So extras una carta v msulta sor copas ;oual es la probabilidad de que sa haya extraido
dal =obra B?

Los datos del enunciado son los siguientas:

1

1 i
Pm':l = E' P[H:I = E. P[G':' = B
Adamas
P(Copas/A)= £, P(Copas/B)=2, P(Gopas/C)=3
(a)

P(Bas) = PiBasn A) + P{Bas rn B) + P(Bas 1 &) = P(Bas/A)P(A) + P(Bas/B)P(B) + P(Bas/C)P{C) =

321 21 11
=52+53 55 1A
ib)
31
_RBnCopl PCop/BIFB)  §3 _
PAE Cop) = PCopl ~  PlCopl ~ 1-04887 0570
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 4B. Solucion:

BLOGUE 4.B El paso an kilos de la poblacion de un cierio pais sigee una distribecion normal de media 70y
dasviacion tipica 10. 3o salacciona un individuo al azar.

ial (1.25 puntos) Calkcuke la probabilidad da que su peso sa sithe antra 65 ¥ 75 kilos.

(b (1.25 puntos) So maliza una campana do comida sana y esio repercule en el paso do la poblacion,
mantamiando la desviacion tipica paro ahora la probabilidad da que un individuo pasa manos do 75 a3
0.6 ;Cwal s la nueva media?

{Algunos valores de la funcidén de distribucion M0, 1) son: Fix) = PE < x), Fi0l = 0.5, FiD.15) = 0.6, F(0.5) =
0.6915, FI0.E) = 0.7257, Fi1.8) = 0.9641.]

(@) Se pide la probabilidad siguiente

P{g5 = X < 75)= P{X <75} — PIX < &5)

Tipificando las probabilidadas a la M0, 1) 2o tiana

P{X = 758) = F‘(z < ?51_?':'

_ u.s) _ F(0.5) = 0.6915

en —70
10

Por lo tanto: P(E5 < X < 75) = P(X < 75) — P(X < 65) = 0.6915 — 0.3085 = 0.3830

PIX < 65) = P (z < _ —D.E) _ 1 _ F{0.5) = 0.3085

(b} P{X =< 75)= 0.6, qua cormasponde a F(0.15)

75
Z-= m'“ =015 p=T485
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

- Prusbe do evalusiin do CONVOCATORIA:
f%\ para el accel;.EoEi‘ljJUniversidad EXTRAORDINARIA

idad de Oviedo CURSO 2021-2022

MATEMATICAS II

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cua-
lesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada ejercicio se calificara sobre 2,5 puntos.

El estudiante debera indicar la agrupacion de preguntas que respondera. La seleccion de
preguntas debera realizarse conforme a las instrucciones planteadas, no siendo valido se-
leccionar preguntas que sumen mas de 10 puntos, ni agrupaciones de preguntas que no
coincidan con las indicadas, lo que puede conllevar la anulacion de alguna pregunta que
se salga de las instrucciones.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

-1 -1 =2 1

19)Dadoa e RyA=|-1 x-1 -3|,B=|-1|yCc=01 -1 1).
1 2 1 1

a) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.

b) Calcula el rango de A segun los valores de x.
¢) Para x = 1, calcula en caso de que sea posible A - By A - C o indica por qué no se puede realizar.

Problema 2:

2x+y+z=1
29) Dado m € R, se considera el sistema de ecuaciones lineales x + 2y +z = —1.
3x+3y+2z=m

a) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en que sea posible.
b) Estudia si es posible encontrar una solucion en la que z = 3.

Problema 3:

. Ny 2x2
39) Se considera la funcidn: f(x) = ﬁ
a) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

b) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexidn. Calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

¢) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gréfica de f.
Problema 4:

49) Dada la funcién f(x) = —sen (2x) + 1.

@) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el origen de coordenadas.

b) Calcula el drea limitada por f, el eje Xy lasrectas x = 0y x = m.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
x=14+a

52) Dadas lasrectasr ={y =1 , s perpendicular ary al vector ¥ = (1,1, 1).
Z=—-«a

a) Calcula un vector director de la recta r.

b) Calcula un vector u director de s tal que U X v, es proporcional a U.

c¢) Calcula la ecuacion del plano m que contiene a las rectas r y s’, siendo s’ larecta s'=x—1=
Problema 6:

62) Dados los puntos A(1,0,1), B(1,6,1), C(—2,—1,5)y E(—1,1,1).

a) Calcula la ecuacidn del plano  que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcula las coordenadas del punto D para que el poligono ABCD sea un

paralelogramo y el drea de ABCD. .\_D_ ______ oC

c¢) Halla la ecuacion de la recta r perpendicular al plano 7 y que pasa por \\\\

E. > B
A

Problema 7:

79) En una oficina del ayuntamiento se asigna un nimero a cada persona que entra. Se observa que el
70 % de las personas que entran son mujeres. El 40 % de los hombres y el 30 % de las mujeres que
entran son menores de 30 afios.

a) Calcule la probabilidad de que un niumero sea asignado a una persona menor de 30 afios.

b) éCudl es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30
anos?

¢) Si una persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios, écual es la
probabilidad de que sea hombre?

Problema 8:

89) Se esta estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo
se rige por una distribucion normal con media 1,75 m y desviacion tipica 0,65 m.

a) Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida mas de 1,85 m.
b) Si se toma una muestra de 10.000 personas, écuantas personas mediran mas de 1,85 metros?

c) Se observa que, de las 10.000 personas de la muestra, 6.500 meden menos de 1,90 metros,
suponiendo que se mantiene la media, ¢cudl seria la desviacion tipica?

Algunos valores de la funcién distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < x):

F(0) = 0,5; F(0,15) = 0,6; F(0,1538) = 0,5596; F(0,65) = 0,7422y F(0,385) = 0,65.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

—1 -1 —2 1
19) Dadoa e RyA=|-1 x-1 -3|,B=|-1|yC=(01 -1 1).
1 2 1 1

a) Calcula los valores de x para los cuales la matriz A no posee inversa.
b) Calcula el rango de A segun los valores de x.

c) Parax = 1, calcula en caso de que sea posible A - By A - C o indica por qué no se puede realizar.

Solucion:
Apartado (a)
Calculamos el determinante, restando a la tercera fila la primera:

-1 -1 =2 -1 -1 -2

-1 x-1 =-3|=(0 x -1=x+0+0)-(1)=x-1

1 2 1 0 1 -1
La matriz posee inversa si y solo si el determinante es no nulo. Por tanto posee inversa salvosix-1=0
es decir:
La matriz A en invertible Vx € R — {1}.

Apartado (b)

La matriz es invertible cuando X es distinto de 1. Por tanto para esos valores el rango es maximo, 3.

El caso X =1 es mejor hacerlo aparte. Sustituyendo:

-1 -1 =2 -1 -1 =2
-1 1-1 -3)=(-1 0 -3
1 2 1 1 2 1
:1 _01) tiene determinante no nulo (-1) por lo que el rango es al menos 2. Y no puede
ser 3, pues ya hemos visto que para X = 1, el determinante de orden 3 es 0.

La submatriz (

En consecuencia:
La matriz tiene rango 2 si x= 1. En caso contrario tiene rango 3.
Apartado (c)

El producto AB puede hacerse pues A es 3x3 y B es 3x1 con lo que el resultado es 3x1.

-1 -1 -2 1 -2
AB = <—1 0 —3) (—1) =|—4
1 2 1 1 0

El producto AC no puede hacerse ya que a es 3x3 y C es 1x3. El nimero de columnas de A (3)
deberia coincidir con el de filas de C (1) pero no es asi.

Multiplicando:
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Problema 2:

2x+y+z=1
29) Dado m € R, se considera el sistema de ecuaciones lineales x + 2y +z = —1,.
3x+3y+2z=m

a) Discute el sistema segun los valores de m y resuélvelo en los casos en que sea posible.

b) Estudia si es posible encontrar una solucién en la que z = 3.

Solucion:
Apartado (a)
2 1 1
La matriz de coeficienteses| 1 2 1 ]. Calculamos su determinante por la regla de Sarrus:
3 3 2
2 1 1
1 2 1|=8+3+3)—(64+6+2)=14—-14=0
3 3 2

Por tanto el sistema nunca puede ser compatible determinado.

El caso a = 1 lo hacemos aparte a continuacion. En primer lugar, sustituimos en el sistema original. La

matriz ampliada es
2 1 11
(1 2 1—1)
m

3 3 2

1 2 1]-1
2 1 1)1
3 3 2lm

Restando a la segunda fila la primera por 2 y a la tercera la primera por 3 tenemos:

1 2 1] -1
(O -3 —-1| 3 )
0 -3 —-1lm+3

Finalmente, restamos a la fila tercera la segunda:
-1
3
m

1 2 1

0 -3 -1
0 0 0

con lo que confirmamos que el sistema nunca tiene solucion Unica. Existe solucién si y solamente sim =

0.

Cambiamos el orden de las filas:

En este caso, deben existir infinitas soluciones. Lo volvemos a poner en forma de sistema:
{x +2y+z=-1
—3y—-z=3
Pasamos z al otro lado para obtener
{x +2y=—-1—-2
—3y=3+z
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La solucién debe aparecer en funcién de un pardmetro. Sea pues z = 1
. L, . y)
Despejando en la segunda ecuacion se tieney = —1 — 3

Llevandola a la segunda:

A
x+2<—1—§>+A=—1

2+A— 1
X 3=

De donde x = 1—%
La solucidén es (1 — g, -1 - %,/1)
En resumen:

El sistema es incompatible si m es distinto de 0 y compatible indeterminado en otro
caso. Nunca tiene solucidn Unica.

La solucidn general del sistema es (1 — %, e %, A) donde A es cualquier valor real.

Apartado (b)

Para que exista solucion, debe ser m = 0. En tal caso basta tomar A = 3 y sustituir en la solucion
3 3

general:(l —=,—-1-=, 3).
3 3

Por tanto

Si, es posible. Ocurre cuando A = 0 y dicha solucibndax =0,y =-2,z=3
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Problema 3:

. y 2x2
39) Se considera la funcién: f(x) = %
a) Calcula el dominio de la funcién f y sus asintotas.

b) Halla en caso de que existan, los maximos y minimos y puntos de inflexidn. Calcula los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

c¢) Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la grafica de f.
Solucion:
Apartado (a)

Para calcular el dominio de la funcién, comprobamos qué es lo que puede fallar. No hay raices ni
logaritmos, lo Unico problematico es el denominador.

lgualandoa0,1—x = O0dax=1.
El dominio son todos los reales excepto el 1.

Para calcular las asintotas, empezamos por las verticales. En el 1, el denominador se anula, es el Unico
sitio donde puede haberla.

. 2. . . .
limf (x) = 5 indeterminado. Necesitamos calcular los limites laterales.
x—1

El numerador es 2 cuando x = 1, por lo que en las proximidades de 1, es positivo (de hecho es siempre
positivo). El denominador es 1 — x que es negativo a la derecha de 1 y positivo a la izquierda. Por tanto
el limite lateral derecho en x =1 es menos infinito y el izquierdo mas infinito.

Otra manera de verlo es dar valores muy proximos. Se tiene f(1.1) = -24.2, luego el limite lateral
derecho es menos infinito.

A su vez f(0.1) = -16.2 de donde el limite lateral izquierdo es menos infinito. Tiene una asintota vertical
en x=1.

2
Calculemos las oblicuas. m = lim f( =lim—=-2
X—00 X x—>oox X
2 2x
n=Ilmfx)—mx=lim —(-2)x=Ilim——=-2
X—00 x>0 ] —x x>0 ] —

Tiene una asintota oblicua en infinito, que esy = -2x - 2.
Si hay asintota oblicua no hay horizontal.

Los limites en menos infinito son exactamente iguales, con el resultado de que hay la misma asintota en
menos infinito. Esto, de hecho, ocurre siempre para funciones racionales (es decir, cocientes de
polinomios).

En resumen:

Hay una asintota vertical en x = 1 y una oblicua en mas y menos infinito, que es la
recta y = —2x — 2. No hay asintotas horizontales

Apartado (b)

La derivada de la funcion es
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_Ax(l-x)-2x"(=1) _4x-24°

f'x) - =
(1—=x])° (1—=x)°

f’(0) = 0 es 4x-x*> = 0 cuyas soluciones son Oy 2.

Hay que considerar también los ceros del denominador, que es solo x = 1.

Por tanto, debemos tener en cuenta los valores de f’(0) en (-, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, o).
Damos valores intermedios.

f(-2)=-16/9<0,f(0.5)=0.25>0, f(1.5)=0.25>0,f(3)=-1,5>0

La funcion es decreciente en (-oo, 0), crece en (0, 1), crece en (1, 2) y vuelve a
decrecer en (2,400).

Con lo anterior, sabemos ya maximos relativos (puntos donde la funcidn pasa de crecer a decrecer) y
minimos relativos (puntos donde la funcion pasa de decrecer a crecer). Nétese que hay que excluir los
puntos de discontinuidad, al menos hasta hacer el dibujo.

Calculando las imagenes tenemos f(0) =0y f(2) = -8
Minimo: 0(0,0).
Maximo: A(2,—8).

Para saber si son o no extremos absolutos hay que hacer el dibujo. Obsérvese que no hay contradiccion
alguna en que la imagen del minimo relativo sea mayor que la del maximo relativo. Lo que esta

ocurriendo quedara claro en el dibujo.
Pasemos a la concavidad y convexidad. Derivamos otra vez.
Lo (4=ax)(1=x)P—(4x-2x")2(1=x)(-1)
.__“

(4—4x)(1 —x)+(8x—4x%) 4-4x—4x+4x"+8x—4x" 4

(1-x) (1-x) T(1-x)

El numerador no se anula nunca, el denominador cambia de signo en 1.

Six<1, f” (x) >0 conlo que la funcidn es convexa (ramas hacia arriba, forma de U)
Six>1, £’ (x) <0 con lo que la funcion es concava (ramas hacia abajo, forma de N)
En resumen:

Concavidad (N): f"(x) <0=>x>1 =€ (1,+x).

Convexidad (U): f'"(x)>0=>x<1 =>x € (—x,1).

No hay punto de inflexion en x = 1 puesto que alli la funcién no esta definida
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Apartado (c)

El estudio completo ya estd hecho. Sdlo falta darle los valores. Hay que darle los ceros de la primera y
segunda derivada (si hubiere), asi como los limites laterales en sus puntos de discontuinidad. En 1 la
funcién no estd bien definida.

X -00 0 1 1+ 2 +00

f(x) +00 0 +00 -00 -8 -0

Notas

e -ocoy+oo en x deben entenderse como limites.

e 1 y1*sonrespectivamente los limites laterales derecho e izquierdo en 1.
25 1

10
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Problema 4:

49) Dada la funcidn f(x) = —sen (2x) + 1.

a) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el origen de coordenadas.
b) Calcula el drea limitada por f, el eje Xy lasrectas x = 0y x = 7.
Solucion:

Apartado (a)

Calculamos la integral indefinida. Podria hacerse directamente, pero es mas claro con un pequefo
cambio de variable. Lo primero, separamos en dos y hacemos una de ellas.

f —sen (2x) + 1dx = — f sen (2x)dx + f ldx =x— f sen (2x)dx

t = 2xde donde dt = 2dxes decir% = dx.

Asi pues:
dt cos(t
j—sen(Zx)+1dx=x—fsen(t)7=x+ 2()+K
_1 _ _lppjzgp o 10l B2
zfﬁdt_ zft dt = 21/2+1 K==5+K

siendo K la constante de integracion.

cos(2x)

Deshaciendo el cambio, [ —sen (2x) + ldx = — —tx+ K

Es facil comprobar, derivando, que efectivamente es la primitiva general.

Si tiene que pasar por (0, 0) es un valor concreto de K. Sustituimos en 0.

0 =COZ—SO+0+K=%+KIuegoK=-1/2.
o . ars . cos(2x) 1
La tinica primitiva que pasa por el origen es F(x) = — +x — %
Apartado (b)

Ya tenemos hecha la primitiva. Lo que tenemos que hacer es ver el signo. Ahora bien, como el seno esta
entre -1y 1, sen(2x) + 1 es SIEMPRE positivo o 0, pues el valor mas grande que puede tomar sen (2x) es
1.

Eso simplifica enormemente el problema, pues basta integrar. Ya la indefinida la tenemos ya hecha.

cos@+x—lr=(l+n—l)—(l+0—l)=n

s
— sen(2x) + 1)dx =
fo( sen(2x) + 1)dx > 2, =2 > > >

El area de la region es m u?
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Problema 5:
x=14+a

52) Dadas lasrectasr ={y =1 , s perpendicular ary al vector ¥ = (1,1, 1).
Z=—-«a

a) Calcula un vector director de la recta .

b) Calcula un vector u director de s tal que U X v, es proporcional a .

c¢) Calcula la ecuacion del plano m que contiene a las rectas r y s’, siendo s’ larecta s'=x—1=
Solucion:

Apartado (a)

Para calcular un vector director, basta calcular dos puntos. Y para ello, basta dar dos valores a a, por
ejemplo 0y 1 (valdrian dos cualesquiera).

Elvalor0da (1, 1,0) entantoel 1da (2, 1, -1). Restando obtenemos (1, 0, -1).
Un vector director es (1,0, —1). Vale también cualquier multiplo suyo.

Podriamos haberlo calculado de modo mas sencillo, simplemente notando que la forma vectorial es
(x,y,2)=(1,1,0) +a(1, 0, -1) e identificar el vector.

Apartado (b)

Nos piden un vector uperpendicular a la recta r tal que uxv, sea proporcional a v. Dicho vector, al ser
perpendicular a la recta y a v automaticamente sera director de s.

Llamemos pues u = (uq, U,, us). Si es perpendicular a la recta r se tiene
0= (uy,up,u3z) - (1,0,-1) = u; —us

de donde u; = u;. Sustituyendo en el producto vectoral tenemos

ik
Uy Uy u | = (_uZ‘Zul‘ - u2)
1 0 -1

Ese vector debe ser proporcional a (1, 1, -1) de modo que basta tomar u;=-1y u; = 1/2 con lo que el
vector original es (1/2, — 1,1/2). De hecho vale cualquier multiplo. Por ejemplo, multiplicando por 2.

Un vector con esas caracteristicas es v, = (1,—2, 1). Vale también cualquier multiplo
suyo.

Apartado (c)

Un plano viene dado por un punto y dos vectores. Un punto de la recta r es (1, 1, 0) y su vector es
(1, 0, -1). Solo necesitamos un vector de s’. Sale directamente de su forma continua.

Esta es x—ll = y__—21 = %de modo que un vector director es. (1,—2,1)
x—1 y—1 z-0
El plano que contienearys’es| 1 0 —-1(=0
1 -2 1
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El problema ya estd resuelto, pues no nos piden una forma especifica. Es habitual desarrollar el
determinante por la primera fila.
x—1 y—-1 z-0
1 0 -1|=0=-2(x-1)-2(y—1) -2z
1 -2 1
que operandoesx +y +z = 2o bien:x —z =2

El plano que contienearys’esx+y+z—-2=0
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Problema 6:
62) Dados los puntos A(1,0,1), B(1,6,1), C(—2,—1,5)y E(—1,1,1).
a) Calcula la ecuacidn del plano m que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcula las coordenadas del punto D para que el poligono ABCD sea

un paralelogramo y el drea de ABCD. .:D _______ C

c¢) Halla la ecuacién de la recta r perpendicular al plano m y que pasa \\\\\ :

por E. \A B
Solucion:

Apartado (a)

La manera mas sencilla es calcular los dos vectores y escribir la forma del plano como determinante
AB = (0, 6, 0); AC = (-3, -1, 4)
x—1 y—0 z-1
El plano que contiene a los tres puntoses| 0 6 0 [=0
-3 -1 4
El problema ya esta resuelto, pues no nos piden una forma especifica. Es habitual desarrollar el
determinante por la primera fila.

x—1 y—-0 z-1
0=] 0 6 0 [=24(x—-1)+18(z—-1)
-3 -1 4
Dividiendo entre 6 tenemos 4 (x-1) + 3 (z-1) =0 de donde
El plano que contienea A,ByCes 4x +3z =17
Apartado (b)
Sea D = (d,,d,, d3) Sabemos que AD = BC. Por tanto
(d1-1,d>-0,d3-1)=(-2-1,-1-6,5-1)
o, lo que es lo mismo:
di-1=-3queda di=-2
d>-1=-7queda d,=-7
d3-1=4queda d3=5
El punto D es (-2, -7, 5)

Para calcular el area basta hacer el mddulo del producto vectorial BC x BA

i j k
-3 —7 4|=1(24,0,18)
0 -6 0

V242 +182=./62-424+62-32 =642 +32=6-5=30

El drea es 30 u?
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Apartado (c)

El plano mt es 4x + 3z = 7 por lo que su vector normal es (4, 0, 3). Tenemos pues un punto y un vector, no
necesitamos mas.

Larectaes(x,y,2z)=(-1,1,1) + a(4,0, 3)
x+1 _ y-1  z-1
4 o  3°

O en forma continua: r =
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Problema 7:

79) En una oficina del ayuntamiento se asigna un numero a cada persona que entra. Se observa que el
70 % de las personas que entran son mujeres. El 40 % de los hombres y el 30 % de las mujeres que
entran son menores de 30 afios.

a) Calcule la probabilidad de que un nimero sea asignado a una persona menor de 30 afios.

b) éCual es la probabilidad de que un nimero sea asignado a un hombre que no tiene menos de 30
anos?

¢) Si una persona a la que se le ha asignado un nimero no tiene menos de 30 afios, écual es la
probabilidad de que sea hombre?

Solucion:
Apartado (a)

El problema puede resumirse en el siguiente diagrama de arbol:

30/100 Menor de 30
Mujeres
70/100
#OH00 Mayor de 30
Menor de 30
40/100
30/100
Hombres
60/100 Mayor de 30

Sean los sucesos H = “Ser hombre”, H= “Ser mujer” (su complementario), J = “Ser menor de 30 afios” y

J = “Ser mayor de 30 afios” (su complementario).

La probabilidad de ser menor de 30 afios se puede calcular con la Férmula de la Probabilidad Total.

40 30 30 70 12 21 33

100 100 T 100 100 _ 100 T 100 _ 100

P())=P(y/H)P(H)+P(J/H)P(H) =
La probabilidad de asignar un nimero a una persona menor de 30 afios es 33/100 =
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33%
Apartado (b)
Es simplemente seguir la rama de abajo.

60 30 18 9
100 100 100 50
La probabilidad de hombre que no tenga menos de 30 afios es 9/50 =18 %

P(HNnJ)=P(J/H)P(H) =

Apartado (c)
P(HNJ)
P(J)
No tenemos P(j), la probabilidad de no menor de 30 afios. Pero si tenemos la complementaria, del

apartado (a). Asi pues P(j) =1-P(J)=1- 33 87

Nos piden P(H/j) =

100 100
P(HnJ]) P(J/H)P(H) i 18
7 — _ _ 100 700 _ 18 _ —
P(H/]) = ) - 0 &L w” 0.2688 = 26.87%
100

Si se ha asignado el nimero a una persona no mayor de 30 afios, la probabilidad de
que sea un hombre es 18/67, aproximadamente el 26.87 %
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Problema 8:

89) Se estd estudiando la altura de la poblacién adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo
se rige por una distribucion normal con media 1,75 m y desviacidn tipica 0,65 m.

a) Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida mas de 1,85 m.
b) Si se toma una muestra de 10.000 personas, écuantas personas mediran mas de 1,85 metros?

c) Se observa que, de las 10.000 personas de la muestra, 6.500 meden menos de 1,90 metros,
suponiendo que se mantiene la media, ¢cudl seria la desviacidn tipica?

Algunos valores de la funcién distribucién N(0,1) son: F(x) = P(Z < x):

F(0) =0,5; F(0,15) = 0,6; F(0,1538) = 0,5596; F(0,65) = 0,7422y F(0,385) = 0,65.
Solucion:

Apartado (a)

Sea X la variable aleatoria que mide la altura. Nos dicen que es N(1.75, 0.65)

X-1.75
. es normal (0,1).

Si tipificamos la altura, la variable aleatoria Z =

De modo que:

185-1.75 X —1.75
P(1.85 < X) = p( < ) — P(0.1538 < Z) = P(0.1538 < Z < o)

=F( )—F(0.1538) = 1 — 0.5596 = 0.4404
La probabilidad de medir mas de 1.85 es 0.4404, el 44.04 %

Apartado (b)

La cuestidn esta mal planteada. Obviamente es un valor aleatorio, por lo que no se puede saber a priori.
De hecho es una distribucion binomial.

Lo que si se puede saber es cudntas se espera que midan mas de 1.85, es decir el 44.04% de ellas. El
44.04% de 10 000 son 4404 personas. Otra manera de verlo es considerar que el nUmero de personas
que midan mas de 1.85 es una distribucion binomial, B(10000,0.4404) y su media es np es decir 10000 -
0.4404 = 4404

Se espera que 4 404 personas midan mas de 1.85 en una muestra de 10 000 personas.
Apartado (c)

X-1.75

La nueva variable aleatoria es N(1.75, o) siendo o la desviacion tipica. Se tiene ahora que Y = es

normal (0, 1).
500

Despejando X tenemos:

0.15 0.15
0.65 = P(1.75 + oY < 1.90) = P (Y < T) =F (—)

Buscamos el 0.65 y tenemos F(0.385) = 0.65.

Igualando conseguimos la ecuacién:
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915 _ 0.385 de donde 0 = 222 = 0.3896
o 0.385

La desviacion tipicaes ¢ = 0,3896
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