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Bloque 1B. Solución: 
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Bloque 2A. Solución: 
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Bloque 2B. Solución: 
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Bloque 3A. Solución: 
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Bloque 3B. Solución: 
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Bloque 4A. Solución: 
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Bloque 4B. Solución: 
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MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º) Dado 𝑎 ∈ 𝑅 y 𝐴 ൌ ൭
െ1 െ1 െ2
െ1 𝑥 െ 1 െ3
1 2 1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
1

െ1
1

൱  𝑦 𝐶 ൌ ሺ1 െ1 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula los valores de 𝑥 para los cuales la matriz A no posee inversa. 

𝑏ሻ Calcula el rango de A según los valores de 𝑥. 

𝑐ሻ Para 𝑥 ൌ 1, calcula en caso de que sea posible 𝐴 ൉ 𝐵 𝑦 𝐴 ൉ 𝐶 o indica por qué no se puede realizar. 

Problema 2: 

2º) Dado 𝑚 ∈ 𝑅, se considera el sistema de ecuaciones lineales 

      2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
   𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1
3𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 𝑚

ൡ. 

 𝑎ሻ Discute el sistema según los valores de 𝑚 y resuélvelo en los casos en que sea posible. 

𝑏ሻ Estudia si es posible encontrar una solución en la que 𝑧 ൌ 3. 

Problema 3: 

3º) Se considera la función: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫మ

ଵି௫
. 

𝑎ሻ Calcula el dominio de la función 𝑓 y sus asíntotas. 

𝑏ሻ Halla en caso de que existan, los máximos y mínimos y puntos de inflexión. Calcula los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento. 

𝑐ሻ Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gráfica de 𝑓. 

Problema 4: 

4º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ 1. 

𝑎ሻ Calcula una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ, que pase por el origen de coordenadas. 

𝑏ሻ Calcula el área limitada por 𝑓, el eje X y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 𝜋. 

 



 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)87 

Problema 5: 

5º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝛼
𝑦 ൌ 1        
𝑧 ൌ െ𝛼     

 , 𝑠 perpendicular a 𝑟 y al vector 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula un vector director de la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Calcula un vector 𝑢ሬ⃗  director de 𝑠 tal que 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣௥ሬሬሬ⃗  es proporcional a 𝑣⃗. 

𝑐ሻ  Calcula  la  ecuación  del  plano 𝜋  que  contiene  a  las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠ᇱ,  siendo  𝑠ᇱ  la  recta  𝑠ᇱ ≡ 𝑥 െ 1 ൌ
௬ିଵ

ିଶ
ൌ 𝑧. 

Problema 6: 

 6º) Dados los puntos 𝐴ሺ1, 0, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 6, 1ሻ, 𝐶ሺെ2, െ1, 5ሻ 𝑦 𝐸ሺെ1, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula la ecuación del plano 𝜋 que contiene a los puntos A, B y C. 

𝑏ሻ Calcula las coordenadas del punto D para que el polígono ABCD sea un 
paralelogramo y el área de ABCD. 

𝑐ሻ Halla la ecuación de la recta 𝑟 perpendicular al plano 𝜋 y que pasa por 
E. 

Problema 7: 

7º) En una oficina del ayuntamiento se asigna un número a cada persona que entra. Se observa que el 
70 % de  las personas que entran  son mujeres. El 40 % de  los hombres y el 30 % de  las mujeres que 
entran son menores de 30 años. 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que un número sea asignado a una persona menor de 30 años. 

𝑏ሻ  ¿Cuál es  la probabilidad de que un número sea asignado a un hombre que no  tiene menos de 30 
años? 

𝑐ሻ  Si  una  persona  a  la  que  se  le  ha  asignado  un  número  no  tiene  menos  de  30  años,  ¿cuál  es  la 
probabilidad de que sea hombre? 

Problema 8: 

8º) Se está estudiando la altura de la población adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo 
se rige por una distribución normal con media 1,75 m y desviación típica 0,65 m. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida más de 1,85 m. 

𝑏ሻ Si se toma una muestra de 10.000 personas, ¿cuántas personas medirán más de 1,85 metros? 

𝑐ሻ  Se  observa  que,  de  las  10.000  personas  de  la  muestra,  6.500  meden  menos  de  1,90  metros, 
suponiendo que se mantiene la media, ¿cuál sería la desviación típica?  

Algunos valores de la función distribución 𝑁ሺ0, 1ሻ son: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑥ሻ: 

𝐹ሺ0ሻ ൌ 0,5;  𝐹ሺ0,15ሻ ൌ 0,6;  𝐹ሺ0,1538ሻ ൌ 0,5596;  𝐹ሺ0,65ሻ ൌ 0,7422 y 𝐹ሺ0,385ሻ ൌ 0,65. 

 

   

0𝐶𝐷 

𝐵
𝐴 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

1º) Dado 𝑎 ∈ 𝑅 y 𝐴 ൌ ൭
െ1 െ1 െ2
െ1 𝑥 െ 1 െ3
1 2 1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
1

െ1
1

൱  𝑦 𝐶 ൌ ሺ1 െ1 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula los valores de 𝑥 para los cuales la matriz A no posee inversa. 

𝑏ሻ Calcula el rango de A según los valores de 𝑥. 

𝑐ሻ Para 𝑥 ൌ 1, calcula en caso de que sea posible 𝐴 ൉ 𝐵 𝑦 𝐴 ൉ 𝐶 o indica por qué no se puede realizar. 

Solución: 

Apartado (a)   

Calculamos el determinante, restando a la tercera fila la primera: 

อ
െ1 െ1 െ2
െ1 𝑥 െ 1 െ3
1 2 1

อ ൌ อ
െ1 െ1 െ2
0 𝑥 െ1
0 1 െ1

อ ൌ ሺ𝑥 ൅ 0 ൅ 0ሻ െ ሺ1ሻ ൌ 𝑥 െ 1 

La matriz posee inversa si y solo si el determinante es no nulo. Por tanto posee inversa salvo si x ‐ 1 = 0 
es decir: 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒆𝒏 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ∀𝒙 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟏ሽ.  

Apartado (b)   

La matriz es invertible cuando x es distinto de 1. Por tanto para esos valores el rango es máximo, 3. 

El caso x = 1 es mejor hacerlo aparte. Sustituyendo: 

൭
െ1 െ1 െ2
െ1 1 െ 1 െ3
1 2 1

൱ ൌ ൭
െ1 െ1 െ2
െ1 0 െ3
1 2 1

൱ 

La submatriz ቀെ1 െ1
െ1 0

ቁ tiene determinante no nulo (‐1) por lo que el rango es al menos 2. Y no puede 

ser 3, pues ya hemos visto que para x = 1, el determinante de orden 3 es 0. 

En consecuencia: 

La matriz tiene rango 2 si x ൌ 1. En caso contrario tiene rango 3. 

Apartado (c)   

El producto AB puede hacerse pues A es 3x3 y B es 3x1 con lo que el resultado es 3x1. 

Multiplicando: 

𝐴𝐵 ൌ ቆ
െ1 െ1 െ2
െ1 0 െ3
1 2 1

ቇ ቆ
1

െ1
1

ቇ ൌ ൭
െ2
െ4
0

൱ 

El  producto AC no puede hacerse  ya  que  a  es  3x3  y  C  es  1x3.  El  número  de  columnas  de  A  (3) 

debería coincidir con el de filas de C (1) pero no es así.  
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Problema 2: 

2º) Dado 𝑚 ∈ 𝑅, se considera el sistema de ecuaciones lineales 

      2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
   𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1
3𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 𝑚

ൡ. 

 𝑎ሻ Discute el sistema según los valores de 𝑚 y resuélvelo en los casos en que sea posible. 

𝑏ሻ Estudia si es posible encontrar una solución en la que 𝑧 ൌ 3. 

Solución: 

Apartado (a) 

La matriz de coeficientes es ൭
2 1 1
1 2 1
3 3 2

൱. Calculamos su determinante por la regla de Sarrus: 

อ
2 1 1
1 2 1
3 3 2

อ ൌ ሺ8 ൅ 3 ൅ 3ሻ െ ሺ6 ൅ 6 ൅ 2ሻ ൌ 14 െ 14 ൌ 0 

Por tanto el sistema nunca puede ser compatible determinado.  

El caso a = 1 lo hacemos aparte a continuación. En primer lugar, sustituimos en el sistema original. La 
matriz ampliada es  

൭
2 1 1
1 2 1
3 3 2

อ
1

െ1
𝑚

൱ 

Cambiamos el orden de las filas: 

൭
1 2 1
2 1 1
3 3 2

อ
െ1
1
𝑚

൱ 

Restando a la segunda fila la primera por 2 y a la tercera la primera por 3 tenemos: 

൭
1 2 1
0 െ3 െ1
0 െ3 െ1

อ
െ1
3

𝑚 ൅ 3
൱ 

Finalmente, restamos a la fila tercera la segunda:  

൭
1 2 1
0 െ3 െ1
0 0 0

อ
െ1
3
𝑚

൱ 

con lo que confirmamos que el sistema nunca tiene solución única. Existe solución si y solamente si m = 
0.  

En este caso, deben existir infinitas soluciones. Lo volvemos a poner en forma de sistema: 

൜
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

െ3𝑦 െ 𝑧 ൌ 3  

Pasamos z al otro lado para obtener  

൜
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ െ1 െ 𝑧

െ3𝑦 ൌ 3 ൅ 𝑧  



 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)90 

La solución debe aparecer en función de un parámetro. Sea pues 𝑧 ൌ 𝜆 

Despejando en la segunda ecuación se tiene 𝑦 ൌ െ1 െ ఒ

ଷ
 

Llevándola a la segunda: 

𝑥 ൅ 2 ൬െ1 െ
𝜆
3

൰ ൅ 𝜆 ൌ െ1 

𝑥 െ 2 ൅
𝜆
3

ൌ െ1 

De donde 𝑥 ൌ 1 െ ఒ

ଷ
 

La solución es ቀ1 െ ఒ

ଷ
, െ1 െ ఒ

ଷ
, 𝜆ቁ 

En resumen: 

El sistema es incompatible si m es distinto de 0 y compatible indeterminado en otro 
caso. Nunca tiene solución única.  

La solución general del sistema es ቀ1 െ
ఒ

ଷ
, െ1 െ

ఒ

ଷ
, 𝜆ቁ donde λ es cualquier valor real.  

Apartado (b) 

Para  que  exista  solución,  debe  ser  m  =  0.  En  tal  caso  basta  tomar  λ  =  3  y  sustituir  en  la  solución 

general:ቀ1 െ ଷ

ଷ
, െ1 െ ଷ

ଷ
, 3ቁ. 

Por tanto 

Sí, es posible. Ocurre cuando λ ൌ 0 y dicha solución da x ൌ 0, y ൌ -2, z ൌ 3    
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Problema 3: 

3º) Se considera la función: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫మ

ଵି௫
. 

𝑎ሻ Calcula el dominio de la función 𝑓 y sus asíntotas. 

 𝑏ሻ Halla en caso de que existan, los máximos y mínimos y puntos de inflexión. Calcula los intervalos de 
crecimiento y decrecimiento. 

𝑐ሻ Utilizando los apartados anteriores, realiza un esbozo de la gráfica de 𝑓.  

Solución: 

Apartado (a) 

Para  calcular  el  dominio  de  la  función,  comprobamos  qué  es  lo  que  puede  fallar.  No  hay  raíces  ni 
logaritmos, lo único problemático es el denominador. 

Igualando a 0, 1 – x  =  0 da x = 1. 

El dominio son todos los reales excepto el 1. 

Para calcular las asíntotas, empezamos por las verticales. En el 1, el denominador se anula, es el único 
sitio donde puede haberla. 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

଴
 indeterminado. Necesitamos calcular los límites laterales. 

El numerador es 2 cuando x = 1, por lo que en las proximidades de 1, es positivo (de hecho es siempre 
positivo). El denominador es 1 – x  que es negativo a la derecha de 1 y positivo a la izquierda. Por tanto 
el límite lateral derecho en  x = 1 es menos infinito y el izquierdo mas infinito. 

Otra  manera  de  verlo  es  dar  valores  muy  próximos.  Se  tiene  f(1.1)  =  ‐24.2,  luego  el  limite  lateral 
derecho es menos infinito.  

A su vez f(0.1) = ‐16.2 de donde el límite lateral izquierdo es menos infinito. Tiene una asíntota vertical 
en  x = 1 . 

Calculemos las oblicuas. 𝑚 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

𝑓
ሺ௫ሻ

௫
ൌ 𝑙𝑖𝑚

௫→ஶ

ଶ௫మ

௫ି௫మ ൌ െ2 

𝑛 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

2𝑥ଶ

1 െ 𝑥
െ ሺെ2ሻ𝑥 ൌ 𝑙𝑖𝑚

௫→ஶ

2𝑥
1 െ 𝑥

ൌ െ2 

Tiene una asíntota oblicua en infinito, que es y = ‐2x ‐ 2. 

Si hay asíntota oblicua no hay horizontal. 

Los límites en menos infinito son exactamente iguales, con el resultado de que hay la misma asíntota en 
menos  infinito.  Esto,  de  hecho,  ocurre  siempre  para  funciones  racionales  (es  decir,  cocientes  de 
polinomios).  

En resumen: 

Hay una asíntota vertical en x ൌ 1 y una oblicua en mas y menos infinito, que es la 
recta  𝒚 ൌ െ𝟐𝒙 െ 𝟐. No hay asíntotas horizontales 

Apartado (b) 

La derivada de la función es   
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f ’(0) = 0 es 4x‐x2 = 0 cuyas soluciones son 0 y 2.  

Hay que considerar también los ceros del denominador, que es solo x = 1. 

Por tanto, debemos tener en cuenta los valores de f ’(0) en (‐∞, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, ∞). 

Damos valores intermedios. 

f’(‐2) = ‐ 16/9 < 0 , f’(0.5) = 0.25 > 0, f’(1.5) = 0.25 > 0, f’(3) = ‐1,5 > 0  

La función es decreciente en ሺ-∞, 0ሻ, crece en ሺ0, 1ሻ, crece en  ሺ1, 2ሻ y vuelve a 
decrecer en ሺ2,൅∞ሻ.  

Con lo anterior, sabemos ya máximos relativos (puntos donde la función pasa de crecer a decrecer) y 
mínimos relativos (puntos donde la función pasa de decrecer a crecer). Nótese que hay que excluir los 
puntos de discontinuidad, al menos hasta hacer el dibujo. 

Calculando las imágenes tenemos f(0) = 0 y f(2) = ‐8   

  𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐: 𝑶ሺ𝟎, 𝟎ሻ. 

  𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐: 𝑨ሺ𝟐, െ𝟖ሻ. 

Para saber si son o no extremos absolutos hay que hacer el dibujo. Obsérvese que no hay contradicción 
alguna  en  que  la  imagen  del  mínimo  relativo  sea  mayor  que  la  del  máximo  relativo.  Lo  que  está 
ocurriendo quedará claro en el dibujo. 

Pasemos a la concavidad y convexidad. Derivamos otra vez. 

 

El numerador no se anula nunca, el denominador cambia de signo en 1.  

Si x < 1,  f ’’ (x) > 0  con lo que la función es convexa (ramas hacia arriba, forma de U)  

Si x > 1,  f’’ (x) < 0 con lo que la función es cóncava (ramas hacia abajo, forma de ∩)  

En resumen: 

𝑪𝒐𝒏𝒄𝒂𝒗𝒊𝒅𝒂𝒅 ሺ∩ሻ: 𝒇ᇱᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ൐ 𝟏 ⇒ ∈ ሺ𝟏, ൅∞ሻ. 

𝑪𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒊𝒅𝒂𝒅 ሺ∪ሻ: 𝒇ᇱᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ൏ 𝟏 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ∞, 𝟏ሻ. 

No hay punto de inflexión en x ൌ 1 puesto que allí la función no está definida 
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Apartado (c)                                                                               

El estudio completo ya está hecho. Sólo falta darle los valores. Hay que darle los ceros de la primera y 
segunda derivada (si hubiere), así como los límites laterales en sus puntos de discontuinidad. En 1 la 
función no está bien definida. 

x -∞ 0 1‐  1+  2 +∞ 

f(x) +∞ 0 +∞ -∞ -8 -∞ 

 

Notas 

 ‐∞ y +∞ en x deben entenderse como límites.  

 1‐  y 1+ son respectivamente los límites laterales derecho e izquierdo en 1.  
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Problema 4: 

4º) Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ 1. 

𝑎ሻ Calcula una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ, que pase por el origen de coordenadas. 

𝑏ሻ Calcula el área limitada por 𝑓, el eje X y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 𝜋. 

Solución: 

Apartado (a) 

Calculamos  la  integral  indefinida.  Podría  hacerse  directamente,  pero  es  más  claro  con  un  pequeño 
cambio de variable.  Lo primero, separamos en dos y hacemos una de ellas. 

න െ𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ 1𝑑𝑥 ൌ െ න 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ𝑑𝑥 ൅ න 1 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ න 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ𝑑𝑥 

𝑡 ൌ 2𝑥de donde 𝑑𝑡 ൌ 2𝑑𝑥es decir ௗ௧

ଶ
ൌ 𝑑𝑥. 

Así pues: 

න െ𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ 1𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ න 𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑡ሻ
𝑑𝑡
2

ൌ 𝑥 ൅
𝑐𝑜𝑠ሺ𝑡ሻ

2
൅ 𝐾 

 െ ଵ

ଶ
׬ √𝑡 𝑑𝑡 ൌ െ ଵ

ଶ
׬ 𝑡ଵ ଶ⁄ 𝑑𝑡 ൌ െ ଵ

ଶ

௧భ మ⁄ శభ

ଵ ଶ⁄ ାଵ
൅ 𝐾 ൌ ௧య మ⁄

ଷ
൅ 𝐾 

siendo K la constante de integración. 

Deshaciendo el cambio,  ׬ െ𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ 1𝑑𝑥 ൌ ௖௢௦ሺଶ௫ሻ

ଶ
൅ 𝑥 ൅ 𝐾 

Es fácil comprobar, derivando, que efectivamente es la primitiva general. 

Si tiene que pasar por (0, 0) es un valor concreto de K. Sustituimos en 0. 

0 ൌ ௖௢௦଴

ଶ
൅ 0 ൅ 𝐾 ൌ ଵ

ଶ
൅ 𝐾 luego K = ‐1/2. 

La única primitiva que pasa por el origen es  𝑭ሺ𝒙ሻ ൌ
𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙ሻ

𝟐
൅ 𝒙 െ 𝟏

𝟐
 

Apartado (b) 

Ya tenemos hecha la primitiva. Lo que tenemos que hacer es ver el signo. Ahora bien, como el seno está 
entre ‐1 y 1, sen(2x) + 1 es SIEMPRE positivo o 0, pues el valor más grande que puede tomar sen (2x) es 
1. 

Eso simplifica enormemente el problema, pues basta integrar. Ya la indefinida la tenemos ya hecha.  

න ሺ
గ

଴
െ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ ൅ 1ሻ𝑑𝑥 ൌ ቈ𝑐𝑜𝑠

ሺ2𝑥ሻ

2
൅ 𝑥 െ

1
2

቉
଴

గ

ൌ ൬
1
2

൅ 𝜋 െ
1
2

൰ െ ൬
1
2

൅ 0 െ
1
2

൰ ൌ 𝜋 

El área de la región es π u2 
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Problema 5: 

5º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝛼
𝑦 ൌ 1        
𝑧 ൌ െ𝛼     

 , 𝑠 perpendicular a 𝑟 y al vector 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula un vector director de la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Calcula un vector 𝑢ሬ⃗  director de 𝑠 tal que 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣௥ሬሬሬ⃗  es proporcional a 𝑣⃗. 

𝑐ሻ  Calcula  la  ecuación  del  plano 𝜋  que  contiene  a  las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠ᇱ,  siendo  𝑠ᇱ  la  recta  𝑠ᇱ ≡ 𝑥 െ 1 ൌ
௬ିଵ

ିଶ
ൌ 𝑧. 

Solución: 

Apartado (a) 

Para calcular un vector director, basta calcular dos puntos. Y para ello, basta dar dos valores a α, por 
ejemplo 0 y 1 (valdrían dos cualesquiera). 

El valor 0 da (1, 1, 0) en tanto el 1 da (2, 1, ‐1). Restando obtenemos (1, 0, ‐1). 

Un vector director es ሺ𝟏, 𝟎, െ𝟏ሻ. Vale también cualquier múltiplo suyo. 

Podríamos  haberlo  calculado  de modo más  sencillo,  simplemente  notando que  la  forma  vectorial  es 
(x, y, z) = (1, 1, 0) + α(1, 0, ‐1) e identificar el vector. 

Apartado (b) 

Nos piden un vector 𝑢perpendicular a la recta r tal que 𝑢𝑥𝑣௥ sea proporcional a 𝑣. Dicho vector, al ser 
perpendicular a la recta y a 𝑣 automáticamente será director de s.  

Llamemos pues  𝑢 ൌ ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷሻ. Si es perpendicular a la recta r se tiene 

0 = ሺ𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷሻ ⋅ ሺ1,0, െ1ሻ ൌ 𝑢ଵ െ 𝑢ଷ 

de donde 𝑢ଷ ൌ 𝑢ଵ. Sustituyendo en el producto vectoral tenemos 

 อ
𝑖 𝑗 𝑘

𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଵ
1 0 െ1

อ ൌ ൫െ𝑢ଶ,2𝑢ଵ, െ 𝑢ଶ൯ 

Ese vector debe ser proporcional a (1, 1, ‐1) de modo que basta tomar u2 = ‐1 y u1 = 1/2 con lo que el 
vector original es ሺ1 2,⁄ െ 1, 1 2⁄ ሻ. De hecho vale cualquier múltiplo. Por ejemplo, multiplicando por 2.  

Un vector con esas características es 𝒗𝒔ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟏, െ𝟐, 𝟏ሻ. Vale también cualquier múltiplo 
suyo. 

Apartado (c) 

Un plano viene dado por un punto y dos  vectores. Un punto de  la  recta  r  es  (1,  1,  0)  y  su  vector es 
(1, 0, ‐1). Solo necesitamos un vector de s’. Sale directamente de su forma continua. 

Esta es 
௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଶ
ൌ ௭

ଵ
 de modo que un vector director es. ሺ𝟏, െ𝟐, 𝟏ሻ 

El plano que contiene a r y s’ es อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧 െ 0

1 0 െ1
1 െ2 1

อ ൌ 0   
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El  problema  ya  está  resuelto,  pues  no  nos  piden  una  forma  específica.  Es  habitual  desarrollar  el 
determinante por la primera fila.  

อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧 െ 0

1 0 െ1
1 െ2 1

อ ൌ 0 ൌ െ2ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 2ሺ𝑦 െ 1ሻ െ 2𝑧 

que operando es 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 o bien: 𝑥 െ 𝑧 ൌ 2 

El plano que contiene a r y s’ es 𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎 
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Problema 6: 

6º) Dados los puntos 𝐴ሺ1, 0, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 6, 1ሻ, 𝐶ሺെ2, െ1, 5ሻ 𝑦 𝐸ሺെ1, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Calcula la ecuación del plano 𝜋 que contiene a los puntos A, B y C. 

𝑏ሻ Calcula las coordenadas del punto D para que el polígono ABCD sea 
un paralelogramo y el área de ABCD. 

𝑐ሻ Halla  la ecuación de  la  recta 𝑟  perpendicular al plano 𝜋  y que pasa 
por E. 

Solución: 

Apartado (a) 

La manera más sencilla es calcular los dos vectores y escribir la forma del plano como determinante  

AB = (0, 6, 0); AC = (‐3, ‐1, 4) 

El plano que contiene a los tres puntos es อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 0 𝑧 െ 1

0 6 0
െ3 െ1 4

อ ൌ 0 

El  problema  ya  está  resuelto,  pues  no  nos  piden  una  forma  específica.  Es  habitual  desarrollar  el 
determinante por la primera fila.  

0 ൌ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 0 𝑧 െ 1

0 6 0
െ3 െ1 4

อ ൌ 24ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 18ሺ𝑧 െ 1ሻ 

Dividiendo entre 6 tenemos 4 (x‐1) + 3 (z‐1) = 0  de donde 

El plano que contiene a A, B y C es  𝟒𝒙 ൅ 𝟑𝒛 ൌ 𝟕 

Apartado (b) 

Sea 𝐷 ൌ ሺ𝑑ଵ, 𝑑ଶ, 𝑑ଷሻ Sabemos que AD = BC. Por tanto  

(d1 ‐1, d2‐ 0, d3 ‐ 1) = (‐2 ‐1, ‐1 ‐6, 5 – 1) 

o, lo que es lo mismo: 

d1 ‐1 = ‐3 que da  d1 = ‐ 2  

d2 ‐1 = ‐7 que da  d2 = ‐ 7 

d3 ‐1 = 4 que da  d3 = 5 

El punto D es (‐2, ‐7, 5)  

Para calcular el área basta hacer el módulo del producto vectorial BC x BA 

อ
𝑖 𝑗 𝑘

െ3 െ7 4
0 െ6 0

อ ൌ ሺ24, 0, 18ሻ 

ඥ24ଶ ൅ 18ଶ ൌ ඥ6ଶ ⋅ 4ଶ ൅ 6ଶ ⋅ 3ଶ ൌ 6ඥ4ଶ ൅ 3ଶ ൌ 6 ⋅ 5 ൌ 30 

El área es 30 u2 

 

𝐶𝐷 

𝐵
𝐴 
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Apartado (c) 

El plano π es 4x + 3z = 7 por lo que su vector normal es (4, 0, 3). Tenemos pues un punto y un vector, no 
necesitamos más. 

La recta es (x, y, z) = (‐1, 1, 1) + α(4, 0, 3)  

O en forma continua: 𝒓 ≡
𝒙ା𝟏

𝟒
ൌ

𝒚ି𝟏

𝟎
ൌ

𝒛ି𝟏

𝟑
. 
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Problema 7: 

7º) En una oficina del ayuntamiento se asigna un número a cada persona que entra. Se observa que el 
70 % de  las personas que entran  son mujeres. El 40 % de  los hombres y el 30 % de  las mujeres que 
entran son menores de 30 años. 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que un número sea asignado a una persona menor de 30 años. 

𝑏ሻ  ¿Cuál es  la probabilidad de que un número sea asignado a un hombre que no  tiene menos de 30 
años? 

𝑐ሻ  Si  una  persona  a  la  que  se  le  ha  asignado  un  número  no  tiene  menos  de  30  años,  ¿cuál  es  la 
probabilidad de que sea hombre? 

Solución: 

Apartado (a) 

El problema puede resumirse en el siguiente diagrama de árbol: 

 

Sean los sucesos H = “Ser hombre”, 𝐻= “Ser mujer” (su complementario), J = “Ser menor de 30 años” y 

𝐽 = “Ser mayor de 30 años” (su complementario). 

La probabilidad de ser menor de  30 años se puede calcular con la Fórmula de la Probabilidad Total. 

𝑃ሺ𝐽ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐽 𝐻⁄ ሻ𝑃ሺ𝐻ሻ ൅ 𝑃൫𝐽 𝐻⁄ ൯𝑃൫𝐻൯ ൌ
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⋅
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൅
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ൌ
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ൌ
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La probabilidad de asignar un número a una persona menor de 30 años es 33/100 ൌ 
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33 %  

Apartado (b) 

Es simplemente seguir la rama de abajo.  

𝑃൫𝐻 ∩ 𝐽൯ ൌ 𝑃൫𝐽 𝐻⁄ ൯𝑃ሺ𝐻ሻ ൌ
60

100
⋅

30
100

ൌ
18

100
ൌ

9
50

 

La probabilidad de hombre que no tenga menos de 30 años es 9/50 ൌ 18 % 

Apartado (c) 

Nos piden 𝑃൫𝐻 𝐽⁄ ൯ ൌ
௉൫ு∩௃൯

௉൫௃൯
 

No  tenemos 𝑃൫𝐽൯,  la probabilidad de no menor de 30 años. Pero  sí  tenemos  la  complementaria, del 

apartado (a). Así pues 𝑃൫𝐽൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐽ሻ ൌ 1 െ ଷଷ

ଵ଴଴
ൌ ଺଻

ଵ଴଴
 

𝑃൫𝐻 𝐽⁄ ൯ ൌ
𝑃൫𝐻 ∩ 𝐽൯

𝑃൫𝐽൯
ൌ

𝑃൫𝐽 𝐻⁄ ൯𝑃ሺ𝐻ሻ

𝑃൫𝐽൯
ൌ

60
100 ⋅ 30

100
67

100

ൌ
18
67

ൎ 0.2688 ൌ 26.87% 

Si se ha asignado el número a una persona no mayor de 30 años, la probabilidad de 
que sea un hombre es 18/67, aproximadamente el 26.87 % 
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Problema 8: 

8º) Se está estudiando la altura de la población adulta de una cierta ciudad y se observa que el modelo 
se rige por una distribución normal con media 1,75 m y desviación típica 0,65 m. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que, tomando un adulto al azar mida más de 1,85 m. 

𝑏ሻ Si se toma una muestra de 10.000 personas, ¿cuántas personas medirán más de 1,85 metros? 

𝑐ሻ  Se  observa  que,  de  las  10.000  personas  de  la  muestra,  6.500  meden  menos  de  1,90  metros, 
suponiendo que se mantiene la media, ¿cuál sería la desviación típica?  

Algunos valores de la función distribución 𝑁ሺ0, 1ሻ son: 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑥ሻ: 

𝐹ሺ0ሻ ൌ 0,5;  𝐹ሺ0,15ሻ ൌ 0,6;  𝐹ሺ0,1538ሻ ൌ 0,5596;  𝐹ሺ0,65ሻ ൌ 0,7422 y 𝐹ሺ0,385ሻ ൌ 0,65. 

Solución: 

Apartado (a) 

Sea X la variable aleatoria que mide la altura. Nos dicen que es N(1.75, 0.65) 

Si tipificamos la altura, la variable aleatoria 𝑍 ൌ ௑ିଵ.଻ହ

଴.଺ହ
 es normal (0,1).  

De modo que: 

𝑃ሺ1.85 ൏ 𝑋ሻ ൌ 𝑃 ൬
1.85 െ 1.75

0.65
൏

𝑋 െ 1.75
0.65

൰ ൌ 𝑃ሺ0.1538 ൏ 𝑍ሻ ൌ 𝑃ሺ0.1538 ൏ 𝑍 ൏ ∞ሻ

ൌ 𝐹ሺ ሻ െ 𝐹ሺ0.1538ሻ ൌ 1 െ 0.5596 ൌ 0.4404 

La probabilidad de medir más de 1.85 es 0.4404, el 44.04 %  

Apartado (b) 

La cuestión está mal planteada. Obviamente es un valor aleatorio, por lo que no se puede saber a priori. 
De hecho es una distribución binomial. 

Lo que sí se puede saber es cuántas se espera que midan más de 1.85, es decir el 44.04% de ellas. El 
44.04% de 10 000 son 4404 personas. Otra manera de verlo es considerar que el número de personas 
que midan más de 1.85 es una distribución binomial, B(10000,0.4404) y su media es np es decir 10000 ⋅
0.4404 ൌ 4404 

Se espera que 4 404 personas midan más de 1.85 en una muestra de 10 000 personas. 

Apartado (c) 

La nueva variable aleatoria es N(1.75, σ) siendo σ  la desviación típica. Se tiene ahora que 𝑌 ൌ ௑ିଵ.଻ହ

ఙ
 es 

normal (0, 1). 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 1.90ሻ ൌ
6500

10000
ൌ 0.65 

Despejando X tenemos: 

0.65 ൌ 𝑃ሺ1.75 ൅ 𝜎𝑌 ൏ 1.90ሻ ൌ 𝑃 ൬𝑌 ൏
0.15

𝜎
൰ ൌ 𝐹 ൬

0.15
𝜎

൰ 

Buscamos el 0.65 y tenemos F(0.385) = 0.65. 

Igualando conseguimos la ecuación: 
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଴.ଵହ

ఙ
ൌ 0.385 de donde 𝜎 ൌ ଴.ଵହ

଴.ଷ଼ହ
ൌ 0.3896 

La desviación típica es 𝝈 ൌ 𝟎, 𝟑𝟖𝟗𝟔 


