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UMIVERSIAD CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Indicaciones:
Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza mas de cuatro ejercicios
s6lo se corregiran los cuatro primeros, segln el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo-
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucidn. Todas las respuestas deben ser
razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos con
acceso a internet.
Tiempo médximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

tx+y—2z=0
12) Considere el sistema {x + y — tz = —1 en funcion del parametro t.
xt+y+z=t

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica. Resuélvalo para t = 0 si es posible.
b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Problema 2:

22) Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de 4rea para texto y ademds, con margen superior
de 3 cm, inferior de 2 cm y margenes laterales de 4 cm cada uno.

a) Realice un dibujo planteando el problema.

b) Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

Problema 3:

39) Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del tridngulo y
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el triangulo de vértice
A(-1,2,3),B(3,—4,1) y C(1,—4,5).

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.
b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.
Problema 4:

42) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucién normal con media 100 kg y des-
viacién tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa-
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma. Se coloca en el
montacargas un contenedor escogido al azar:

a) Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

b) Calcule cudl deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las
veces que cargamos un contenedor al azar.
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Problema 5:

52) Sean las matrices A = (_21 _32) yB = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares.

b) Calcule las matrices inversas de Ay B.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A® — 3B, en donde A* denota la matriz traspuesta de A.
d) Calcule X.

Problema 6:

62) Considere la funcién f(x) = x2 - e™*.

a) Calcule xlirP f(x) yxlir_n f(x). b) Calcule la primera derivada de f(x).

c) Determine los extremos relativos de f(x).
d) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
Problema 7:

79) Los puntos A(2,0,0) y B(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice se encuentra
4x + 3z =33

enla rectarE{ _
y=20

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos Ay C.

b) Determine el dngulo que forman los vectores AB y AC.
c¢) Calcule el area del triangulo ABC.
Problema 8:

82) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

a) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.
b) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

¢) Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccién, si sabemos que la primera
bola fue negra.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
tx+y—2z=0

19) Considere el sistema {x +y — tz = —1 en funcién del parametro t.
x+y+z=t

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica. Resuélvalo para t = 0 si es posible.
b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

t 1 -2 t 1 -2 0
M=({1 1 —-t|yM=(1 1 -t -1
1 1 1 1 1 1 t

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro t es el siguiente:

t 1 -2
IM|=[1 1 —t|=t—-2—-t+24+t?-1=t?-1=0=>t;=-1,t,=1,
1 1 1
t¢_1 ’ oz 7
Para t+1 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incog.= S.C.D.
y—2z=0
Parat = 0 el sistemaresulta: x+y = —1}, gue es compatible determinado.
x+y+z=0
Resolviendo por la regla de Cramer:
0 1 -2 0 0 -2
-1 1 0 et 3 1 -1 0 ,
_lo 1 a1l _2+41__ 3 _ _11 0o 1 4 _
X="wgs THITIT 3. Y -1 _—1_2'
01 0
11 -1
=11 0 =—1_1
-1 -1

Solucion:x=-3, y=2, z=1.

-1 1 -2 0
b)Parat=—1=>M’=(1 1 1 —1>:>{F2=F3}=>RangM’=2.
1 1 1 -1

Parat=—-1= Rang M = Rang M’ =2 < n®incég.= S.C.I.

—x+y—2z=0
Parat = —1 el sistemaresulta: x+y+2z= —1}, que es compatible indeterminado y equiva-
x+y+z=-1

—x+y—2z=0

lente al sistema x+y+z=-1

}. Haciendo z = A:
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—x+y=24 _ 11
x+y=_1_z}=>2y_ 1+ y=-1+12
x—y=—U} — {_3p x=_1_3
X+y=—1-2 =>2x=-1-31 x= . 2/1.
., 1 3 1,1
Solucion: x = _E_E)“’ y = _§+E)“’ zZ=AVAER.

1 1 -2 0
c)Parat=1=>M’=<1 1 -1 —1)=>RangM’=>{Cz,C3,C4}=>

1 1 1 1
1 -2 0
=>|11 -1 —-1|=—-14+24+14+2=4+*0=>RangM' =3.
1 1 1

Parat =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 2:

22) Una imprenta debe disefiar un cartel con 90 cm? de 4rea para texto y ademds, con margen superior
de 3 cm, inferior de 2 cm y margenes laterales de 4 cm cada uno.

a) Realice un dibujo planteando el problema.

b) Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor
cantidad de papel posible.

Solucion:

a) La superficie del cartel es S = x -y, que tiene que

g ser minima para lo cual su derivada tiene que ser cero.
4 4 y Para poder derivar hemos de expresar una variable
S en funcion de la otra, para lo cual tendremos en cuenta que
o s la superficie a imprimir, que es la central, tiene que ser de

OO NN 90 cm?Z.
X

De la observacidn de la figura se deduce que:

(x—8)(y—5)=90; xy—5x—8y+40=90; xy—5x—8y =50;
50+5x
x-8 '

xy—8y=50+5x; yx—8)=50+5x=>y=

Sustituyendo el valor de y en la expresién de la superficie:

Sx,y)=x-y=

50+5 5x2+50
S(x)=x- 222 TR
x—8 x—8
, _ (10x+50)-(x—8)—(5x2+50x)-1 _ 10x2—-80x+50x—400-5x2-50x _ 5x2—80x—400
b) $'(0) = (x—8)2 - (x—8)2 T (x-8)2
2_ -
S'(x) =0=%=0; 5x2 — 80x — 400 = 0; x% — 16x — 80 = 0;

= 16+1256+320 _ 16+576 _ 1624 _ 8+12 = {xl = —4'

2 2 x, = 20

La raiz negativa carece de sentido, por lo cual: x = 20.
_ 50+5x _ 50+5-20 _ 50+100 _ 15

10 _ 125,

x-8  20-8 12 12

La tarjeta de minimo papel tiene 20 cm de base y 12,5 cm de altura.
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Problema 3:

39) Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo y

por el

punto medio del lado opuesto a dicho vértice. Considere el tridngulo de vértice

A(_1; 2; 3)' B(?’; _4' 1) y C(li _4' 5)

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo ABC.

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.

Solucion:

a)

Los puntos medios de los lados del tridngulo son los siguientes:

Myp={x="S=1 y=20= -1 2=20 =2} 5 Mp(1,-1,2).
Mye={x="=0 y=22= -1 2=22 =4} 5 M,0(0,-1,9).
Mpe s {x=20=2 y=""= -4y 2= =3} 5 Mp(2,-4,3).

Las rectas medianas son las siguientes:

M,zC = 0C — OM,; = [(1,—4,5) — (1,—1,2)] = (0, -3, 3).

_x-1__y+4 _z-5
"M =" = 7= 1"

My-B = 0B — OM,. =1[(3,—-4,1) — (0,—-1,4)] = (3,-3,-3).
_x-3 _y+t4 z-1

r = = 5
MacB = 4 -1~ -1

MpcA = 04 — OMpe = [(~1,2,3) — (2,—4,3)] = (=3,6,0).

_x+1 _y-2 z-3
T™pcA="77="72 9"

b) El punto de corte de las medianas de un triangulo, G, se llama baricentro o centro de gravedad.
El punto de corte de 1y, ¢ Y Tm o5 €S €l Siguiente:
- =E=y_+4=ﬂ:{ —x+1=0 N ={x=1
MaC = ¢ -1 1 y+4=—-z4+5"7 MaBC T |y4+z=1
_x-3  y+4 z-1 —x+3=y+4 _(x+y=-1
e =T = =S 2 30 L e =1 2y
x=1
Las rectas 7y ,.c Y Tm,.p determinan el sistema ytz=1 cuya solucion es la siguiente:
AB AC x+y= —1(’
x+z=4
G(1,-2,3).
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Se comprueba que el punto de corte de las medianas 1y, ,¢ Y "m-4 €S €l mismo.

2x+y =20
z=3 '

:>TMBCA :{

TMpea =7 =5

x+1 _y-2 _ z-3 2x+2=—-y+2
0 :{—z+3=0
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x=1

Las rectas 1y, .c Y Tm .4 determinan el sistema ytz=1 , cuya solucion es, como se espera-
AB BC 2x+y=0
z=3

ba, la misma: G(1, -2, 3).
El centro de gravedad del triangulo ABC es G(1,-2, 3).
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Problema 4:

42) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribucién normal con media 100 kg y des-
viacion tipica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa-
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad, salta una alarma. Se coloca en el
montacargas un contenedor escogido al azar:

a) Calcule la probabilidad de que salte la alarma.

b) Calcule cudl deberia ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las
veces que cargamos un contenedor al azar.

Solucion:

Datos: u = 100; o = 10.

X = N(u; o) = N(100,10). Tipificando la variable: Z = X_ltoo_

a)
120-100
10

P=P(X>120)=P(Z> )=P(Z>§)=P(Z>2)=
—1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228.

La probabilidad de que salte la alarma es del 2,28 %.

_ B-100\ _ 1 B-100\ _
b) P(X = B) = 0,01 =>P(ZZ - )_ 001; 1-P(z<E22) = 0,01;
P (Z < %) =1-0,01 = 0,99 = Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0,99 le co-
rresponde 2,33.
% = 2,33; f—100=23,3; B =123,3.

Salta la alarma 1 % de las veces con capacidad del montacarga de 123,3 kg
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_21 _32) B = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares.
b) Calcule las matrices inversas de Ay B.
¢) Despeje X en la ecuacién matricial AXB = A® — 3B, en donde A* denota la matriz traspuesta de A.

d) Calcule X.

Solucion:

a)

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

3

|A|=|_21 _2|=—4+3=—1¢0.
|B|=|_11 ‘23|=—2+3=1¢0.

Queda comprobada que las matrices Ay B sonregulares.

b)
Al = —1; Af = (g :;); Adj.de At = (‘12 _23)
A1 = Adjl-zle At _ (_12_1_23) = A1l = (_21 _32)
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c)
AXB=A"'-3B; A1 A-X-B-B1=4"1-(4"'-3B)-B7;

[-X-1=A"1-(A4"-3B)-Bl=Xx=4"1-(A"-3B)-B™L

d)

a-m=(3 5)-3(F =6 D+G 2=

= At — 3B = ((5) _88).

Sustituyendo el valor obtenido en la expresiéon de X:

AR AN A B G REAAE

%k 3%k 3k %k %k %k %k %k %k k
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Problema 6:

62) Considere la funcién f(x) = x2 - e™*.

a) Calcule lirp f()y lim f(x). b) Calcule la primera derivada de f(x).
X—+ 00 X—>—00

c) Determine los extremos relativos de f(x).

d) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

Solucion:
2 o0
a) lim f(x) = lim (x?-e7%) = lim x—x = — = Ind.= {L'Hopital} =
xX—+00 xX—+00 xX—+o00 € o

im 2 ' ; R ; 2. p7%) =
= xl—l>I-Poo pr Ind.=> {L'Hopital} = xl_l)rpoo === xgrlqm(x e ) =0.

lim f(x) = lim (x?-e7™¥) = (—0)?-e ™) =0 -e® = +oo,
X—>—00 xX—>—00

lim f(x) = +oo.
X——00

b) ffx)=2x-e*+x%-(-1)-e*>
ff(x)=x-e*-(2—x).

c) Para que una funcién tenga un maximo o un minimo relativo en un punto es condicion necesaria
que se anule su primera derivada en ese punto.

ffx)=0=2x-e* 2-x)=0=>x, =0,x, = 2.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

f'xy=1-e*- 2—-x)+x-(-1)-e*- 2—-x)+x-e7*-(-1) =
=2-e*—x-e¥-2x-e*+xt-e¥—x-e*=
=2e*—4x-e*+x?2-e ¥ f'(x)=e* (x? —4x + 2).
f'0)=e"-(02-4-0+2)=1-2=2>0> Minimo parax = 0.
f(O)=0=
Minimo: 0(0,0).

f'2)=e2-22-4-2+2) = —eiz< 0 = Maximo para x = 2.

f@=22-e2=% >
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Maximo: A (2:—2) ~ (2;0,54).

d) Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

f'fx)=x-e™* 2-x)=0>x, =0,x, = 2.

Teniendo en cuenta que y = f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices de su primera
derivada dividen al dominio en los intervalo (—, 0), (0, 2) y (2, +0), en los cuales la funcién es, alter-
nativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, 2) es:
ff(y=1-e1-2-1)= é > 0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién, que son los
siguientes:

Decrecimiento: f'(x) <0 = x € (—0,0) U (2, +).

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (0, 2).

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

79) Los puntos A(2,0,0) y B(—1,12,4) son dos vértices de un tridngulo. El tercer vértice se encuentra
4x + 3z = 33

enla rectarE{ -
y=0

a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta r es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos Ay C.

b) Determine el angulo que forman los vectores AB y AC.

c¢) Calcule el area del triangulo ABC.

Solucion:
a) La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
33
={4x+32=33:> PR SO i
_y=0 Z = ,x—4 r= y=0
z =47

Un punto y un vector director de r son P (% - 31,0, 4/1) yv, = (=3,0,4).

AC=0C - 04 = [(?—3,1,0,4,1) - (2,0,0)] = (%—3,1,0,4,1).

R-vT=0:>(275—3,1,0,4/1)-(—3,0,4) =0; -2+ 91+ 161=0;

b) AB = OB — 04 = [(—1,12,4) — (2,0,0)] = (-3,12,4).
AC =0C - 04 =1(6,0,3) - (2,0,0)] = (4,0,3).

AB - AC = |AB| - |AC| - cosa = cosa = |Ail:’3|:%| = \/(_;)_23;1122';}12'32+32 =
_ —12 412 _ 0 Cos
VO+ 144 +16-V16+9 16925
a = 90°.

¢) Los puntos A(2,0,0),B(—1,12,4),C(6,0, 3) determinan los vectores:
AB = (=3,12,4) y AC = (4,0, 3).

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:
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Sapc =5 |AB X AC| =2-|[-3 12 4| =2-136i+16j — 48k + 9j| =
4 0 3
= 21361 + 25 — 48k| = - /362 + 252 + (—48)? =1 - V1296 + 625 + 2.304 =
1 65
== Va225=— =
2 2
S =32,5u?.
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Problema 8:

89) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar.

a) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color.
b) Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean del mismo color.

c¢) Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extraccion, si sabemos que la primera
bola fue negra.

Solucion:

1
=—.1=
1/4 “P=y

3/4

1 311 1 1_
b) Necesariamente la segunda bola tiene que ser negra:
1 3 2 1.1 3 __
P=PB)-PN)+P(N)-P(N) =71+ -5=,+-=7=075

32
P(NNN) 23
P(N) 2

¢) P=P(N/N)=

2 _
=B 0,67.
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LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
UIVERSIDAD i
[E CARTASRIA MATEMATICAS ||
INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Indicaciones:

Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza mds de cuatro ejercicios
sélo se corregiran los cuatro primeros, segin el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo-
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucién. Todas las respuestas deben
ser razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido el uso de dispositi-
VOS con acceso a internet.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

tx+y+z=4
12) Considere el sistema{x —ty +z =1 en funcién del parametro t.
xX+y+z=t+2

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica.

b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Problema 2:

29) Considere la funcion f(x) = 2—x

a) Calcule la derivada primera de f(x).

b) Calcule la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.

¢) Calcule las asintotas verticales de f(x).

d) Calcule las asintotas horizontales de f(x).

Problema 3:

39) Los puntos A(0,—1,1) y B(1,1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuaciéonm =2x —y+z = 1.

a) Calcule la ecuacién de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el area del triangulo es 3v/30.
Problema 4:

49) E| tiempo de vuelo de un avién Santander — Madrid sigue una distribucion normal de media 60 mi-
nutos y desviacién tipica 5 minutos.

a) Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avién tarde menos de
t = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avidn a Sevilla.

b) Calcule el valor de t para que la probabilidad de perder el avion sea del 0,1 %.
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_11 (2)),3 = (; (1)) yC = (S i)

a) Calcule A% y compruebe que es regular.

b) Calcule la matriz inversa de A2.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial A2X + B = C.

d) Calcule la matriz X de orden 2 X 2, que verifica A2X + B = C.

Problema 6:
62) Considere la funcion f(x) = %

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halle una primitiva de f(x).

¢) Calcule el drea de la regidn limitada por la funcidon y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 1,
x =e.
Problema 7:

. x+1 +3 z
72) Considere larectar = — = yT =7V elplanomr =x -2y —z = —1.

a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) Si r corta a m calcule el punto de corte y el dngulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule
la distancia entre ellos.

Problema 8:

89) El 90 % de las personas de una poblacién estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las
personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han con-
traido la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha poblacion:

a) Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma.

b) Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que estd enferma.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

tx+ty+z=4
19) Considere el sistema {x —ty+z=1 enfuncién del parametro t.
xt+ty+z=t+2

a) Determine para qué valores de t el sistema tiene solucion Unica.

b) Determine para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valores de t el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

t 1 1 t 1 1 4
M = (1 —t 1>yM’ = (1 -t 1 1 )
1 1 1 1 1 1 t+2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

t 1 1
IM|=[1 —t 1|=—-t*+14+14+t-t—-1=0; —-t*+1=0; t*?=1>
1 1 1
=>t1=_1,t2=1.
t¢_1 ! o s 7
Para £t 1 = Rang M = Rang M' = 3 = n®incog.= S.C.D.

(Solucién unica)

-1 1 1 4
b) Parat=—1=>M’=<1 1 1 1):»{Cz=63}=> Rang M' =
1 1 1

1
-1 1 4

={C,C,C)=>|1 1 1|=-1+4+1-44+41-1=0=Rang M’ = 2.
1 1 1

Parat=—-1= Rang M = Rang M’ =2 < n®incég.= S.C.I.

—x+y+z=4
. . . —-x+y+z=4 .
El sistema resulta x +y + z = 1}, equivalente al sistema __ 1 (, que es compatible
x+y+z=1
x+y+z=1
indeterminado. Para su resolucién se hace y = A:

—x+z=4—-1

rta_q_g)P2=5-2k z=3-2 x=1-1-3+sx=-}

Solucion: x = —%,y =1z =§—A,V/1 € R.
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1 1 1 4
c) Parat=1:oM’=<1 -1 1 1):{61=C3}=> Rang M' =

1 1 1 3
1 1 4
={C,C,C3=>11 -1 1|=-3+4+1+4—-1-3%0= Rang M’ = 3.
1 1 3

Parat=1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
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Problema 2:

29) Considere la funcion f(x) = ex_x

a) Calcule la derivada primera de f(x).

b) Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 2.
¢) Calcule las asintotas verticales de f(x).

d) Calcule las asintotas horizontales de f (x).

Solucion:

e*-x—e*-1
a) [f)=—7z—=

e*(x-1
) =52,
b) La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en el punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto:
e? (2 1)
fl@2)=—7F1—
eZ
m=—.
4
) Las asintotas verticales de una funcién racional son los valores finitos de x que anulan el deno-

minador sin anular el numerador:

Larectay = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical de la funcion.

d) Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende

a mas o menos infinito.
k= llm f(x) = lim C o % Ind = {L'Hopital} = lim g
x>+ X o ) p x—t00 1
= eoo = 00 >

No tiene asintotas horizontales cuando x — +oo.

k = 11m f(x)— 11m C_et__ 1 __1_pg5

—0 X —00 00-e® )

= Larectay = 0 (eje de abscisas) es asintota horizontal para x - —.
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Problema 3:

39) Los puntos A(0,—1,1) y B(1,1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice esta contenido
en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuacionm =2x —y +z = 1.

a) Calcule la ecuacion de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el drea del triangulo es 3v/30.
Solucion:

a) Un vector normal del planomr =2x —y+z=1es7 = (2,—1,1).

Un vector director de la recta r pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente del vec-
tor normal del plano, por lo cual: v, = (2,—1, 1).

x=1+4241
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricasesr =y =1—1 .
z=1+41

b) Un punto genéricoderes C(1 + 24,1 — 4,1+ 2).
Los puntos A(0,—1,1),B(1,1,1) y C(1 + 24,1 — A, 1 + 1) determinan los siguientes vectores:
AB=0B—-04=[(1,1,1) - (0,—1,1)] = (1,2,0).
AC=0C-0A=[1+24,1-21+20)—(0,-1,1)] = (1 +21,2 -1 2.

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j k
Sapc =5 [ABx AC| == -|| 1 2 0| =3v30;
1+22 2-2 2

i ik
1 2 0||=6V30; |2i+ (2 - Dk —2(1+ 20k — Aj| = 6v/30;
1422 2—2 A

124i + (2 — A2 — 2 — 4Dk — Aj| = 6+/30; |2Ai — Aj — 51k| = 6+/30;
J@DZ + (=12 + (=51)% = 6v/30; 41% + A% + 252> = 36 - 30; 304 = 36 - 30;
3012 =36; 2=36= 1, = —6,1, = 6.

x=1+2-(-6)=-11
/11=—6z{y=1+6=7 }:Cl(—11,7,—5).
z=1-6=-5

x=14+2-6=13
AZ=6:>{y=1—6=—5 }:>C2(13,—5,7).
z=1+6=7
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Problema 4:

49) El tiempo de vuelo de un avién Santander — Madrid sigue una distribucién normal de media 60 mi-
nutos y desviacion tipica 5 minutos.

a) Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avion tarde menos de
t = 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avidn a Sevilla.

b) Calcule el valor de t para que la probabilidad de perder el avién sea del 0,1 %.
Solucion:

a) Datos: u = 60; o =>5.

X - N(u; o) = N(60,5). Tipificando la variable: Z = X_560'

P=P(X>70)=P(Z>7O;56O)=P(Z>?)=P(Z>2)=

=1-P(Z<2)=1-0,9772=0,0228 = 2,28 %.

b) SepideP =P(X >t)=0,1% = 0,001.

P=PX>t)=P(z>"2)=1-P(2<=2)=0,001>

> P(z <=®) =1-0001 = 0,9990.
Mirando en la tabla N(0, 1), al valor 0,9990 le corresponde el valor 3:

?:3; t—60=15=t = 75.

Parat = 75 minutos la probabilidad de perder el vuelo es del 0,1 %.
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Problema 5:

59) Sean las matrices A = (_11 (2)),3 = (; (1)) yC = (S i)

a) Calcule A% y compruebe que es regular.

b) Calcule la matriz inversa de A2.

¢) Despeje X en la ecuacién matricial A2X + B = C.

d) Calcule la matriz X de orden 2 X 2, que verifica 42X + B = C.

Solucion:

@) AZZA'A:(—11 (2))(—11 (2)):>

A2 = (_13 2).

1 -3

miel=Y M=% @r=( 7,

); Adj.de (Az)fz(;L (1))
4 0
Adj.de (A?)t ( )
caleas 341 -

w33

(AZ)—l —

C)A2-X+B=C; A>-X=C—B; (A%)1-A%-X=(4%)"1-(C—-B);
[-X=(4)"-(C-B)=>
X =(A%»"1-(c-B).

0 rmwren-t OIE DG 9-
1 1
=Z'(g (1))'(—02 3)21'(—02 2):>

X = -(_01 ‘;)

N | =
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Problema 1:

62) Considere la funcion f(x) = %

a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halle una primitiva de f(x).

¢) Calcule el area de la regién limitada por la funcién y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = 1,
X =e.

Solucion:

a) El dominio de una funcién racional es el conjunto de nimeros reales, excepto los valores que anulan
el denominador.

D(f) = R — {0}.

Las asintotas verticales de una funcion racional son los valores finitos de x que anulan el deno-
minador sin anular el numerador:

Larectay = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

. o Ezi:
ke = xl—l>gloof(x) _xl—l>gloox o 0

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal.

Las asintotas verticales de una funcién racional son los valores finitos de x que anulan el deno-
minador sin anular el numerador:

Larectax =0 (ejeY) es asintota vertical de la funcion.

3 YA \
b) F(x)=ff(x)-dx=f;-dx:> ] ©
“a |
£
= F(x) =3 - L|x| +C. &) ,
—6 3
4 0 6
c) Para facilitar la comprension del ejercicio se ha he- \_>
cho la representacion grafica, aproximada de la situacion, \ o
de la cual se deduce la superficie a calcular, que es la si- —\4
guiente: ¥

S=[f@)-dx=[2dx=3-[Llx]l{ =3 -Le-L1)=3-(1-0) =

= § =3 u?.
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Problema 1:

. 1 3
72) Considere larectar = % = % = %y elplanor=x -2y —z = —1.
a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) Sir corta a  calcule el punto de corte y el angulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule la
distancia entre ellos.

Solucion:
a) Un punto y un vector director de la recta son P(—1,-3,0) y v, = (—1,2,1).
Un vector normal del planoes 77 = (1,—2,—1).

Los vectores v, y 71 son paralelos (linealmente dependientes) por ser proporcionales sus compo-
nentes, lo cual supone que:

Larectaryelplano w son perpendiculares.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

x+1_y+3_z:>2x+2=— _3}=>r5{2x+y:_5
z

"TETTTTTTIT x41=— x+z=-1"
2x+y=-5

La rectar y el plano T determinan el sistema x+z= —1}.
x—2y—z=-1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

2 1 0 2 1 0 -5
M={1 0 1 |JyM'=({1 0 1 -1
1 -2 -1 1 -2 -1 -1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

2 1 0
RangM=> |1 0 1|=1+4+4+1+*0=RangM =RangM' = 3.
1 -2 -1

Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano w son secantes.

(Perpendiculares, como se dedujo anteriormente).

b) El punto Q de interseccion de la recta r y el plano  es el siguiente:

T=x—2y—z=-1

x=—-1-—42 L
r={y=-3+21 :(_1_1)_2(—34-2/1)—/1_ 1;
z=2
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x=—-1—-1=-2
—1-14+46—-41—-—1=-1; 61 =6; /1=1=>{y:—3+2:_1}=>
z=1

= Q(-2,-1,1).

Como se ha determinado anteriormente:

Larectaryelplano n forman un angulo de 90°.
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Problema 8:

89) EI 90 % de las personas de una poblacidn estan vacunadas contra la enfermedad E. EI 5 % de las per-
sonas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han contraido
la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha poblacién:

a) Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma.

b) Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que estd enferma.

Solucion:
-p=209-001=0,009
-p=09-099 =0,891
->p=01-0,05=0,005
-p=01-095=0,095
a)

P=P(E)=PWVanE)+P(VanE) =
= P(Va) - P(E/Va) + P(Va) - P(E/Va) = 0,9-0,01 + 0,1- 0,05 =
= 0,009 + 0,005 =
P(E) = 0,014.

_ __ P(VanE) _ P(va)-P(E/Va) _ 0,9:0,01 _ 0,009 _
b) P=PVa/E) = P(E) P(E) ~ 0014 0014 M
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