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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Indicaciones: 
Debe escogerse sólo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza más de cuatro ejercicios 
sólo se corregirán los cuatro primeros, según el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo‐
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolución. Todas las respuestas deben ser 
razonadas. No se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables. Tampoco está permitido el uso de dispositivos con 
acceso a internet. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

1º) Considere el sistema ൝
𝑡𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑡𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑡     

 en función del parámetro 𝑡. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene solución única. Resuélvalo para 𝑡 ൌ 0 si es posible. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema no tiene solución. 

Problema 2: 

2º) Una imprenta debe diseñar un cartel con 90 cm2 de área para texto y además, con margen superior 
de 3 cm, inferior de 2 cm y márgenes laterales de 4 cm cada uno. 

𝑎ሻ Realice un dibujo planteando el problema. 

𝑏ሻ Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor 
cantidad de papel posible. 

Problema 3: 

3º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triángulo y 
por  el  punto  medio  del  lado  opuesto  a  dicho  vértice.  Considere  el  triángulo  de  vértice 
𝐴ሺെ1, 2, 3ሻ, 𝐵ሺ3, െ4, 1ሻ 𝑦 𝐶ሺ1, െ4, 5ሻ. 

𝑎ሻ Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triángulo ABC. 

𝑏ሻ Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto. 

Problema 4: 

4º) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribución normal con media 100 kg y des‐
viación típica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa‐
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad,  salta una alarma. Se coloca en el 
montacargas un contenedor escogido al azar: 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que salte la alarma. 

𝑏ሻ Calcule cuál debería ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las 
veces que cargamos un contenedor al azar. 
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Problema 5: 

5º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

𝑎ሻ Compruebe que las matrices A y B son regulares. 

𝑏ሻ Calcule las matrices inversas de A y B. 

𝑐ሻ Despeje 𝑋 en la ecuación matricial 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵, en donde 𝐴௧ denota la matriz traspuesta de A. 

𝑑ሻ Calcule 𝑋. 

Problema 6: 

6º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫. 

𝑎ሻ Calcule  lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ y  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ.    𝑏ሻ Calcule la primera derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Determine los extremos relativos de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Problema 7: 

7º) Los puntos 𝐴ሺ2, 0, 0ሻ 𝑦 𝐵ሺെ1, 12, 4ሻ son dos vértices de un triángulo. El tercer vértice se encuentra 

en la recta 𝑟 ≡ ൜
4𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 33
𝑦 ൌ 0               . 

𝑎ሻ Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta 𝑟 es perpendicular a la recta que 
pasa por los puntos A y C. 

𝑏ሻ Determine el ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑐ሻ Calcule el área del triángulo ABC. 

Problema 8: 

8º) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin 
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar. 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraídas sean de distinto color. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraídas sean del mismo color. 

𝑐ሻ Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extracción, si sabemos que la primera 
bola fue negra. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

1º) Considere el sistema ൝
𝑡𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑡𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑡     

 en función del parámetro 𝑡. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene solución única. Resuélvalo para 𝑡 ൌ 0 si es posible. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema no tiene solución. 

Solución: 

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
𝑡 1 െ2
1 1 െ𝑡
1 1 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
𝑡 1 െ2
1 1 െ𝑡
1 1 1

    
0

െ1
𝑡

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑡 es el siguiente: 

       |𝑀| ൌ อ
𝑡 1 െ2
1 1 െ𝑡
1 1 1

อ ൌ 𝑡 െ 2 െ 𝑡 ൅ 2 ൅ 𝑡ଶ െ 1 ൌ 𝑡ଶ െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑡ଵ ൌ െ1, 𝑡ଶ ൌ 1. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒕 ് െ𝟏
𝒕 ് 𝟏

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

  Para 𝑡 ൌ 0 el sistema resulta: 

     𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
    𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ, que es compatible determinado.  

Resolviendo por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ

଴ ଵ ିଶ
ିଵ ଵ ଴
଴ ଵ ଵ

อ

଴మିଵ
ൌ ଶାଵ

ିଵ
ൌ ଷ

ିଵ
ൌ െ3.    𝑦 ൌ

อ
଴ ଴ ିଶ
ଵ ିଵ ଴
ଵ ଴ ଵ

อ

ିଵ
ൌ ିଶ

ିଵ
ൌ 2. 

𝑧 ൌ
อ
଴ ଵ ଴
ଵ ଵ ିଵ
ଵ ଵ ଴

อ

ିଵ
ൌ ିଵ

ିଵ
ൌ 1. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝟑, 𝒚 ൌ 𝟐, 𝒛 ൌ 𝟏. 

 

𝑏ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ1 1 െ2
1 1 1
1 1 1

    
0

െ1
െ1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒕 ൌ െ𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

  Para 𝑡 ൌ െ1 el sistema resulta: 

െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

ൡ, que es compatible indeterminado y equiva‐

lente al sistema 
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1ൠ. Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆: 
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     െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2𝜆
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆ൠ ⇒ 2𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜆;   𝑦 ൌ െ ଵ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
𝜆. 

 

     𝑥 െ 𝑦 ൌ െ2𝜆
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ െ1 െ 3𝜆;   𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
െ ଷ

ଶ
𝜆. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
െ

𝟑

𝟐
𝝀, 𝒚 ൌ െ

𝟏

𝟐
൅

𝟏

𝟐
𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

 

𝑐ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ2
1 1 െ1
1 1 1

    
0

െ1
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 െ2 0
1 െ1 െ1
1 1 1

อ ൌ െ1 ൅ 2 ൅ 1 ൅ 2 ൌ 4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 
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Problema 2: 

2º) Una imprenta debe diseñar un cartel con 90 cm2 de área para texto y además, con margen superior 
de 3 cm, inferior de 2 cm y márgenes laterales de 4 cm cada uno. 

𝑎ሻ Realice un dibujo planteando el problema. 

𝑏ሻ Calcule las dimensiones (anchura y altura) que debe tener el cartel de manera que se utilice la menor 
cantidad de papel posible. 

Solución: 

𝑎ሻ   La  superficie  del  cartel  es  𝑆 ൌ 𝑥 ൉ 𝑦,  que  tiene  que 
ser mínima para lo cual su derivada tiene que ser cero. 

  Para  poder  derivar  hemos de  expresar  una  variable 
en función de la otra, para lo cual tendremos en cuenta que 
la superficie a  imprimir, que es  la central,  tiene que ser de 
90 cm2.  

De la observación de la figura se deduce que: 

         ሺ𝑥 െ 8ሻሺ𝑦 െ 5ሻ ൌ 90;   𝑥𝑦 െ 5𝑥 െ 8𝑦 ൅ 40 ൌ 90;   𝑥𝑦 െ 5𝑥 െ 8𝑦 ൌ 50;  

𝑥𝑦 െ 8𝑦 ൌ 50 ൅ 5𝑥;   𝑦ሺ𝑥 െ 8ሻ ൌ 50 ൅ 5𝑥 ⇒ 𝑦 ൌ ହ଴ାହ௫

௫ି଼
. 

  Sustituyendo el valor de 𝑦 en la expresión de la superficie: 

  𝑆ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑦 ⇒ 

𝑺ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒙 ൉
𝟓𝟎ା𝟓𝒙

𝒙ି𝟖
ൌ

𝟓𝒙𝟐ା𝟓𝟎𝒙

𝒙ି𝟖
. 

 

𝑏ሻ   𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ሺଵ଴௫ାହ଴ሻ൉ሺ௫ି଼ሻି൫ହ௫మାହ଴௫൯൉ଵ

ሺ௫ି଼ሻమ ൌ ଵ଴௫మି଼଴௫ାହ଴௫ିସ଴଴ିହ௫మିହ଴௫

ሺ௫ି଼ሻమ ൌ ହ௫మି଼଴௫ିସ଴଴

ሺ௫ି଼ሻమ . 

       𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ହ௫మି଼଴௫ିସ଴଴

ሺ௫ି଼ሻమ ൌ 0;  5𝑥ଶ െ 80𝑥 െ 400 ൌ 0; 𝑥ଶ െ 16𝑥 െ 80 ൌ 0; 

𝑥 ൌ ଵ଺േ√ଶହ଺ାଷଶ଴

ଶ
ൌ ଵ଺േ√ହ଻଺

ଶ
ൌ ଵ଺േଶସ

ଶ
ൌ 8 േ 12 ⇒ ൜

𝑥ଵ ൌ െ4
𝑥ଶ ൌ 20 .  

  La raíz negativa carece de sentido, por lo cual: 𝑥 ൌ 20. 

  𝑦 ൌ ହ଴ାହ௫

௫ି଼
ൌ ହ଴ାହ൉ଶ଴

ଶ଴ି଼
ൌ ହ଴ାଵ଴଴

ଵଶ
ൌ ଵହ଴

ଵଶ
ൌ 12,5. 

𝑳𝒂 𝒕𝒂𝒓𝒋𝒆𝒕𝒂 𝒅𝒆 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒑𝒂𝒑𝒆𝒍 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝟐𝟎 𝒄𝒎 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒔𝒆 𝒚 𝟏𝟐, 𝟓 𝒄𝒎 𝒅𝒆 𝒂𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂. 

   

𝑥 

𝑦4  4 

2 

3 
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Problema 3: 

3º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triángulo y 
por  el  punto  medio  del  lado  opuesto  a  dicho  vértice.  Considere  el  triángulo  de  vértice 
𝐴ሺെ1, 2, 3ሻ, 𝐵ሺ3, െ4, 1ሻ 𝑦 𝐶ሺ1, െ4, 5ሻ. 

𝑎ሻ Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triángulo ABC. 

𝑏ሻ Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto. 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos medios de los lados del triángulo son los siguientes: 

  𝑀஺஻ ⇒ ቄ𝑥 ൌ ିଵାଷ

ଶ
ൌ 1;   𝑦 ൌ ଶିସ

ଶ
ൌ െ1;   𝑧 ൌ ଷାଵ

ଶ
ൌ 2ቅ ⇒ 𝑀஺஻ሺ1, െ1, 2ሻ. 

𝑀஺஼ ⇒ ቄ𝑥 ൌ ିଵାଵ

ଶ
ൌ 0;   𝑦 ൌ ଶିସ

ଶ
ൌ െ1;   𝑧 ൌ ଷାହ

ଶ
ൌ 4ቅ ⇒ 𝑀஺஼ሺ0, െ1, 4ሻ. 

𝑀஻஼ ⇒ ቄ𝑥 ൌ ଷାଵ

ଶ
ൌ 2;   𝑦 ൌ ିସିସ

ଶ
ൌ െ4;   𝑧 ൌ ଵାହ

ଶ
ൌ 3ቅ ⇒ 𝑀஻஼ሺ2, െ4, 3ሻ. 

Las rectas medianas son las siguientes: 

𝑀஺஻𝐶ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀஺஻ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, െ4, 5ሻ െ ሺ1, െ1, 2ሻሿ ൌ ሺ0, െ3, 3ሻ. 

𝒓𝑴𝑨𝑩𝑪 ≡
𝒙ି𝟏

𝟎
ൌ

𝒚ା𝟒

ି𝟏
ൌ

𝒛ି𝟓

𝟏
. 

𝑀஺஼𝐵ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀஺஼ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, െ4, 1ሻ െ ሺ0, െ1, 4ሻሿ ൌ ሺ3, െ3, െ3ሻ. 

𝒓𝑴𝑨𝑪𝑩 ≡
𝒙ି𝟑

𝟏
ൌ

𝒚ା𝟒

ି𝟏
ൌ

𝒛ି𝟏

ି𝟏
. 

𝑀஻஼𝐴ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀஻஼ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ1, 2, 3ሻ െ ሺ2, െ4, 3ሻሿ ൌ ሺെ3, 6, 0ሻ. 

𝒓𝑴𝑩𝑪𝑨 ≡
𝒙ା𝟏

ି𝟏
ൌ

𝒚ି𝟐

𝟐
ൌ

𝒛ି𝟑

𝟎
. 

 

𝑏ሻ   El punto de corte de las medianas de un triángulo, G, se llama baricentro o centro de gravedad. 

  El punto de corte de 𝑟ெಲಳ஼  y 𝑟ெಲ಴஻ es el siguiente: 

  𝑟ெಲಳ஼ ≡ ௫ିଵ

଴
ൌ ௬ାସ

ିଵ
ൌ ௭ିହ

ଵ
⇒ ൜

െ𝑥 ൅ 1 ൌ 0
𝑦 ൅ 4 ൌ െ𝑧 ൅ 5 ⇒ 𝑟ெಲಳ஼ ≡ ൜

𝑥 ൌ 1       
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. 

  𝑟ெಲ಴஻ ≡ ௫ିଷ

ଵ
ൌ ௬ାସ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ିଵ
⇒ ቄെ𝑥 ൅ 3 ൌ 𝑦 ൅ 4

െ𝑥 ൅ 3 ൌ 𝑧 െ 1
⇒ 𝑟ெಲ಴஻ ≡ ቄ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ1

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 4   
. 

  Las  rectas  𝑟ெಲಳ஼   y  𝑟ெಲ಴஻  determinan  el  sistema 

           𝑥 ൌ 1
   𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ1
   𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 4

ൢ,  cuya  solución  es  la  siguiente: 

𝐺ሺ1, െ2, 3ሻ. 

  Se comprueba que el punto de corte de las medianas 𝑟ெಲಳ஼  y 𝑟ெಳ಴஺ es el mismo. 

𝑟ெಳ಴஺ ≡ ௫ାଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଶ

ଶ
ൌ ௭ିଷ

଴
⇒ ቄ2𝑥 ൅ 2 ൌ െ𝑦 ൅ 2

െ𝑧 ൅ 3 ൌ 0          
⇒ 𝑟ெಳ಴஺ ≡ ቄ2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0

𝑧 ൌ 3           
.  
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Las rectas 𝑟ெಲಳ஼ y 𝑟ெಳ಴஺ determinan el sistema 

           𝑥 ൌ 1
   𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0
           𝑧 ൌ 3

ൢ, cuya solución es, como se espera‐

ba, la misma: 𝐺ሺ1, െ2, 3ሻ. 

𝑬𝒍 𝒄𝒆𝒏𝒕𝒓𝒐 𝒅𝒆 𝒈𝒓𝒂𝒗𝒆𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆𝒍 𝒕𝒓𝒊𝒂𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝑨𝑩𝑪 𝒆𝒔 𝑮ሺ𝟏, െ𝟐, 𝟑ሻ. 
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Problema 4: 

4º) En un almacén, el peso de los contenedores sigue una distribución normal con media 100 kg y des‐
viación típica 10 kg. Cada contenedor se carga individualmente en un montacargas, que tiene una capa‐
cidad de 120 kg. Si el peso del contenedor supera dicha capacidad,  salta una alarma. Se coloca en el 
montacargas un contenedor escogido al azar: 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que salte la alarma. 

𝑏ሻ Calcule cuál debería ser la capacidad del montacargas para que la alarma salte solo en un 1 % de las 
veces que cargamos un contenedor al azar. 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 100;   𝜎 ൌ 10. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ100, 10ሻ.   Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵ଴଴

ଵ଴
. 

𝑎ሻ  

         𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 120ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵଶ଴ିଵ଴଴

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଶ଴

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ   

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0,9772 ൌ 0,0228. 

𝑳𝒂 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒃𝒊𝒍𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆 𝒒𝒖𝒆 𝒔𝒂𝒍𝒕𝒆 𝒍𝒂 𝒂𝒍𝒂𝒓𝒎𝒂 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒍 𝟐, 𝟐𝟖 %. 

 

𝑏ሻ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 𝛽ሻ ൌ 0,01 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ఉିଵ଴଴

ଵ଴
ቁ ൌ 0,01;   1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ఉିଵ଴଴

ଵ଴
ቁ ൌ 0,01;  

𝑃 ቀ𝑍 ൑ ఉିଵ଴଴

ଵ଴
ቁ ൌ 1 െ 0,01 ൌ 0,99 ⇒ Mirando en la tabla 𝑁ሺ0,1ሻ de forma inversa, al valor 0,99 le co‐

rresponde 2,33. 

 
ఉିଵ଴଴

ଵ଴
ൌ 2,33;   𝛽 െ 100 ൌ 23,3;   𝛽 ൌ 123,3. 

𝑺𝒂𝒍𝒕𝒂 𝒍𝒂 𝒂𝒍𝒂𝒓𝒎𝒂 𝟏 % 𝒅𝒆 𝒍𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒄𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏 𝒄𝒂𝒑𝒂𝒄𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆𝒍 𝒎𝒐𝒏𝒕𝒂𝒄𝒂𝒓𝒈𝒂 𝒅𝒆 𝟏𝟐𝟑, 𝟑 𝒌𝒈

. 
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Problema 5: 

5º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

 

𝑎ሻ Compruebe que las matrices A y B son regulares. 

 

𝑏ሻ Calcule las matrices inversas de A y B. 

 

𝑐ሻ Despeje 𝑋 en la ecuación matricial 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵, en donde 𝐴௧ denota la matriz traspuesta de A. 

 

𝑑ሻ Calcule 𝑋. 

Solución: 

𝑎ሻ  

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

 

|𝐴| ൌ ቚ 2 3
െ1 െ2

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1 ് 0. 

 

|𝐵| ൌ ቚെ1 െ3
1 2

ቚ ൌ െ2 ൅ 3 ൌ 1 ് 0. 

 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑎 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠 𝐴 𝑦 𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠. 

 

𝑏ሻ  

|𝐴| ൌ െ1;  𝐴௧ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀെ2 െ3
1 2

ቁ.  

 

  𝐴ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஺೟

|஺|
ൌ

ቀିଶ ିଷ
ଵ ଶ

ቁ

ିଵ
 ⇒  𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 3

െ1 െ2
ቁ. 

 

|𝐵| ൌ 1;  𝐵௧ ൌ ቀെ1 1
െ3 2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐵௧ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ.  

 

  𝐵ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஻೟

|஻|
ൌ

ቀ ଶ ଷ
ିଵ ିଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3

െ1 െ1
ቁ. 
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𝑐ሻ  

𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵;  𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൉ 𝐵 ൉ 𝐵ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ;  

 

𝐼 ൉ 𝑋 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ.  

 

𝑑ሻ  

  𝐴௧ െ 3𝐵 ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ െ 3 ൉ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ ൅ ቀ 3 9
െ3 െ6

ቁ ⇒ 

 

⇒ 𝐴௧ െ 3𝐵 ൌ ቀ5 8
0 െ8

ቁ. 

  Sustituyendo el valor obtenido en la expresión de 𝑋: 

 

𝑋 ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ ൉ ቀ5 8
0 െ8

ቁ ൉ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ൌ ቀ10 െ8
െ5 8

ቁ ൉ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ⇒  

 

⇒ 𝑋 ൌ ቀ 28 38
െ18 െ23

ቁ. 

********** 
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Problema 6: 

6º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫. 

 

𝑎ሻ Calcule  lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ y  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ.    𝑏ሻ Calcule la primera derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

 

𝑐ሻ Determine los extremos relativos de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

 

𝑑ሻ Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ  lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

ሺ𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

௫మ

௘ೣ ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒  

⇒ lim
௫→ାஶ

ଶ௫

௘ೣ ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ାஶ

ଶ

௘ೣ ൌ ଶ

ஶ
⇒ lim

௫→ାஶ
ሺ𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫ሻ ൌ 0.   

lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିஶ

ሺ𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫ሻ ൌ ሺെ∞ሻଶ ൉ 𝑒ିሺିஶሻ ൌ ∞ ൉ 𝑒ஶ ൌ ൅∞.  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ൅∞.  

 

 

𝑏ሻ   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൅ 𝑥ଶ ൉ ሺെ1ሻ ൉ 𝑒ି௫ ⇒ 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ 𝒙 ൉ 𝒆ି𝒙 ൉ ሺ𝟐 െ 𝒙ሻ. 

 

𝑐ሻ   Para que una función tenga un máximo o un mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su primera derivada en ese punto.  

        𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൉ ሺ2 െ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ 2.     

  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ 𝑒ି௫ ൉ ሺ2 െ 𝑥ሻ ൅ 𝑥 ൉ ሺെ1ሻ ൉ 𝑒ି௫ ൉ ሺ2 െ 𝑥ሻ ൅ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൉ ሺെ1ሻ ൌ 

ൌ 2 ൉ 𝑒ି௫ െ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ െ 2𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൅ 𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫ െ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑒ି௫ െ 4𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൅ 𝑥ଶ ൉ 𝑒ି௫ ⇒ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫ ൉ ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 2ሻ.  

  𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 𝑒ି଴ ൉ ሺ0ଶ െ 4 ൉ 0 ൅ 2ሻ ൌ 1 ൉ 2 ൌ 2 ൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0.   

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒  

𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐: 𝑶ሺ𝟎, 𝟎ሻ. 

  𝑓ᇱᇱሺ2ሻ ൌ 𝑒ିଶ ൉ ሺ2ଶ െ 4 ൉ 2 ൅ 2ሻ ൌ െ ଶ

௘మ ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 2.   

  𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ଶ ൉ 𝑒ିଶ ൌ ସ

௘మ  ⇒ 
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 𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐: 𝑨 ቀ𝟐,
𝟒

𝒆𝟐ቁ ≅ ሺ𝟐; 𝟎, 𝟓𝟒ሻ. 

 

𝑑ሻ   Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res‐
pectivamente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൉ ሺ2 െ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ 2.   

  Teniendo en cuenta que 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en su dominio, que es R, las raíces de su primera 
derivada dividen al dominio en los intervalo ሺെ∞, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ 𝑦 ሺ2, ൅∞ሻ, en los cuales la función es, alter‐
nativamente, creciente o decreciente. 

  Considerando, por ejemplo, el valor 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, 2ሻ es: 

  𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 1 ൉ 𝑒ିଵ ൉ ሺ2 െ 1ሻ ൌ ଵ

௘
൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

  De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la función, que son los 

siguientes: 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺെ∞, 𝟎ሻ ∪ ሺ𝟐, ൅∞ሻ. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟎, 𝟐ሻ. 
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Problema 7: 

7º) Los puntos 𝐴ሺ2, 0, 0ሻ 𝑦 𝐵ሺെ1, 12, 4ሻ son dos vértices de un triángulo. El tercer vértice se encuentra 

en la recta 𝑟 ≡ ൜
4𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 33
𝑦 ൌ 0               . 

𝑎ሻ Calcule las coordenadas del tercer vértice C, sabiendo que la recta 𝑟 es perpendicular a la recta que 
pasa por los puntos A y C. 

𝑏ሻ Determine el ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑐ሻ Calcule el área del triángulo ABC. 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ൜
4𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 33
𝑦 ൌ 0               ⇒ 𝑧 ൌ 4𝜆;   𝑥 ൌ ଷଷ

ସ
െ 3𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ቐ

𝑥 ൌ ଷଷ

ସ
െ 3𝜆

𝑦 ൌ 0           
𝑧 ൌ 4𝜆         

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑃 ቀଷଷ

ସ
െ 3𝜆, 0, 4𝜆ቁ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 0, 4ሻ. 

  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂቀଷଷ

ସ
െ 3𝜆, 0, 4𝜆ቁ െ ሺ2, 0, 0ሻቃ ൌ ቀଶହ

ସ
െ 3𝜆, 0, 4𝜆ቁ. 

  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 0 ⇒ ቀଶହ

ସ
െ 3𝜆, 0, 4𝜆ቁ ൉ ሺെ3, 0, 4ሻ ൌ 0; െ ଻ହ

ସ
൅ 9𝜆 ൅ 16𝜆 ൌ 0; 

25𝜆 ൌ
75
4

⇒ 𝜆 ൌ
3
4

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ

33
4

െ 3 ൉
3
4

ൌ 6

𝑦 ൌ 0                        

𝑧 ൌ 4 ൉
3
4

ൌ 3          ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

𝑪ሺ𝟔, 𝟎, 𝟑ሻ. 

 

𝑏ሻ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ1, 12, 4ሻ െ ሺ2, 0, 0ሻሿ ൌ ሺെ3, 12, 4ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ6, 0, 3ሻ െ ሺ2, 0, 0ሻሿ ൌ ሺ4, 0, 3ሻ. 

 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos 𝛼 ⇒ cos 𝛼 ൌ ஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ ൉஺஼ሬሬሬሬሬ⃗

ห஺஻ሬሬሬሬሬ⃗ ห൉ห஺஼ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ൌ

ሺିଷ,ଵଶ,ସሻ൉ሺସ,଴,ଷሻ

ඥሺିଷሻమାଵଶమାସమ൉√ସమାଷమ
ൌ 

ൌ
െ12 ൅ 12

√9 ൅ 144 ൅ 16 ൉ √16 ൅ 9
ൌ

0

√169 ൉ √25
ൌ 0 ⇒ 

𝜶 ൌ 𝟗𝟎°.  

 

𝑐ሻ Los puntos 𝐴ሺ2, 0, 0ሻ, 𝐵ሺെ1, 12, 4ሻ, 𝐶ሺ6, 0, 3ሻ determinan los vectores: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 12, 4ሻ 𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ4, 0, 3ሻ. 

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es  la mitad del módulo del pro‐
ducto vectorial de los dos vectores que determinan: 
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  𝑆஺஻஼ ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
െ3 12 4
4 0 3

ะ ൌ ଵ

ଶ
൉ |36𝑖 ൅ 16𝑗 െ 48𝑘 ൅ 9𝑗| ൌ 

ൌ ଵ

ଶ
|36𝑖 ൅ 25𝑗 െ 48𝑘| ൌ ଵ

ଶ
൉ ඥ36ଶ ൅ 25ଶ ൅ ሺെ48ሻଶ ൌ ଵ

ଶ
൉ √1.296 ൅ 625 ൅ 2.304 ൌ  

ൌ
1
2

൉ √4.225 ൌ
65
2

 ⇒ 

 𝑺 ൌ 𝟑𝟐, 𝟓 𝒖𝟐. 
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Problema 8: 

8º) En una urna hay 4 bolas, una de ellas es blanca y las otras tres negras. Sacamos una bola al azar y sin 
devolverla a la urna sacamos una segunda bola también al azar. 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraídas sean de distinto color. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que las dos bolas extraídas sean del mismo color. 

𝑐ሻ Calcule la probabilidad de sacar una bola negra en la segunda extracción, si sabemos que la primera 
bola fue negra. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ଵ

ସ
൉ 1 ൅ ଷ

ସ
൉ ଵ

ଷ
ൌ ଵ

ସ
൅ ଵ

ସ
ൌ 1

2
ൌ 0,50. 

 

𝑏ሻ   Necesariamente la segunda bola tiene que ser negra: 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ ଵ

ସ
൉ 1 ൅ ଷ

ସ
൉ ଶ

ଷ
ൌ ଵ

ସ
൅ ଵ

ଶ
ൌ 3

4
ൌ 0,75. 

 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑁/𝑁ሻ ൌ ௉ሺே∩ேሻ

௉ሺேሻ
ൌ

య
ర

൉మ
య

య
ర

ൌ 2
3

ൌ 0,67. 

   

1/4 → 𝑝 ൌ
1
4

൉ 1 ൌ
1
4 

3/4

1/3 → 𝑝 ൌ
3
4

൉
1
3

ൌ
1
4 

→ 𝑝 ൌ
3
4

൉
2
3

ൌ
1
2 

1

2/3
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Indicaciones: 
Debe escogerse sólo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza más de cuatro ejercicios 
sólo se corregirán los cuatro primeros, según el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe expo‐
nerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolución. Todas las respuestas deben 
ser razonadas. No se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables. Tampoco está permitido el uso de dispositi‐
vos con acceso a internet. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º) Considere el sistema ൝
𝑡𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4     
𝑥 െ 𝑡𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1     
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑡 ൅ 2

 en función del parámetro 𝑡. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene solución única. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema no tiene solución. 

Problema 2: 

2º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௘ೣ

௫
. 

𝑎ሻ Calcule la derivada primera de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Calcule la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 2. 

𝑐ሻ Calcule las asíntotas verticales de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcule las asíntotas horizontales de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Problema 3: 

3º) Los puntos 𝐴ሺ0, െ1, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ son dos vértices de un triángulo. El tercer vértice está contenido 
en la recta 𝑟 que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuación 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. 

𝑎ሻ Calcule la ecuación de la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el área del triángulo es 3√30. 

Problema 4: 

4º) El tiempo de vuelo de un avión Santander – Madrid sigue una distribución normal de media 60 mi‐
nutos y desviación típica 5 minutos. 

𝑎ሻ Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avión tarde menos de 
𝑡 ൌ 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avión a Sevilla. 

𝑏ሻ Calcule el valor de 𝑡 para que la probabilidad de perder el avión sea del 0,1 %. 
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Problema 5: 

5º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ2 0
2 1

ቁ 𝑦 𝐶 ൌ ቀ2 2
0 1

ቁ. 

𝑎ሻ Calcule 𝐴ଶ y compruebe que es regular. 

𝑏ሻ Calcule la matriz inversa de 𝐴ଶ. 

𝑐ሻ Despeje 𝑋 en la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶. 

𝑑ሻ Calcule la matriz 𝑋 de orden 2 ൈ 2, que verifica 𝐴ଶ𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶. 

Problema 6: 

6º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

௫
. 

𝑎ሻ Calcule el dominio y las asíntotas de 𝑓ሺ𝑥ሻ.     

𝑏ሻ Halle una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Calcule el área de la región limitada por la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, el eje de abscisas y las rectas 𝑥 ൌ 1, 
𝑥 ൌ 𝑒. 

Problema 7: 

7º) Considere la recta 𝑟 ≡ ௫ାଵ

ିଵ
ൌ ௬ାଷ

ଶ
ൌ ௭

ଵ
 y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1. 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de la recta y el plano. 

𝑏ሻ Si 𝑟 corta a 𝜋 calcule el punto de corte y el ángulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule 
la distancia entre ellos. 

Problema 8: 

8º) El 90 % de  las personas de una población están vacunadas contra  la enfermedad E. El 5 % de  las 
personas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han con‐
traído la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha población: 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que está enferma. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

1º) Considere el sistema ൝
𝑡𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4     
𝑥 െ 𝑡𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1     
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑡 ൅ 2

 en función del parámetro 𝑡. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene solución única. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valores de 𝑡 el sistema no tiene solución. 

Solución:  

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
𝑡 1 1
1 െ𝑡 1
1 1 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
𝑡 1 1
1 െ𝑡 1
1 1 1

    
4
1

𝑡 ൅ 2
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑡 1 1
1 െ𝑡 1
1 1 1

อ ൌ െ𝑡ଶ ൅ 1 ൅ 1 ൅ 𝑡 െ 𝑡 െ 1 ൌ 0; െ𝑡ଶ ൅ 1 ൌ 0;  𝑡ଶ ൌ 1 ⇒  

⇒ 𝑡ଵ ൌ െ1, 𝑡ଶ ൌ 1. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒕 ് െ𝟏
𝒕 ് 𝟏

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

ሺ𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 ú𝒏𝒊𝒄𝒂ሻ 

 

𝑏ሻ     𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ1 1 1
1 1 1
1 1 1

    
4
1
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
െ1 1 4
1 1 1
1 1 1

อ ൌ െ1 ൅ 4 ൅ 1 െ 4 ൅ 1 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒕 ൌ െ𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

  El sistema resulta 

െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
   𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
   𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

ൡ, equivalente al sistema 
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
   𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1ൠ, que es compatible 

indeterminado. Para su resolución se hace 𝑦 ൌ 𝜆: 

 
െ𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 4 െ 𝜆
   𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1 െ 𝜆

ቅ ⇒ 2𝑧 ൌ 5 െ 2𝜆;   𝑧 ൌ ହ

ଶ
െ 𝜆.       𝑥 ൌ 1 െ 𝜆 െ ହ

ଶ
൅⇒ 𝑥 ൌ െ ଷ

ଶ
. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ
𝟑

𝟐
, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ

𝟓

𝟐
െ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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𝑐ሻ   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 െ1 1
1 1 1

     
4
1
3

൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 1 4
1 െ1 1
1 1 3

อ ൌ െ3 ൅ 4 ൅ 1 ൅ 4 െ 1 െ 3 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒕 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 
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Problema 2: 

2º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௘ೣ

௫
. 

𝑎ሻ Calcule la derivada primera de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Calcule la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 2. 

𝑐ሻ Calcule las asíntotas verticales de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcule las asíntotas horizontales de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución:  

𝑎ሻ   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௘ೣ൉௫ି௘ೣ൉ଵ

௫మ ⇒ 

𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൌ
𝒆𝒙൉ሺ𝒙ି𝟏ሻ

𝒙𝟐 . 

 

𝑏ሻ   La pendiente de la recta tangente a la gráfica de una función en el punto es igual que el valor de 
su primera derivada en ese punto: 

  𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ ௘మ൉ሺଶିଵሻ

ଶమ ⇒ 

𝒎 ൌ
𝒆𝟐

𝟒
. 

 

𝑐ሻ   Las asíntotas verticales de una función racional son los valores finitos de 𝑥 que anulan el deno‐
minador sin anular el numerador: 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝒅𝒆 𝒐𝒓𝒅𝒆𝒏𝒂𝒅𝒂𝒔ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏. 

 

𝑑ሻ Asíntotas horizontales: son de la forma 𝑦 ൌ 𝑘 y son los valores finitos de la función cuando 𝑥 tiende 
a más o menos infinito. 

    𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

௘ೣ

௫
ൌ ௘ಮ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→ାஶ

௘ೣ

ଵ
ൌ 

ൌ 𝑒ஶ ൌ ∞ ⇒ 

𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒙 → ൅∞. 

𝑘 ൌ lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିஶ

௘ೣ

௫
ൌ ௘షಮ

ିஶ
ൌ െ ଵ

ஶ൉௘ಮ ൌ െ ଵ

ஶ
ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝒅𝒆 𝒂𝒃𝒔𝒄𝒊𝒔𝒂𝒔ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 → െ∞. 
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Problema 3: 

3º) Los puntos 𝐴ሺ0, െ1, 1ሻ 𝑦 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ son dos vértices de un triángulo. El tercer vértice está contenido 
en la recta 𝑟 que pasa por el punto B y es perpendicular al plano de ecuación 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. 

𝑎ሻ Calcule la ecuación de la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Calcule las coordenadas del vértice C sabiendo que el área del triángulo es 3√30. 

Solución:  

𝑎ሻ   Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 1ሻ. 

  Un vector director de la recta 𝑟 pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente del vec‐
tor normal del plano, por lo cual: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 1ሻ. 

  La expresión de 𝒓 dada por unas ecuaciones paramétricas es 𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝟐𝝀
𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝀  
𝒛 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀  

. 

𝑏ሻ   Un punto genérico de 𝑟 es 𝐶ሺ1 ൅ 2𝜆, 1 െ 𝜆, 1 ൅ 𝜆ሻ. 

  Los puntos 𝐴ሺ0, െ1, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ 𝑦 𝐶ሺ1 ൅ 2𝜆, 1 െ 𝜆, 1 ൅ 𝜆ሻ determinan los siguientes vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺ0, െ1, 1ሻሿ ൌ ሺ1, 2, 0ሻ.  

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1 ൅ 2𝜆, 1 െ 𝜆, 1 ൅ 𝜆ሻ െ ሺ0, െ1, 1ሻሿ ൌ ሺ1 ൅ 2𝜆, 2 െ 𝜆, 𝜆ሻ.  

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es  la mitad del módulo del pro‐
ducto vectorial de los dos vectores que determinan: 

  𝑆஺஻஼ ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
1 2 0

1 ൅ 2𝜆 2 െ 𝜆 𝜆
ะ ൌ 3√30; 

ะ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 0

1 ൅ 2𝜆 2 െ 𝜆 𝜆
ะ ൌ 6√30;  |2𝜆𝑖 ൅ ሺ2 െ 𝜆ሻ𝑘 െ 2ሺ1 ൅ 2𝜆ሻ𝑘 െ 𝜆𝑗| ൌ 6√30;  

|2𝜆𝑖 ൅ ሺ2 െ 𝜆 െ 2 െ 4𝜆ሻ𝑘 െ 𝜆𝑗| ൌ 6√30;  |2𝜆𝑖 െ 𝜆𝑗 െ 5𝜆𝑘| ൌ 6√30;  

ඥሺ2𝜆ሻଶ ൅ ሺെ𝜆ሻଶ ൅ ሺെ5𝜆ሻଶ ൌ 6√30;   4𝜆ଶ ൅ 𝜆ଶ ൅ 25𝜆ଶ ൌ 36 ൉ 30;   30𝜆ଶ ൌ 36 ൉ 30;  

30𝜆ଶ ൌ 36;  𝜆ଶ ൌ 36 ⇒ 𝜆ଵ ൌ െ6, 𝜆ଶ ൌ 6. 

𝜆ଵ ൌ െ6 ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൉ ሺെ6ሻ ൌ െ11
𝑦 ൌ 1 ൅ 6 ൌ 7                  
𝑧 ൌ 1 െ 6 ൌ െ5               

ൡ ⇒ 𝐶1ሺെ11, 7, െ5ሻ.  

𝜆ଶ ൌ 6 ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൉ 6 ൌ 13
𝑦 ൌ 1 െ 6 ൌ െ5     
𝑧 ൌ 1 ൅ 6 ൌ 7         

ൡ ⇒ 𝐶2ሺ13, െ5, 7ሻ.  
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Problema 4: 

4º) El tiempo de vuelo de un avión Santander – Madrid sigue una distribución normal de media 60 mi‐
nutos y desviación típica 5 minutos. 

𝑎ሻ Para conectar con el siguiente vuelo con destino a Sevilla, se necesita que el avión tarde menos de 
𝑡 ൌ 70 minutos. Calcule la probabilidad de perder el avión a Sevilla. 

𝑏ሻ Calcule el valor de 𝑡 para que la probabilidad de perder el avión sea del 0,1 %. 

Solución:  

𝑎ሻ  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 60;   𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ60, 5ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଺଴

ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 70ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଻଴ି଺଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0,9772 ൌ 0,0228 ൌ 2,28 %.  

 

𝑏ሻ   Se pide 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝑡ሻ ൌ 0,1 % ൌ 0,001. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝑡ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ௧ି଺଴

ହ
ቁ ൌ 1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௧ି଺଴

ହ
ቁ ൌ 0,001 ⇒  

⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ௧ି଺଴

ହ
ቁ ൌ 1 െ 0,001 ൌ 0,9990. 

Mirando en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ, al valor 0,9990 le corresponde el valor 3: 

 
௧ି଺଴

ହ
ൌ 3;   𝑡 െ 60 ൌ 15 ⇒ 𝑡 ൌ 75. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒕 ൌ 𝟕𝟓 𝒎𝒊𝒏𝒖𝒕𝒐𝒔 𝒍𝒂 𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒃𝒊𝒍𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒅𝒆 𝒑𝒆𝒓𝒅𝒆𝒓 𝒆𝒍 𝒗𝒖𝒆𝒍𝒐 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒍 𝟎, 𝟏 %. 
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Problema 5: 

5º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ2 0
2 1

ቁ  𝑦 𝐶 ൌ ቀ2 2
0 1

ቁ. 

𝑎ሻ Calcule 𝐴ଶ y compruebe que es regular. 

𝑏ሻ Calcule la matriz inversa de 𝐴ଶ. 

𝑐ሻ Despeje 𝑋 en la ecuación matricial 𝐴ଶ𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶. 

𝑑ሻ Calcule la matriz 𝑋 de orden 2 ൈ 2, que verifica 𝐴ଶ𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶. 

Solución:  

𝑎ሻ   𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ ൉ ቀ 1 0
െ1 2

ቁ ⇒ 

𝑨𝟐 ൌ ቀ 𝟏 𝟎
െ𝟑 𝟒

ቁ. 

 

𝑏ሻ |𝐴ଶ| ൌ ቚ 1 0
െ3 4

ቚ ൌ 4;  ሺ𝐴ଶሻ௧ ൌ ቀ1 െ3
0 4

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴ଶሻ௧ ൌ ቀ4 0
3 1

ቁ.  

ሺ𝐴ଶሻିଵ ൌ
𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴ଶሻ௧

|𝐴ଶ|
ൌ

ቀ4 0
3 1

ቁ

4
 ⇒ 

ሺ𝑨𝟐ሻି𝟏 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ቀ𝟒 𝟎

𝟑 𝟏
ቁ. 

 

𝑐ሻ 𝐴ଶ ൉ 𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝐶;  𝐴ଶ ൉ 𝑋 ൌ 𝐶 െ 𝐵;  ሺ𝐴ଶሻିଵ ൉ 𝐴ଶ ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶሻିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ;  

𝐼 ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶሻିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ⇒ 

𝑿 ൌ ሺ𝑨𝟐ሻି𝟏 ൉ ሺ𝑪 െ 𝑩ሻ.  

 

𝑑ሻ   𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶሻିଵ ൉ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ൌ ଵ

ସ
൉ ቀ4 0

3 1
ቁ ൉ ቂቀ2 2

0 1
ቁ െ ቀ2 0

2 1
ቁቃ ൌ 

ൌ
1
4

൉ ቀ4 0
3 1

ቁ ൉ ቀ 0 2
െ2 0

ቁ ൌ
1
4

൉ ቀ 0 8
െ2 6

ቁ ⇒ 

𝑿 ൌ
𝟏

𝟐
൉ ቀ 𝟎 𝟒

െ𝟏 𝟑
ቁ.  
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Problema 1: 

6º) Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

௫
. 

𝑎ሻ Calcule el dominio y las asíntotas de 𝑓ሺ𝑥ሻ.     

𝑏ሻ Halle una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Calcule el área de  la región  limitada por  la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, el eje de abscisas y  las rectas 𝑥 ൌ 1, 
𝑥 ൌ 𝑒. 

Solución:  

𝑎ሻ El dominio de una función racional es el conjunto de números reales, excepto los valores que anulan 
el denominador. 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝑹 െ ሼ𝟎ሽ. 

  Las asíntotas verticales de una función racional son los valores finitos de 𝑥 que anulan el deno‐
minador sin anular el numerador: 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝒅𝒆 𝒐𝒓𝒅𝒆𝒏𝒂𝒅𝒂𝒔ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

    𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

ଷ

௫
ൌ ଷ

ஶ
ൌ 0 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝑿ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍. 

Las asíntotas verticales de una función racional son los valores finitos de 𝑥 que anulan el deno‐
minador sin anular el numerador: 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒙 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝒀ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏. 

 

𝑏ሻ   𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬
ଷ

௫
൉ 𝑑𝑥 ⇒ 

⇒ 𝑭ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟑 ൉ 𝑳|𝒙| ൅ 𝑪. 

 

𝑐ሻ   Para facilitar la comprensión del ejercicio se ha he‐
cho  la  representación gráfica, aproximada de  la situación, 
de  la  cual  se  deduce  la  superficie  a  calcular,  que  es  la  si‐
guiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ௘
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଷ

௫

௘
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 3 ൉ ሾ𝐿|𝑥|ሿଵ

௘ ൌ 3 ൉ ሺ𝐿𝑒 െ 𝐿1ሻ ൌ 3 ൉ ሺ1 െ 0ሻ ⇒ 

⇒ 𝑺 ൌ 𝟑 𝒖𝟐. 

   

𝑌 

𝑂  𝑋

2 

3

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑆 

െ4 

െ2 

െ6 െ3 

4 

6

𝑥
ൌ

1 

𝑥
ൌ

𝑒 
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Problema 1: 

7º) Considere la recta 𝑟 ≡ ௫ାଵ

ିଵ
ൌ ௬ାଷ

ଶ
ൌ ௭

ଵ
 y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1. 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de la recta y el plano. 

𝑏ሻ Si 𝑟 corta a 𝜋 calcule el punto de corte y el ángulo que forman. Si la recta no corta al plano, calcule la 
distancia entre ellos. 

Solución:  

𝑎ሻ   Un punto y un vector director de la recta son 𝑃ሺെ1, െ3, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 2, 1ሻ. 

  Un vector normal del plano es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, െ1ሻ. 

  Los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗  son paralelos (linealmente dependientes) por ser proporcionales sus compo‐
nentes, lo cual supone que:  

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓𝒆𝒔. 

  Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ௫ାଵ

ିଵ
ൌ ௬ାଷ

ଶ
ൌ ௭

ଵ
⇒ 2𝑥 ൅ 2 ൌ െ𝑦 െ 3

𝑥 ൅ 1 ൌ െ𝑧     
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ5

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ െ1   
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
       2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ െ5
          𝑥 ൅ 𝑧 ൌ െ1
𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
2 1 0
1 0 1
1 െ2 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 1 0
1 0 1
1 െ2 െ1

   
െ5
െ1
െ1

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
2 1 0
1 0 1
1 െ2 െ1

อ ൌ 1 ൅ 4 ൅ 1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

(Perpendiculares, como se dedujo anteriormente). 

 

𝑏ሻ El punto 𝑄 de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 es el siguiente: 

 

𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1

      𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1 െ 𝜆  
𝑦 ൌ െ3 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆              

ൢ ⇒ ሺെ1 െ 𝜆ሻ െ 2ሺെ3 ൅ 2𝜆ሻ െ 𝜆 ൌ െ1; 
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െ1 െ 𝜆 ൅ 6 െ 4𝜆 െ 𝜆 ൌ െ1;   6𝜆 ൌ 6;   𝜆 ൌ 1 ⇒ ൝
𝑥 ൌ െ1 െ 1 ൌ െ2
𝑦 ൌ െ3 ൅ 2 ൌ െ1
𝑧 ൌ 1                       

ൡ ⇒  

⇒ 𝑸ሺെ𝟐, െ𝟏, 𝟏ሻ. 

  Como se ha determinado anteriormente: 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏 𝒖𝒏 á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝟗𝟎°. 
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Problema 8: 

8º) El 90 % de las personas de una población están vacunadas contra la enfermedad E. El 5 % de las per‐
sonas no vacunadas tienen la enfermedad E, y el 1 % de las personas vacunadas también han contraído 
la enfermedad. Se selecciona una persona al azar de dicha población: 

𝑎ሻ Calcule la probabilidad de que la persona esté enferma. 

𝑏ሻ Calcule la probabilidad de que esté vacunada sabiendo que está enferma. 

Solución:  

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑉𝑎 ∩ 𝐸ሻ ൅ 𝑃൫𝑉𝑎 ∩ 𝐸൯ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑉𝑎ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐸/𝑉𝑎ሻ ൅ 𝑃൫𝑉𝑎൯ ൉ 𝑃൫𝐸/𝑉𝑎൯ ൌ 0,9 ൉ 0,01 ൅ 0,1 ൉ 0,05 ൌ  

ൌ 0,009 ൅ 0,005 ⇒ 

𝑷ሺ𝑬ሻ ൌ 𝟎, 𝟎𝟏𝟒.  

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑉𝑎/𝐸ሻ ൌ ௉ሺ௏௔∩ாሻ

௉ሺாሻ
ൌ ௉ሺ௏௔ሻ൉௉ሺா/௏௔ሻ

௉ሺாሻ
ൌ ଴,ଽ൉଴,଴ଵ

଴,଴ଵସ
ൌ ଴,଴଴ଽ

଴,଴ଵସ
ൌ 0,6429.   

0,1 

0,9 

0,01

0,05

0,95

𝑉𝑎 

→ 𝑝 ൌ 0,9 ൉ 0,01 ൌ 0,009

𝐸

𝐸

𝐸𝑉𝑎 

𝐸

0,99
→ 𝑝 ൌ 0,9 ൉ 0,99 ൌ 0,891

→ 𝑝 ൌ 0,1 ൉ 0,05 ൌ 0,005

→ 𝑝 ൌ 0,1 ൉ 0,95 ൌ 0,095


