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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve más, se corregirán solo los 
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar 
cualquier tipo de calculadora.  
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Encuentra todas las matrices 𝑋 que conmutan con la matriz 𝐴 ൌ ቀ2 0
1 െ1

ቁ, es decir, que verifican 

que 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝑋 ൉ 𝐴. 

𝑏ሻ ¿Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 4? 

 

Problema 2: 

2º) 𝑎ሻ Tres lápices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una 
agenda. ¿Podemos saber el precio de cada artículo si ninguno es gratis y en céntimos todos son múlti‐
plos de 50? 

𝑏ሻ Calcula razonadamente el siguiente límite:  lim
𝑥→൅∞

ቀ
𝑥൅1

𝑥
ቁ

𝑥2൅1

𝑥
. 

 

Problema 3: 

3º) 𝑎ሻ Sea la curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 𝑥ଶ. 

  𝑎1ሻ ¿Qué valores puede tomar 𝑎 ∈ 𝑅 para que la curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 𝑥ଶ corte al eje de abscisas 
(eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado? 

𝑎2ሻ Encuentra razonadamente 𝑎 ∈ 𝑅 para que el área de dicho recinto valga 36. 

𝑏ሻ Resuelve la siguiente integral: 𝐼 ൌ ׬
ଶ௫

√ଵାଷ௫మ ൉ 𝑑𝑥. El cambio 𝑡 ൌ 1 ൅ 3𝑥ଶ te puede ayudar. 

 

Problema 4: 

4º) Sean las rectas 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2𝜆 
𝑦 ൌ െ𝜆
𝑧 ൌ 𝑎   

 y 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1  
𝑦 ൌ 𝜇     
𝑧 ൌ െ5𝜇

, donde λ y 𝜇 son los parámetros y 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑎ሻ Estudia su posición relativa en función de los valores que toma 𝑎. 

𝑏ሻ Encuentra razonadamente un plano que contenga a 𝑠 y sea paralela a 𝑟. 
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Problema 5: 

5º)  𝑎ሻ Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta intersección de los planos 

𝜋1 ≡ 𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 1 y 𝜋2 ≡ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 5. 

𝑏ሻ Enuncia el teorema del Valor Medio del Cálculo Integral. Encuentra razonadamente el punto al que 

hace alusión dicho teorema para la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

௫మ en el intervalo ሾ1, 3ሿ. Interpreta geométricamen‐

te lo hallado. 

Problema 6: 

6º) 𝑎ሻ Estudia el rango de la matriz 𝑀′ ൌ ቆ
2 𝑚 0
2 1 0
4 1 𝑚

    
1
𝑚
2

ቇ en función del parámetro 𝑚 ∈ 𝑅. 

𝑏ሻ  Sean  los planos 𝜋1 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൌ 1, 𝜋2 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑚  y 𝜋3 ≡ 4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 2. Estudia su posi‐
ción relativa según los valores de 𝑚. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior. 

Problema 7: 

7º)  𝑎ሻ  Sean  los  vectores  𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ  y  𝑣⃗ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ.  Calcula  el  plano  𝜋  que  pasa  por  el  punto 
𝐴ሺ0, 0, 1ሻ y con vector normal el producto vectorial de 𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗. 

𝑏ሻ El EVAU club de fútbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno 
(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno jue‐
gue un partido es del 80 %. 

  𝑏1ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera? 

𝑏2ሻ Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, ¿cuál es la probabilidad de que Benceno haya ju‐
gado? 

Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ Se calcula que una quinta parte de los niños españoles presentan algún tipo de intolerancia ali‐
mentaria. En una cantina escolar los niños se sientan al azar en mesas de 4 comensales. 

𝑎1ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que en una mesa haya algún niño con intolerancia alimentaria? 

  𝑎2ሻ Cuando en una mesa hay algún niño con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el 
pan sin gluten. Si un día hay ocupadas 8 mesas, ¿cuál es la probabilidad de que haya que servir pan sin 
gluten en alguna mesa? 

𝑏ሻ El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una distribu‐
ción normal de 985 g de media y 25 g de desviación típica. 

𝑏1ሻ ¿Cuántos pesarán más de un kilo? 

  𝑏2ሻ ¿Cuánto pesará el más ligero del 70 % de los que más pesan? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Encuentra todas las matrices 𝑋 que conmutan con la matriz 𝐴 ൌ ቀ2 0
1 െ1

ቁ, es decir, que verifican 

que 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝑋 ൉ 𝐴. 

𝑏ሻ ¿Existe alguna matriz simétrica que conmute con A y cuyo determinante valga 4? 

Solución: 

𝑎ሻ Sea 𝑋 ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ la matriz que se busca. 

𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝑋 ൉ 𝐴 ⇒ ቀ2 0
1 െ1

ቁ ൉ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ൉ ቀ2 0
1 െ1

ቁ ;  

        ቀ 2𝑎 2𝑏
𝑎 െ 𝑐 𝑏 െ 𝑑

ቁ ൌ ቀ2𝑎 ൅ 𝑏 െ𝑏
2𝑐 ൅ 𝑑 െ𝑑

ቁ ⇒

     2𝑎 ൌ 2𝑎 ൅ 𝑏
            2𝑏 ൌ െ𝑏
𝑎 െ 𝑐 ൌ 2𝑐 ൅ 𝑑
      𝑏 െ 𝑑 ൌ െ𝑑

ൢ ⇒ 𝑏 ൌ 0;   𝑎 ൌ 3𝑐 ൅ 𝑑. 

  La matriz pedida es de la forma: 

 𝑿 ൌ ቀ𝟑𝒄 ൅ 𝒅 𝟎
𝒄 𝒅

ቁ. 

  Por ejemplo, para ቄ𝑐 ൌ 1
𝑑 ൌ 2

ቅ ⇒ 𝑋 ൌ ቀ5 0
1 2

ቁ, que se comprueba a continuación: 

𝐴 ൉ 𝑋 ൌ ቀ2 0
1 െ1

ቁ ൉ ቀ5 0
1 2

ቁ ൌ ቀ10 0
4 െ2

ቁ. 

 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ ቀ5 0
1 2

ቁ ൉ ቀ2 0
1 െ1

ቁ ൌ ቀ10 0
4 െ2

ቁ. 

 

𝑏ሻ   Una matriz simétrica es aquella que es igual a su traspuesta. 

  Siendo 𝑋 ൌ ቀ3𝑐 ൅ 𝑑 0
𝑐 𝑑

ቁ es 𝑋௧ ൌ ቀ3𝑐 ൅ 𝑑 𝑐
0 𝑑

ቁ. 

  𝑋 ൌ 𝑋௧ ⇒ ቀ3𝑐 ൅ 𝑑 0
𝑐 𝑑

ቁ ൌ ቀ3𝑐 ൅ 𝑑 𝑐
0 𝑑

ቁ ⇒ 𝑐 ൌ 0. 

  La nueva matriz pedida, 𝑋ଵ, es de la forma 𝑋ଵ ൌ ቀ𝑑 0
0 𝑑

ቁ. 

|𝑋ଵ| ൌ 4 ⇒ ቚ𝑑 0
0 𝑑

ቚ ൌ 4;  𝑑ଶ ൌ 4 ⇒ 𝑑ଵ ൌ െ2, 𝑑ଶ ൌ 2.  

  Las matrices que satisfacen lo pedido son 𝑿𝟏
ᇱ ൌ ቀെ𝟐 𝟎

𝟎 െ𝟐
ቁ  𝒚 𝑿𝟏

ᇱᇱ ൌ ቀ𝟐 𝟎
𝟎 𝟐

ቁ. 
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Problema 2: 

2º) 𝑎ሻ Tres lápices, un cuaderno y una agenda han costado 5 euros, lo mismo que dos cuadernos y una 
agenda. ¿Podemos saber el precio de cada artículo si ninguno es gratis y en céntimos todos son múlti‐
plos de 50? 

𝑏ሻ Calcula razonadamente el siguiente límite:  lim
௫→ାஶ

ቀ௫ାଵ

௫
ቁ

ೣమశభ
ೣ

. 

Solución: 

𝑎ሻ   Sean 𝑥, 𝑦, 𝑧 los precios (en céntimos) de un lápiz, un cuaderno y una agenda, respectivamente. 

  El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 

 
3𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 500
        2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 500ൠ. Sistema de dos ecuaciones  (no proporcionales) con tres  incógnitas, por  lo 

cual es compatible indeterminado. 

  Para resolverlo se parametriza una variable, por ejemplo, 3𝑥 ൌ 𝜆, con lo cual el sistema resulta: 

 
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 500 െ 𝜆

2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 500          ൠ   
െ𝑦 െ 𝑧 ൌ െ500 ൅ 𝜆
2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 500          ൠ ⇒ 𝑦 ൌ 𝜆;   𝑧 ൌ 500 െ 2𝜆. 

  𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛:  3𝑥 ൌ 𝜆;   𝑦 ൌ 𝜆;   𝑧 ൌ 500 െ 2𝜆. 

  Como los precios no pueden ser cero y han de ser múltiplos de 50, la solución que satisface las 
condiciones del problema son para 𝜆 ൌ 150, con lo cual, los precios son los siguientes: 

𝑼𝒏 𝒍á𝒑𝒊𝒛 𝒗𝒂𝒍𝒆 𝟎, 𝟓 𝒆𝒖𝒓𝒐𝒔;  𝒖𝒏 𝒄𝒖𝒂𝒅𝒆𝒓𝒏𝒐, 𝟏, 𝟓 𝒆𝒖𝒓𝒐𝒔 𝒚 𝒖𝒏𝒂 𝒂𝒈𝒆𝒏𝒅𝒂, 𝟐 𝒆𝒖𝒓𝒐𝒔. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ାஶ

ቀ௫ାଵ

௫
ቁ

ೣమశభ
ೣ ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. 𝑛º 𝑒 ⇒ lim

௫→ାஶ
ቀ1 ൅ ଵ

௫
ቁ

ೣమశభ
ೣ ൌ   

ൌ lim
௫→ାஶ

ቀ1 ൅ ଵ

௫
ቁ

௫൉భ
ೣ

൉ೣమశభ
ೣ ൌ lim

௫→ଵ
 ቂቀ1 ൅ ଵ

௫
ቁ

௫
ቃ

ೣమశೣ
ೣమ

ൌ  

ൌ ቈ lim
௫→ାஶ

൬1 ൅
1
𝑥

൰
௫

቉

௫మା௫
௫మ

ൌ 𝑒 ୪୧୫
ೣ→భ

 ௫
మା௫
௫మ ൌ 𝑒ଵ ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

ቀ
𝒙ା𝟏

𝒙
ቁ

𝒙𝟐శ𝟏
𝒙 ൌ 𝒆. 
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Problema 3: 

3º) 𝑎ሻ Sea la curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 𝑥ଶ. 

  𝑎ଵሻ ¿Qué valores puede tomar 𝑎 ∈ 𝑅 para que la curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 𝑥ଶ corte al eje de abscisas 
(eje OX) en dos puntos y, por tanto, delimite con dicho eje un recinto cerrado? 

𝑎ଶሻ Encuentra razonadamente 𝑎 ∈ 𝑅 para que el área de dicho recinto valga 36. 

𝑏ሻ Resuelve la siguiente integral: 𝐼 ൌ ׬
ଶ௫

√ଵାଷ௫మ ൉ 𝑑𝑥. El cambio 𝑡 ൌ 1 ൅ 3𝑥ଶ te puede ayudar. 

Solución: 

𝑎ሻ  

𝑎ଵሻ La curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎 െ 𝑥ଶ es una parábola convexa ሺ∩ሻ, por ser negativo el coeficiente de 𝑥ଶ; 
simétrica con respecto al eje de ordenadas por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ y cuyo vértice (máximo) es el 
punto 𝑉ሺ0, 𝑎ሻ. 

𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂 𝒖𝒏 𝒓𝒆𝒄𝒊𝒏𝒕𝒐 𝒄𝒆𝒓𝒓𝒂𝒅𝒐 𝒄𝒐𝒏 𝑶𝑿 ∀𝒂 ∈ 𝑹, 𝒂 ൐ 𝟎. 

 

𝑎ଶሻ   Los puntos de corte de la curva con el eje OX son los siguientes: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎 െ 𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶ ൌ 𝑎 ⇒ ቊ
𝑥ଵ ൌ െ√𝑎 → 𝑃൫െ√𝑎, 0൯

𝑥ଶ ൌ √𝑎 → 𝑄൫√𝑎, 0൯      
. 

  Teniendo en cuenta la simetría de la función,  la superficie 
pedida es la siguiente: 

  𝑆 ൌ 2 ൉ ׬ ሺ𝑎 െ 𝑥ଶሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ√௔
଴ 2 ൉ ቂ𝑎𝑥 െ ௫య

ଷ
ቃ

଴

√௔
ൌ 36; 

ቂ𝑎𝑥 െ ௫య

ଷ
ቃ

଴

√௔
ൌ 18;  ൤𝑎 ൉ √𝑎 െ

൫√௔൯
య

ଷ
൨ െ 0 ൌ 18;  

𝑎√𝑎 െ ௔√௔

ଷ
ൌ 18;   3𝑎√𝑎 െ 𝑎√𝑎 ൌ 54;   2𝑎√𝑎 ൌ 54;  

𝑎√𝑎 ൌ 27;  √𝑎ଷ ൌ 27 ൌ 3ଷ;  𝑎ଷ ൌ 3଺ ⇒ 𝑎 ൌ 3ଶ ⇒ 𝑎 ൌ 9.  

  La representación gráfica adjunta expresa, muy aproxima‐
damente, la situación. 

 

𝑏ሻ 𝐼 ൌ ׬
ଶ௫

√ଵାଷ௫మ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ
1 ൅ 3𝑥ଶ ൌ 𝑡

2𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଷ
൉ 𝑑𝑡ቋ ⇒ ଵ

ଷ
൉ ׬

ଵ

√௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ ଵ

ଷ
൉ ׬ 𝑡ିభ

మ ൉ 𝑑𝑡 ൌ  

ൌ
1
3

൉
𝑡ିଵ

ଶାଵ

െ 1
2 ൅ 1

൅ 𝐶 ൌ
1
3

൉
𝑡

ଵ
ଶ

1
2

൅ 𝐶 ൌ
2
3

൉ √𝑡 ൅ 𝐶 ⇒ 

𝑰 ൌ ׬
𝟐𝒙

ඥ𝟏ା𝟑𝒙𝟐
൉ 𝒅𝒙 ൌ

𝟐

𝟑
൉ √𝟏 ൅ 𝟑𝒙𝟐 ൅ 𝑪   

   

𝑌 

𝑂  𝑋

𝑓ሺ𝑥ሻ

െ√𝑎 √𝑎

𝑆 

𝑉 

𝑄𝑃
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Problema 4: 

4º) Sean las rectas 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2𝜆 
𝑦 ൌ െ𝜆
𝑧 ൌ 𝑎   

 y 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1  
𝑦 ൌ 𝜇     
𝑧 ൌ െ5𝜇

, donde λ y 𝜇 son los parámetros y 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑎ሻ Estudia su posición relativa en función de los valores que toma 𝑎. 

𝑏ሻ Encuentra razonadamente un plano que contenga a 𝑠 y sea paralela a 𝑟. 

Solución: 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ0, 0, 𝑎ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 0ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺെ1, 0, 0ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, െ5ሻ. 

Los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑣௦ሬሬሬ⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componen‐
tes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ1, 0, 0ሻ െ ሺ0, 0, 𝑎ሻሿ ൌ ሺെ1, 0, െ𝑎ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
2 െ1 0
0 1 െ5

െ1 0 െ𝑎
อ ൌ െ2𝑎 െ 5 ൌ 0;   2𝑎 ൌ െ5 ⇒ 𝑎 ൌ െ ହ

ଶ
. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ
𝟓

𝟐
⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሼ𝒗𝒓ሬሬሬሬ⃗ , 𝒗𝒔ሬሬሬሬ⃗ , 𝒘ሬሬሬ⃗ ሽ ൌ 𝟐 ൏ 𝟑 ⇒  𝒗𝒓ሬሬሬሬ⃗ , 𝒗𝒔ሬሬሬሬ⃗ , 𝒘ሬሬሬ⃗  𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒑𝒍𝒂𝒏𝒂𝒓𝒊𝒐𝒔.   

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ് െ
𝟓

𝟐
⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሼ𝒗𝒓ሬሬሬሬ⃗ , 𝒗𝒔ሬሬሬሬ⃗ , 𝒘ሬሬሬ⃗ ሽ ൌ 𝟑 ⇒  𝒗𝒓ሬሬሬሬ⃗ , 𝒗𝒔ሬሬሬሬ⃗ , 𝒘ሬሬሬ⃗  𝒏𝒐 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒑𝒍𝒂𝒏𝒂𝒓𝒊𝒐𝒔.   

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒓𝒖𝒛𝒂𝒏. 

 

𝑏ሻ   El plano pedido, 𝜋, por ser paralelo a la recta 𝑟 y contener a la recta 𝑠, tiene como vectores di‐
rectores a 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 0ሻ y a 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, െ5ሻ y contiene a 𝐵ሺെ1, 0, 0ሻ ∈ 𝑠. 

𝜋ሺ𝐵; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 ൅ 1 𝑦 𝑧

2 െ1 0
0 1 െ5

อ ൌ 0;   5ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 2𝑧 ൅ 10𝑦 ൌ 0;  

5𝑥 ൅ 5 ൅ 10𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 0 ⇒ 

 𝝅 ≡ 𝟓𝒙 ൅ 𝟏𝟎𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൅ 𝟓 ൌ 𝟎. 
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Problema 5: 

5º)  𝑎ሻ Expresa razonadamente en forma de ecuaciones paramétricas la recta intersección de los planos 
𝜋ଵ ≡ 𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 1 y 𝜋ଶ ≡ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 5. 

𝑏ሻ Enuncia el teorema del Valor Medio del Cálculo Integral. Encuentra razonadamente el punto al que 

hace alusión dicho teorema para la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ

௫మ en el intervalo ሾ1, 3ሿ. Interpreta geométricamen‐

te lo hallado. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑟 ≡ ൜
𝜋ଵ ≡ 𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 1  
𝜋ଶ ≡ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 5  ⇒  𝑟 ≡ ൜

𝑥 െ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 5. 

  𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 5 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆;   𝑦 ൌ 5 െ 2𝜆;   𝑥 ൌ 1 ൅ 5 െ 2𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ 6 െ 2𝜆. 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟔 െ 𝟐𝝀
𝒚 ൌ 𝟓 െ 𝟐𝝀
𝒛 ൌ 𝝀           

. 

 

𝑏ሻ El teorema del Valor Medio del cálculo integral se puede enunciar así: “Si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ es conti‐

nua en un intervalo ሾ𝑎, 𝑏ሿ, existe un valor 𝑐 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ que cumple que ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ௕
௔ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑓ሺ𝑐ሻ ൉ ሺ𝑏 െ 𝑎ሻ”.  La 

interpretación gráfica se expresa a continuación. 

 

 

 

 

 

 

 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଷ
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଷ

௫మ

ଷ
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 3 ൉ ׬ 𝑥ିଶଷ

ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 3 ൉ ቂ௫షభ

ିଵ
ቃ

ଵ

ଷ
ൌ 3 ൉ ቂെ ଵ

௫
ቃ

ଵ

ଷ
ൌ 

ൌ 3 ൉ ቂଵ

௫
ቃ

ଷ

ଵ
ൌ 3 ൉ ቀଵ

ଵ
െ ଵ

ଷ
ቁ ൌ 3 െ 1 ⇒ 𝑆 ൌ 2 𝑢ଶ. 

  𝑆 ൌ 𝑓ሺ𝑐ሻ ൉ ሺ3 െ 1ሻ ൌ 2 ⇒ 𝑓ሺ𝑐ሻ ൉ 2 ൌ 2;   𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 1 ൌ ଷ

௖మ ⇒ 

𝒄 ൌ √𝟑 ∈ ሾ𝟏, 𝟑ሿ.   

   

𝑏

𝑌  𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑎 𝑂  𝑋

𝑆 

𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 1

𝑏 

𝑌

𝑓ሺ𝑐ሻ

𝑓ሺ𝑥ሻ

Q

𝑎𝑂 𝑋 
𝑐

S 

𝐹𝑖𝑔𝑢𝑟𝑎 2 
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Problema 6: 

6º) 𝑎ሻ Estudia el rango de la matriz 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 𝑚 0
2 1 0
4 1 𝑚

    
1
𝑚
2

൱ en función del parámetro 𝑚 ∈ 𝑅. 

𝑏ሻ Sean los planos 𝜋ଵ ≡ 2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൌ 1, 𝜋ଶ ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑚 y 𝜋ଷ ≡ 4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 2. Estudia su posición 
relativa según los valores de 𝑚. Puedes utilizar los resultados obtenidos en el apartado anterior. 

Solución: 

𝑎ሻ   Considerando la matriz 𝑀 formada por las tres primeras columnas de 𝑀ᇱ: 

  |𝑀| ൌ อ
2 𝑚 0
2 1 0
4 1 𝑚

อ ൌ 𝑚 ൉ ቚ2 𝑚
2 1

ቚ ൌ 𝑚 ൉ ሺ2 െ 2𝑚ሻ ൌ 𝑚 ൉ ሺ1 െ 𝑚ሻ ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝑚ଵ ൌ 0, 𝑚ଵ ൌ 1 ⇒ 𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝑚 ് 0
𝑚 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 0 0
2 1 0
4 1 0

    
1
0
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
2 0 0
2 1 0
4 1 2

อ ൌ 2 ൉ ቚ2 0
2 1

ቚ ൌ 2 ൉ 2 ൌ 4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 1 0
2 1 0
4 1 1

    
1
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଶሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 𝒔𝒊 𝒎 ് 𝟏; 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 𝒔𝒊 𝒎 ൌ 𝟏. 

 

𝑏ሻ  Los  planos 𝜋ଵ ≡ 2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൌ 1, 𝜋ଶ ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑚  y 𝜋ଷ ≡ 4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 2  determinan  el  sistema 
        2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൌ 1
          2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑚
4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 2

ൡ,  cuyas  matrices  de  coeficientes  y  ampliada  son  𝑀 ൌ ൭
2 𝑚 0
2 1 0
4 1 𝑚

൱  𝑦 𝑀ᇱ ൌ

൭
2 𝑚 0
2 1 0
4 1 𝑚

    
1
𝑚
2

൱. 

Nótese que la matriz 𝑀ᇱ es la misma del apartado anterior. 

Según sean los rangos de estas matrices, la posición relativa de los planos son las siguientes: 

1º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

2º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑑𝑜𝑠. 

3º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

4º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 

5º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

𝑺𝒊 ቄ𝒎 ് 𝟎
𝒎 ് 𝟏

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑳𝒐𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐. 



 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de CASTILLA LA MANCHA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)10 

𝑺𝒊 𝒎 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐, 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑳𝒐𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒅𝒐𝒔 𝒂 𝒅𝒐𝒔. 

𝑺𝒊 𝒎 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ⇒ 𝑳𝒐𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂. 

  Nota: Para 𝑚 ൌ 1 debe tenerse en cuenta que dos planos son coincidentes. 
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Problema 7: 

7º) 𝑎ሻ Sean los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ y 𝑣⃗ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ. Calcula el plano 𝜋 que pasa por el punto 𝐴ሺ0, 0, 1ሻ 
y con vector normal el producto vectorial de 𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗. 

𝑏ሻ El EVAU club de fútbol tiene una probabilidad del 90 % de ganar un partido cuando juega Benceno 
(su delantero estrella) y del 60 % cuando no lo hace. Se sabe que la probabilidad de que Benceno jue‐
gue un partido es del 80 %. 

  𝑏ଵሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el EVAU C. F. gane un partido cualquiera? 

𝑏ଶሻ Si el EVAU C. F. acaba de ganar un partido, ¿cuál es la probabilidad de que Benceno haya ju‐
gado? 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑛ሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ∧ 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 1
1 0 1

อ ൌ 𝑖 ൅ 𝑗 െ 𝑘 െ 𝑗 ൌ 𝑖 െ 𝑘 ⇒ 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ. 

  La expresión general del plano pedido es 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  Como el plano 𝜋 contiene al punto 𝐴ሺ0, 0, 1ሻ tiene que satisfacer su ecuación: 

 
𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                  𝐴ሺ0, 0, 1ሻൠ ⇒ 0 െ 1 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝐷 ൌ 1 ⇒ 

 𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒛 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ   El diagrama del árbol que se deduce es el siguiente: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑏ଵሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐺ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐺ሻ ൅ 𝑃൫𝐵 ∩ 𝐺൯ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺/𝐵ሻ ൅ 𝑃൫𝐵൯ ൉ 𝑃൫𝐺/𝐵൯ ൌ 

ൌ 0,8 ൉ 0,9 ൅ 0,2 ൉ 0,6 ൌ 0,72 ൅ 0,12 ൌ 0,84. 

 

𝑏ଶሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵/𝐺ሻ ൌ ௉ሺ஻∩ீሻ

௉ሺீሻ
ൌ ௉ሺ஻ሻ൉௉ሺீ/஻ሻ

௉ሺீሻ
ൌ ଴,଼൉଴,ଽ

଴,଼ସ
ൌ ଴,଻ଶ

଴,଼ସ
ൌ 0,8571. 

   

0,2 

0,8 

0,9 

0,1

0,6 

0,4 

𝐵 

→ 𝑝 ൌ 0,8 ൉ 0,9 ൌ 0,72

𝐺

𝐺

𝐺
𝐵 

𝐺

→ 𝑝 ൌ 0,8 ൉ 0,1 ൌ 0,08

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,6 ൌ 0,12

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉ 0,4 ൌ 0,08
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Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ Se calcula que una quinta parte de los niños españoles presentan algún tipo de intolerancia ali‐
mentaria. En una cantina escolar los niños se sientan al azar en mesas de 4 comensales. 

𝑎ଵሻ ¿Cuál es la probabilidad de que en una mesa haya algún niño con intolerancia alimentaria? 

  𝑎ଶሻ Cuando en una mesa hay algún niño con intolerancia alimentaria, a esa mesa se le sirve el 
pan sin gluten. Si un día hay ocupadas 8 mesas, ¿cuál es la probabilidad de que haya que servir pan sin 
gluten en alguna mesa? 

𝑏ሻ El peso de los paquetes de 1 kg de arroz que comercializa determinada marca siguen una distribu‐
ción normal de 985 g de media y 25 g de desviación típica. 

𝑏ଵሻ ¿Cuántos pesarán más de un kilo? 

  𝑏ଶሻ ¿Cuánto pesará el más ligero del 70 % de los que más pesan? 

Solución: 

𝑎ሻ  

𝑎ଵሻ Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

𝑛 ൌ 4;   𝑝 ൌ ଵ

ହ
;   𝑞 ൌ 1 െ ଵ

ହ
ൌ ସ

ହ
.     

Por el suceso contrario, la probabilidad de que haya algún niño con intolerancia alimentaria en la 
mesa es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no haya ningún niño en la mesa con into‐
lerancia alimentaria. 

La fórmula de la probabilidad binomial de 𝑛 elementos de los cuales se produczan 𝑟 viene dada 

por la fórmula: 𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥. 

         𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ0ሻ ൌ 1 െ ቀ4
0

ቁ ൉ ቀଵ

ହ
ቁ

଴
൉ ቀସ

ହ
ቁ

ସ
ൌ 1 െ 1 ൉ 1 ൉ ଶହ଺

଺ଶହ
ൌ 1 െ 0,4096 ⇒  

⇒ 𝑷 ൌ 𝟎, 𝟓𝟗𝟎𝟒. 

 

  𝑎ଶሻ  

Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

𝑛 ൌ 8;   𝑝 ൌ 0,5904;   𝑞 ൌ 1 െ 𝑝 ൌ 0,4096.   

 Como en el apartado anterior, por el suceso contrario,  la probabilidad de que haya que poner 
pan sin gluten en alguna mesa es equivalente a  la unidad menos  la probabilidad de que no haya que 
poner pan sin gluten en ninguna mesa. 

     𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ0ሻ ൌ 1 െ ቀ8
0

ቁ ൉ ሺ0,5904ሻ଴ ൉ ሺ0,4096ሻ଼ ൌ 1 െ 1 ൉ 1 ൉ 0,0008 ൌ  

ൌ 1 െ 0,0008 ⇒ 

𝑷 ൌ 𝟎, 𝟗𝟗𝟗𝟐. 

 

𝑏ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 985;   𝜎 ൌ 25. 
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𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ985, 25ሻ.   Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଽ଼ହ

ଶହ
. 

𝑏ଵሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 1.000ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ.଴଴଴ିଽ଼ହ

ଶହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵହ

ଶହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 0,6ሻ ൌ   

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0,6ሻ ൌ 1 െ 0,7257 ൌ 0,2743. 

𝑷𝒆𝒔𝒂𝒏 𝒎𝒂𝒔 𝒅𝒆 𝒖𝒏 𝒌𝒊𝒍𝒐 𝒆𝒍 𝟐𝟕, 𝟒𝟑 % 𝒅𝒆 𝒍𝒐𝒔 𝒑𝒂𝒒𝒖𝒆𝒕𝒆𝒔. 

 

  𝑏ଶሻ   Se nos pide el valor de 𝛽, siendo: 𝑃ሺ𝑋 ൐ 𝛽ሻ ൌ 0,7. 

  𝑃 ቀ𝑍 ൐ ఉିଽ଼ହ

ଶହ
ቁ ൌ 0,7 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ െ ఉିଽ଼ହ

ଶହ
ቁ ൌ 0,7 ⇒Mirando en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ de forma inversa, 

al valor 0,7 le corresponde un valor: ൜
0,52 െ െ0,6985
0,53 െ െ0,7019ൠ ≅ 0,525: 

  െ ఉିଽ଼ହ

ଶହ
ൌ 0,525;   𝛽 െ 985 ൌ െ13,125 ⇒ 𝛽 ൌ 985 െ 13,125 ൌ 971,875. 

𝟗𝟕𝟏, 𝟖𝟕𝟓 𝒈𝒓𝒂𝒎𝒐𝒔 𝒑𝒆𝒔𝒂 𝒆𝒍 𝒎á𝒔 𝒍𝒊𝒈𝒆𝒓𝒐 𝒅𝒆𝒍 𝟕𝟎 % 𝒅𝒆 𝒍𝒐𝒔 𝒎á𝒔 𝒑𝒆𝒔𝒂𝒅𝒐𝒔. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO 
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2021–2022 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve más, se corregirán solo los 
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar 
cualquier tipo de calculadora.  
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Discute el sistema ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 1
𝑎𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0                  
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1          

 en función del parámetro 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑏ሻ Resuelve razonadamente el sistema anterior para 𝑎 ൌ 1, si es posible. 

Problema 2: 

2º) 𝑎ሻ Encuentra razonadamente el valor de 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 para que  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௔௫ାଵ

ଶ௫ା௕
  tenga una dis‐

continuidad de santo infinito en 𝑥 ൌ 1 y tienda a 2 cuando 𝑥 → ൅∞. 

𝑏ሻ Resuelve la integral: 𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ cosሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 

Problema 3: 

3º) 𝑎ሻ Estudia la continuidad en R de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉௘ೣమషరି଼௫ାଵସ

௫మିଶ௫
. 

𝑏ሻ Sea el determinante ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 2 3

ቤ ൌ 2, donde 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. Calcula razonadamente (indicando las 

propiedades de los determinantes que utilizas) el siguiente determinante: อ
1 2 3

𝑎 െ 2 𝑏 െ 4 𝑐 െ 6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ. 

 

Problema 4: 

4º) Sea el punto 𝐴ሺ1, 0, 1ሻ y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8. 

𝑎ሻ Calcula la recta perpendicular a 𝜋 y que pasa por A. ¿En qué punto se cortan la recta y el plano? 

𝑏ሻ Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de 𝜋 igual que A, es decir, el punto simé‐
trico de A con respecto a 𝜋. 

 

Problema 5: 

5º)  𝑎ሻ Sea el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y los puntos 𝐴ሺ0, 0, െ1ሻ 𝑦 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ. Obtén el plano perpendi‐
cular a 𝜋 y que contiene a 𝐴 y 𝐵. 

𝑏ሻ Calcula el área de la región delimitada por las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 5 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥. 
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Problema 6: 

6º) 𝑎ሻ Sea el tetraedro cuyos vértices son 𝐴ሺ𝑎, 0, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 3, 0ሻ, 𝐶ሺ0, 1, 0ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 1ሻ, con 𝑎 ∈ 𝑅. Halla 
los valores de 𝑎 para que el volumen de dicho tetraedro sea 1. 

𝑏ሻ Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que  la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉௘ೣି଼௫ିଷ

௫మାଵ
 

corta al eje de abscisas al menos una vez. 

Problema 7: 

7º) 𝑎ሻ Despeja la matriz 𝑋 de la ecuación matricial 𝐴 ൉ 𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝑋, siendo 𝑋, 𝐴 𝑦 𝐵 matrices cuadradas 

cualesquiera. Calcula 𝑋 para 𝐴 ൌ ቀ3 െ1
0 2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 2

ቁ. 

𝑏ሻ Un piloto de Fórmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si participa 
en las próximas 4 carreras, ¿cuál es la probabilidad de que gane al menos dos? 

Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ  En un determinado  I.E.S.  la probabilidad de que un alumno apruebe  si  va a  clase es del 80 % 
mientras que si no va a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a clase. 

𝑎ଵሻ ¿Cuál es la probabilidad de que en un alumno apruebe? 

  𝑎ଶሻ Si un alumno ha suspendido, ¿cuál es la probabilidad de que no haya asistido a clase. 

𝑏ሻ Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente contie‐
nen sigue una distribución normal con media 150 ml y desviación típica 5 ml. 

𝑏ଵሻ ¿Qué proporción de las botellas contiene más de 152 ml? 

  𝑏ଶሻ ¿Qué proporción de botellas tiene entre 149 y 152 ml? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Discute el sistema ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 1
𝑎𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0                  
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1          

 en función del parámetro 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑏ሻ Resuelve razonadamente el sistema anterior para 𝑎 ൌ 1, si es posible. 

Solución: 

𝑎ሻ   Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 2 3
𝑎 0 1
1 1 2

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 2 3
𝑎 0 1
1 1 2

    
𝑎 ൅ 1

0
1

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 2 3
𝑎 0 1
1 1 2

อ ൌ 3𝑎 ൅ 2 െ 1 െ 4𝑎 ൌ 0;   1 െ 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 1.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ് 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 3
1 0 1
1 1 2

    
2
0
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ 𝐶ସሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

 

𝑏ሻ   Para  𝑎 ൌ 1  el  sistema  resulta: 
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 2
             𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1

ൡ,  que  es  compatible  indeterminado.  Para  su 

resolución se desprecia una ecuación (primera) y se parametriza una de las incógnitas ሺ𝑧 ൌ 𝜆ሻ.  

El sistema resulta: 
          𝑥 ൅ 𝜆 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝜆 ൌ 1ൠ ⇒ 𝑥 ൌ െ𝜆;   𝑦 ൌ 1 െ 𝜆. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝝀, 𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

2º) 𝑎ሻ Encuentra razonadamente el valor de 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 para que  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௔௫ାଵ

ଶ௫ା௕
  tenga una dis‐

continuidad de santo infinito en 𝑥 ൌ 1 y tienda a 2 cuando 𝑥 → ൅∞. 

𝑏ሻ Resuelve la integral: 𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ cosሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௔௫ାଵ

ଶ௫ା௕
 tenga una discontinuidad de santo infinito en 𝑥 ൌ 1 tiene que 

anularse el denominador para este valor: 

  2 ൉ 1 ൅ 𝑏 ൌ 0;   2 ൅ 𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൌ െ2. 

  lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

௔௫ାଵ

ଶ௫ା௕
ൌ ௔

ଶ
ൌ 2 ⇒ 𝑎 ൌ 4. 

 

𝑏ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ
𝑢 ൌ 𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠 ሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻቋ ⇒  

⇒ 𝑥 ൉ ଵ

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ െ ׬

ଵ

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ െ ଵ

ଶ
൉ ׬ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ௫

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ ൅ ଵ

ଶ
൉ ଵ

ଶ
൉ 𝑐𝑜𝑠 ሺ2𝑥ሻ ൅ 𝐶. 

𝑰 ൌ ׬ 𝒙 ൉ 𝒄𝒐𝒔 ሺ𝟐𝒙ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ሾ𝟐𝒙 ൉ 𝒔𝒆𝒏 ሺ𝟐𝒙ሻ ൅ 𝒄𝒐𝒔 ሺ𝟐𝒙ሻሿ ൅ 𝑪. 
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Problema 2: 

3º) 𝑎ሻ Estudia la continuidad en R de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉௘ೣమషరି଼௫ାଵସ

௫మିଶ௫
. 

𝑏ሻ Sea el determinante ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 2 3

ቤ ൌ 2, donde 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. Calcula razonadamente (indicando las 

propiedades de los determinantes que utilizas) el siguiente determinante: อ
1 2 3

𝑎 െ 2 𝑏 െ 4 𝑐 െ 6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ. 

Solución: 

𝑎ሻ   La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉௘ೣమషరି଼௫ାଵସ

௫మିଶ௫
 es continua en R, excepto para los valores reales de 𝑥 que anu‐

lan el denominador. 
  𝑥ଶ െ 2𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ 2. 

  lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ଶ൉௘ೣమషరି଼௫ାଵସ

௫మିଶ௫
ൌ ଶ൉௘షరି଴ାଵସ

଴
ൌ േ∞. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟎 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒅𝒊𝒔𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒊𝒏𝒆𝒗𝒊𝒕𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝒔𝒂𝒍𝒕𝒐 𝒊𝒏𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒐

. 

  lim
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଶ

ଶ൉௘మమషరି଼൉ଶାଵସ

଴
ൌ ଶ൉௘బିଶ

଴
ൌ ଶ൉ଵିଶ

଴
ൌ ଶିଶ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ 

⇒ ሼ𝐿´𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ଶ

ସ௫൉௘ೣమషరି଼

ଶ௫ିଶ
ൌ ସ൉ଶ൉௘మమషరି଼

ଶ൉ଶିଶ
ൌ ଼ି଼

ଶ
ൌ ଴

ଶ
ൌ 0.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟐 𝒍𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒅𝒊𝒔𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒗𝒊𝒕𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒅𝒆 𝒔𝒂𝒍𝒕𝒐 𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒐. 
 

𝑏ሻ อ
1 2 3

𝑎 െ 2 𝑏 െ 4 𝑐 െ 6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ ൌ อ
1 2 3
𝑎 𝑏 𝑐

2𝑥 2𝑦 2𝑧
อ ൅ อ

1 2 3
െ2 െ4 െ6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ ൌ 𝐴 ൅ 𝐵.  

  𝐴 ൌ อ
1 2 3
𝑎 𝑏 𝑐

2𝑥 2𝑦 2𝑧
อ ൌ 2 ൉ อ

1 2 3
𝑎 𝑏 𝑐
𝑥 𝑦 𝑧

อ ൌ െ2 ൉ ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
𝑎 𝑏 𝑐
1 2 3

ቤ ൌ െ2 ൉ 2 ൌ െ4. 

  𝐵 ൌ อ
1 2 3

െ2 െ4 െ6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ ൌ െ2 ൉ อ
1 2 3
1 2 3

2𝑥 2𝑦 2𝑧
อ ൌ െ2 ൉ 0 ൌ 0. 

  De lo anterior se deduce que: อ
1 2 3

𝑎 െ 2 𝑏 െ 4 𝑐 െ 6
2𝑥 2𝑦 2𝑧

อ ൌ െ4. 

En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes: 

1ª.‐ Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos sumandos, su de‐

terminante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha línea el primero y el segundo 

sumandos, respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial. 

2ª.‐ Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es cero. 

3ª.‐ Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 

4ª.‐ Si todos los elementos de una línea de un determinante se multiplican o dividen por un número su 

valor queda multiplicado o dividido por dicho número. 
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𝐴ᇱሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝐴ሺ1, 0, 1ሻ 
𝑡 

𝜋

𝑀ሺ3, 2, 3ሻ 

Problema 4: 

4º) Sea el punto 𝐴ሺ1, 0, 1ሻ y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8. 

𝑎ሻ Calcula la recta perpendicular a 𝜋 y que pasa por A. ¿En qué punto se cortan la recta y el plano? 

𝑏ሻ Obtén el punto de la recta anterior distinto de A que dista de 𝜋 igual que A, es decir, el punto simé‐
trico de A con respecto a 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ Un vector normal del plano π ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ. 

  La  recta 𝑟 pedida  tiene como vector director a 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ  y  contiene al punto 𝐴ሺ1, 0, 1ሻ.  Su 
expresión, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝒓 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀
𝒚 ൌ 𝝀        
𝒛 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀

. 

 

𝑏ሻ El punto 𝑀, intersección de la recta 𝑟 con el plano 𝜋 es el siguiente: 

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 8

      𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 𝜆        
𝑧 ൌ 1 ൅ 𝜆

ൢ ⇒ ሺ1 ൅ 𝜆ሻ ൅ 𝜆 ൅ ሺ1 ൅ 𝜆ሻ ൌ 8;   3𝜆 ൌ 6;   𝜆 ൌ 2 ⇒  

 ⇒ 𝜆 ൌ 2 ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൌ 3
𝑦 ൌ 2               
𝑧 ൌ 1 ൅ 2 ൌ 3

ൡ ⇒ 𝑀ሺ3, 2, 3ሻ.  

𝑥 ൅ 1
2

ൌ 3 ⇒ 𝑥 ൌ 6 െ 1 ൌ 5

                
𝑦 ൅ 0

2
ൌ 2 ⇒ 𝑦 ൌ 4

𝑧 ൅ 1
2

ൌ 3 ⇒ 𝑧 ൌ 6 െ 1 ൌ 5⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

𝑨′ሺ𝟓, 𝟒, 𝟓ሻ. 
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Problema 5: 

5º)  𝑎ሻ Sea el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 y los puntos 𝐴ሺ0, 0, െ1ሻ 𝑦 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ. Obtén el plano perpendi‐
cular a 𝜋 y que contiene a 𝐴 y 𝐵. 

𝑏ሻ Calcula el área de la región delimitada por las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 5 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos 𝐴ሺ0, 0, െ1ሻ 𝑦 𝐵ሺ1, 1, 1ሻ determinan el vector: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺ0, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺ1, 1, 2ሻ. 
  Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ3, 1ሻ. 
  El plano 𝛽 pedido, perpendicular a 𝜋 y que contiene a los puntos A y B, es el siguiente, expresa‐
do por su ecuación genera: 

  𝛽൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑛ሬ⃗ ;   𝐴൯ ≡ อ
𝑥 𝑦 𝑧 ൅ 1
1 1 2
1 െ3 1

อ ൌ 0;   

𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3ሺ𝑧 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑧 ൅ 1ሻ ൅ 6𝑥 െ 𝑦 ൌ 0;  5𝑥 ൅ 𝑦 െ 4ሺ𝑧 ൅ 1ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜷 ≡ 𝟓𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟒𝒛 െ 𝟒 ൌ 𝟎. 
 

𝑏ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 5 es una parábola convexa ሺ∪ሻ por ser positivo el coeficiente de 𝑥ଶ. Su 
vértice es el siguiente: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 4 ൌ 0;   𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝑉ሺ2, 1ሻ. 

Los puntos de corte de  la parábola y  la recta se obtie‐
nen de la igualación de sus expresiones: 

𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 5 ൌ 3 െ 𝑥; 𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;     

𝑥 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒  

⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ 1 → 𝑃ሺ1, 2ሻ

𝑥ଶ ൌ 2 → 𝑉ሺ2, 1ሻ   
. 

La representación gráfica de  la situación es, aproxima‐
damente, la que se indica en la figura adjunta. 

Por ser todas las ordenadas de la recta mayores que las correspondientes ordenadas de la pará‐
bola en el intervalo ሺ1, 2ሻ, la superficie a calcular es la siguiente: 
  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥

ଶ
ଵ ൌ ׬ ሾሺ3 െ 𝑥ሻ െ ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 5ሻሿ ൉ 𝑑𝑥 ൌ

ଶ
ିଵ   

ൌ ׬ ሺെ𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 2ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ ቂെ ௫య

ଷ
൅ ଷ௫మ

ଶ
െ 2𝑥ቃ

ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ቀെ ଶయ

ଷ
൅ ଷ൉ଶమ

ଶ
െ 2 ൉ 2ቁ െ ቀെ ଵయ

ଷ
൅ ଷ൉ଵమ

ଶ
െ 2 ൉ 1ቁ ൌ െ ଼

ଷ
൅ 6 െ 4 ൅ ଵ

ଷ
െ ଷ

ଶ
൅ 2 ൌ  

ൌ 4 െ
7
3

െ
3
2

ൌ
24 െ 14 െ 9

6
⇒ 

𝑺 ൌ
𝟏

𝟔
 𝒖𝟐 ≅ 𝟎, 𝟏𝟕 𝒖𝟐 . 

   

𝑌 

𝑂 

𝑋 

𝑃 

െ1 

𝑉 

4 

𝑆 
𝑔ሺ𝑥ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

4 2 

2 

1 
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Problema 6: 

6º) 𝑎ሻ Sea el tetraedro cuyos vértices son 𝐴ሺ𝑎, 0, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 3, 0ሻ, 𝐶ሺ0, 1, 0ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 1ሻ, con 𝑎 ∈ 𝑅. Halla 
los valores de 𝑎 para que el volumen de dicho tetraedro sea 1. 

𝑏ሻ Enuncia el teorema de Bolzano. Utiliza este teorema para razonar que  la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉௘ೣି଼௫ିଷ

௫మାଵ
 

corta al eje de abscisas al menos una vez. 

Solución: 

𝑎ሻ   Los puntos 𝐴ሺ𝑎, 0, 1ሻ, 𝐵ሺ1, 3, 0ሻ, 𝐶ሺ0, 1, 0ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 1ሻ determinan los vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 3, 0ሻ െ ሺ𝑎, 0, 1ሻሿ ൌ ሺ1 െ 𝑎, 3, െ1ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 0ሻ െ ሺ𝑎, 0, 1ሻሿ ൌ ሺെ𝑎, 1, െ1ሻ. 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺ𝑎, 0, 1ሻሿ ൌ ሺ1 െ 𝑎, 1, 0ሻ. 

  Sabiendo que el volumen del  tetraedro es un sexto del producto mixto de  los vectores que  lo 

determinan: 

  𝑉஺஻஼஽ ൌ ଵ

଺
൉ ะ

1 െ 𝑎 3 െ1
െ𝑎 1 െ1

1 െ 𝑎 1 0
ะ ൌ 1;  ะ

1 െ 𝑎 3 െ1
െ𝑎 1 െ1

1 െ 𝑎 1 0
ะ ൌ 6; 

|𝑎 െ 3 ൉ ሺ1 െ 𝑎ሻ ൅ ሺ1 െ 𝑎ሻ ൅ ሺ1 െ 𝑎ሻ| ൌ 6;  |𝑎 െ ሺ1 െ 𝑎ሻ| ൌ 6;  |2𝑎 െ 1| ൌ 6 ⇒  

⇒ ቐ
2𝑎 െ 1 ൌ 6 → 2𝑎 ൌ 7 → 𝑎ଵ ൌ ଻

ଶ
           

െ2𝑎 ൅ 1 ൌ 6 → 2𝑎 ൌ െ5 → 𝑎ଶ ൌ െ ହ

ଶ

. 

 

𝑏ሻ   El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ  es una  función continua en  ሾ𝑎, 𝑏ሿ  y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

  Considerando, por ejemplo, los valores 𝑥 ൌ െ2 y 𝑥 ൌ 0: 

𝑓ሺെ2ሻ ൌ ଶ൉௘షమି଼൉ሺିଶሻିଷ

ሺିଶሻమାଵ
ൌ

మ
೐మାଵ଺ିଷ

ସାଵ
ൌ

మ
೐మାଵଷ

ହ
൐ 0.  

𝑓ሺ0ሻ ൌ ଶ൉௘బି଼൉଴ିଷ

଴మାଵ
ൌ ଶ൉ଵି଴ିଷ

ଵ
ൌ ିଵ

ଵ
൏ 0.  

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂 𝒂𝒍 𝒆𝒋𝒆 𝑿, 𝒂𝒍 𝒎𝒆𝒏𝒐𝒔 𝒖𝒏𝒂 𝒗𝒆𝒛, 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓𝒗𝒂𝒍𝒐 ሺെ𝟐, 𝟎ሻ. 
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Problema 7: 

7º) 𝑎ሻ Despeja la matriz 𝑋 de la ecuación matricial 𝐴 ൉ 𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝑋, siendo 𝑋, 𝐴 𝑦 𝐵 matrices cuadradas 

cualesquiera. Calcula 𝑋 para 𝐴 ൌ ቀ3 െ1
0 2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 2

ቁ. 

𝑏ሻ Un piloto de Fórmula 1 tiene una probabilidad del 60 % de ganar una carrera cualquiera. Si participa 
en las próximas 4 carreras, ¿cuál es la probabilidad de que gane al menos dos? 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴 ൉ 𝑋 ൅ 𝐵 ൌ 𝑋;   𝐵 ൌ 𝑋 െ 𝐴 ൉ 𝑋;   𝐵 ൌ 𝐼 ൉ 𝑋 െ 𝐴 ൉ 𝑋;   𝐵 ൌ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻ ൉ 𝑋; 

ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൉ 𝐵 ൌ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൉ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻ ൉ 𝑋;  ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൉ 𝐵 ൌ 𝐼 ൉ 𝑋 ⇒  

⇒ 𝑋 ൌ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൉ 𝐵. 

  𝐼 െ 𝐴 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ െ ቀ3 െ1
0 2

ቁ ൌ ቀെ2 1
0 െ1

ቁ.  |𝐼 െ 𝐴| ൌ ቚെ2 1
0 െ1

ቚ ൌ 2. 

ሺ𝐼 െ 𝐴ሻ௧ ൌ ቀെ2 0
1 െ1

ቁ.    𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒ሺ𝐼 െ 𝐴ሻ௧ ൌ ቀെ1 െ1
0 െ2

ቁ.   

ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ሺூି஺ሻ೟

|ூି஺|
ൌ

ቀିଵ ିଵ
଴ ିଶ

ቁ

ଶ
⇒ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൌ െ ଵ

ଶ
൉ ቀ1 1

0 2
ቁ. 

  𝑋 ൌ ሺ𝐼 െ 𝐴ሻିଵ ൉ 𝐵 ൌ െ ଵ

ଶ
൉ ቀ1 1

0 2
ቁ ൉ ቀ2 0

1 2
ቁ ⇒ 

𝑿 ൌ െ
𝟏

𝟐
൉ ቀ𝟑 𝟐

𝟐 𝟒
ቁ. 

 

𝑏ሻ Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

  𝑛 ൌ 4;   𝑝 ൌ 0,6;   𝑞 ൌ 1 െ 0,6 ൌ 0,4.    𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥. 

La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que no gane ningu‐
na de las carreras o que gane una. 

𝑃 ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ0ሻ ൅ 𝑃ሺ1ሻሿ ൌ 1 െ ቂቀ4
0

ቁ ൉ 0,6଴ ൉ 0,4ସ ൅ ቀ4
1

ቁ ൉ 0,6ଵ ൉ 0,4ଷቃ ൌ  

ൌ 1 െ ሺ1 ൉ 1 ൉ 0,0256 ൅ 4 ൉ 0,6 ൉ 0,064ሻ ൌ 1 െ ሺ0,0256 ൅ 0,1536ሻ ൌ 1 െ 0,1792 ⇒  

⇒ 𝑷 ൌ 𝟎, 𝟖𝟐𝟎𝟖. 
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Problema 8: 

8º) 𝑎ሻ  En un determinado  I.E.S.  la probabilidad de que un alumno apruebe  si  va a  clase es del 80 % 
mientras que si no va a clase es del 50 %. El 90 % de los alumnos va a clase. 

𝑎ଵሻ ¿Cuál es la probabilidad de que en un alumno apruebe? 

  𝑎ଶሻ Si un alumno ha suspendido, ¿cuál es la probabilidad de que no haya asistido a clase. 

𝑏ሻ Una empresa embotelladora de agua produce botellas de 150 ml. La cantidad que realmente contie‐
nen sigue una distribución normal con media 150 ml y desviación típica 5 ml. 

𝑏ଵሻ ¿Qué proporción de las botellas contiene más de 152 ml? 

  𝑏ଶሻ ¿Qué proporción de botellas tiene entre 149 y 152 ml? 

Solución: 

𝑎ሻ 

 

 

 

 

 

 

𝑎ଵሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴𝑝ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴𝑠 ∩ 𝐴𝑝ሻ ൅ 𝑃൫𝐴𝑠 ∩ 𝐴𝑝൯ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐴𝑠ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴𝑝/𝐴𝑠ሻ ൅ 𝑃൫𝐴𝑠൯ ൉ 𝑃൫𝐴𝑝/𝐴𝑠൯ ൌ 0,90 ൉ 0,80 ൅ 0,10 ൉ 0,50 ൌ  

ൌ 0,72 ൅ 0,05 ⇒ 

𝑷ሺ𝑨𝒑ሻ ൌ 𝟎, 𝟕𝟕. 

  𝑎ଶሻ  𝑃 ൌ 𝑃൫𝐴𝑠/𝐴𝑝൯ ൌ
൫஺௦∩஺௣൯

௉൫஺௦൯
ൌ

௉൫஺௦൯൉௉൫஺௣/஺௦൯

ଵି௉ሺ஺௦ሻ
ൌ ଴,ଵ଴൉଴,ହ଴

ଵି଴,଻଻
ൌ ଴,଴ହ

଴,ଶଷ
ൌ 0,2174. 

𝑏ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 150;   𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ150, 5ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵହ଴

ହ
. 

  𝑏ଵሻ𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 152ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଵହଶିଵହ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 0,4ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ ൌ 1 െ 0,6554 ൌ 0,3446.   

𝑏ଶሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ149 ൑ 𝑋 ൑ 152ሻ ൌ 𝑃 ቀଵହଶିଵହ଴

ହ
൑ 𝑍 ൑ ଵସଽିଵହ଴

ହ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃 ቀଶ

ହ
൑ 𝑍 ൑ ିଵ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ0,4 ൑ 𝑍 ൑ െ0,2ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ0,2ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,2ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,4ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,1ሻ ൌ  

ൌ 0,6554 െ 1 ൅ 0,5793 ൌ 1,2347 െ 1 ൌ 0,2347. 

0,10 

0,90 

0,80

0,20

0,50

0,50

𝐴𝑠 

→ 𝑝 ൌ 0,90 ൉ 0,80 ൌ 0,72

𝐴𝑝

𝐴𝑝

𝐴𝑝
𝐴𝑠 

𝐴𝑝

→ 𝑝 ൌ 0,90 ൉ 0,20 ൌ 0,18

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,50 ൌ 0,05

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,50 ൌ 0,05


