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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
X GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE

CURSO: 2021-2022 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente todas las preguntas, el estudiante debera escoger una de las dos opciones propuestas
y responder razonadamente a las cuestiones de la opcién elegida.
Para la realizacidn de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las siguientes
caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones
con matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de
datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 90 minutos.

Problema 1:
. _,1 0 1 a1 1 1 _ 1 1 .
Dadas las matrices A = (_1 ) _1), B = (0 1 0) yC = (O _1). Se pide:
a) Demostrar que C — ABT tiene inversa y calcularla. (4 puntos)

b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde / es la matriz identidad. (3 puntos)

c) Justificar que(ABT)™ = 2™Ipara todo nimero natural n. (3 puntos)
Problema 2:
m 0 m-1
Dada la matrizA = (—2m m? 1 ). Determinar:
0 2m 1
a) El rango de la matriz A en funciéon del parametro real m. (4 puntos)
b) La matriz inversa de A en el casom = 2. (4 puntos)

c) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A esigual a-8. (2 puntos)

Problema 3:

x=z—1 x=4—-5z
Dadas las rectas r: {y= 2_32ys.{y= 47 — 3

a) Indicar justificadamente la posicién relativade ry s. (5 puntos)

b) Hallar la ecuacion de la recta | que pasa por el origeny cortaarys. (5 puntos)
Problema 4:

x=—-1+a«
Dados los planosm; =2x —y—z+4=0ym,{y=1+a+fyla rectar:%=%=z_;
z=a—-

a) Calcular la posicidn relativa de ; y ,. (3 puntos)
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del planom, (4 puntos)
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c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de T,y r. (3 puntos)

Problema 5:

. ., x2+3
Consideramos la funcién f(x) = — obtener:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes. (1 punto)
b) Las asintotas de la funcidn. (2 puntos)
c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos. (3 puntos)
d) La primitiva de la funcidnf (x). (4 puntos)
Problema 6:

Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equildtero cortando en dos partes un cable de acero de
240 m de longitud.

a) Calcular la suma de las areas del triangulo y del cuadrado en funcién del valor X que corresponde con
los metros que mide un lado del triangulo. (3 puntos)

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el triangulo de modo que la suma de las areas
del tridangulo y del cuadrado sea minima y calcular el area minima. (7 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

1 0 1 1 1 1 _ 1 1 .

Dadas las matrices A = (
a) Demostrar que C — ABT tiene inversa y calcularla. (4 puntos)
b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde [ es la matriz identidad. (3 puntos)
c) Justificar que (ABT)™ = 2™[ para todo nimero natural n. (3 puntos)
Solucion:
a) Demostrar queC — ABT tiene inversa y calcularla.

Para demostrar que una matriz cuadrada tiene inversa sélo tenemos que comprobar que su
determinante es diferente de cero.

Vamos a ver cual es la matriz que nos preguntan. Para ello realizamos los célculos oportunos:
1 0

_(1 1 1 T _
B_(o 1 0)93 =1 1
1 0
1 0 1. 9% 11401411 1-040-141-0. 2 0
- | 1 . . . . 0, _
A-BT=( 5, P (1 (1)) (1 142.1-11 —1-042-1-1-00~G 2
_apr_ 1 15 2 0,_ -1 1

Ahora sélo tenemos que calcular su determinante:

|C—ABT|=|_01 _13|=(—1)-(—3)—0-1=3¢o

Como es diferente de cero la inversa existe.

Comunidad Auténoma de VALENCIA

Vamos a calcularla. Podemos hacerlo por dos métodos, Gauss o determinantes. Yo lo voy a resolver por
ambos pero en el examen basta con utilizar uno de ellos.

Por Gauss:
1 -1
(—1 1|1 0) (—3 0|3 1) (1 Ol_ 3
0 -30 1 0 -30 1 0 1 -1
= 0 0
F1:F1/(_3)
F, =3F, + F
LT Fo = F/(=3)
!

Por lo que tenemos que: (C — ABT)™! = ( 3

3
Podemos comprobar (es conveniente) el resultado aplicando que: (C — ABT)™1 - (C — ABT) =1
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~1 ~1
-1 = ;4. TLEDH0(5) -101-3(3)
)=

~1 —1
0 — 0- (-1 +0:(5) 0-1+(5) -3

)=( D

Por lo que el calculo es correcto.

Si lo hacemos por determinantes utilizamos la férmula:

(C — ABT)™' = —X_ (Adj(C — ABT))T

" |c-ABT|

Tenemos que: |C — ABT| =3

-1

-1 —

1-3 0 1 -3 -1 3

—_ TN-1 - _ T - _ =
0 -
3
Que es el mismo resultado que el anterior por lo que no vamos a comprobarlo.
1 -3 —1
—_ARTY1 = _

€-aBN"=2(7 °)

b) Calcular la matriz X que verifica CX = ABTX + I donde [ es la matriz identidad.
Primero tenemos que resolver con las letras:

CX —AB™X =1 (pasamos las incognitas al miembro de la izquierda)
(C—ABTHX =1 (sacamos factor comun por la derecha la incégnita)

(C—ABT)™1.(C —AB™X = (C — ABT)™! - I (multiplicamos por la izquierda por la inversa del
coeficiente de X)

Aplicando que una matriz por su inversa es la identidad tenemos que:
[-X=(C—-AB")™1.]

Como una matriz por la identidad es la misma matriz tenemos que:
X =(C—-ABT)™1

Pero esta es la matriz que hemos calculado en el apartado anterior, por lo que no hace falta volver a

calcularla:
-1
X=(C —ABT)‘1 = ( _1)
0 -
3

c) Justificar que (ABT)™ = 2" para todo nimero natural n.

Este es un ejercicio de sacar la potencia enésima. Se puede resolver por induccion. El producto de
matrices de la izquierda lo hicimos en el apartado a):
2 0
)
0 2

Podemos ver que se puede escribir la matriz siguiendo la norma del enunciado:

A-BT =(
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pTy _ 1.1 0
Si calculamos ahora el cuadrado tenemos:

(A-BTY?2=2- (é (1)) 2 ((1) (1)) =22. ((1) (1)) por lo que también se cumple.

Lo suponemos cierto para n-1, es decir:
(A . BT)n—l — 2n—1 . (1 0) — 2n—11
0 1
Lo calculamos para n:
(A-BDY*=(A-B")"1.(A-BT) =2""11.2]1 = 2"

Por lo que queda demostrado.

| (ABT)" = 2]
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Problema 2:
m 0 m-1

Dada la matrizA = (—2m m? 1 ). Determinar:
0 2m 1

a) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro real m.

b) La matriz inversa de A en el casom = 2.

c¢) El nimero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.
Solucion:

a) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro real m.

Esta matriz es de dimensidn 3x3 por lo que su rango sera a lo sumo 3. Observamos que no hay ningun
menor de orden 2 que no dependa de m por lo que lo mds facil es intentar ver cuando el rango es 3.
Para ello tenemos que calcular el menor de orden 3 (el determinante de toda la matriz) y ver cuando es
cero en funcion de m:

m 0 m-1
|A| = |-2m m? 1 |=m*+0—-4m?-(m—1)—0—-0—-2m? =m3 —4m> + 4m? — 2m?
0 2m 1
= —3m3 + 2m?

Igualando a cero el determinante: —3m3 + 2m? = 0

Sacamos factor comdn lam? m? - (=3m +2) =0 Primera solucién: m?2 = 0>m =0
Segunda solucién:=3m+ 2 =0->m = 2

Estudiamos los dos casos:

Sim = 0 la matriz queda:

0 0 -1
A=0 0 1)
00 1

Podemos observar que no va a haber ningin menor de orden 2 diferente de cero ya que cualquier
menor incluye una columna de ceros. Por lo tanto el rango sera 1.

2 -1
0 =
3 3
. 2 . -4 4
Sim = gla matriz queda: A = (? 5 1)
4
0o - 1
3
En esta matriz si podemos buscar menores de orden 2 diferentes de cero:
2
| 3 0| 8 0 8 #0
-4 4" 27 27
3 9
Por lo que el rango es 2.
Por lo tanto:
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| El rango de la matriz A en funcién del parametro real m: ‘

« Sim = 0tenemos que RgA =1

« Sim= %tenemos que RgA = 2

. SimiOymi%eleAzS

b) La matriz inversa de A en el casom = 2.
Viendo la discusion anterior sabemos que para el caso m = 2 el determinante de la matriz A es

|A] = —3m3 + 2m? = =3(2)3 + 2(2)? = —24 + 8 = —16 # 0 por lo que la matriz inversa existe.

Utilizamos la formula: A= = — (AdjA)*

|4l
|4 1| _|—4 1| |—4 4|
T . 0 4 -16 ; 0 4 —4
ATt =—— (| | I Di=——=(4 2 —8)Y=——(4 2 -6)
16> 4 1 0 1 0 4 16 4 6 8 16 16 3 8
|0 1I _|2 1I |2 0| T o a
4 1 -4 1 '—4 4
Por lo que la matriz inversa es:
. -1 1
4 4
-1 -1 3
A_]':_ — —
(4 8 8)
1 1 -1
2
Podemos comprobar el resultado aplicando: A - A™1 =1
o 221 oho041 iosl Lio-l
4 4 2 2 2 2
201 4 4 3 1 1 3 1. 100
-1 _ _ _
A-A7=(-4 4 1)'(— — =)=0-14+41 1-=4+=- —-14+=-—2)=(0 1 0)
0 4 1 4 8 8 2 2 2 2 0 0 1
= PP S S S
2 2 2 2 2

Por lo que el resultado es correcto.
c¢) El nUmero real m para el cual el determinante de la matriz 2A es igual a -8.

Queremos calcular el |2A| aplicando propiedades de los determinantes y que la matriz A es de
dimension 3x3 sabemos que:

|24] = 2°|A| = 8|4]
Como queremos que valga -8 tenemos que igualar a ese valor:
|24 = 23|A| = 8|A] = -8 > |A4| = -1

En el apartado a) hemos obtenido el determinante de la matriz en funcién del valor de m por lo que hay
que resolver:
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-3m3+2m?=-1 > -3m3+2m?+1=0

Es una ecuacién cubica que tenemos que factorizar por Ruffini:

32 0 1
1 -3 -1 -1
La ecuacién de 22 grado resultante 3 -1 -10 de la primera factorizacion

es:—3m?—m—-1=0

14/(-1)?-4(=3)(-1) _ 14V=11
2-(-3) I

gue podemos comprobar que no tiene soluciones reales: m =

Por lo que la factorizacién queda: —3m3 + 2m? +1=0>(m—-1) - (-3m?*—-m—-1) =0

La Unica solucién real es la solucién del problema: m = 1
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Problema 3:

x=z—1 x=4—-5z
Dadas las rectas r: {y — 9 _3Zys.{y —47_13

a) Indicar justificadamente la posicién relativadery s.
b) Hallar la ecuacién de la recta | que pasa por el origeny cortaary s.
Solucion:

Lo primero que hemos de tener en cuenta en este problema es que las rectas que nos han dado estén
en forma implicita pero nos han despejado X e ¥ en funcién de zZ por lo que seria muy facil pasarlas a
paramétricas identificando z con el parametro y hallar un punto y un vector de cada una de ellas:

x=7-1 x=—-1+A
r:{y:2_3Z9r:{y=2—37\\7’/’lER$Pr=(—1,2,O); v, =(1,-3,1)
zZ=A
x=4_5g x =4 —5a .
S:{y:4z_398:{y= —3+4aVa e R-> P, =(4,-3,0); vy = (-54,1)
zZ=a

a) Indicar justificadamente la posicion relativade ry s.

Dos rectas en el espacio R3pueden ser: coincidentes, paralelas, secantes o se cruzan.

Para las dos primeras formas los vectores directores tienen que ser proporcionales. Es facil comprobar
1 -3 1

qgue noloson: — +* — # -
-5 4 1

Por lo que tienen que cortarse en un punto o cruzarse.

Hallamos ahora un vector auxiliar a partir de los puntos de ambas rectas:

- )

P.P,=(4—-(—1),-3—-2,0—-0) = (5,-5,0) (Podriamos tomar el (1, —1,0))

Si los vectores v,, v,y P.P, son coplanarios las rectas se cortan en un punto, en caso contrario se

cruzan.

Si son coplanarios han de depender linealmente por lo que el determinante formado por los tres
vectores debe valer cero.

1 -3 1
-5 4 1|=0-154+25-20—-0+5=-5+#0
5 =50

Por lo tanto las rectas se cruzan en el espacio.

b) Hallar la ecuacidn de la recta /| que pasa por el origeny cortaary s.

Queremos bdsicamente la ecuacidn de una recta que se apoye en las que nos han dado y pase por un
punto determinado (el origen).

La forma mas sencilla de abordar este apartado es con el haz de planos de ambas rectas:
« Hallamos la ecuacién del plano que contiene a r y pasa por el origen.

« Hallamos la ecuacién del plano que contiene a Sy pasa por el origen.
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La interseccién de ambos planos serd una recta que se apoyara en las rectas dadas y pasara por el
origen.

Para obtener el haz de planos hemos de tener las rectas en forma general o implicita. Esto es muy
sencillo pasando todos los elementos al miembro de la izquierda:

x=z—1 x—z+1=0
ry=2-37" 43,220
x=4—-5z x+5z2—4=0
Sy =4z-3754, 4z 43=0
Haz de planos de la recta r (son todos los planos que contienen a la recta):

S x—z+1=0
" 132-2=0

Como queremos que pase por el origen sustituimos las coordenadas y hallamos el k:

>(x—-z+1)+k(y+3z—-2)=0

(x—z+1D)+k@+32-2)=0>0-0+1)+k(0+3-0-2)=0>1-2k=0>k =7

Sustituyendo en el haz de planos ya tenemos el primer plano buscado:
(x—z+ D +k(@+32-2)=0>@—z+ D+ +32-2)=0>x+-y+52=0

Como la ecuacién del plano esta igualada a cero podemos multiplicarla por 2 para simplificar el
resultado:x+%y+%z= 02>2x+y+z=0

Hacemos lo mismo para la otra recta.

Haz de planos de la recta S (son todos los planos que contienen a la recta):

x+5z2—-4=0
S0, _az 43207 @F52-H+k(y—4z+3)=0

Como queremos que pase por el origen sustituimos las coordenadas y hallamos el k:
(x+52—4)+k(y—4z+3)209(0+5-0—4)+k(0—4-0+3)=09—4+3k=09k=§
Sustituyendo en el haz de planos ya tenemos el segundo plano buscado:

(X+52— D) +k(y—4z+3)=0>(x+52—-4) +:(y—42+3) = 0>x+2y—22=0

Como la ecuacién del plano estd igualada a cero podemos multiplicarla por 3 para simplificar el
resultado:x+§y—§z= 0>3x+4y—-2z=0

La ecuacion de la recta / es la interseccion de ambos planos:

I 2x+y+z=0
'{3x+4y—z=0
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Problema 4:
x=—1+4+a
Dadoslosplanosnl=2x—y—z+4=0y7r2{y=1+a+[3ylarectar:$:%=2_;2
z=a-—pf

a) Calcular la posicidn relativa de ; y ,.

b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del planom;

c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de T,y r.

Solucion:

a) Calcular la posicion relativa de m; y 5.

Dos planos en el espacio sélo pueden ser coincidentes, paralelos o que se corten segun una recta.

Para conocer esa posicion relativa basta con comparar sus vectores normales. El vector normal es el
vector formado por los coeficientes de la ecuacién general del mismo. El primero de los planos lo
tenemos en forma general por lo que la obtencidn del vector normal es inmediata:

m=2x—-y—z+4=0->n;=(2,—-1,-1)

El segundo plano esta en forma paramétrica por lo que tenemos que pasarlo a forma general. Para ello
tomamos del plano un punto y dos vectores directores:

x=—-1+a
m{y=1+a+p->P,=(-1,1,0); v=(1,1,1); w=(0,1,—-1)
z=a—p
x+1 y—-1 z
Y aplicamos la ecuacién cartesiana: | 1 1 1 | = 0 desarrollamos por la primera fila:
0 1 -1

1 1 1 1 11,

Calculando el valor de los menores tenemos que:

2x+DH)+@y-1D+z=0>-2x+y+z—-3=0

m,=—-2x+y+z—-3=0

Por lo que tenemos que 1, = (—2,1,1)

Tomando ahora ambos vectores normales observamos que son proporcionales:
-1 -1

T =2-1-1; = (-211)>%="=1

Como los vectores normales son proporcionales sélo pueden ser coincidentes o paralelos. Los
coincidentes tendran todos los puntos en comun mientras que, si son paralelos, no tendran ningun
punto en comun.

Tomamos un punto de m,y comprobamos si pertenece también amy:
Sustituimos el punto P, = (—1,1,0) en la ecuacién de m;:

m=2x—y—z+4=0>m;=2-(—-1)—1-0+4=1+ 0porloque P, & my loque implica que

Ambos planos son paralelos.
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b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P = (1,0,0) respecto del plano m;

El calculo planteado responde al siguiente dibujo:

5

—-o-:-—-——--—-—.—-h-——-—-—-o
N

La forma de resolverlo puede ser variada y cualquier solucidn que dé el mismo resultado sera vdlida. En
estos casos yo suelo recomendar “localizar” el punto P’ mediante los siguientes pasos:

+ Primero trazamos la recta S que tendria la direccién del vector normal del plano y pasa por el
punto P.

« A continuacidén hallamos el punto M interseccion de la recta s y del plano ;
« Hallamos el vector que une Py M, (W)

+ Aplicamos el vectorPMen el punto M vy el resultado es el punto P".

Comenzamos con la recta S que tendria la direccién del vector normal del plano (2,—1,—1) y pasa por
el punto P(1,0,0). Lo hago en forma paramétrica:

x=142A1
ss{ y=-21, VAER
z=—-1

Hallamos el punto M interseccion de la recta s y del plano m; para ello basta con sustituir las ecuaciones
paramétricas de la recta en la ecuacién del plano y hallar el valor del pardmetro que las verifica:

20+2) - () —-(V)+4=0>6+61=0>1=-1
Sustituyendo el valor hallado en las ecuaciones de la recta tenemos el punto M:

x=1+4+2-(-1)
ss{ y=—(-1) ->M=(-111)
z=—(-1)

Hallamos el vector que une Py M, PM = (-1-11-01-0)=(-21,1)
Aplicamos el vectorPMen el punto M vy el resultado es el punto P’:

(-1,1,1) + (-2,1,1) = (-3,2,2)
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Por lo que tenemos que:

P =(-3,2,2)

c) Calcular, si existe, el punto de interseccion de ; y I.

Lo mas facil seria hacer un ejercicio parecido al apartado anterior pasando la recta a paramétricas,
sustituyendo en la ecuacién del plano y hallando el valor del pardmetro que lo verifica.

Pasamos la recta a paramétricas:
i x=1+21
z=2-2
Sustituyendo en la ecuacidn del plano las paramétricas tenemos que:
M =2x—y—z+4=02>2(1+A)-Q2V)H-2-1)+4=0>1+4=0>1=—-4

Sustituyendo el valor del parametro en la ecuacién de la recta obtenemos el punto de interseccién:

x—1
r.—
1

x=1+21 x=1—-4=-3
ri{y=21 >rn{y=2-(—4)=-8

z=2—2 z=2—-(—-4)=6
Por lo que:

El punto de interseccion de myy r es: (—3,—8, 6)
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Problema 5:

x%+3
x2—4

Consideramos la funcion f(x) = , obtener:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.

b) Las asintotas de la funcion.

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos
d) La primitiva de la funciénf (x).

Solucion:

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.

Se trata de una funcidn racional por lo que existira en todos los puntos salvo en aquellos en los que se
anule el denominador de la misma. Igualamos a cero el denominador:

x?> —4 =0 - x = +2 por lo que no existe en esos puntos.

El dominio serd: Domf (x) = R — {+2}
Los puntos de corte con el eje OX son los valores de x cuando f(x) = 0:
fx) =

x?>+3=0->x=+v-3 & R como no tiene solucién NO corta al eje OX.

3 ., .
= Opor ser una fraccidn algebraica vale cero cuando es cero el numerador:

x%+
x2—4

El punto de corte con el eje OY es el valor de f (x) cuando x = 0:

f(0) =

0243 -3 3
= — por lo que es el punto (0, —=
i, — 5 porlog punto (0, —2)

Domf(x) = R — {£2}; NO corta al eje OX; El punto de corte con el eje OY: (0, — Z)

b) Las asintotas de la funcion.

La asintota horizontal esta en el valor, si existe, del limite:

, , 243 . . . . , .

lim f(x) = lim x2+ = 1 (por ser polinomios del mismo grado) luego tiene asintota horizontal en
X—+00 xX—+00 X“—4
y=1.

. , 243 . . . . , .

lim f(x) = lim z2+4 = 1 (por ser polinomios del mismo grado) luego tiene asintota horizontal en
X—>—00 X—>—00 -
y=1.

Como tiene asintota horizontal NO tiene asintota oblicua.

Para las asintotas verticales tenemos que conocer puntos de discontinuidad del dominio donde Ia

funcién pueda tender a infinito. Tenemos dos: x = —2 y x = 2, calculamos los limites:
x%+3
) lim L +o0
. x“+3 7 —2-X"= . .
lim === () = (*°2 , por lo que x = —2 es asintota vertical
X—>—2X"— . x“+3
lim = —0o0
X—>—2+X“—4
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x2+3
lim =, = @
lim = ( ) = (7% por lo que x = 2 es asintota vertical
x—>2 . x2+3
= 400
x—2+ x2—4
Asintota horizontal en y = 1. Asintota verticalesenx = 2yenx = -2

c) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos.
Para hallarlos derivamos la funcién e igualamos a cero la derivada:

Calculamos la derivada aplicando la regla del cociente:

oo 2x(x*=4)— (x®* +3)2x  2x®—8x—2x°—6x  —14x
FO== "y T e @ oep
Igualamos a cero la derivada:
fl(x) = (2 4)2 =0>-14x=0->x=0

por lo que tiene un posible punto criticox = 0

Con este punto y las discontinuidades del dominio x = +2 estudiamos el signo de la derivada antes y
después de los valores considerados.

fx)  (+) 2+ 0 (-) 2 (-)
Fay

TN N

Crece Crece Decrece Decrece

Los valores calculados han sido:
f'(-3)=168>0; f'(-1) =155>0; f'(1) =-155<0; f'(3) =-1.68<0

Con lo que tenemos que los intervalos son:

Decrece en ]0, 2[ U ]2, +oo|
Crece en ]-oo, -2[U]-2, O[

3 . .
En el punto (0, _Z) hay un maximo relativo.

Como se trata de una funcion racional y los polinomios son del mismo grado tenemos que hacer la
division:

2 y ]
x°+3 | x°-4
5 -
x“+4 1
N4
x2+3 7 Rx)
= 14+ ——; (Recordemos que =C(x)+—=
22 2 g Q( )+ 26
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x2+3
fx 4dx_f(1+ —

Para hacer la integral del segundo término tenemos que descomponer el denominador y escribir la
fracciéon como suma de dos fracciones algebraicas.

x?—4=(x+2)(x—-2)

)dx_f1dx+f dx

4dx-x+f

7 A N B Ax—-2)+B(x+2) (A+B)x—24A+2B
x2—4 x+2 x—2  (x+2)(x—-2) x?—4
¢ A+B=0
De donde se deduce que: {—ZA +2B=7

. . 7 -7
Resolviendo por reduccién tenemos que: B = 2V A= ”

Volvemos a la integral:

—7 7
x?+3 7 ) 7 1 7 1
fx dx x+f dx x+ [ (—2 o z)dx—x—zfx+2dx+zfx_

Las dos ultimas mtegrales son de logaritmo neperiano:

2

2
| P dAx = x — Zln|x + 2|+ Zln|x — 2|+ C (podemos emplear propiedades de logaritmos y

x2—4
expresarlo mas compacto)

x%+3
x%2—4

J

dx—x——ln|x+2|+—ln|x—2|+C
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Problema 6:

Se desea construir un cuadrado y un tridngulo equilatero cortando en dos partes un cable de acero de
240 m de longitud.

a) Calcular la suma de las dreas del tridngulo y del cuadrado en funciéon del valor X que corresponde con
los metros que mide un lado del triangulo.

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma de las areas
del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.

Solucion:

a) Calcular la suma de las areas del tridngulo y del cuadrado en funcidon del valor x que corresponde con
los metros que mide un lado del tridngulo.

En los problemas de optimizacidon es muy importante comprender la situacién para poder abordarlos de
manera correcta.

Tenemos un cable de 240 m que vamos a dividir en dos partes de forma que con una de ellas haremos
un triangulo equildtero y con la otra un cuadrado.

—

QL
/\‘--.._,‘
/— A

Nos dicen ademads que nuestra variable tiene que ser:

X — Lado del tridngulo equilatero.

Es un problema sencillo de trigonometria hallar lo que vale el area del triangulo en funcién de ese lado:

. . , b-h
Sabemos que el area de un triangulo responde a la férmula 4; = ~ donde b es la base (en este caso x)
y h es la altura que podemos determinar por trigonometria o por Pitagoras:

x/2
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x2=h2+(§)29x2=h2+’;—29x2—’;—2=h29h2=Zx29h=\/2—§x

Por trigonometria hemos de considerar que los angulos de un tridangulo equilatero son de 60° por lo

gue podemos escribir que: sen602 = g% ? = g% h = ?x
x-gx NE P

. , . b-h
Sustituyendo en la féormula del area: A; = 79 A = =X

Como los tres lados del triangulo son iguales (es equildtero) la longitud de cable empleada para
construir el triangulo serd: 3x

Como el cable mide 240 m totales la longitud que queda para el cuadrado es: 240 — 3x

Como los lados del cuadrado son también iguales, si destinamos a su construccién 240 — 3x cada lado
240-3x 3
=60 — ZX

medira:
. . 3
Por lo que el drea del cuadrado sera: A, = (60 — Zx)2

La férmula pedida es la suma de las dos de area anteriores:

3 3
Ax) =A, + A, = gxz + (60 — Zx)2

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo de modo que la suma de las areas
del tridngulo y del cuadrado sea minima y calcular el drea minima.

Tenemos que sacar un minimo de la funcién que hemos construido antes. Para ello tenemos que derivar
e igualar a cero:
V3 V3

) =223 (60—=3x).ER V3, _ =By —_90=
Ax)=2 4x+2 (60 4x) T =5 X 90+8x—(2+8)x 90=0

90

)

Despejando tenemos que: (g + Z)x —-90=0~>x= ~ 45.2m
Hay que demostrar que ese valor es un minimo para ello calculamos la segunda derivada (tiene que ser
positiva)

A"(45.2) = ? + z > 0 por lo que se trata de un minimo relativo.

También es absoluto puesto que los valores de x varian en el intervalo cerrado [0, 80] (que seria
destinar todo el cable para el cuadrado o todo para el tridngulo).

Como la funcién es continua (es un polinomio) y estd definida en un intervalo cerrado alcanza sus
maximos y minimos absolutos en los relativos o en los extremos del intervalo:

V3 3 \2
A(0) :TOZ + (60—10) = 3600

V3 3 2
A@52) = -45.27 + (60 - Z45.2) — 1565.87

V3 3 \?
A(80) = 7802 + (60 —280) =2771.28

Como podemos observar el maximo absoluto corresponde a destinar todo el cable al cuadrado y el
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minimo a construir un triangulo de lado 45.2 .

Pregunta la longitud de cable necesaria para construir el tridngulo para lo cual tenemos que tomar
3x=3-45.2=135.6 my el area minima: 1 565.87 m?

La longitud de cable necesaria para construir el triangulo es 135.6 my el drea minima: 1 565.87 m?
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EXTRAORDINARIA

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
€2 GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL
S\ VALERCIANA CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o
programables, y que no puedan realizar cdlculo simbdlico ni almacenar texto o fdrmulas en memoria. Se utilice o no calculadora, los resul-
tados analiticos, numéricos y graficos deberdn estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los pasos

del razonamiento utilizado.

CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+y=1
19) Dado el sistema de ecuaciones:{x +z =1 .
x+ay+(@a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcidn del parametro real a.

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando esto sea posible.

Problema 2:

a+b 1 )

29) Dada la matriz A = ( 0 a—p)

1
0

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A3 y A*.

¢) Calcular det(A~5%) cuando a®?—b? # 0.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que se cumpla A™1 = (

Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,0,0) y B(0,1,0), ylarectas = x2;1 =21,

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos Ay B.

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a larectar.

¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Problema 4:

49) Dados los puntos A(2,1,—2) y B(3,2,3), yel planom = 2x + 2y + z = 3, obtener:

a) El punto de corte C entre el plano r y la recta perpendicular a w que pasa por B.

b) El area del triangulo cuyos vértices son A, By C.
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Problema 5:
18
x2-5x—14

dx.

59) a) Calcular, indicando todos los pasos, la integral I = [ dx.

. ., t 18
b) Determinar, en funcion de ¢, el valor de A = f8 T2 sr1a

. t 8 25
c) Determinar el valor de t > 8 paraque A = f8 xz_l cdx = LT'

5x—14

Problema 6:

62) Considerar la funcion f(x) = e~ para los valores positivos de x. Por cada punto M[x, f(x)] de la
gréafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y OY. Estas dos rectas, junto
con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el drea del rectangulo en funcién de x.

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor drea y calcular esta area.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022. Autores: Pedro Ramon Podadera Sanchez y Antonio Menguianos

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




468

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

ax+y=1
19) Dado el sistema de ecuaciones: {x +z=1 .
x+ay+(a—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcién del parametro real a.
b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando esto sea posible.
Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 0 a 1 0 1
M=1|1 0 1 yM'=11 0 1 1)
1 a a-1 1 a a—-1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

a 1 0
M| =11 0 1 [=1-a*-(a—-1)=0; 1—a’—a+1=0;
1 a a-—1
+a—2=0; a=—= 1+8=_1i\/§_1i3:>0t =-2a, =1
’ 2 2 2 1 r 2 :
a¢_2 7 o P
Para 5=l = Rang M = Rang M" = 3 = n?incog.= S.C.D.

-2 1 0 1
Paraa=—2=>M’=<1 0 1 1):,, Rang M' = {C;,C,,C,} =
1 -2 -3 =2

-2 1 1
=211 0 1|=-24+1-442=-3+#0=RangM' =3.
1 -2 -2
Paraa = —2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 1 0 1
Paraa=1=M=(1 0 1 1|={C, =C} = RangM' = 2.
1 1 0 1
Paraa =1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.
. a+ — . . .
b) Resolvemos, en primer lugar, para { a=1 }, gue resulta un sistema compatible determinado.
Se resuelve por la regla de Cramer.
11 0
1 0 1
y=la a a-1l _ a-a—-(a-1) :L
—(a%+a-2) —(a+2)(a-1) a+2’
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a 1 0
11 1
_l1 a a-1l _ ala-D+1-a®-(a-1) _ a*-a+1-a*-a+1 _  -2(a-1) _ 2
Y = @ra—2) T —(@@-1 | (@10  —(@a+a-1  a+z’
a 1 1
10 1
|1 @ a _ a+1-a?-a _ 1-a? _ —(a+1)(a-1) _ a+1
T —(a%+a-2) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) a+2’
0z 1 2 a+1
Solucion: x =—; y=—; z=—,Va € R —{-2,1}.
a+2 a+2 a+2
x+y=1
. Y _ . . x+y=1
Se resuelva ahora para a = 1. El sistema resulta: {x + z = 1, equivalente al sistema t7=1
x+y=1 xTz=
Haciendo x = A:
Solucion: x =A; y=1—1;, z=1—-— A, VAER.
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Problema 2:

a+b 1 )

29) Dada la matriz A = ( 0 a—b)

a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A™1 = ((1) _11)

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A3 y A*.
¢) Calcular det(A~5%) cuando a®?—b? # 0.
Solucion:

@) A-A‘1=I:>(a+b 1 )(1 —1)21; (a+b —a—b+1):I;

0 a-b'"\0 1 0  a-b
(50 = Pemasbiizols
a=1b=0.
b) mma=um=o:A=G D.
cmna=( DG DG 9
emra=( 0 )-
£={5 1)
ey 96 -
=G
) . )

c) det(A™°) = (4D5° — 7ta+b 1 N°  (a2—b2)50 =
(| 0 a—b|)

det(A7°%) = (a? — b?) >0,
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Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,0,0) y B(0,1,0), ylarectas = % ==— =2z

a) Hallar la ecuacién de la recta r que pasa por los puntos Ay B.

b) Determinar la ecuacién implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a larectar.
c¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

Solucion:

a) Los puntos Ay B determinan el vector:
AB = 0B — 04 =[(0,1,0) — (2,0,0)] = 4B = 7, = (—2,1,0).
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es:

x =—21
r=jy=1+A.
z=0

b) Un punto y un vector director de s son P(1,1,0) y v, = (2,3,1).

x—1 y—-1 z
-2 1

2 3 1

x—1-8z+2y-2=0=

mn=x+2y—8z—-3=0.

n(4B, v3; P) = 0|=0 x—1)—-6z—2z+2(y—1)=0;

c) La distancia de un punto a una recta puede determinarse
teniendo en cuenta que el drea del paralelogramo que forman
dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma
geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un
esquema de la situacion.

5= |”S_,"PA|}=> [oe APA| =[] -h =
S= |vs| h
APA
>h=d(4,s) = %
Vs
PA=0A—-0P =
=1(2,0,0)—(1,1,0)] = (1,-1,0).
i j k
d(4,s) = [vsAPA| i _31 (1, lj—2k—3k+i| _ |i+j-5k| _ J12+12+(-5)2
) =T T Vamrater | vavert N7 v
Vi+1+25 V27 3\/§
ViZ  Vid Vi
3
d4,s) =22y
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Problema 4:
49) Dados los puntos A(2,1,—2) y B(3,2,3), yel planow = 2x + 2y + z = 3, obtener:
a) El punto de corte C entre el plano r y la recta perpendicular a  que pasa por B.

b) El area del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion:
a) Un vector normal del planores 71 = (2,2,1).
La recta r, perpendicular a 7, tiene como vector director a vector normal del plano, o sea: v, =
(2,2,1).
x =34 21
La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricases: v = jy = 2 + 21.
z=3+21

El punto C, interseccién de la recta r con el plano i es el siguiente:
mn=2x+2y+z=3

x=3+21 _a.
r=ly=2+22 =22B+2)+2Q2+2)+B+1) =3;
z=34+4
x=3-2=1
9 9
10 20 2
6+41+4+41+3+1=3; 914 =-10; /1=—?=> y=2—?=—; =
10 17
\z=3-3=7)
:C(Z‘ E)H)
9 9’ 9

b) Los puntos A(2,1,—2),B(3,2,3),C (%' —g,%) determinan los vectores:

AB=0B-04=1[(3,23)-(21-2)]=(1,15).
AC=0C—-04= [(g, —%,%) - (2,1, —2)] = (—%, —%,%), que también puede expresarse

de la forma AC = g (=11, —11,35).

El drea del tridangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del pro-
ducto vectorial de los dos vectores que determinan:

i ik
1 7= v 1 1
Sapc =5 |[AB X AC| =~ |l 1 1 5{=
-11 -11 35

= = |35i = 55/ — 11k + 11k + 55i — 35j] = = [90i — 90j| = 5 - |i — j| =

=5.J12+(-1)2=5-V1+1>
S = 5v2 u?.
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Problema 5:
o - . _ 18
59) a) Calcular, indicando todos los pasos, la integral I = f—x2—5x—14 dx.
b) Determinar, en funcion de t, el valor de A = fgtzL dx.
x“—5x—14
c) Determinar el valorde t > 8 paraque A = 8 ZL cdx=L%
x4—5x—14 4
Solucion:
18
a)l = f—xZ—Sx—14 - dx.
x2—5x—14=0; x == 225+56=5i;/ﬁ—¥ >x,=-2,%x=7.
x2=5x—14=(x+2)(x = 7).
18 _ M N _ Mx—TM4Nx+2N _ (M+N)x+(CTM+2N)
x2-5x—14  x+2  x-7  (x+2)(x=7) x2-5x—14
M+N=0 —2M —2N =0
—7M + 2N = 18} —7M + 2N = 18} oM =18M; M 5 N=2

-2 2
1—fm dx = f(mi‘ﬁ)'dx——2L|X+2|+2L|X—7|+C=>

18
b)A = f8 x2-5x—14 dx =2 [L x+2” ( |t+2 |8+2)
2 (Ll - L) =2 (L[5 —L1+L10):'
t 18
A= fy g dx = 2 (L] + L10)
A= [ —dx =12 52 (L|=2| +110) = 12 = 15? - 127
( | |+L10)—2 L5 — 2L2; L| |+L10—L5 L2;
| |+L10—L5 L2 — L10; L| |—L5 L20—L—= |
t+2
t—-7 1
2 4t —-28=t+2; 3t=30>¢t;, =10
=7 i =l 4 28=—t—-3; 5t=25>¢t,=5*8]
t+2 4 t+2 4
ElUnico valor de t que cumple las condiciones pedidas es t = 10.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

62) Considerar la funcion f(x) = e~*" para los valores positivos de x. Por cada punto M(x, f(x)] de la
grafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas, OX y QY. Estas dos rectas, junto
con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el drea del rectangulo en funcién de x.
b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

Solucion:

X

s . . . s —x2 . .
a) Los maximos y minimos de la funcion f(x) = e son los siguientes:

f'x) = —2x-e X =0=>-2x=0; x=0.
fl'(x) =—2-e* —2x- (—2x- e_xz) = —2e*" . (1—2x2).
f"(0)=-2-e%- (1 -0)=-2< 0= Méaximo relativo para x = 0.

F(0)=e™% =¢° =1 = Max: A(0,1).

lim f(x) = lim e = lim — =~ =0.
x—+oo x—+oo

x—+oo 67 o
La recta y = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcién.

Teniendo en cuenta que la funcién es simétrica con respecto al eje de ordenadas, por ser
f(=x) = f(x) y que f(x) > 0,Vx € R, la representacion grafica, aproximada, de la funcién es la que
aparece en el grafico siguiente.

fx)=e™™ N
Mx, f(x)]
N .
E————— ;
-8 I —6 —4 —2 2 4 6 8
S=x-f(x)=
2
S(x)=x-e7%.
b) Para que una funcién tenga un maximo relativo en un punto es condicidn necesaria que se anule

su primera derivada en ese punto.

S'x)=1-e* +x- (—2x - e‘xz) = e~ (1 — 2x2).

SE

S(X)=0=>e(1—2x2)=0; e %0,Vxer; 1—2x2=0; x2=

N |-

;X =+

ol

V) — o= Lo L _ e V2 Je
f(3)=e ITETET (%)
VZ \/i _l_Z e
SF)=5ei="00
s = Y2 2
2e
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