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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA DE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA
' EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE
ADMISION

ANDALUCIA, CEUTA, MELILLA y CENTROS en
MARRUECOS

CONVOCATORIA ORDINARIA. CURSO 2022-2023.

MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 horay 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en dos bloques (A y B) de 4
ejercicios cada uno.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2,5 puntos.

d) Se realizaran inicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que
pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran unicamente
los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas, ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos
conducentes a la obtencién de resultados deben estar suficientemente justificados.

f) En la puntuacién maxima de cada ejercicio estan contemplados 0,25 puntos para valorar la
expresion correcta de los procesos y métodos utilizados.

BLOQUE A

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)

Considera la funcién f: R — R definida por f(z) = FroE

a) [1,5 puntos] Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores
que se alcanzan).

b) [1 punto] Calcula lim («*f(x)).

T—+00

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)
Sea la funcion f : [-2,2] — R, definida por f(z) = x* — 2z + 5.

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la recta tangente
coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(—2)) y (2, f(2)).

b) [1 punto] Determina la ecuacion de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el
punto de inflexion.

EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

Considera la funcién f: R — R, definida por f(z) = z|z — 1|. Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de
dicha funcidn y su recta tangente en el punto de abscisa z = 0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EJERCICIO 4. (2,5 puntos)
T tF(z)

2 7
sen (t )dt. Calcula il_l‘}l‘é - (TQ)

Considera la funcion F : R — IR definida por F(z) =

S—

BLOQUE B

EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El 60 % de los
coches blancos mas el 50 % de los coches negros representan el 30 % de los coches vendidos. El 20 % de los
coches blancos junto con el 60 % de los coches negros y el 60 % de los coches rojos representan la mitad de los
coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que blancos. Determina el nimero de coches vendidos
de cada color.

EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

0 0 m 1 00
Considera las matrices A= m 0 0 y B=]1001
0 m 0 010

a) [0,5 puntos] Determina para qué valores de m existe |a inversa de la matriz A.

b) [2 puntos] Para todo m # —1, resuelve, si es posible, la ecuacién AX + X = B.

EJERCICIO 7. (2,5 puntos)

El plano perpendicular al segmento de extremos P(0,3,8) y Q(2,1,6) que pasa por su punto medio corta a los
ejes coordenados en los puntos A, By C. Halla el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, By C.

EJERCICIO 8. (2,5 puntos)

Considera el punto A(—1,1,3) y la recta r determinada por los puntos B(2,1,1) y C(0,1,-1).

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.

b) [1 punto] Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de ANDALUCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

EJERCICIO 1. (2,5 puntos)
1

Considera la funcién f: R — R definida por f(z) = prap—

gue se alcanzan).

b) [1 punto] Calcula lim (2*f(z)).

r—+00

a) [1,5 puntos] Estudia y halla los maximos y minimos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores

Solucion:

a) Usamos la derivada para obtener los puntes criticos de la funcion

PRS-
{e‘ +&7F :|' |:e’ +e7 ) 3

—& +E

— =D+ =l = D —x=x = —Ax=0=x=0
|:E"1+E!_:}

F=0=

Eztudiamos el cambio de zigno antes v después de x = 0.

En el intervalo (—oc,0) tomamos x = —J y la derivada vale

] 1
F=—"""f_-024>0.La funcién crece en (—o=,0).
(e +&") :
o -1
En el intervalo (0,+oc) tomamos x = / v la derivada vale f"(I) = % =-024<0.
e +e
La funcién decrece en (0, +x).
La funcidn zigue el ezguema ziguiente.
: : : : | : : :
4 -3 2 -1 0 1 2 3

La funcién prezenta un maximo relativo que es absohito en x = 0. En dicho valor la funcion

vale F(0)=— ! —= l El maximo absolute tiene coordenadas (ﬂ'l]
e +a 2 2

La funcién no presenta minimo relativo m absehito pues su dommio ez B | es contimoa v

. . 1 1 . . 1 1 .
zhfﬁf{x}—hmg=+e_a g+m_ﬂ’£ﬂi=f':ﬂ_hmg=+g-= m+“—D.LaﬁJn|::mnm
alcanza valores menores que 0, pero dicho valor no ze alcanza en ningim punto de la grafica

de la funcion.
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- EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b)
s .1 X ™ ® _— N
ﬂf: fl:x}.]_ﬂx e _xh-llw"lﬂz’+e" —m—m—;—lndeiﬂnunacmul:l.'l-lnpltal]—
. x ® oo . .- . 2 2 2
=lm = —— = — = Indetermmacion(L. Hopitall= lm = — =
e’ g w-( ® (L Hop :'==+"“ar‘+er" m+0 ™ IEI
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2.A:

EJERCICIO 2. (2,5 puntos)
Sea la funcion f : [-2,2] — R, definida por f(z) = 2* — 2z + 5.

a) [1,5 puntos] Determina las abscisas de los puntos, si existen, en los que la pendiente de la recta tangente
coincide con la pendiente de la recta que pasa por los puntos (-2, f(—2)) y (2, f(2)).

b) [1 punto] Determina la ecuacién de la recta tangente y la ecuacion de la recta normal a la gréfica de f enel

punto de inflexion.

Solucion:

a)
La pendiente de la recta que pasa por los puntes (<2, =20 v (2, 2 vale:

f[—z}={_1}*_1{_z}+5=1}:}PMgm= f{i:l__{fffj _ 9;1 _

Fi2y=2"-2-2+5=0
La pendiente de la recta tangente ez la dermvada. Ignalamos las expresiones v hallamos el

punic o puntos pedidos.
S@=30-2 _3p odmiredmxi=as oz f2
Pendiente =2 - =

| B

Existen dos puntos donde se cumple lo pedido: x=—J_; x=+E

b) Hallamosz las coordenadas del punto de mmflexion igualando a cero la sepunda denivada.

Fix)=3x"-2= F{x)=06x
Fx=0=m6x=0=x=10
Como " (x)=6= " (0)=6=0

La funcion prezenta un punto de nflexion en x = 0.
Hallamos la ecuacion de la recta tangente en x = 0.

fO=0-2053251 ;5 2(x-0)= =573

Fr0)=30"-2=-2 |

Hallamoz la ecuacion de la recta normal en x = 0.

b |

Fly=>5 e 1. )
f_m}=_2}::=~_} 5= _l[x 0)=|»

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3.A:
EJERCICIO 3. (2,5 puntos)

Considera la funcion f: R — R, definida por f(z) = x|z — 1|. Calcula el &rea del recinto limitado por la grafica de
dicha funcion y su recta tangente en el punto de abscisa z = 0.

Solucion:
La funcidn valor absoluto la ponemos como una fineion a trozos.

x(—x+1) si x =1

x(x—1) s5f x>1

I(I}=III—1I={

Hallamo: Iz ecuacion de la recta tangente en el punto de absciza x = 0. En el entomo de este
valor Ia fimcién es f{x)=x|x—1|=x[-x+1).

flx)=x{—x+1)=—x"+x— f(x)=-2x+1

F0)=-0+1=1 ]
F(0)=0(-0+1)=0 =y-0=l{x-0)=y=x
J=—I(D}=f'(ﬂlix-“]J

Nos piden calcular el drez del recinto limitado por la graficade fix)=x|x—1| ylarecta y=x.
Wemos donde ze cortan ambas fanciones.

fix}:xlx_]l}:bxlx—ll=x:}

y=x

x=10

x[x—11=x—:-x:—_1'=_1'—}x:—2x=0—}x{x—2}=l}—>{ N
’ X=

=
—x+ljl=x—=-x+x=x—=-x =0—=2x=0

El recmto del cual queremos hallar 2] area es el valer absoloto de la integral definida de la
funcien entre 0 v 2 de la diferencia de las dos funciones. Como la funcidn cambia de definicion

en x = { dividimos el &rea en dos partes.

. - T ] o1 0 0 11 1

-F"II::—I+1:|'{£I.'—-F"—I +I£tt—l_—?+i:|h—|:—? E_' ._ 3 E:|——§+E—E
e e [ T 2 27 .8 .1 15

[x(x-t)de=[x x‘*‘[; z;l_[g 2 | [3 2}_3 37276

El area del recinto es la suma de estos dos valores: %4—% =1 umidad cuadrada .

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4.A:

EJERCICIO 4. (2,5 puntos)

. F
Considera la funcién F : R — R definida por F(z) = / sen (1°) df. Calcula  lim ! (9:2) ;
0 z—0 Sen(ﬂ? )

Solucion:

xF(x) OF(0) 0 . L
= = = — = [ndet Hapitall=...
H“.mn{r’_] .mn{ﬂ:} 7 etenminacion (L Hopital)=

La funcion f{x) ez contmua en [ por lo que la funcion Fix) es contmua v derivable siendo su
derivada F(x)= sem{:r":l

Usando esta propiedad calculamos el valor del limite pedido.

F{x)+xF (x) =Iij|:x}+ x.:.‘er-r{x’:l =F[ﬂ}+ Dmn{ﬂ:j
= Ex-mstxzj] = Ex-ms{x:] I-D-ms[l}’]

— Indeterminacidn (L i ’{x}+senf J+x-2x- msl,r. ]
o (L Hoptab=lg lms[: :j+lx 2x [—sm{ ]]_

_ m[f}+s€u[f}+2f-m{x’]= 0+0+0 =E=]E
=0 Ecns[x"}—dx"-mu{r'} Zeos(0)+0 2

Matematicas II. Curso 2022 — 2023. Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

BLOQUE B
Ejercicio 5B:
EJERCICIO 5. (2,5 puntos)

Una marca de vehiculos ha vendido este mes coches de tres colores: blancos, negros y rojos. El 60% de los
coches blancos mas el 50 % de los coches negros representan el 30 % de los coches vendidos. El 20 % de los
coches blancos junto con el 60 % de los coches negros y el 60 % de los coches rojos representan la mitad de los
coches vendidos. Se han vendido 100 coches negros mas que blancos. Determina el nimero de coches vendidos
de cada color.

Solucion:

Llamamos “x” al mimere de coches blancoes, v al mimero de coches negros v “z al mimero de
coches rojos.

El mimero total de coches vendidoz ez x+y+=.

“El160%: de los coches blancos mas el 30% de los coches negros representan el 30% de los
coches vendidos™ =2 0.6-x+0.50-y=030{x+y+z)

“El 20% de los coches blancos junto con el 60% de loz coches negros v el 60%: de los coches
rojos representan la mitad de los coches vendidos” = 0.20-x+0.60- y+0.60-z = Ity+sz

B

"

“Se han vendido 100 coches negros mas que blancos™ » y=x+100,
Reunimos las ecuaciones obtenidas en un sistema v lo resolvemos.

06-x+050-y=030({x+y+z) fx+5y

IHx+y+z)

0.20-x+0.60-y+0.60-z == +§:+fr>2I+5}:+ﬁz=mx+,:+zr}

¥y=x+100 F=x+100

Bx+5y=3x+3y+3z ] 3x+2y-3z=0
= 2x+b8y+b6z=5x4+5y+5z = 3x+y+z=0
¥=x+100 J ¥=x+100

] 3x+2(x+100)-3z=0]
= : —
J “3x+x+100+z=0 |

3x+2x+200-3z=0] _ Sx—3z=—200]
= i p= 5x—-3(-100+2x)=-200=
xez4100=0 | z=—10042¢ [ X o %)

[y =500 +100 = 600]
[z =—100+2-500=200]

= 5x+300-6x=-200= —x =-500= =

Se han vendido 500 coches blancos, 600 negros v 200 rojos.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. __ Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6.B:

EJERCICIO 6. (2,5 puntos)

0 0 m 1 00
Considera las matrices A= | m 0 0 y B=|0011].
0 m 0 010

a) [0,5 puntos] Determina para qué valores de m existe la inversa de la matriz A.

b) [2 puntos] Para todo m # —1, resuelve, si es posible, la ecuacién AX + X = B.

Solucion:

a) TUna matnz tiene inverza cuando =u determinante ex no nulo.

O 0 m
|..!|=m 0 0=0+0+m -0-0-0=m"
0 m 0

|[4=0=m'=0=m=0
La matriz A tiene mversa cuande m es distinte de 0.
b)) Despejo X de la ecuacion 4X¥ + ¥ =5
(A+NNX=B=X=(A+IV'B

Comprobamos que la matriz 4 + 7 tiene inversa viendo 21 sn determinante es no nulo.

"

0

0 0 my 1 0 10 m
A+I=;ml}l}+;ﬂ10=m1 0
L0 m 010 0 1) 10 m 1
1 0 m
|d+I|=fm 1 0O|=1+0+m -0-0-0=m"+1
0 m 1

|[d+I|=0=m +1=0=m"

~l=m=3-1=-1

La matriz 4 + I tiene inversa pues m=—1. La calculamos.

1 om0 ) 0 0o 17
Ady 1 mJ 0 1 w1 m 0
o Adi(A+TY m 0 1 1 m 1 0 1
A+IV = = = - -
( ) |4+ m +1 m +1 |D ?| |m 1‘ m ,:]?|
S I R I
i1 0 m jo 1f

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 mwm -m
A+IT' = —m 1 :
(4+1) m +1 m‘ "
me o—m 1
Hallamos la expresion de la matriz 30
1 m -m
X=(4+I]'B=—"-m 1 w
m+l .
\m —m 1_,.
1 —m w
1 | :
= — -m m 1
m o+l
| 1 —m

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7.B:
EJERCICIO 8. (2,5 puntos)
Considera el punto A(—1,1,3) y la recta r determinada por los puntos B(2,1,1) y C(0,1,—1).

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.

b) [1 punto] Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion:

0,38 2,16
o medio zeomento tiene coorde M === +H2.1, }= L2.7).
El pumnt diz M del zeg PO denadas A ( }2

El plano 7 perpendicular al segmento PQ tiene como vector normal el vector PO . Y contiene al
punto b

PO=(2.1,6)—(0,3,8)=(2,-2.-2)

a= PO=(2.-2.-2 2x—2y—2z+D=0
EZ{H 2=(2.-2 :{’T TTeFTeE —2-4-14+D=0=

M(L2T)ex M{L2Tex

=D=16=x:2x-2y-2z+16=0=|x:x—y—z=+8=10|

Hallamos los puntos de corte con cada uno de los ejes de coordenadas.

A= = x+8=0=x=—8= A(-£00)

= —y+8=0=y=8= B(0,8,0)

C—=q __ [x=0 = —z+8=0=z=8=C(0,0.8)

El area del tringulo ABC ez la mitad del médulo del producto vectorial AB=.AC

AB =(0,8,0)—(-8,0,0)=(8.8,0) |

H
_ AB=AC =g
AC =(0,0,8)—(~8,0,0)=(2,0,8) e

Lo < T

&
0| = 64i — 64k — 64 7 = (64,64, —64)
g

J647 +(—64)" +(—64)"
2

..'ﬂ:-i"'-Eﬂ'=

= |32ﬁ - 35426 unidades cuadradas |

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8.B:
EJERCICIO 8. (2,5 puntos)

Considera el punto A(—1,1,3) y la recta r determinada por los puntos B(2,1,1) y C'(0,1,—1).

a) [1,5 puntos] Halla la distancia del punto A a la recta r.

b) [1 punto] Calcula el area del triangulo cuyos vértices son A, By C.

Solucion:

Hallamoz la ecuacion de la recta .

B(2 1,1 v. =CB = - —1)=
. (2,1, 1)er I CB=(211)—(0,1,-1) {1,:},1}:}
(0,1, —1)=r B2, 1 1er
[x=2+2¢
—riiyp=1 Lie B

lz=1+2X

a)

Hallamos la proyveccion ortegonal del punto A en la recta . Para ello hallamos el punto A°
perteneciente a la recta tal que el vector 44’ sea ortogonal al vector director de la recta

v, =(2,0.2).
x=2=+2
riiyr=1 LR

r=14+2f
A=sr

AL =(2426114+2¢)—(—1.1,3) =(3+2¢,0,-2+2¢)

= A2+ 1.1+ 24)

v, =(2.0,2) ]
A4 =(3+24,0,2+26)4 = (2.0,2)(3+2£,0. 2+ 2) =0 =
v, AE=0 J

-
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= | 442 3 .17

= 6+di-4+di=0= E:=—2::~f=—s =3 = ¥= :}AE[E’]’E‘J
z=1+2=2=2_1
4 4 2

La distancia del punte A a la recta r es la distancia del punte A al punto A7, es decir, el
madulo del vector A4

M'=[%,L%j—[—l,l,3}=[%,ﬂ-. ?]

did.r)=d(A, ;j=|ﬂ1=ﬁ%}z +n:+|:‘_5“: _52

= 3534 wmidades
2 2

b) Eldrea del trisngulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial 4B8= 4C .

AB=({211)-(-1,1,3)=(3,0,-2) - P j K
—— = 4B=dAC=[3 0 -2|=-2;+12;=10;=(0,10.0)
AC=(0,1-1)—-({-1,1.3)=(L0,—4) o 4
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
GENERAL

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: Este ejercicio consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques A y B de 4 ejercicios cada uno. Se realizaran Unicamente
cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan. En caso de responder a mas de cuatro ejercicios, se corregiran
Unicamente los cuatro que aparezcan fisicamente en primer lugar. Se permitird el uso de calculadoras que no sean programables, ni
graficas ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion del resultado
deben estar suficientemente justificados.
Tiempo mdximo: 1 horas y 30 minutos.

BLOQUE A

EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
S5x+1 si -2<x<0
Sea la funcion f:[-2,27]— R definida por f(x) = .
e’ Cos(x) si O0<x<2m
a) [2 puntos] Halla los extremos relativos y absolutos de f(abscisas donde se obtienen y valores que
se alcanzan).
b) [0,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punto de abscisa

xX=—.
2

EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea f: (0, +o0) >R la funcion definida por f(x) :x(]n(x))2 (In denota la funcién logaritmo
neperiano).

a) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos relativos (abscisas donde se obtienen y valores que

se alcanzan).
b) [1,25 puntos] Calcula, si existen, sus extremos absolutos (abscisas donde se obtienen y valores

que se alcanzan).

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

1

In
Calcula a con 0 <a <1, tal que J’(x) dx+2 =0 (In denota la funcion logaritmo neperiano).
X

a

EJERCICIO 4 (2.5 puntos)

Considera las funciones /R —>R y g:R—{0} - R definidas por f(x)=5-x"y g(x)= iz
x
a) [1,25 puntos] Esboza las graficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre ellas.

b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las areas de los recintos limitados por las graficas de f y g.
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BLOQUE B

EJERCICIO 5 (2.5 puntos)

1 11
Sealamatriz 4=|1 1 1| e[lamatriz identidad de orden 3.
1 11

a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz 4—m/ no tenga inversa.

b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, para que 4—x/ sea la inversa de la matriz l(A—I ).
X

EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

El dueiio de un bar ha comprado refrescos, cerveza y vino por un importe de 500 euros sin incluir
impuestos. El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos y cerveza conjuntamente,
sin incluir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la cerveza y el vino son
el 6%, el 12% y el 30%, respectivamente, entonces el importe total de la factura incluyendo impuestos

ha ascendido a 592,4 euros. Calcula el importe, incluyendo impuestos, invertido en cada una de las
bebidas.

EJERCICIO 7 (2.5 puntos)
Considera los planos 7, =x—-y+z=0y 7, =x+y=2.
a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta interseccion de 7z, y 7, y el punto P(2, 6, -2).

b) [1 punto] Halla el angulo que forman 7, y =,.

EJERCICIO 8 (2.5 puntos)
Calcula el volumen del tetraedro que limita el plano determinado por los puntos A(0, 2, -2),
B(3, 2, 1) y C(2, 3, 2) con los planos cartesianos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

BLOQUE A
'EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
Seala ién f [1,. ]—:-“de , 70 Jx+1 5i —2=x=0
ea la fiuncidn f:[-2,2xr|— B definida por f(x)= ;
' N P e cosx) si Dex=2r
a) [2 puntos] Halla los extremos relatives v absolutos de f(abscizas donde se obtienen y valores que
a2 alcanzan).
b) [0,5 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen el punte de absciza
T
X= E .

a) En el intervale —2=x=0 la funcién es f{x)=35x+1 una recta creciente, por lo que el valor
minime lo zlcanza en x=-2 v el méximo en x=0. Como f(-2)=3(-2)+1=-0 ¥
F(0)=3{0)+1=1 tenemos que el valor minimo en [-2,0] es—9 v el maximo es 1.

Enel mtervalo 0<x=2r la funcién es f{x)=e"cos(x) usamos la derivada para obtener
los puntos criticos de la funcion.

f7()= " cos(x) ~"sen(x) = &*(cos (x)~sen( x))

Fx)=0=¢"(cos(x) .'.'em[_x:l}l=l}::~{3 #ﬂ}:::-n:ns{x‘,l sen[x)=0=
= cos({x)=sen(x)={0<x<2x}= . 5x
I=E+E=T

Estudiamos el signo de la segunda derivada en estos valores.

178 = (cos(x)-sen(x))= /() =" (cos(x) ~san(x)) + " (~sem(x) ~cos(x)}=

= [ (x)=¢"(cos(x)—sen(x)-sen(x)—cos(x)| =€ (—-Lsen(x) | =—2e"sen(x) =

™ 2
I L% = EEIEEH‘LE = —""\f2 < 0 - j Miimo!
¢ \
I LTJ —:J,ef“m[%‘*;=g“ﬁ:»ﬂ—>immmt
r

La funcion presenta un maximo relativo en x=%_ En dicho valor la funcion vale

™ ™
f{%|=e“cus(£|=£eﬂ -1.35.
A
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La funcion presenta un mimmeo relative en x=j_T3- En dicho valor la funcion vale

5x) SEv fj-’rq\'_ ‘illi Sxid
I[TJ“ mﬁLT,I'_T"’? 3588,

Comprobamos =1 1a fincion es continua en x = 0.

Jl=1 }
lza £ (x) = lim 5x+1=1 = £ lim £ (x)= lm £ (x) -1
Hf[r}= ]j_;.ui_g‘ cnsl:x}=e"m5{0}=1‘

La funcion es contimua en el intervalo x = 0.

Enx = 0 la funcion cambia de definicion y no tiene un maximo relativo pues al tener un
7o
maxime relative en x = % significa que la funcion crece en el mtervalo i‘_D’EJ :

- & e
El maximo relativo de la fincion es %,E 2 | v el minimo relativo ez I\%,—ge"“]
h A =

]

Feunimos toda la mformacion obtenida para decidir donde esta el maximo v minimo abscluto
de 1a funcion También valoramos la funcion en los extremos del mtervalo de definicion

=227
[-2.27]
* Elvalor minimo en [-2,0] estdenx =-2 ves—9 vel miximo estden x=0 yes L.

* El valor minimo relativo en [0, 27] estien x= ETE ves—33.88 v el maximo relativo

esta en x=% yes 1.55

* Lafincionen x=2x vale ¢ cos(27)=¢"" = 53549,

El maximo abzohito estd en x =27 convalor &' = 53549

El minimo absoluto estd en x=:'?ﬁ ysuvalores ———e" " =-35.88.

-
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iaief
LR 1F2
1an

b) La fimcidn en un entorme de x=% es_;"{x}=e’ms{x:|.

. =

La ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto deabscisax=% es:

T NS
j'fw- =g" " cos| “J=U
'\.2J| 1'-\.1
r{Z)-e( 53
— |1=&""| cos| = |—sen| =
¥ e 2
T =z =«
-1(5)-r{(3)=3)
2 LEJL 2
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EJERCICIO 2 (2.5 puntos)

Sea f:(0+x) =R la funcién definida por f(x) =x{lﬂ.[jx_]}' (In denota la funcion logaritmo

a) [1,25 puntos] Calcula, 51 existen, sus extremos relativos (abscizas donde 32 obtienen y valores que
ze alcanzan).

b) [1,25 puntos] Calcula, 31 existen, sus exiremos absclutos (abscizas donde se obtienen y valores
'que ze alcanzan).

a) Averignamos cuande se amla la foncion derivada

Fr@=(In(x)) +x2 h[x}-% =(In(x)] +2m(x}=In(x){ln(x)+2)

In{x)=0—=[x=1

‘x)=0=In(x){ln(x)+2)=0=
frix (x){1n(x)+2] In(x)+2=0-In(x)=-2—[x=¢"

Sustituimos estos valores en la segunda dermvada.

0 =(m(x) +2(x)> 70 =2k(x)-+2-=

X

j"(l]=21n|:1]%+2%=2}l:l—:-x=les|:|:|J'.1:|.imn
=
- oy 1 1
o =21n —+2
£(e)=2m(e) L+

=2(-2)e'+2¢' =—-2¢ <0+ x=¢" esmdximo

]

Obtenemos el valor de la funcion en estos dos puntos criticos.

SO=1{ln(1)] =0

f{e?"'j=e':{].u|:€':?]}|: =4g™

El minimo relativo tiene ceordenadas (1.0} v el méximo relativo tiene coordenadas
(¢ 4e”)

b) A partr de la informacion de los extremos relativos 1a fimeion sigue el ezquema siguiente:
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Como la funcién f(x)= x{]n{x:ljz en su dominio (0,420} siempre es mayor o igual que

cero el minimo absolute de la funcion es el minimo relatro {l,ﬂ}.

Para decidir el méximo absohuto necesitamos conocer 1a evolocion de 1a funcidn cuando
X — 4+

lim ()= lim x{In(x)) =+m(+x) =+

Por lo que la funeion no tiene maximo absohito.
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'EJERCICIO 3 (2.5 puntos)

In{x)

Calcula acon Q< a<1, tal que J‘ dr+2 =0 (ln denota la funcion logariime neperianc).

| |
Hay que determinar cuando J‘E:ﬁ+2=ﬂjjﬁtﬁ'=—l
x

Calculamos primero la mtegral mdefimda.

Integracion por partes I
In
I In(x) 4 I]n{x —lu=ln(x) > du="dk b =In(x)In Jlu x} de =
) X
1 1 _
aﬁ:=-rit—:-v='|‘-r:it=h1{x}l
T x )

jjlﬂ[:]icﬁ=[h{x]}:— ‘h{xjjl-cdt::u zJ'mQx]%:ﬁ:{ln(x}]J =

]I. I
:}-J‘lu[x]lcﬁ=£ﬂ}—+f
x 2
Aplicamos este resultado a la integral definida.

j&rlm; (n(x)' | {{mm}f}_? (n(a))']__(m(a))

X 1 1 2 :‘-:I' 1 2

=2=(lnfa)) =4=

X

jgﬂﬂ:_h_{mc;)r =_h{m|:;:|}:

in(a) ﬁ . Infaj=2—=a=¢ =1
= Infalj=Jd=2=
Infaj=-2—=la=¢" <1

El valor buzscado ez a=¢"".
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'EJERCICIO 4 (2.5 puntos)
Considera las funciones f:R =& v g:R—{0} = B definidas por f{x)=53-x" ¥ g{x]=%.

a) [1,25 puntos] Esboza las graficas de las dos funciones y calcula los puntos de corte entre ellas.
b) [1,25 puntos] Calcula la suma de las areas de los recinfos hmitados por las graficas de fv g

a) Hallamos los puntos de corte de las praficas de las dos funciones.
flx)=g(x)=3-x =%:}5x: —x'=d= x4+ -4=0=

543 ;
oo f S_a)(—4) 53 |T3 X Sx=i=
X'= = =
2(-1) -2 —_j;3=4=x’—>r=ﬂﬁ=ﬂ

Las graficas tienen 4 puntos de corte: x =-2 x=-l x =1 x =2

Hacemos una tabla de valores y la representamos.

ot
I
L
|
P

[
= M| -
= L Ln i e

La funcion g{x)= i tiene una asintota vertical enx = 0.
=

i, v la representamos.
=

Hacemos una tabla de valores de la funcién g(x)=
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x|y _4 g
=

2] 1

-1 4 e .
05| 16
0.3 16 i P ISR 1S SR N S

1 4

2 1

b) Hay dos recintos imitados por las graficas. Dhibujamos los recintos v vemos que tienen el
mizmo valor de drea, dada la simetria de las funciones.

I T
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Calculamos una de las areas.

S R SRR (T, W) TR S
3 3 3 3
. 2 4
Elareatotales 2-—=—-=133u
Z Z
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BLOQUE B
BLOQUE B
EJERCICTIO 5 (2.5 puntos)
111
Sealamatriz 4=|1 1 IJ e [ Iz matriz identidad de orden 3.
111

a) [1 punto] Halla los valores de m para que la matriz .{—»/ no tenga mverza.
b) [1,5 puntos] Halla x, distinto de cero, para que 4—xf sea la inversza de la matriz l{d -T}.
X

a) Para que no tenga mnversa el determmante debe ser nulo.

Mmooy 1-m 1

111
A-mi={111-m0 1 0[= 1 1-m 1
111) wot)l1 1 1-m
Fila 3 — Fila 2*
1-m 1 —-m 1 1
4 11 P s VL I 1
|4—ml]= - il —lem -1 A
11 1- 0 m -
0 m —m
ila2® — Fila 12
l-m 1 1
P 0 |=m (1-m)+0+m 0+ m* 0
=\ qem -1 _gl=|m m =m (1-m)+0+m —0+m -0=
0 m =
m —m 0

=m' (1-m)+2m" =m' (1-m+2)=m" (3-m)

m=0

|A—m€]='|]:::m"{3—m}=ﬂ::{ﬂ

F—m=0—=m=3
La matriz 4—pd no tiens inversa cuando m = Jom = 3.

1

b) Paraque 4—x seala inversa de la matriz —(4—J) debe cumplirse que su producto ez la
X
matriz identidad.

y 11"111""100’"“'11"{}'11"'
—[.-{—I‘,|=—'111—D 1 0)|]==j1 0 1
X : Xi! X'

11 1iloo 1)) Tl11o
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111y (100111 (x0 0] (l-x 1
A—:tI=111—x{llDJ=111—ﬂxﬂ= 1 1-x

111 oot irfloox L1 1 1-x
01 1y1-x 1 Y (10 0
Ld-D{d-D)=I=2{1 0 1] 1 1-x 1 =010J3
Lot 1 o1-x) oo

141 1-x+1 1+l-x) (1 0 O
=1 xs1 141 1+l-x|=l0 1 0|>
Yll-x+1 141-x 141 001

1 2 2—-x 2-x 1 00 2 2-x 2-x 1 0 0
=—|2-x 2 2-xij=101 0|==(2-x 2 2-x|=x/0 1 0=
X
2—x 2-x 2 001 2—-x 2-x 2 00 1]

El valor buscado ez x = 2.
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EJERCICIO 6 (2.5 puntos)

El duetic de un bar ha comprado refrescos, cerveza v vino por un mporte de 300 euros sin mcluir
impuestos. El gasto en vino es 60 eurcs menos que los pastos en refrescos v cerveza conjuntamente,
sin inchoir impuestos. Teniendo en cuenta que los impuestos de los refrescos, la cerveza v el vino son
el 6%, el 12% v el 30%;, respectivamente, entonces el mporte total de 1a factura meluyendo mpuestos
ha ascendido a 392 4 euros. Caleula el mporte, meluyendo impuestos, mvertido en cada una de las
bebidas.

Llamamos “x” el gasto en refrescos sin mpuestos, v al gasto en cerveza sin impuestos v “z” al
gasto en vino sin impuestos.

El gasto total ex de un importe de 500 euros sm mclur mpuestos 2 x+ y+z=35300.

El gasto en vino es 60 euros menos que los gastos en refrescos v cerveza conjuntamente, s
mchur mpuestos 3 z=x+ y—560

Temendo en cuenta que los mpuestos de los refrescos, la cerveza v el vino sonel 6%, el 12%: v el
30%, respectivamente, enfonces el mmporte total de la factura inchavendo impuestos b ascendldﬂ
a 5924 euros > Los impuestos son 392.4 - 300=024€ 3 006 x+0.12-y+030-z=02.4

Reunimos laz ecuaciones obtenidas en un sistema vy lo resolvemos.

x+y+z=500 ] x+y+z=3500 1
z=x+y—-60 —sz=x+y—->60 =
{l.{iﬁ-x+{l.12-y+l}.3ﬂ-z=92.4J ﬁ-x+11-}=+3ﬂ-z=924DJ

x+y+z=500
=z-y+00=x
x+2y+3z=1540

]jf—y+ﬁl}+_];+z=ifﬂ] ]:}
J Z—y+60+2y+52=1540]

Vo — —
S 22=400-5[=20 L ogjago
y+6z=1480 |

::'L'F=14SD—132EI=16D|:*- x=220-160+60=120

Sin mchur mpuestos se ha gastado 120 euros en refrescos, 160 en cerveza v 220 en vino.
Incluyendo mpuestos el g gasto es de 120 - ll}ﬁ—l"?"‘Eenreﬁesma 160-112=1792€
en cerveza v 220. 1.30 =286 € en vino.
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'EJERCICIO 7 (2.5 puntos)

Considera los planos 7, =x—y+z=0vy 7, =x+y=2.

a) [1,5 puntos] Calcula la distancia entre la recta mterseccion de &, ¥ &, v el punto P(2, 6, -2).
b} [1 punto] Halla el angulo que forman «, v ..

a) Obtensmos la ecuacion de la recta

x=2-4
m=x—y+z=00 x—y+z=0 .
= = l-y-y+zr=0=z=-1-2ly=r:qy=4
m,=x+y=2 x=2-y
-’ z=-2-24
.d"---_-
-’r_._f-. -Fl.
L | !
F r
— = i —
.--"'F.’

Hallamos el plano perpendicular a la recta que pasa por el punto P.
Dicho plance tiene como vector normal el vector director de la recta.

r=2-4i
roiv=4a =v =(-11-2)
z=-2-24

5=E={—1,1,—2}}j ri-x+y-2z+D=0

==2+6-2(-2)+D=0=
P(26-2)ex P(2,6-2)ex } (-2)

=D=-8=Dr:—x+y-2z-3=0
Determmamos el punto P” de corte de recta v plano.

Ti—x+y-2z-8=10

x=21-4
= —{2-A)+A-2(-2-21)-8=0=
FiAy=4 :
z==2-24
x=2-1=1
=2+ i+A+4+4a-E=026i=62 a=1=1y=1 = PrLL-4)
z=-2-2=-4
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La distancia de P a la recta res la distancia de P a P

PP =(1,1,-4)-{2.6,-2)=(-1,-5.-2)

d(P.r)=d(P.F')=[PP|=f(-1) +(-5) +(-2) =[\B0=54Tu

k) Elangulo que forman # v , es el angulo que forman sus vectores normales.

.;z‘lsx—}i+f=ﬂ} n= {l_llj]jms' 1||= nn
r=x+y=2 n, = l_l_ll}I]-J> ) |-*_3|||’?:|
msI{E,PT_.]I= (L-11){110) 1-1 0=

FETION ool T_

:bf_?,,n__.}=arcms{ﬂ}=90“

Los planos x, v &, son perpendiculares.
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EJERCICLO § (2.5 puntos)
Calcula el volumen del tetraedre que limita el plano determmado por los puntos A(D, 2, =2),
B(3, 2, 1) y C(2, 3, 2) con los planos cartesianos.

Hallamos la ecuacion del plano determinado por los puntos A(Q, 2, -2), B(3, 2, 1) vC(2,3, 2)

u=A4B=(3,21)-(0,2,-2)=(3,0.3) =3 y-2 z-1
v=AC=(232)-(0,2,-2)=(2L4)l=x:|3 0 3 |=0=
B(32l)ex 21 4

= 6(y-2)+3(z-1)-12(y-2)-3(x-3)=0=>

= 6y-1243z-3-12y+24-3x+9=0=23x—6y+3z+18=0=[7:x+2y—z-6=0|

Hallamos los puntos de corte del plane con los plancs coordenados.

Tix+ly-z-6=0]

GX*{};:S‘ t=x—6=0=x=6=P(6,0,0)
= |

-

Tix+ly-z-6=0]

GI’%{I=D ;:.Zbly—ﬁ=ﬂ:‘-y=:r:}g{ﬂ,3__ﬂl}

-

Tox+2y—z-6=0]
x=0 t=-—z-6=0=z1=—6=R{0,0,-6)

GE’—}{
y=0 ]

El volumen del tetraedre defimido por el origen O(0, 0,0) v los puntos P, Q v . es la sexta parte
del valor absohito del producto mixto de OF, 00 v OR .
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OF =(6,0,0)-(0,0,0)=

(6.0.0) | 6 0 0
00=(0.3,0)-(0,0,0)=(0.3.0) }=[OP,00,0R|=0 3 0|=-108
OR =(0,0,-6)-{0,0,0)=(0,0,—6)| 00 -6
OF, OQ, O
Folumen QPQR = I: e _108_ 18 o
El volumen del tetraedro es de 18 u'
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

U g v d d EVALUACION DE BACHILLERATO | CONVOCATORIA:

T NIVersSI0ad | FarA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD | ORDINARIA DE

(EBAU) FASE GENERAL JUNIO
% Za ragoza CURSO: 2022-2023

1542 MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas
puntuaciones se indican. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han sido las 5
preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas que se han
respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:
_ sen(x) .
Sea la siguiente funcidn f(x) = {ax x t2six# 0, a € R.
2six=0

a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.

b) (1 punto) Calcula el valor de a para que f(x) tenga un extremo relativo en x = -1t/2 y di qué tipo de
extremo es.

Problema 2:
x+1)?2 1)
Calcula el siguiente limite: lim 2—]
x—+4o00 LX“+3x+1

Problema 3:

Calcula el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = -x? y la recta de pendiente1/2

que cortaa f(x)enx=7/2

Problema 4:
Dada la siguiente funcion f(x) = 21,
Vx2—x=2

a) (0,75 puntos) Estudia y escribe su dominio de definicidn.

b) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asintotas y ramas parabdlicas, Determina las asintotas caso de
existir.

Problema 5:
Sean las siguientes matrices:

-2 1 1 0

A=< 2 0 ),B=< 1 1),0:(% 5),D=4-B"-2I,
1 -1 -2 0

donde BTes la matriz traspuesta de B, e I es la matriz identidad de orden 3.

a) (1 punto) Estudia si la matriz D tiene inversa y, en caso afirmativo, calculala.

b) (1 punto) Resuelve la ecuaciéon matricial: CX = AT B, donde ATes la matriz traspuesta de A.
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Problema 6:

Dado el siguiente sistema:

—x+mz=0
my + 2z = 2 + 2m?
xX+y=2m

a) (1,2 puntos) Discute segun los valores de m reales, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles
soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible).

b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema para el valor m = 2.

Problema 7:

Sean las matrices A = (1_/12 _12)’), B = (—23 ?)

a) (1 punto) Calcula la matriz A" paran € N.
b) (1 punto) Resuelve la ecuacidon (A + 21) X= B, donde I es la matriz identidad de orden 2.

Problema 8:

El plano: m=2x+ by -2z2+4=0,b € Ry b %0, corta a los ejes de coordenadas en tres puntos A, By C.

Calcula los valores de b € R tal que el drea del tridngulo que determinan estos tres puntos A, By Csea 6

u?.

Problema 9:

. — > —> . . .
Si los vectores {u, v, w} son linealmente independientes,

. - > = . . . . .
a) (1 punto) Comprueba si los vectores {7, s, £} son linealmente dependientes o independientes, siendo
r=2u+w;s=u+v-w;t=-3u-v-w
. , — > —> . .
b) (1 punto) Si ademas, los vectores {u, v, w} son ortogonales y unitarios, calcula razonadamente
ur+vs+wt
donde - representa el producto escalar de dos vectores.

Problema 10:

El contenido total en sulfitos (medido en mg/l) del vino que se produce en una bodega, sigue una distri-
bucion normal de media 150 mg/l y desviacion tipica 30 mg/l. La bodega se compromete a vender so-
lamente vinos con un contenido total en sulfitos inferior a 200 mg/I, por lo que se desechan para la ven-
ta aquellos que superen esta cantidad. Se pide,

a) (1 punto) ¢Cual es probabilidad de que un vino producido en la bodega se deseche por la elevada
cantidad total de sulfitos?

b) (1 punto) ¢Qué porcentaje de los vinos producidos en esta bodega tienen un contenido total en sulfi-

tos entre 110 y 150 mg/I?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:

ax—%(x)+2 six#0
2six=0

Sea la siguiente funcién f(x) = { a € R.

a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.

b) (1 punto) Calcula el valor de a para que f(x) tenga un extremo relativo en x = -1t/2 y di qué tipo de
extremo es.
Solucion:

a) Para x (0 la funcion existe para todos los valores v es confinua. Falta comprobar la
contmuidad en x=10.

. Ienx . a —semx+2x 0 L .

]:l_'f}fix]'=]£'|1,m—_ = +2=ET =E=I.tlﬂetﬂmmamnnl:[.1-[np1tal]=
. dax—cosx+2 2a0-cos0+2 1

=I-]m = === 1

7@=0 ]

; = f=0=1=1lm f(x)

:!:l_l:':ﬂ-f (I} - ].J z=Hl

La funcidn no es continua, independientemente del valor de a.
La funcidn es continua en ® —{0} para todo valorde a.

b) Para que f(x) tenga un extremo relztive en x = —% Iz derivada debe amilarze.

™ ' A
I {I}=ﬂ'—xmi: Sm. paquelﬂl 'r—;|ms —%]—senr—é
. '!-::h:!—"L s : - </ 0=
f[—— =0 _EJ
Ll | 2
=
L_EW_H} 1 4
= a= L = a=——la=—
T I~ &

El valor buzcado es c:=i ;

Para E=i, comprobamos que tipo de extremo hay en x=—%.
=

Estudiamos el signe de la derivada antes y después de este valor.
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En el mtervale L_E’TEJ tomamos x = —2 v la dervada vale

—x

— — _ . '
(—2)cos(-2)—sen| 3}=—ﬂ_¢]3{1].Laf|1nciﬁndecreceen|—m,TJ-
L9

(-2
{—
En el mtervale i%,ﬂ] tomamos x =—{ v la derivada vale

(=
FED==

-1 -1}- -1 -
f'[x}=i_{ }cns{ :I .mm: }=D_1}D.Laf|m-:iﬁnc:rmeen [—E,ﬂ].Tnmamus.
T {_1}- 2
un mtervale cercano al valor, pues no sabemos 51 existen mas puntos criticos v por tanto,
cambios de signo de la dervada.

Decrece v luego crece 2 En x=—% hay un minmme relatrve.
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Problema 2:
(x+1)? 1)
Calcula el siguiente limite: lim 2—]
x—+4o00 LX“+3x+1
Solucion:

1) T
lim M =17 = Indeterminacion({nimero €)=
== x" +3x+1

lifmi [lll:'l:-l;,iLH 1

lim {hx}|:|;x+_1}:_1i| _ H}ﬂ;{lﬂxj{tx +1]3 —x =3x- 1i| _

x+3x+1

— fim {I.ﬂx::l|:r +2I-.'-1_I- —31—1] - lim -|:ltl.1'::||: . -X i|=
= x+3x+1 = x+3x+1

—tim X _® o determinacién(L Hopital) =
==y +3x+1 w

—-lnhx—x—

_ X fim 22X ® b determinacion(l Hopital) =
= w43 == Iy 43 o0
_1
S |
:—ZHEPE :—!+=EI o0
=,E';'I=
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Problema 3:
Calcula el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = -x? y la recta de pendiente 1/2

que cortaa f(x)enx=7/2

Solucion:
Ha]]amaslaecua{:iéndelarectadependjeme% u:[uemrtaaf(x}enx=é.
Iy kS
_f|1j=_ EJ +4|E] _£+14=1
W2 2 2 4 4
p«em‘fgm—l ﬂ
2 ij_]’_ll’x_?“':}‘:_?_lx_]‘:} —l.t
NG IR B Y NG S A i
pas P‘-”-"LT_‘ I

Debemos calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funeién f(x)=—x"+4x yvla

recta :I.-'=%I.
Hallamos los puntos de corte de parabola y recta.
flx)=-x"+4x
1 ::~—x:+4x=§::=—ix:+ﬁx=x:}—2x:+]’x=ﬂ::=
}-=;I a

el

x=0

= x(-2x+7)=0= 1
' —21’+_|"=|:|—}—EI=—?:}I=E

Calculamos la mtepral definida de la diferencia de las dos finciones entre 0 v 72

J 0y ey ] e 10 343
3 4L 4l s

El zZrea de la region pedida ez % = 7.15 umdades cuadradas.
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Problema 4:
2x—1

Dada la siguiente funcion f(x) = ——:
x2—x—2

a) (0,75 puntos) Estudia y escribe su dominio de definicidn.

b) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asintotas y ramas parabdlicas, Determina las asintotas caso de
existir.

Solucion:

a) Vemos cuando ze amula el denominador.

S 1+3_2_x
iJT e
x"—x—2=ﬂ:3.x=1 (-1 4{1}'( 2:':113: 2
2 2 1-3
—=-1=x
2

Estoz valores estan exclnidos del dominio.

Vemos cuzndo existe la raiz. Para elle debe ser el radicando positive (x° —x—2>0)
En el intervalo {—=,—1) tomamos x = —2 v la el radicando vale [—2_‘]2—{—2]—E=4}0.
La funcién existe en (—=,-1).
En el intervalo {—1,2) tomamos x = { v la el radicando vale (° -0-2=-2<0.La
funcion Mo existeen (—1,2).
En el intervalo (2,+2¢) tomamos x = 7 y la el radicando vale 3° —3-2=3>0. La funcién
existe en (2,+w=).

El dominio de la fimeion es (—oe,—1)w(2,4:).

b)
Asintota vertical. x=a
;x=2 es asintota vertical?

.
IJ.m_jl"x‘,l 2:2-1 3

2x-1
===m
-\|I| -JIZ -2-2 0
x=21 ez azintota vertical
;i x==1 ez asintota T.'e:rticaj"-'

lim 7(x) = lim ﬁfnl =

'\II 1’ 1‘1 - 1}—
x=-1 es azintota vertical.

Asintota horizontal. ¥=§.

2x-1

b= lim ()= i s

¥ =2 esasintota horizontal cuande x tiende 2 +oo.
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., 1x-1 Como x <0
b= lim f(x) = Hm e = H i = infroduzco en la raiz | =
TENx -x-2 TTNxr-x-2
X
2r-1 x_ 1 ,_1
- fim — X —lm— X X —im - x -
T Yx'-x-2 ""“’_Jr_i_i == l_l_i
X ¥ X ox xox
2L
=—m=i=—1

¥=-2 es asinfota honizontal cuandoe x tiende a —oo.

Aszintota oblicua. y=mx+n
No tiene, pues tiene una asintota honzontal

La funcion no tiene ramas parabolicas, pues los limites en el mfinito son finttos.
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Problema 5:

Sean las siguientes matrices:
-2 1 1 O
2 0 )B=(1 1)c=(% 3)p=4-B"-2
1 -1 2 0 10
donde BTes la matriz traspuesta de B, e I es la matriz identidad de orden 3.

a) (1 punto) Estudia si la matriz D tiene inversay, en caso afirmativo, calculala.
b) (1 punto) Resuelve la ecuacidon matricial: CX = AT B, donde ATes la matriz traspuesta de A.

A

Solucion:

a) Calculamos la expresion de la matnz D.

-2 1 1 0 0
. 11 -
D=4-B"-2I=|2 0 =210 1 0=
01 0]
1 -1 001
-2 -2+1 4 200 -2 -1 4% (2 0 0
=| 2 2 40 2 0|=2 2 4-020
1 1-1 =2 0 0 2 1 0 -2 0 0 2
(-4 -1 4
D=2 0 -4
1 0 -4
Comprobamos que su defermuinante ez no nulo.
-1 4
D=2 0 —4=0+4+0-0-8-0=-4=0
1 0 4

Existe 1a inverza de la matriz D). La calculamos.

402 1y (|0 0] |1oo| oo

Adj-1 0 0 44‘ ‘\4—4”44
D-_dcﬁ{f-"_]_ L4 =4 ) ) |2 1‘ |4i“ _‘-4 2‘
D] — ) S B 4 -4
21 T

od Tid R,

"

0 4 4 70 1 -
D"=_T14 12 -8|=|-1 -3 2
0 -1 2) Lo 14 172
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b) Despejamos X en la ecuacion matricial C¥ =4"-F.

X=A B=X=C"4AB

Determinamos la expresion de la matnz X

(2 1)
C_._dir'{tf’}_‘wb o) -10 -3
e -3 32

I 3= \
yemorpolf0 BY2 2 1]
-1 201 0 -

0
1l=
3 =2 0

311 2 3 30

=10 =3y -242-2 042407 10 -3y-2 2
1+0+2 0+0+0;) 3'-1 2
-1{/-9 07 3 0
X:— —_
3[3 - ] [—3;3 2;’3}
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Problema 6:
Dado el siguiente sistema:
—x+mz=0

my + 2z = 2 + 2m?
x+y=2m

a) (1,2 puntos) Discute segun los valores de m reales, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles
soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible).

b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema para el valor m = 2.
Solucion:

=1 0 =
0 m 2
L1 1.0

a) Lz matriz de coeficientes ez A= v la matriz ampliada ez

4

(10 m 0
A/B=| 0 m 2 2+m
L1 1 0 2m

WVemos cuando se annla el determmante de la matriz 4

-1 0 m
|[4=10 m 2|=0+0+0-m -0+2=-m +2
1 1 0

|[4=0=-m'+2=0m =2 m=12
Estudiamos tres casos distintos.
CASO L m=z2
En este caso el determinante de A es no nulo v su rango ez 3, al igual que el range de AB
& 1zual que el mimero de meognitas.
El siztema es compatible determmado (inica sehacion)

CASO 2 m=+2
En este caso el determinante de A es mulo v su rango no es 3.

-1 0 42 -1 0 2 ¢
Lasmah‘icesqmdmrf; 0 2 2 E-A-'B=-'I] L2224
i1 1 0 i1 1 0 5
\ \ e
Estudiamos el rango de ambasz uhlizando el método de Ganss.
(Fila 3* +Fila 1*
[-1 0 ‘I
_ 2o 11 0 NI 1
AiB=10 f 2 4 |=! Lo B o
1 1 0 -
\ EJLT_-' 01 W2 gﬁ—}ﬂum'aFilaB'[
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10 2 g
=0 2 2 4 |=

01 N2 W2

Tl 33 P A'E ™
2 Fila3* —Fila 2 T 0 G o
047 2 4 =0 2 2 4
0 2 2 4 0 0 0 0
0 0 0 0—NuevaFila? —_—

La matnz A tiene rango 2, al 1gual que la matriz A/B, siendo menor que el mimero de
mcognitas. El s1stema es compatible indetermmado (mfimitas soluciones).

CASO 3. m=—2
En este caso el determmante de A es mulo v su rango no es 3.

-1 0 =2 -1 0 2 g
Lasmatricesquedan A=| 0 —f2 2 |[vA4/B=|0 2 2 4
oo 1 1 0 -

Estudiamos el rango de ambas utilizando el metodo de Gauss.

‘Fila 3* +Fila 1*
S G I PR
A/B=|0 7 2 41 |=/ - ,
1o 10 -2 0
— ¥ 1
\ W2 o 7 22— NuevaFila 3*

0 1 - 2f2

- A -\"l
J3 Fila * +Fila 2* ( P z 5

I |~ ' P
0 -2 -4

H V2 = 0 7 2 4
0 2 2 4 0 0 0 0o
0 0 0 0 —MuevaFila 3® L -—

- - s

La matnz A tiene rango 2, al igual que la matriz A/B, siendo menor que el mimero de
mcognitas. El s1stema es compatible indetermmado (mfimitas soluciones).

b) Para m=2 el sistema es compatible determinado (CASO 1).
Lo resolvemos.
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—-X +2z = 0 |—x +2z = 0
2y +2z = 6= ¥ +z = 3=
Xty = 4 X +¥ = 4
Ecuacion 1* + Ecuacion 3*
—-X +1z =0
Tx + ¥ =4 =
¥ 42z =4-— Nuevaecuacion 3*

Ecuacion 3* — Ecuacion 2*

-x +1z = -
y +lz = 4
= ¥y 4z = i= Jy -z = -3 =
T, T
L 4 z = 1 — Nueva ecnacicn 3*
-x+2z=0

-x+2=10 =2
S e
R

Lazohicionesx=2 y=2z=1
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Problema 7:

Sean las matrices A = (1_/12 _12),}, B = (—23 ?)

a) (1 punto) Calcula la matriz A" paran € N.
b) (1 punto) Resuelve la ecuacion (A + 21) X= B, donde I es la matriz identidad de orden 2.

Solucion:

a) Calculamos las potencias sucesivas de la matriz A, en busca de alguna regularidad.

- " -1 -1 7
1oy ) [ ia) (2 2Bl B
o LA O S
ST, QU ) B DU S Y A T O o o At
. &)
LE -..2 r \ zl—l 1!—! J
(3 3y (3.3 3, (2 9 (B3 &BF
NI R - T R R B -
3 L I I R I e B I )
2 (17 AT 2
2 -I' I 4 ¥ lk 2'_: 2'
(9 9% (2.2 89 (22 (BT B
|8 4|35 1|_|16 4 8 2|_| 16 8 X 2+
A =Ad= 2 | - -
2 24 —z] 2.2 2ol | T (=37 37
L4 20 VB2 o4 ) LE 4 P P
| 2
_|:_3-:Il:-| —(—3}‘_'
Il.._ s T 2-—_‘ J
OTRA FORMA DE OBTENERLO
i s ™
RN IR R TSI
A= 2 ==2| 2 =-| |
ol 201G ) 22 )
\ W 4

e 11 :“ﬁ|1 1 :‘i_ 1Y(1 231 2%
A S A A A I S S

_[1]-”'1-4 2-8 __r1“~|:_r'-3 -6\ [ TH'J“ 2]_-3 1 2
2)1-2+8 —4+16) 12} 16 12) 12)" T2 ) 22 4
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fogea 3L N1 20 3014 2-87_ 3(-3 -6
U T2 40212 A Tl-2+8 416! P6 12)

= 1 2% (371 27
'?{_3}[—1 —4]"2_31-1 —4}

b) Despejamos la matriz X de la ecuacion (4+27) X =5.

(d+2NX=B= X =(4+20) B

Comprobamos que A + 21 tiene mversa v la caleulamos.

L Y 1 ooy (3
A+2I=|12 ! ‘+1[ﬂ 1J= 2 1
-1 2 -1 0

>
|[4+21]=[2 |=1=0
-1 0
R
2
‘Mj[z 0 -1
o Adi(d+20YV 1 0 -
(4+20) = ﬂjriu S e PR
2

Determinamos la exprezion de X

_1“: 3 jﬁ'l iy _1“‘1
A=(de2) B= s [1 1) -3+5 5 jJ
= -3+35 5+=
2.) 4 2
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Problema 8:

El plano: t=2x+by -2z2+4=0,b € Ry b #0, corta a los ejes de coordenadas en tres puntos A, By C.

Calcula los valores de b € R tal que el area del tridngulo que determinan estos tres puntos A, By Csea 6

u?.

Solucion:
Hallamos loz puntes de corte con cada une de los ejes de coordenadas.

r=2x+by—2r+4=0
A= . {1, 0 = +d=0=x=-1= 4(-2.0,0)
z=0

w=lx+by-2z+4=0

4 4
B> = by+d=0=y=—=80—.0
_"m‘:{xﬂ AR :}L’b’l
| =10
(r=2x+by-2z+4=0
C_:”IGE-{]::[' =-2z+4=0=z=2=C(0,0,2)
ly=0

El irea del trisngulo ABC ez la mitad del modulo del producto vectorial 4B= AC .

. ' k
i __1 ™ 4 J I ..Ir
4B=10"0|-(=2.00)= 220 - .
('.{: J7200= L b )i= dBxaC=2 ;_4 0
AC=(0,0.2)-(-2.0,0)=(20.2) | s o
2 8, . (8 9
—TI+E.&—4L}—L E,—ﬂ-.EJI
AN : (8
f \ﬁ_EJ +{—4] 4| 5] J;E+ ; 1;3
_ b i — —_
Area= 3 = 3 =T 3

[zualamos el valor del drea a 6 v obtenamos el valer de 5.

: ﬁ.ﬂ“ﬁ B 128
Area=6= - =f= &_+1ﬁ 12:}%+15—11 =

A

:f_ﬂ_us:a-_ln

Los valores de & buscados son—1 v +1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 9:

. — > —> . . .
Si los vectores {u, v, w} son linealmente independientes,
. - > = . . . . .
a) (1 punto) Comprueba si los vectores {7, s, £} son linealmente dependientes o independientes, siendo
r=2u+w;s=u+v-w;t=-3u-v-w
. , — > —> . .
b) (1 punto) Si ademas, los vectores {u, v, w} son ortogonales y unitarios, calcula razonadamente
ur+vs+wt
donde - representa el producto escalar de dos vectores.

Solucion:

a) Comprobamos s1 el producto mixto de los vectores en nule o no.

;=11;+1_1.':::;=|:1__D,1} ] 70 1

S . | C e

s=u+v-w=s=(11-1) l=[rnf]=[1 1 -1=2+0-1+3+0-2=2=20
t=—3u-v+w=i=(-3,-11)| -3 -1 1

Loz vectores {r .5-, I'-} son linealmente independientes.

b)
(2w |+ ) By ) =

=Jw U+ WHV UV Y-V W=3Wu—w v+ W=

Por ser unitarios | [Por ser criogonales’

uu=1 Huw=0 '
L ¥ L=240+041-0-0-0+1=(4]
vv=1 [ 1vu=10 '
wow=1 Hww=0 )
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Problema 10:

El contenido total en sulfitos (medido en mg/l) del vino que se produce en una bodega, sigue una distri-
bucion normal de media 150 mg/l y desviacion tipica 30 mg/l. La bodega se compromete a vender so-
lamente vinos con un contenido total en sulfitos inferior a 200 mg/I, por lo que se desechan para la ven-
ta aquellos que superen esta cantidad. Se pide,

a) (1 punto) ¢Cudl es probabilidad de que un vino producido en la bodega se deseche por la elevada
cantidad total de sulfitos?

b) (1 punto) ¢ Qué porcentaje de los vinos producidos en esta bodega tienen un contenido total en sulfi-
tos entre 110 y 150 mg/I?

Solucion:

X = El contenido total an sulfites (medido en me/1) dal vino.
N =N(150, 30)

a) Nos piden determinar P(X = 200}
[ Tipificamos .

—150™
P(X2200)=!__X-150 =P|EE¥]=P(EEL6?]=
T 4

l 30 -
=1- P{Z £1.67)={Miramos en la tabla N(0,1)} =1-0.9525 = [0.0475

] e wE nm [ ()
(1] [ 0] TSHED ] [ L]
b 2534 05438 S.54T8 o557 BS5ET
0z 3573 05332 OL5ETH 059 558
k] 61T DEHT D815 0 E=% BE3E
0 (=2 0555 Ll = ] 0 Esd 50
s 0655 0 E%50 Ll o T e
{11 orer o o 0 sy [hs
onr 0.75ED L] OUTEAE T T AT
ne QT 0D kL] 0 oy BTE
K] 28158 awsE LE 0 BX3s [ F
10 [iF "Rk ] 0Rass O A 0 BBt L
i 08843 8885 SE 0 amoe QAT
12 [F =1 [ ] i ] 0 B [ ]
12 a2 L L] 3005 0 Ay [k e
¥ ] L 31 e iy L rsr] 0 s (L3
¢ 2932 [-s L) k1 QE (L )
168 e
el [ ¥ n ey [k 5
b)
< .
\Tipificamos | 110150 _ X150 _ 150150
P(II0SX £150)={ _ x-150}=P) e 4 |=
Tlz- ED 30 VI
| 30

= P(-133£Z20)=P(Z<0)-P(Z£-133)=

=05-P(Z2133)=05-[1-P(Z£133)]=
= {Miramos en la tabla N(0,1)} =0.5 - [1-0.9082] = [0.4082

El porcentaje de los vinos producidos an esta bedega que
tienen un contemido total en sulfitos entre 110 ¥ 130 me/1 es
del 4082 %2.
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U 0 'd d EVALUACION DE BACHILLERATO PARAEL | CONVOCATORIA:
igr UNIVEISIOA0 | Acceso A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE | EXTRAORDINARIA
i GENERAL
—_— Zaragoza CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

1542

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

1) Sea la siguiente funcion
flx) =" +b)x—e, abelk a0
a) (1 punto) Calcula los valores de a v b, sabiendo que dicha funcion tiene un extremo relativo
en x = 0 y un punto de mflexion en x =2.
b) (1 punto) Para los valores a=1 y b =2, calcula j;g’{ x)dx

2) Calcula el valor del parametro a €X, para que el siguiente limite sea finito v calcula el valor de
dicho limite
In(x+1)— +3xcos(2
I —lim (x+1)—asen (x) xcos(2x)
x—0 x"

3) Descompon el mimero \E en dos sumandos positivos, de forma que la suma de sus respectivos
logaritmos en base 3 sea maxima v calcula esta suma de forma exacta.

4) Para la siguiente funcion

2
X

f()= -
x"—2x+1
a) (1 punto) Indica el dommio de definicion y estudia su monotonia.
b) (1 punto) Estudia la curvatura de la funcion (concavidad = (" y convexidad = U) vy la existencia
de puntos de inflexion, y calculalos s1 existen.

5) Dada la siguiente matriz:
1 -1 m
A= 2 m m+2
m—1 2 1

a) (1 punto) Discute el rango de la matriz 4 segiin los valores de m € &L
b) (1 punto) Calcula la nversa de la matriz A para el valor m=1.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
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1 2
6) Sabiendo que |4 0
a b

= % calcula razonadamente el determinante de la matriz

[} L& L

4a+2 4b+4 4e+6
A=| 3a 3k 3e
a+4 b c+5

T} Una ONG aragonesa de reciente creacion tiene tres sedes, vna en Huesca, ofra en Zaragoza v otra
en Teruel El mimero total de voluntarios es de 31. Para que Huoesca v Zaragoza tuvieran el mismo
nomero de voluntarios tendrian que trasladarse 3 de Huesca a Zaragoza. Ademas, el nimero de los
voluntarios de 1a sede de Huoesca excede en | a Ia suma de los veluntarios de las otras dos sedes.
;Cuantos voluntarios hav en cada una de las tres sedes?

8) 51los vectores {ﬁ,;',ﬁ-} son linealmente mndependientes,

a) (1.2 puntos) Comprueba si los vectores {;,E,E} son linealmente dependientes o independientes,
siendo e
r=u—v-=22w, s=u+3w, t=2u-v+w

b) (0.8 puntos) Calcula razonadamente 35 (E— ;] donde > representa el producto vectorial de dos

vectores.

9y De los turistas que llegaron a Espafia el mes pasado, el 35% visitaron Aragon. Si seleccionamos
al azar v de manera independiente 7 turistas que llegaron a Espafia el mes pasado.
a) (1 punto) Razona, sin hacer uso de la calculadora: jQQué es mas probable, que 2 de estos turistas
visitaran Aragon, o que sean 3 los que visitaron nuestra Comunidad Auténoma?
b) (1 punto) Calcula 1a probabilidad de que alsuneo de los 7 turistas haya visitado Aragon.

100 En el club deportive Ares, se juegan tres modalidades de raqueta: padel, tenis v fronton-tenis.
Cada socio del club solo puede apuntarse a una inica modalidad. El 60% se apuntd a padel, el
23% a tenis v el 15% a fronton-tenis. En los campeonatos anuales entre clubes deportivos,
participaron todos los socios del club Ares, de los cuales han conseguido medalla el 21% de los
jugadores de padel, el 30% de los ugadores de tenis v el 12% de los jugadores de fronton-tenis.

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un jugador de raqueta del club, seleccionado al azar,
haya obtenido una medalla.

b) (1 punto) Calcula 1a probabilidad de gue un jugador con medalla, seleccionado al azar, sea
jugador de Ia modalidad tenis.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1) Sea Iz siguiente funcidn
Jix) =|:3‘" +5}x—e_. abel azl
a) (1 punte) Calcula los valores de @ v b, zabiendo que dicha funcion fiene un extremo relativo en
x=0yun punte de nflexion en x=12.
b (1 punto) Para los valores a=1 v b=12, calcula Iaf{x}cit

a) La funcion tiens un extreme relafive en x =0, lo que sigmfica que f 70 = 0.
(xX)=1e=+h ag= |=e=+h G
fO=(erb)ex(ae)=emrbrae™| | et n05 145202 ]
r©=0f

La funcidn queda f{xj=fa‘“ —l]x—e__ aslkE, a=0

Lz fincion tiene un punto de mflexion en x= 2, lo que significa qua f 7720 = 0.

FTx) =% -14+ae™ = f7(x)=ae™ +ae™ + aae™
/@=0

}::: ae'® +ae’” +dage™ ==

: - . [a=0 ]
=lae+1lae =0=2ae " (1+a)=0=+ :..#ﬂ?:’“”:ﬂ:’
g

1

Los valores buscados sona=—1, § =—I.
b} Paralos valores a=1 v b =1 la funcion queda f(x}={e‘+2]x—g=x€‘+ix—er_

I:fl:x].:f:c=‘|'x|{x€’ +2x—er:|ic=j'x"e‘+lx" —exdh =
= [x'edh+ [ 2x'de - [exd = [ x'e*dho+ 2 x'chi— e[ e =

1
b

" = e
A

= x‘e‘dﬁlx—:—e
I ;

Integracion por partes 1
j'x"e‘rit= X =u— Qe =du _=x'3"—|'e‘1xdx=x‘e’—1jxe‘dx=
db'=e’d:—}v=fe‘:it=e’|

Integracicn por partes
=|x=u—dv=du =x"e‘—2{xe‘—je‘:it]l=
dr=edisv=|ed=¢

=x'g —llf_xs‘ —e’}=.‘t"€’—lﬁ" +2&°
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1 ) L]
=xe —2xe + 2 +2IT—EIT= xe —2xet + 28" +1%—§x:+f
>
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Problema 2:

2) Calcula el valor del parametro a € K, para que el sigmiente limite sea finto v caleula el valor de
licho limi
I -4 ]ﬂi:r+l}—men(ft}+3xms{2x:l

=) x

i 1|:L{:f+ 1}—::1.5'3.!:{1.1:]+ 31{:95{2.1:] _ ].11{1} +1}— m‘enl:ﬂ}+ D-c:::-s-{'l]:l

ps

== x 0

0_
0

1 @ cos {x:l +3cos E:EJ:_] —'EISEH{ZIII

= Indeter min acion( L Hépital) = lim X+1 -
=¥ 2x

|
_ m—a:m{ﬂ}+3ms{ﬂ]—ﬂmﬂ{ﬂ] _ 1—g+3 _ i—g _

0 0 0

Como el imite debe ser finito el numerador debe de ser nulo v asi seguimos resolviendo el limite
con laregla de L 'Hopital > §—a=0-2>a=4.

L—dcns{xHSm&{Ex]—ﬁxsm[h} 0
. =lim 21 = 5 = Indet er min acin( L Hpital) =

2x

— +4sen(x)—6zen( 2x)—bsen| 2x)—12xcos( 2x)
_ {x+1)

= lim =
=41 2

-1
_(0+1) _—1+0-0-0-0 _[1

2 2 7

+4sen(0)—6sen|0)—6sen(0)-Ocos(0)

3
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Problema 3:

3) Descompdn el mimero -,,-'.'T en dos sumandos positivos, de forma que la suma de sus respectivos
logarimos en base 3 sea maxima v caleuls esta suma de forma exacta.

Descomponemos -,ﬁ como X+ )= -ﬁ
La fimcidn f(x.¥)=log, x+log, y debe ser mixima. Convertimos esta funcion en una funcién
de una sola varizble.

i+y= ﬁ—} 1-—JET xl

f{x 1]_IDE*I+1{|‘E1}J f|:.ﬂ leg, x+log, (.J'?T .I

Esta funcion solo existe cuando x = 0 v enande {3 —x }{]:}-‘E =X
El dominio de la fincién as (0,3 |
Derrvamos la fimeion v 1a 1mualamos 2 cero en busca de los puntos criticos.

f(x}l=]ng;[.qﬁx—x::l::h_f’{x_‘]=%lug,e+ jﬁ—xbg1a={%—:ﬁ:1_—x]]ug.\e

)= Lo e
i

-t
I

=

1 1 1 1 o .
:3'; :II?_—I—D:}'I—E_—I:?‘JE I—I::*“\"E—.:.I:}

Estudiamos el zigno de la derivada antes v después de este valor.

s
En e] mtervalo

.

02
f0)= J30.1-01°

I},EF] tomameos x = 0L v la derrvada vale

™
‘log, e =854 >0 . La fimcion crece en {{I£ .

A

A

Enel alo | A2 fﬂ‘l I vla derrvada val 1 «ﬁ_z 1 —033<0

int =iV frl)= . =—{ .

e ETV | J tomamos x W ETIVada vale '[‘,| E—_]_: og, e <
|

Lz funcién decrece en |
L )

3

thtm=EMﬁntMMmmx=T.

Loz dos sumandos que buscamos son x=%§ 2> _];=-,F—§=%

La ﬁm:ién tnma el valor:

f[ =log; _+]-C"EJ 2log,

£)-

-

log. L_] =lag;%=1ug;3—lﬂg_.,4= I-log. 4
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Problema 4:
4) ¥ara |3 ngments Unoon
I!
Io=rma
8) (1 pamto) Indica el dominis da definicion v estudia m1 monotonia.
b} {1 pumto) Estudia la corvatura de la foncion {concavidad = M v comvexidad = U) v la existenciz da
putos d2 mflevdon v calonlalos =i exdsten.

g} Vemos onandp se anula el denominador.

"L

¥Folr+lal=1-

Este valor ez3 exchoido del dominio. Diorinio = I-E'_—{l}
Vemps ruando e amila 1a derivada de ks fancion

r{x =2x+l)-x"(2x-1) 2 4y’ +2x- 2" 220 Ixiedx

-y (x—2x+1) T -2x+1)

-2x(xr-1} =lr{x-1) -=2x(x-1) iy

£ () - -

(F-2e] (-] (DGl
Fi=0= 2% = dy-0=x-0
(x-1)

Estudiarmos &l zigno de la derivada, ante: v despues de x = (. Anadimos el valor exchuido del
dorminia x = 1.

=2[=1]
En el intarvale {—=,0) tomamos x =—J v la derfvada vake f’{—l}-r—][—ll-l,—-il-—l{ﬂ.
La fimcion decrece en [—x,0).
En el intarvale (0,1) tomamos x = 0.5 v la derivada vale

) -2(0.5) -1
I . -
I 09 T

=8> 0. La fancion crece en (0,1).

=2 2]
En el imtervalo (1 <o) tomamos x = 2 ¥ ka derivada vale ,J"'{E:I-rTIrT'Ir—_T‘*--'*HE'-T—«i
—1]

fancion decrece an (L=o).
Resumiends: La fimcion decrece en [—e, 0w, +o) yaece en (0,1).
b Averizuamos coando se armla la derivada sseunda

_fx_lﬁ L iy 22 (20 (3)(x1)

Jix)=- -
[x-1] [(x=1)'}
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f.,{x}_—IM'[I 1}+51M=—1[I—1}+ﬁx=_gx+g+ﬁx= dx+2

(x-1)" (x-1)’ (x-1)"  (x-1J°
frix=0= 4I+2,=D:-~4x+1=0:-~41=—2::: :|:=_—1=__1
(x-1) 42
Estudiamos el zigno de la derivada segunda antes v después de este valor. Afiadimos el valor
exchndo del dommio.

En el intervalo (o, —0.5) tomamos x = -/ v la derivada segunda vale

4-{-1)+2
fri-1= I:{l ]; %{'I].Lafum:iﬁn B céncat‘a(n]en{—m,—ﬂ-j}.
En el intervalo (—0.3.1) tomamos x = 0 v la derivada segunda vale f~ (.[.:,_mﬂ-;? =2%0.
La funcion es convexa (U) en {-0.5.1).
]
En el intervalo (1,4 tomamos x = 2 v la derivada segunda vale _}""(l}=;“1-}1:' =10>=0.

La funcion es convexa (U) en (1.+e).
Resumiendo: La funcidn es concava en (—wo,—0.5) v convexa en (—0.3,1) (1, +x).

La funcion presenta un punto de mflexion enx =—0.3.

71 L
Como f(-035)= (0.3) _1 la funcion tiene un punto de inflexion en | —11 |

(03¢ -2(-0.5)+1 9 29,
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Problema 5:
5) Dada la signiente matriz:
1 -1 m
A=] 2 mo oM+ 2
m—1 2 1

a) (1 punto) Discute el rango de la matnz A segin los valores de m €&
b) (1 punto) Calcula la mnversa de la matnz 4 para el valorm=1.

a) Averiguamos cuando se amila el determmante de la matriz A

1 -1 m
|..*1|= 2 m m+2 =m—|:m+2}[m—1]+4m—m:{m—1]+2—2{m+2]=
m-1 2 1

=m—{m:—m+2m—2]|+4m—m"+m1+2—2m—4=
=m—,ﬂ{+m—2m+2+4m—m;+ﬁ!+2—2m—¢=—m!+Em=—m{m:—2:|

m=1

A=0=-m(m' -2)|=0=
5 | ] {m:—2=ﬂ'—}m:=2—}m=iﬁ

o Sim=i2 v m=0 el determmante de A es no mulo v el rango de A es 3.

+ S1m = 0 el determinante de A es nulo v surango no es 3. Surangoes 2o 1.

1 -1 0
Lamatrjz..'-"u.quedaﬂ"f= 2 0 12 . 51 tomamos el menor de orden 2 que queda al
-1 2 1,

1 -1

eliminar la fila y columna 3° > 1 0

=0+2=2#0_Elranpo de Aes 2.

* 5im=—2 el determinante de A es nulo v surango no es 3. Surangoes 2o 1.
1 i — Y
Lamatrjz..'-"u.queda"{= 2 _*IE I_J:-T . 51 tomamos el menor de orden 2

-f2-1 2 1

1 -1
quequedaaleliminarlaﬁlay{:nhmna?%‘ﬁ JT‘=—JLT+E#0.EIraugndeAl

=

* 8i m=42 el determinante de A es nulo v surango no es 3. Surangoes 20 1.
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1 -1 2
La matriz A queda 4=| 2 “E 2++2 |3 tomamos el menor de orden 2 que
J2-1 2 1

1 -1
queda al elminar la fila v columna 3* > ‘1 A=ﬁ+1q&ﬂ_ﬂmngn de Aesl

Resumiendo:
Sim=%J2 v m=0 elrangode Aes3 Sim=%J2 om=0eclrangode Aes2.

1 -1 1
a) Param = ] lamatriz queda 4=| 2 1 3
o0 2 1
1 -1 1
l4=]2 1 3|=1-0+4-0+2-6=1=0
o 2 1
‘20 (0 Y Y )
adil-1 1 20 B o1 1o 13
T
A-|=d‘!'@-{-ri:|= ,El 3 1__|.= _1 1 _ 3
|4] 1 301 ot 3
AR P
i 1 1 1)
-5 3 b
=2 1 -1
4 2 3
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Problema 6:
1 2 3
6) Sabiendo que (4 0 5=%,mlculamznmdamnnteeldgtarminamedelamatiz
a b«

e

A= 3a 3b 3
La+d ] c+3

(4a+2 45+4 -i-c+ﬁ‘]

Conzideramos 4 = 5° . Hallamos el determinante de 1z matriz B.

da+2 45+4 4o+ da+2 45+4 4o+
|Bl=| 3a 34 3¢ |=3| =a & ¢ |=
a+4d ] c+3 a+4 b c+3

Sienla fila 1* hay suma de elementes
= { separamos e] determinante =

en suma de determinantes
dg 46 4c 2 4 5 a & ¢ 1 2 31
=3 | a & cl|+la & c|=34a s |+ a b ¢ | =
a+d & ¢+ la+d b c+3 a+4 & c+3 a+4 A r:+5_l

1 2 3 |1 2

[t . 1 3
={"_af;:t1 v m‘gﬂ“ﬂ;s}ﬂ 0+20 @ b c|=6a & ¢]|=
¥ €l detemminante vale a+d b c+3|| |a+d b c+3

Sienla fila 3* hay suma de elementos
= separamos el determinante =

en suma de determinantes
1 2 311 2 3
a fila 2* v 3* som 1gnales
=ﬁaﬁrc+aﬁc=_eldet’. :all:l=
a b oo |4 o | L cetemumantevale
{93 o | Intercambiamos T
6 0+la » 6 o8l Y3 s o 5f-—s!
= fr ol = f) =4 —_ = = | —
10 5 El determinante 5 2
{ a
| cambia de signo
Aplicamos el resultade al caleule del determinante de A
|.ai| =|E: =|E|' = (—3}' =9
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Problema 7:

T) Una ONG aragonesa de reciente creacion fiene tres sedes, una en Huesca, otra en Zaragoza v otra
en Teruel El mimerc total de veluntarios es de 31. Para que Huesca y Zarapoza tuvieran el mismo
numero de voluntarios tendrian que frasladarse 3 de Huesca a Zaragoza. Ademas, el mimero de los
voluntarios de la sede de Huesca excede en 1 a la suma de los voluntanios de las otras dos sedes.
;i Cuantos voluntarios hay en cada una de las fres sedes?

Llamamos “x” al naimero de voluntanos de la sede de Huesea, *v" al nimero de volmtanoes
de la sede de Zaragoza v “z” al mimero de voluntarios de la sede de Teruel

“El mimero total de vohmtarios es de 317 2 x+y+z=31.

“Para que Huesca v Zaragoza tuvieran el mismo mimero de vohmtarios tendrian que
trasladarze 3 de Hoesca a Zarapoza™ 2 x—-3=y+3.

“E]l mamero de loz voluntarios de la sede de Huesca excede en 1 a la suma de los voluntarios
de las oiras dos sedes™ 2> x=y+z+1.

Beunmmos las tres ecuaciones en un sistema v lo resolvemos.

x+y+z=31] x+y+z=31
xi=3=y+3 i=x=y+6

+6+y+z=31] 2y+z=123
yrbry+z=31 _ }
x=y+z+l | x=y+z+l

y+h=y+z+l j 5=z

= 2y+3=23=2y=20=(y=10|=|x=10+6=16

Hay 16 volintarios en la sede de Huesca, 10 en la de Zaragoza v 5 en la de Temuel
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Problema 8:

&) 51los vectores {ﬂ'l-,‘l-'l-} son linealmente independientes,
a) (1,2 puntos) Comprueba i los vectores {r',é,f} son linealmente dependientes o independientes,
slendo
r=u—v—2w, s=u+3w, =u—-v+w
b} (0.8 puntos) Calcula razonadamente 3s(7—r | donde * representa el producto vectorial de dos

vectores.

a) Calculamos el producto mixto de los tres vectores. 51 da un resultado nulo son lmealmente
dependientes, en cazo contrario son independientes.

Como {:_.r;,;r} son linealmente mdependientes sabemos que I_i‘:f,;,;?:l =0 v forman una baze.

r=u—v-2w=(1-1-2} 1 -1 =2

.- - | e

s=u+3w=(103)  l=[unw|=]l 0 3|=0-6+2-0+1+3=0
t=2u-v+w=(2,-11) | 211

Los vectores {a;,.'é,ii} son linealmente dependientes.
OTEA FORMA DE RESOLVERLO

Los vectores F,EI} son linealmente dependientes 51 enconiramos un valor de gy de & tal
que F=as+5f.

-

r=u—-v—2w

s=u+3w

T r=u-v-2w=alutdw) b u—vew)=
f=2u—-v+w ' :
r=as+bt

= u—v-2w=au+3aw+2bu—bv+bw=

= u-v-2w=(a+2blu—bv+(3a+b)w=

l=ag+24
=d-l==h— .§=1:>{1jﬂ+2 :}{
3 3gsd -21=3a+1 —3:35—}

Como hemos encontrado los valores que permiten expresar r como combinacion lineal de los
otroz dos szbemos que los vectores {;._E,ﬂ zon lmealmente dependientes

b)

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEA GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de ARAGON

EE
Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

r=u—v—2w - - =

- 3z =3u+%w

s=u+3w e
. a'—r=2u—v+w—[u—w—1w]n=ﬂ+3w
f=2u—v+w

(= =
=

I

=

|

=

ii

[=]

= 3(1-7) = (34 9% [+ 30 ) =3
1
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Problema 9:

9) De los turiztas que llegaron a Espania el mes pazado, el 35% visitaron Aragon 51 zeleccionamos
al azar v de manera mdependiente 7 turistas que llegaron a Espafia el mes pasado.

a) (1 punto) Razona, 3in hacer uso de la calculadora: jQué es mas probable, que 2 de estos turistas
visitaran Aragon o que sean 3 los que visitaron muestra Commnidad Autonoma?

b} (1 punto) Calcula la probakilidad de que alpunc de los 7 tunstas haya visitade Aragon.

a) Laprobabilidad de que un turista elegido al azar entre los que vizitan Espafia visite Aragon es
de 0.33 v la probabilidad de que no nsrteﬂ.ragtrnesdeﬂ 63.
De los 7 tunistas elegidos al azar es mas probable que sean 2 los que wisitaran Aragon v 3 que
no lo visitaron que el hecho de que sean 5 los que vizitan Arapon v 2 no, pues es mas altala
probabilidad de no wvisitar Aragon.

51 necesitamos mas detalle.

Llamamos X a la vanable que cuenta los turistas que visitaran Aragon de un grupo de 7. Esta
variable ez bmomial pues las repeticiones son independientes v solo hay dos pesibilidades
(visita Aragon o no).

Los parametros son # = r° de repeticiones = 7. p = P{Visite Aragon) = 0.35

X=B(1,033)

LA T 76 :
P(X=5)= j|t:|_35--t:|_55-=Tu|3: -0.65°-035
r

AT
P(X:E_‘j:[l |n_35--u.ﬁjﬁ_? 035065065 t= P(X=3)<P(X=2)
4

035 <065 =035 <065

E= mas probable que zean 2 los que wisitaran Aragon

b) Nos piden caleular (X =1). Calculamos esta probabilidad usando el suceso contrario.

e
P(X21)=1-P(X =0)=1-| ; 10.35°-0.65" =1-0.65" =[0.951
PR
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Problema 10:

10) En el club deportive Ares, se juegan tres modahidades de ragueta: padel, tems v fronton-tems.
Cada socio del club solo puede apuntarse a una unica moedalidad. E1 60%: se apunto a padel, el 25%
a temis v el 13% a fronton-temis. En los campeonatos anuales enfre clubes deportivos, participaron
todos los socios del club Ares, de los cuales han conzegmido medalla el 21% de los jugadores de
padel, el 30%: de los jugadores de tems v el 12% de loz jugadores de fronton-tems.

a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un jugador de raqueta del club, seleccionado al azar, haya

obtenide una medalla.
b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un jugador con medalla, seleccionado al azar, sea jugador
de la modalidad tenis.
Realizamos un diaprama de arbol.
Medalla
P(A) =0.60 No medalla
P(MS/A)=0.79
Medalla
] [ ; P(M/B)=0.30
Raqueta y Tenis P(M/B) )
dall = i )
medaras P(B)=0.25 Mo medalla

P(MES/B) = 0.70

i b

Medalla
P(M/C)=0.12

Fronton-tenis

P(C}=0.15 No Medalla
P(MS/C) = 0.88

a) Aplicamos el tecrema de la probaklidad total

P(M)=P[A)P(M/A)+P(B)P(M/B)+P(C)P(M/C)=

=0.60-021+025-0.30+0.15-012=|0219

b) Ezuna prebabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

P(BnM)_P(B)P(M/B) 025030 (25 ,..¢

P(B/3)= P(M) P(M) 0119 |73
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= EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
&:% ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
- GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS Il

Responda en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen. Todas las
preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos. Indique en el pliego del examen la agrupaciéon de
preguntas que respondera: agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacion de
la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

Problema 1.
1 1 1
Dadas las matricesA=(0 2 0],B = ( 4 6 )
-3 -5
1 1 1
X
(a) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices X = <y> talesque 4 - X = 2X.
z

(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices M que cumplen M - (B + 1) = 2I. (I es la matriz identidad
2x2).

Problema 2.

1 1 1

1 0 1) . Se pide:

2 1
Se consideran las matrices A = (—1 1),B = (
0 2

(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se pueda
realizar el producto A - D - B.

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M - A = B.

(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B - A)™* y calculala en caso de que sea posible.
Problema 3.

Dadas las funciones f(x) = —x2y g(x) = x? + x — 1 se pide:

(a) (1.25 puntos) Calcula los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el recinto limitado por ambas
funciones

(b) (1.25 puntos) Calcula el area de dicho recinto.

Problema 4. (2.5 puntos)

Calcula las coordenadas del punto P interior al tridangulo y situado 0.3)
sobre la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres LN
vértices sea minima. - —
A0 L]
Problema 5.
x=2+41
Dadalarectar ={y = —1—Ayelplanon=ax+2y+(a-3)z=4,
z=1

(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y it sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a .

(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano i’ que contiene a r y es perpendicular a m.
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Problemaé6.

Dados los puntos A=(1,0,0)y B =(-1, 4, -4),

(a) (1.5 puntos) Calcula el plano 1t que hace que Ay B sean simétricos

(b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aan

(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacidn continua de la recta que pasa por Ay B
Problema 7.

Una compaiiia tiene tres centrales en Europa en la que se fabrica el mismo producto. El 60 % de las
unidades de dicho producto se fabrica en Espafia, el 25 % en Francia y el resto en Portugal. Se observa
que de las unidades fabricadas tienen algun defecto el 1 % de los fabricados en Espafia, el 0.5 % de los
fabricados en Francia y el 2 % de los fabricados en Portugal. El departamento de control de calidad
central toma una de las unidades fabricadas al azar.

(a) (1.25 puntos) ¢Cual es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algun defecto?

(b) (1.25 puntos) Si la unidad seleccionada es defectuosa écudl es la probabilidad de que haya sido
fabricada en Portugal?

Problema 8.

En un examen de acceso a Médico Interno Residente se realiza un test y se supera la prueba si se
obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue una distribucion
normal de media 70 y desviacion tipica 10, calcule:

(a) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificaciéon de una persona esté en el intervalo [75, 85].

(b) (1.25 puntos) Tras resolver las reclamaciones realizadas por los candidatos se observa que la
desviacion tipica se mantiene pero la probabilidad de obtener mas de 90 puntos es 0.05. Decide si la
media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido.

* Algunos valores de la funcién de distribucién N(O, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5, F(0.5) = 0.6915,
F(0.95) = 0.8289, F(1.5) = 0.9332, F(1.645) = 0.95, F(1.8) = 0.9641
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1.

1 1 1
DadaslasmatricesA=<0 2 0>,B=(4 6),

1 1 1 -3 -5

X

(a) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices X = (y) talesque A - X = 2X.

VA

(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices M que cumplen M - (B + 1) = 2I. (I es la matriz identidad

2 x2).

Solucion:

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

[a) Bl sishema es (A — 20X = [0], s dedr, es un sisiema homagéneo con malriz asockada:
11 1

A= o 0 0

1 1

1 1 i 1 1 1 i 1 1
oo o0 | =201 1 9120 20
1 1 1 o 0o 0 o o
Por ko gue la solucion seria:
X =ik

y'_l] WVir & B

£ =K

(b} Despejando M = 2B + 1) ' = 2(B+ 1) !
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Problema 2.

1 1 1

1 0 1) . Se pide:

2 1
Se consideran las matrices A = (—1 1>,B = (
0 2
(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se pueda
realizar el producto A - D - B.
(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M - A = B.
(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B - A)™* y calculala en caso de que sea posible.

Solucion:

{an) Por ser A una malriz 3 o« 2, la matriz 0 debe ener 2 Dilas, Por Sor B una malriz 2« 3 la malfie D debe
fener 2 columnas, por o lanko D debe ser 2 = 2,

() Si M es una matriz m = n, el products M - & eg m = 2 como B &g 2 x 3 no puede existic dicha matriz ya
que @l producto tendria 2 colurmngs y no 3 coma e B,

!:rs..q-( 12 T],mmdet{ﬂ-n]—Eiuenm-mm'ﬂtclaimmrmlem-n]"—l(1 _4)

Li=]

2 1

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

Autor: Universidad de Oviedo

www.apuntesmareaverde.org.es

———r—=
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3.
Dadas las funciones f(x) = —x? y g(x) = x? + x — 1 se pide:

(a) (1.25 puntos) Calcula los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el recinto limitado por ambas
funciones

(b) (1.25 puntos) Calcula el area de dicho recinto.
Solucion:
{aanswnlusn;Eanm“wnwm X = ax Hﬁﬂaﬁi'ﬂ*u 1 = 0 que tiene soluciones
x=—1r:=§.Lumgulemgi'ﬁ;ﬁsam1mml:—1,—1]]r(E.—i).
1 5
Ly Burciin 1 liene un mdxme en (0, 0) y b uncidn g un minime en ('E' -3) ¥a e S0n pardbolas v ol
vartice de una parabola y = ax® + b + ¢ es el punto cuyo abscisa es -%%. Comao a para f es negativa, la
parabola es convexa (7)) ¥ para g, al ser a = 0 la parabola es concava (| ). Asi la grafica pedida seria:

W) =t =1 |:'.|

(=1, -1} f fle)=—r®

(s} Cormo ix) = gix) para odo x © [-1,1/2] entonces

12 1
J(. (F{x) g{xj]d:t-f1 [ 26 x4 1)de-
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Problema 4. (2.5 puntos)

Calcula las coordenadas del punto P interior al tridngulo y situado
sobre la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres vértices
sea minima.

Solucion:

El punito P tiene coordenadas (0, y). Se busca que fly) = d{{0, y). {—3, 0)) + d{|
minimza. La funcidn se puede escribir como sigue:

M= VIR + s vy a3y =204 %

R
+ &

que se anula si 2y = 9+ y? esdecirsidy’ =9+ y' dedondey = £v3 y =

Su derivada o

interior al tridndgulo.
La segunda derivada os
18
Fly) = o = F[V3) =0
¥ Seria minimo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5.
x=24+1
Dadalarectar ={y = —1—Ayelplanonm=ax+2y+(a-3)z=4,
z=1
(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y it sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a .

(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano i’ que contiene ary es perpendicular a m.

Solucion:
() Para que r y = sean paralelos, se debe cumplir que el vector director de r,

r=(2 -1+ A0, -1,00= T =(1,-1.0)
debe ser perpendicular al vector normal a =, W = (a,2,a — 3), luego:

0=1-W={1.-1.0)-{a.2.a-2)=a-2=a=2

Ly elglancia de ra or S puede caleular como ¢ valor absolulo del producio escalinr de un wecion unilario
normal al plano ¥ wn vechor gue une un punio de la reca y un punio del plano, Para a = 2 la ecuacion del
plano es 2y 4 2y — 7 < 4. 2o
w-i(2.2 1]4#.-(5,5, 5)

Para oblener un punto del plano, fiamos x - 1,y - 1 ycalculamog z - 2-1+2.1 4 - 0, por tanio,
P=:1,1,I{I}ﬁunmlﬂpﬂw?[ﬂ—1,1]ﬁuﬁﬁfﬂﬁlﬁfﬁ;h,p}fhﬁiﬂ?:ﬂ,—hﬂ—:1,1,{!]:
{1, —2, 1), por tanio la distancia es:

2 i 2 4 1
a=fo.2n-(5.5-3)|-[5-5-3[
{b) Para a = 1, la ecuaciin del plano = es ¥ + 2y — 27 - 4, por tanto un vecior normal a r es ws = (1,2, —2).

El plano » estd definido por un punto de r, un vector director de r y el vector normal a =, W .

x—2 y+1 z-1
v —=0= 1 & —2 |= 2x 2F 3IF+5F —2x%+2§+37 -5

1 1 0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6.

Dados los puntos A=(1,0,0)y B =(-1, 4, -4),

(a) (1.5 puntos) Calcula el plano 1t que hace que Ay B sean simétricos

(b) (0.5 puntos) Calcula la distanciade Aan

(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuacion continua de la recta que pasa por Ay B

Solucion:

{a) Bl plamo ¢ delse ser perpendicular a la recta que une ambos punios y debe cortara en el punio medio, o
S, un veclor normal e
U= (1.4, —4) —(1,0.0) = (-2,4, —4)

La ecuacidn del plano es
(—2)-xad-y+(-—A)-z=0D
Y la constante D s2 obtiens de la condicidn de gue debe contener &l punto medio. El punto medio es:
AvB 1
P';E'EHULU}*E 1,4, 4} =-(0.2, 2)

Por tanto
:-E‘]-044-2;{-4}-:-:}]=£|—;-D=1ﬂ.—;--2:r+4r-43=1E—pm

(o) La distancia de A & « es |la misma que la distancia de A &l punto medio F, o sea,

d - di{1,0,0,(0,2, 2)~+[1 OF+(0 2F+(0 ( ZP-3

ic)La ecuacion continua al obtenemos del vector director U = (—2,4, —4) y un punio, por ejemplo,
A= (1,0,0)
x 1 _ y 0 7 0

i i S
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7.

Una compaiiia tiene tres centrales en Europa en la que se fabrica el mismo producto. El 60 % de las
unidades de dicho producto se fabrica en Espafia, el 25 % en Francia y el resto en Portugal. Se observa
que de las unidades fabricadas tienen algun defecto el 1 % de los fabricados en Espafia, el 0.5 % de los
fabricados en Francia y el 2 % de los fabricados en Portugal. El departamento de control de calidad
central toma una de las unidades fabricadas al azar.

(a) (1.25 puntos) ¢ Cual es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algun defecto?

(b) (1.25 puntos) Si la unidad seleccionada es defectuosa écual es la probabilidad de que haya sido
fabricada en Portugal?

Solucion:

Llamando Es al suceso estar fabricado en Espana, Fr a estarlo en Francia y Po a estar fabricado en Portugal
se Hens

PlEs) =08, PFr)=025 P[Fo}=015
Ahora, s denotamos por D al suceso tener un defecto se tendria
P{D/Es) - 0.01, P{D/Fr}-0.005 P{D/Fo)-0.02
(a)
PD) - D1 Eg) + P{D 0 Fr) « PLDN Po) - PIDJES)PEz) « PDYFOPIF) « PLDY Po)P{Po) -
= 001 - 0.6 + 0.005 - 0.25 + 0.02 - 015 = 0.01025

(o}
APen D)  PO/Po)PFo)  0.02-015

PlPe/D) = —gg— = =T Y T
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8.

En un examen de acceso a Médico Interno Residente se realiza un test y se supera la prueba si se
obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue una distribucidn
normal de media 70 y desviacidn tipica 10, calcule:

(a) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificacion de una persona esté en el intervalo [75, 85].

(b) (1.25 puntos) Tras resolver las reclamaciones realizadas por los candidatos se observa que la
desviacidn tipica se mantiene pero la probabilidad de obtener mas de 90 puntos es 0.05. Decide si la
media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido.

* Algunos valores de la funcién de distribucidon N(O, 1) son: F(x) = P(Z < x), F(0) = 0.5, F(0.5) = 0.6915,
F(0.95) = 0.8289, F(1.5) = 0.9332, F(1.645) = 0.95, F(1.8) = 0.9641

Solucion:
(2} La probabilidad pedida es
P(75 < X = 85) = P(X < 85) — P{X = 75)
Si Nipiticamos cada una de kas probabilidades a la normal N0, 1)

a5 - 7o
10

Pt,k'c_:ﬂ.ﬁ.]-:F(E*_L =1.5)=n19332=53.32%

75— 70
10

P’(IEH}—P(-?E —0.5}—3.6915—55.15%

Por lo que la probabilidad pedida es

P75 < X < 85) = 09332 — 06015 = 02417 = 2417 %

(o) Se pide p tal que PX < 90) = 0.95. Esta probabilidad s comesponde con el valor F(1.645). Entonces an
Ia normal tipificada Z - 1,645, por lo tanto

o0 —
10

y la media ha aumentado en 3.55 punios.

F= =1.645 = u=T3.55
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> EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
jﬁ%\ ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
o niversidad de Oviedo GENERAL
R — CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

Responda en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen. Todas las
preguntas se calificaran con un maximo de 2.5 puntos. Indique en el pliego del examen la agrupaciéon de
preguntas que respondera: agrupaciones de preguntas que sumen mas de 10 puntos conllevaran la anulacion de

la(s) ultima(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s)

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
1 -1 a
Pregunta 1. 5eaac ByP< | 1 1 0O
o 2 2

(&) (0.75 puntos) Calcula & determinante y el rango de P para cada valor de a.
{0} {1 punto) Para a = 1 zexiste P "7 En caso afirmativo calcdlala.
() {0.75 punlas) Para a = 1, calcula deliM) sabiendo que PM = M2,
Problema 2:

Pregumnta 2 Dado a « K, se considera el sistama de ecuacionss siguienta:

® ¥ 2F = 1
2% + ¥ = 1
¥ + 22 = 1

() (1 punte) Disoule e sislema segon las valores de a.
(o} (075 puntos) Resuelve el sistema para el caso a = —3 si es posibls.

i} (0.75 pundas) Encuenis, en caso de que exista, un valor de o que verilique x = 1. Calcul kb solucidn en

858 CAS0.
Problema 3:
A .
Pregunta 3. Sean A B « B yf(x) = P 1.5E|.‘.l‘.‘ﬂ!.

(@) (0.75 punto=) Calcular A y B para que ka gréfica de la funcidn pase por e punto (0, 3) y tenga un exiremo
reklivo enx = —1,

(&) (1.25 puntos) Para los valores de A& = 3 y B = 1, estudia si la funcidn tiene asiniotas y extremos relativos.

{c} (0.5 punios) Para los valores A = 3 y B = 1, y basandose en los resuliadoes obienidos en el apariado
antarior, realice un esbozo de la funcidn.

Problema 4:
Pregunta 4. Se considera la funcidn f{x) = 22 Se pide:

{a) (1.5 puntos) Calcula una primitiva de f(x), que pase por el punto (0, 1). (Sugefencia: Puetes utilzar e
camibio de variabk: | = 2x°)

(o} (1 punto) Calcula el rea encerrada por la grifica de t, las rectas = -0y x = 1.
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Problema 5:

2
Mﬂuimshrﬂﬁtﬂtﬁ!ﬂ:uﬂ%n—l’:?— =2, ¥ r bk reciy que pasa por los punios A = (1,0, 1) y

B-(21.2) -
{a) (1 punto) bdica la posicion relalivade ry s,
(B} (0.75 puntos) Calcula el plang paralelo a r y que conliene a5,
() (075 puntos) Calcula by distancia enine las reclas oy s
Problema 6:
Pregunta 6. Dados dosplanos n =x+y+ =3, a" = x+y =3y el punio A = (2. 1.6)

{2} (075 puntas) Calcula un veclor direciorn y un punio de la recla ©inlerseccion de los planos =y o
(o) {1 punio) Calcula el punfo P de « tal que el segmento AF es perpendicular al plano .
() {0.75 puntos) Calcula &l punio A’ simétrico de A respecio del plano =
Problema 7:
Pregunta 7. Lina imprenta compra ks finta a dos empresas distintas. En la empresa A compra el 60% de sus
padicos, v el resto a la empresa B, Se obsorva que 2 1.6% de las cajas de linla de la empresa A Bogan con
defecto, mentras que de la empresa B solo el 0.9% son defectuosas. Sa toma una caja al azar:
(2} (1.25 punte) Calcula by probabilicad de que la caja sea deleciuosa.
() (1.25 punios) S5i la caja seleccionada no es deleciuosa, calcule la probabilidad de que Se haya comprado
ala empresa A.
Problema 8:
Pregunta §. Las calificacionss de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas siguen
una distribucion NS, 2).

{2) (075 punbes) Calculs la probabilidsd de que un estudianie haya obtenido una nola mayor o kgual gue
75

(D075 punbos) Calcula L probalbilidad de que un esiodianie haya obienido una noka enire 3y 5.

ich (1 punta) Se modilica sistema de ensenanza de krma que kb desviacion ligica abora ¢35 1.5 v la probakbi-
lidad die obtensr una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ;Cual seria la nueva media? ;Ha funcionado el
sistemna aplicado?

* Algunos valores de la funcion de dstribucion N{D, 1) son: Fix) = PZ < %), FID) = 0.5, F(1.25) = 0.0544,
FI0.05) = 0.52, F0.52) = 0.6385, F{0.8944) = 0.8133, F{1) = 0.8413.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1 -1 a
Pregunta 1. Seaac ByP < | 1 1 0 |-
[[I 2 2]
(&) (0.75 puntos) Calcula & determinante y el rango de F para cada valor de a.
(o} {1 punto) Para a = 1 jexista P "7 En caso afirmativo calcdlala.

i) (0.75 puntos) Para a = 1, calcula del{M) sabiendo que PM = M,

1 1 a
det | 1 1 0 =2a—4
o 2 -2

Si2a—4 #F0, es decr, 5i a F 2, la malriz fiene rango 3. En caso contrario, y dado gue el menor

1
:IET(E ; ]-1+2-3,rnelranqnsaha

(b} {1 punto) Para a = 1 el determinante no se anula, por ko tanto =i existe P,

1 0 4
F"=[ 1 1 -} )
-1 1 -1

(Puede calculyrse por menones o con operaciones cementales)
ic} {075 puntos) Si PM = M? entonces det{PM) = det(M?). Como el determinanie del producio de malrices
&3 el producto de los determinantes se fiene que

Solucion

(a}{0.75 puntos)

det{PM) = det(F) det(M). det{M*) = dat{M)*

por o lanio
det| P det{M) - det(M)” = det{M) (det{F) — det{M)) - O
entonces, como det(P) = —2, o bien det(M) = 0 o bien det{M) = det(F) = -2
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Problema 2:
Pregumnta 2. Dado a « B, s& considera el sistemna de ecuaciones siguisnia;
E — ¥ 8 = 1

2% o+ ¥
¥ + 22 = 1

(ap (1 punbo) Discule o sisiema sequn los valores dea.
(o} (0.75 puntos) Resueive el sistermna para el caso a = —3 si es posible.
(e} (0,75 puntas) Encuenira, eh caso de que exisla, un valor de a que veriligue x = 1, Calcula ka solucidn en

58 Caso.

Solucion

{2} {1 punto) Las matrices de cosficientes y ampliada sistema son

i -1 a 1 -1 a1
A=l 2 1 o |: A= 2 1 01
o1 2 o 1 2|1

1 -1 a
detidj-det [ 2 1 0 | -23+6
g 1 2
5i a # —3 el determinanie es distinio de 0, por lo fanio por el Teorema de Rouché-Frobanius, como
rangofA) = rangofAb) = 3 = nimero de incognitas, el sistema es compatible determinado. Estudiemos el
casoenelguea - 3

1 -1 -3 1 -1 -3 1 -1 3|
Ab=2 1 o1 | = o 3 6|3 | 255 1 2|1
o 1 211 o 1 211 o1 211

1 -1 -al-

Encnin AR

o o o]0

En este caso rango[A) - rango(Ab) - 2 <ndmero de incdgnitas, por lo tanto, también por el Tesrema de
Rouché-Frobenius o sistema es compatible indeterminado.
(o} {0.75 puntos) Resolvamos el sislema para of caso en el gue a = -3

E =
¥y = 1—2x
= o

{c) (0.75 puntos) 5ia = —3, y tomando « = 1 tendriamos el resultado: x= 1. y=—-1.z=1

Autor: Universidad de Oviedo
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Problema 3:

Pregunta 3. Sean A, B ¢ B y f(x) - ;Z*";.sepide:

{a} (0.75 punitos=) Calcular A y B para que ka grifica de la funcidn pase por el punto (0, - 3) ¥ lenga un extremo
rekalivo enx = —1,

(o) {1.25 puntos) Para los valores de & < 3 y B < 1, estudia si la funcidn tiene asiniotas y extremos relativos.
ic) (0.5 punios) Para los valores A = 3y B = 1, y basandose en los resullados oblenidos en ol apartado
antarior, realice un esbozo de la funcidn.
Solucion

Y
(a) (.75 puntos) Si k funcion pasa por el punto (0, —3) entonces —3=_—1',rA=3.Gum|:lLiemunB:mm
relativo en x = —1 se cumple gue f{—1) = 0:

Bx® — 2x — 38 —2B+2
N e e
F{—1) =0 sdlosiB = 1.
() {1-25 puntos) Como

*¥ —2x -3
e

para que la derivada se anule se debe cumplir gue x° — 2x — 3 = 0, que s2 verifica en X = —1, caso
estudiado en el apartado anterbor, y x - 3.

l:.omur’(.;:ﬁyl{appusevanueunmimmmlmmmueimum

Asintotas horizontales:
i 223 _ oo
o X — 1
Por lo tanto no fiens asintolas horizontales
Asintotas verticales:
~+3 . ¥ +3
im ——— = 0, lim = —x
it X —1 1 Xx—1

Tiana una asintota vertical en x = 1.

Asintotas oblicuas (puede haber ya que no hay asintotas horizontales)

1243
I N ok
m—.!ll;l;ln x _:II-[nme—x_1
. x*.3 . d+X
n={ lim - = lim =1
x—na X — 1 s—m X — 1
Tieng una asinlola oblicua: y =x+ 1.
{c) (0.5 puntos)
| &
I y
|
| r
i »
'-I‘:1r o
g
i
- |
_-'f-'l. -
B—a = d
.-"'I;x |
_.r"l | =l
7 |
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Problema 4:
Pregunta 4. Se considera la funcidn f{x) = x2®° . Se pida:

{2} (1.5 puntos) Calcula una primitiva de i(x), que pase por el punbo (0, - 1). (Sugerencia: Puedes utilizar el
cambio de variabk: | = 2°)
(i} (1 punita) Caleula el drea encerrada por la grafica def, lasrectas x - 0Oy x = 1.

Solucion

(a} (1.5 puntos) Si hacemos el cambio de variable: 2x° = 1, 4xdx = dt 5o tiene que
. i 1 1
j:re' dr-fie’d-ie'rk-ieh’+k
Como debe pasar por ([, 1}5:EIEHEM1‘+I(- 1, por lo que k = g.
B} {1 punto) xa® > 0 siempre que x > 0 &l rea perdida es
1
[ e ge”
n

| 1
LI
o 4 4
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Problema 5:

Mnu&mxummwuﬁn--;’:"_—f =7, ¥ r b recla que pasa por oS puntos A = (1,0,1) ¥
B=({21.2).

{an) (1 punibo) Indica la posicion retaliva de ry s,

(o) (075 puntes) Calcula o plang paralelo ar y que conliens a 5.

(c) (0.75 puntos) Calcula la distancia enlre las reclas ry s,

Solucion

= ;:1 por ko tamio, se trata de discutir el sistema formado por las dos

(a1 punh}LamaraﬁzT_::

ecuaciones lineales de cada reca:

=

={ x—1=?15={x—2=z
Z—-1=2y 2-y=z
eq decir, el sisterna:
i—-y=1
=TI .
Xt—z=2
y+z=1
ez 5 incompalile, por lo que as reclas no lenen punlos en comin, Par ver si son paralelas se esiu-
dian los veciores directores: (1, —1.1) da s, y (1, 1, 1) de r. Como los vectores no son proporcionales, no

son paralelas, por lo tanio las dos rectas s cruzan.
{0} {0.75 puntos) El vector normal al plano o5 e producto vectorial de unos drectores de ry s:
i1 k
1 1 1 |=-2i+2k
i1 1

por ko gue ke plano pedido es de la forma —2x + 2z + D = 0. Como pasa por un punio de 5, por ejemplo
{2, 2,0) entonces —4 + D =0y D =4. Luego el plano pedido a5 —2x + 2z +4 = 0.

(c} (0.75 puntos) La recta r pasa por P = (1,0,1) y un veclor director es 0 = (1,1,1), la recla s pa-

sa por @ = (220} y un vector director es v = ﬂ1_—1,1}ﬂuﬂm?x? = —8 + 2k entonces
[V % T = vE 1 2 - /8 - 23 Ademas el vector PO - (2.2,0) — (1,0, 1) = (1,2, —1). Haclendo
i 2 -
clisf 1T 1 1 =4
1 1 1

murmasdﬂr.s]:% = EEIE =2
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Problema 6:
Pregunta 6. Dados dosplanos s =x+y+z2=3, a" =x+y =3y el punio A = (2, 1,6)

(@) {075 puntas) Calcula un veclor dinector y un punbo de la recta @ interseccdn de los planos -y o
{o) {1 punte) Calcula el punto P de = tal gue el segmento AP es perpendicular al plano .
(c) {075 puntas) Calcula &l punio A’ simétrico de A respecio del pland =
Solucion
{a) (.75 puntos) Si resobvemos el sisterna se tiene que z = 0 y x+y = 3, por lo gue podemos escribir ka recta
an forma paramétrica como:
i=3—u
¥ o= mC B
z=-0
por lo que wn punio puede ser (3,0, 0) y un vector (—1, 1,0}

m wnh}unmmrmarmaﬁ‘={i.1.1:.Lamﬂaquemapnraumm:ﬁw.ﬂ.ﬁmw-
ﬁnla:a]plam.pmhtirmmwhwmmﬁvunmrﬁmﬂmﬁﬁ.

=24 A
r= y=1+A
Z=6+A

como &l punto pertensaca al plano, anfonces
2+ T+A+B+A=3 A2
y @l punio pedido esP = (0, 1, 4).

() {0.75 puntos) El punte debe verificar que el punto medio del segmento A'A debe serr el punto calculado

en ol apartado anlesior
BLOEND g 1,45 P=(-2-32)
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Problema 7:

Pregunta 7. Lina imprenta compra ka tnta a dos empresas distintas. En la emperesa A compra el 609% de sus
pedidos, y el resio a la empresa B, S5e observa que el 1.6% de las cajas de linda de la empresa A legan con
defecto, mientras que de la empresa B solo el 0.9% son defectuosas. 5e toma una caja al azar:

(a) (1.25 punle) Cakcula la probabilidad de gue la caja sea delechuosa.
() [1.25 punlos) 5i kb caja seleccionada o es delecluosa, caloule la probabilidad de que se haya comprado
ala empresa A

Solucion

Liamaremos A al suceso caja comprada en la empresa A, B al suceso caja comprada en la empresa B y D al
SUCeEsn G deleciuosa,

L= datos del enunciado son:
Py = 06, PD/A) = 0016, PD/E) = 0,009
Ademas como la imprenta sodo compra a las empresas Ay B s tiene gue PB) =1 - P{A) =1 - 06 = 0.4.
(a) (1.25 puntos)
POy = PO A) + PIDN B) = PIDFAPA) + PID/BPB) = 0016 - 006 + 0.009 - 0.4 = 0.0132

es decir, el 1.32% de las cajas seran defectuosas.
{b) (1.25 puntos) P(0) = 1 — P{D) = 1 — 0.0132 = 0.0858.

FlanD
mmhLm_Lﬂ_fg:F

Como P{0/A) = 1 — P{D/A) = 1 — 0.016 = 0.984 entonces

0.984 - 0.6
Al = ———— = 0.5983.
PAD) - S
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Problema 8:

Pregunta & Las calificacionss de la asignatura Analisis Matematico | de la Facultad de Matematicas siguen
una disbribuscion MN{S, 2).
{2) (075 puntos) Calculs la probabilicsd de que un estudiante haya oblendo Una nota Mayor o gual que
T.5.
() (075 puntos) Calcula la probabilidad de que un estudiants haya oblenido una nola enlre 3y 5
(ch {1 punto) Se modilica sistema de enseianza de lorma que kb desviacion lipica abora es 1.5 y la probabi-
lidad da obtensr una nota menor o igual que 6, sea 0.52. ; Cual seria la nueva media? ;Ha funcionado el
sistemna aplicado?

* Algunos valores de ka funcidn de distribucidn N{D, 1) son: Fix) = PZ < x), F{D) = 0.5, F(1.25) = 0.8344,
F{0.05) = 0.52, F{(.52) = 0.6985, F{0.A944) = 0.8133, F{1) = 0.8413.

Solucion
() {0.75 puntos)
755
PX>75 =1 PX<75 =1 .P(zg )-1 F(1.25) =1  0.5944 - 0.1056
(o) {075 puntos)
Hﬂf.ﬁﬁj:ﬁk’gﬁ}-P{.tg:i}:F(zg%)—P{zg3;5)=u.5-ﬂ:z«;—1:

ComoPZ < 1}=P[Z=1}=1-PF = 1) =1 -0.8413 = 0.1587 enlonces

P[3 < X < 5} = 0.5 — 0.1587 = 0.3413

ich (1 punio) P{X < 6} - 0.52, que cormesponde al vakor de la normal tipificada F{0U05) por lo fanko

z=u.u5=% — i = 5.9250

La media ha pasado de 5 a 5.925, por lo que el sistema ha funcionado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS II

ENERALES Y CALIFICACION
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, seguin
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se per-
mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacidn.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Considera la matriu M i el vector b,
2 1 a 0
M={a+1 0 1|yb=]|1
1 1 1 1

(a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M “es invertible.

respectivament.

(b) [3 punts] Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M .

(c) [4 punts] Calcula, per al cas a =0, el vector x tal que M x = b.

Problema 2:

Considera les matrius

i sigui O la matriu nul-la d’ordre 2 x 2.
(a) [4 punts] Calcula totes les matrius X tals que AX - X = B.
(b) [3 punts] Troba una matriu Y diferent de O tal que (A - B)Y =0.

(c) [3 punts] Indica totes les matrius Z que compleixen la igualtat AZ = O.

Problema 3:
Consideraelplam:2x+3y+z-6=0.

(a) [3 punts] Determina els vértexs del triangle que ve determinat per la interseccié del pla amb els ei-
xos de coordenades.

(b) [3 punts] Calcula I’area del triangle anterior.

(c) [4 punts] Sigui A el vertex del triangle sobre I'eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular
al pla que passa per A.
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Problema 4:
Siguin a i b dues constants reals no nul-les.

x+bz=1

Consideremel plam:x+ay-2z=3ilarectar = { y=0

(a) [4 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és perpendicular al pla m? Per a aquests casos concrets,
calcula el punt de tall entre ri m, i calcula o justifica quina “es la distancia de la recta al pla.

(b) [3 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és paral-lela al pla t?

(c) [3 punts] Existeixen alguns valors de a i b per als quals la recta r esta continguda en el pla t?
Problema 5:

La quantitat de tones d’aigua infectada per un bacteri s’espera que segueixi la funcid

f(x) =e ™™+ 0.15x + 1sent, x>0 els dies d’'infecci’'o i f (x) les tones d’aigua infectada.

(a) [4 punts] Quantes tones d’aigua hi havia inicialment infectades pel bacteri? Cap a quin valor tendeix
la quantitat d’aigua infectada? Interpreta els resultats.

(b) [4 punts] En quin moment hi ha menys quantitat d’aigua infectada? Quantes tones hi ha en aquell
moment?

(c) [2 punts] Hi ha algun moment en que I'aigua no estigui infectada? Justifica la resposta.

Problema 6:

[10 punts] Representa la regié compresa entre la corba f(x) = xzz_x I'eix d’abscisses (eix OX) i les rec-

+1’
tesx=0ix=7.Calcula’n l'area.
Problema 7:

Un espai mostral conté dos successos A i B. Sabent que P (A n B) =0.3, P (A/B) =P (B/A) i P (A°) = 0.4
(sent A° el succés complementari), calcula:

(a) [2 punts] P (B/A).

(b) [3 punts] P (B).

(c) [3 punts] P (A€ n BS).

(d) [2 punts] Sén A i B successos independents?
Problema 8:

El pes dels nadons segueix una distribucié normal de mitjana u = 3.1 kg i desviacidé tipica o desconegu-
da. Se sap que només el 30.5% dels nadons pesa més de 3.8 kg. Calcula, arrodonint els resultats a 4 de-
cimals,

(a) [4 punts] Quina és la desviacid tipica?
(b) [3 punts] Suposant que o = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadd pesi menys de 2.7 kg?
(c) [3 punts] Suposant que o = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadé pesi entre 2.7 i 3.5 kg?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:

Considera la matriu M i el vector b,
2 1 a 0
M=la+1 0 1|yb=|(1
1 1 1 1

(a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M és invertible.

respectivament.

(b) [3 punts] Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M .

(c) [4 punts] Calcula, per al cas a =0, el vector x tal que M x = b.

Solucion:
P1. — Considera la matrin M i el vector b,
2 1 a 0
M=| a+1 0 1 i b=(11,
1 11 1
respectivament.

(a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M és invertible.
Solucid.
det(M) =a@+1)+1-2-(a+1)=a*-2=0 +—>a=+V2
Aleshores, la matriu és invertible per a a € R — {—v/2, +v/2}.
(b) [3 punts] Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M.
Solucio.
1 I+a 1

—a 2—a -2+4a’+a
a1 1 a—1

1
a2

(¢) [4 punts] Calcula, per al cas a = 0, el vector x tal que Mx = b.

Solucié. Mx =b +— x= M 'b. Per a =0 tenim que

Per tant,

Notem que també es pot veure directament substituint @ = 0 a M, ja que la darrera columna de M és el
vector que es demana.
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Problema 2:

Considera les matrius

1= Dear=C Y-

i sigui O la matriu nul-la d’ordre 2 x 2.

(a) [4 punts] Calcula totes les matrius X tals que AX - X = B.

(b) [3 punts] Troba una matriu Y diferent de O tal que (A - B)Y = 0.

(c) [3 punts] Indica totes les matrius Z que compleixen la igualtat AZ = O.

Solucion:
(a) [4 punts] Calcula totes les matrius X tals que AX — X = B.

Soluciéo. AX — X = (A—I)X = B. Per tant,
B i [1/2 1/4 2 1\ (5/4 3/4
X=(4-10) 13_( 0 1/2)(1 1)_(1/2 1/2)'

(b) [3 punts| Troba una matriu Y diferent de O tal que (A — B)Y = O.

a b
=(ta)

a—2c b—2d 00
—a+2 —-b+2d ) L0 0 )

Per tant, a = 2¢ 1 b = 2d. Llavors qualsevol matriu de la forma

2c 2d
¢ d

és valida sempre que ¢ i d no s’anul.lin a la vegada.

Solucié. Sigui

tenim que ¥ ha de complir que

(¢) [3 punts| Indica totes les matrius Z que compleixen la igualtat AZ = O.

Solucié. A és una matriu invertible, ja que det(A) = 9 # 0. Aleshores, AZ = 0 +— A7'AZ =
A0 +— Z=A710=0. L'inica matriu és Z = O.
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Problema 3:
Consideraelplam:2x+3y+z-6=0.

(a) [3 punts] Determina els vértexs del triangle que ve determinat per la interseccié del pla amb els ei-
xos de coordenades.

(b) [3 punts] Calcula I’area del triangle anterior.

(c) [4 punts] Sigui A el vertex del triangle sobre I'eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular
al pla que passa per A.

Solucion:

P3. — Consideraelplaw:2x+3y+2z—6=0.

(a) [3 punts] Determina els vertexs del triangle que ve determinat per la interseccid del pla amb cls cixos de
coordenades.

Solucio. Sigui A el tall amb 'eix OX, llavors A = (a,0,0).
Sigui B el tall amb I'eix OY, llavors B = (0, b, 0).

Sigui C el tall amb 'eix OZ, llavors C' = (0,0, ¢).

Imposem que aquests punts pertanyen al pla m:

Acompleix 2a+0+0—-6=0—=a=3—A=(3,0,0).
B compleix 0+3b+0—-6=0—3b=2— B=(0,2,0).
C compleix 0+ 0+¢c—6=0—c=6 = C = (0,0,6).

(b) [3 punts] Calcula 'area del triangle anterior.

Solucié. Tenim que AB = (—3,2,0) i AC = (—3,0,6).
Aleshores, I’area del triangle ve donada per

i ik
-3 2 0

|AB x AC| 30 6

-A-tm'angfe: 9 = 9

V1221182 +62 /504 614
— +2 6 5 = = 3v 142

(¢) [4 punts] Sigui A el vértex del triangle sobre I'eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular
al pla que passa per A.

Solucid. El vector director de la recta és d, = (2,3,1) 1 ha de passar pel punt A = (3,0,0). Aleshores, la

recta és
=3+ 2A,
i oy =3A,
z2=A.
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Problema 4:

Siguin a i b dues constants reals no nul-les.

x+bz=1

Consideremelplam:x+ay-2z=3ilarectar = { y=0

(a) [4 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és perpendicular al pla t? Per a aquests casos concrets,
calcula el punt de tall entre ri m, i calcula o justifica quina “es la distancia de la recta al pla.

(b) [3 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és paral-lela al pla t?
(c) [3 punts] Existeixen alguns valors de a i b per als quals la recta r esta continguda en el pla t?

Solucion:

P4. — Siguin a i b dues constants reals no nul-les.
Considerem el pla 7 : x + ay — 22 = 3 i la recta

- r+bz=1,
AR

(a) [4 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és perpendicular al pla 77 Per a aquesls casos concrets,
calcula el punt de tall entre + 1, 1 calcula o justifica quina és la distincia de la recta al pla.

Solucid. Punts de r: A= (0,0,1/b) 1 B = (1,0,0), d;. = AB = (1,0,-1/8).
Vector normal al pla: 7 = (1, a,—2). La recta és perpendicular al pla si d, = Al,a,-2). Te (1,0, —-1/b) =
A(1,a, —2). Aleshores, s’ha de complir que

A=1,
adA=0—=a=10,
—1/b=—-2\—=+b=1/2

Ara bé, com que a és no nul, no es déna aquest cas. L'exerciei ja estaria acabat. Si algi el caleula hauria
de ser P és tal que satisfi el sistema. La distincia és ) ja que son secants.
r—2z2=3—=2x=2z+3,
1 - 4
:;:+§z=1—>23+3+.1—‘;z=l—} #z:—ﬂ—}z=?,
y=10.
Per tant, P = (7/5,0, —4/5).

(b) [3 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és paral-lela al pla w7

Solucié. Volem que d,. - 7i = 0. Per tant,

- 2
de-ii=1+0+7=06b=-2

Per tant, a pot ser qualsevol valor real, perd b= —2.
(c) [3 punts] lixisteixen alguns valors de a i b per als quals la recia r esta continguda en el pla 77
Solucid. La recta estard continguda en el pla si l‘f.- -7 = 0 i, a més, un punt qualsevol de r pertany a .

Ara bé, B ¢ m, jJa que 1 # 3. Aleshores, NO exasteixen valors de a 1 b perqué la recta estigni continguda
en .
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Problema 5:
La quantitat de tones d’aigua infectada per un bacteri s’espera que segueixi la funcid
f(x) =e™™ 4+ 0.15x + 1sent, x>0 els dies d’'infecci’o i f (x) les tones d’aigua infectada.

(a) [4 punts] Quantes tones d’aigua hi havia inicialment infectades pel bacteri? Cap a quin valor tendeix
la quantitat d’aigua infectada? Interpreta els resultats.

(b) [4 punts] En quin moment hi ha menys quantitat d’aigua infectada? Quantes tones hi ha en aquell
moment?

(c) [2 punts] Hi ha algun moment en qué |'aigua no estigui infectada? Justifica la resposta.
Solucion:

P5. — La quantitat de tones d’aigua infectada per un bacteri s’espera que segueixi la funcié f(z) = e ™ 4
0.15z + 1 sent & > 0 els dies d'infeccid i f(x) les tones d’aigua infectada.

(a) [4 punts] Quantes Lones d’aigua hi havia inicialment infectades pel bacteri? Cap a quin valor tendeix la
quantitat d’aigua infectada? Interpreta els resultats.

Solucid.
Inicialment hi ha f(0) = 2 tones d’aigua.

Tenim que lim, 5o € + 0.152 4+ 1 = 4+00. Llavors tendeix que tota I'aigua estigui infectada.

(b} [4 punts] En quin moment hi ha menys quantitat d’aigua infectada? (Quantes tones hi ha en aquell
moment?

Solucid.

Cercam el minim de la funcié: f'(z) = —e~*+0.15 = 0. Esadir, az = — In(0.15) ~ 1.897119984885881
dies.

En aquest moment hi ha un total de f(—In(0.15)) = ¢™(®15) _0.151n(0.15) + 1 ~ 1.434567997732882
tones.

(¢) [2 punts] Hi ha algun moment en qué 'aigua no estigui infectada? Justifica la resposta.

Solucid. No perqué el minim s’assoleix quan hi ha 1.434567997732882 tones. També es pot fer calculant
x perqué f(xz) = 0 i veure que no té solucid.
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Problema 6:

. 2X o, . . . .
[10 punts] Representa la regié compresa entre la corba f(x) = x2i1’ I'eix d’abscisses (eix OX) i les rec-
tesx=0ix=7.Calcula’n|"area.
Solucion:
'2.
P6. — [10 punts] Representa la regié compresa entre la corba f(x) — 3:2—_'7_1 I'eix d’'abscisses (eix OX) i

les rectes x — 0 i x — 7. Calcula’n 1'area.

Solucié. La funcié f(z) = 0 només a £ = 0. A més, és una funcié positiva per a x € (0, 4+oc]. La seva
representacid es troba a la figura 1.

an
B
in

ay 5

2
Figura 1: Regié compresa entre la corba f(z) = 5 ::_ 1
T

JeixOX ilesrectes z=01ix=7

Aleshores, I'area que volem calular és

T
2.
A= j :.—2—11 = [In|22 + 1]]] = In(50) — In(1) = In(50) ~ 3.912023005428146v>
0 A
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Problema 7:

Un espai mostral conté dos successos A i B. Sabent que P (A n B) =0.3, P (A/B) =P (B/A) i P (A°) = 0.4
(sent A° el succés complementari), calcula:

(a) [2 punts] P (B/A).

(b) [3 punts] P (B).

(c) [3 punts] P (A€ n BS).

(d) [2 punts] Sén Ai B successos independents?

Solucion:

P7. — Un espai mostral conté dos snccessos A 1 B. Sabent que P(AN B) = 0.3, P(A/B) = P(B/A) i
P(A%) = 0.4 (sent A° el snccés complementari), caleula:

(a) |2 punts] P(B/A).

(b) [3 punts] P(13).
(e) [3 punts] P(A° N B°).

(d) [2 punts] Sén A i B successos independents?

Solucid.

(a) P(B/A)= 0.5,

(b) P(B) = 0.6,

(¢) P(A°NB°) =1—P(AUB)=1—(0.640.6—0.3) =0.1,

(d) No sén independents, perqué P(B/A) # P(B).
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Problema 8:

El pes dels nadons segueix una distribucié normal de mitjana u = 3.1 kg i desviacié tipica o desconegu-
da. Se sap que només el 30.5% dels nadons pesa més de 3.8 kg. Calcula, arrodonint els resultats a 4 de-
cimals,

(a) [4 punts] Quina és la desviacid tipica?
(b) [3 punts] Suposant que o = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadd pesi menys de 2.7 kg?
(c) [3 punts] Suposant que o = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadé pesi entre 2.7 i 3.5 kg?

Solucion:

P8. El pes dels nadons segueix una distribucid normal de mitjana p = 3.1 kg i desviacio tipica o desconeguda.
Se sap que només el 30.5% dels nadons pesa més de 3.8 kg. Caleula, arrodonint els resultats a 4 decimals,

(a) [4 punts] Quina és la desviacid tipica?
3.8 —2a.1 3.8 —3.1
Solucié. p(z > 3.8) = ;r:-(z::- i ) =1 p(z < R ) = 0.305. Per tant, tenim que
o o

a

38-31
p (:—: < —) = 1—0.3056 = 0.695. D'on

38-31

o

051 = o =1.3725.

(b) [3 punts] Suposant que & = 1.3725, quina és la probahilitat que un naddé pesi menys de 2.7 kg?

27-31

i5 ol 2 <
Solucid. p(x < 2.7) ”(" 1.3725

) p(z < —0.2914) = 1 — p(z < 0.2014) = 1 — 0.6141 = 0.3859.
(¢) [3 punts] Suposant que o = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadé pesi entre 2.7 1 3.5 kg?

27 3.1 35-3.1
Solucid. p(2.7 < = < 3.5 2o a2
olucid. p(2.7 < 2 < 3.5) p(LM% “= 13195

p(z < —0.2914) = 2p(z < 0.2914) — 1 = 0.2282.

) p(—0.2914 < z < 0.2914) = p(z < 0.2914)—
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
GENERAL

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten-
dran en cuesta las respuestas claramente justificadas y razonadas usando lenguaje matematico o no matematico, seguin
corresponda. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Se permite utilizar calculadora cientifica basica. No se per-

mite el uso de calculadoras graficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans-
mitir o almacenar informacidn.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. 5

115

& & KiFlemEis

FE + iy — 3 = )
2T iy = 1
X4+ imaxom [

i |7 pumtos [Keente o ndmemn de solucionss e e & sitemma sapin & pardmetns m

¥ i I 1 »
12) |3 puntos| Resuelve ¢l slstema an & cass mo= 1

Problema 2:

e, Ses A una mal Lyl 2 - i :
= S madrls Imfertible nx 0 con coelicientss reales gue satisface o igoaldad A2+ 4 = J Entonces,

(a] [3 puntos] ;Satsfaece la mateis

las eondicionas dal emuncisdo? Es declr, isample A la igualded del enunciado v, sdemids. es invertihls?
volvends a consdemsnr que A e una matriz cualguicrs. que satisface las condicionem del emunciads.
(b)) [3 puntos] Calculs la ioversa de 4

le} [4 puntos] Comprusba que se cumple la ignaldad AL +A)— 1 = ALF — I, giardo F ane st enndeada
L'_:'_l.'l'_l‘:r;. ™ = 12 TGl COELCIENIeEs IRbEs.
Problema 3:
3. — Sean los puncogs A = (1.2,0)], B (=1L,0,1). O=(001) v D= (31,2

fa] [4 1 = T e, Ui ¥ 1 .t
Lol | _I_:-"jl_tl-l'-h-'l_ Lletermine le recta & Gae pasa por I v es perpenedicular al plans gae contiens los puntos A
'l 1T
Ib) [4 puntos]| Detarmine 6 s pustos 4, B, & v i son coplanarios o no.

Lol 2 puntos| (Fa D & putto de corta de la recta con & plane del apariade (217 Justifice la respossts
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Problema 4:

4. — Sea &l plana rr_a.1:—];-+z-2_-—I.r:ﬂmmP:{ﬂ,l.l)yQ={2.—=.—S]-
m Eﬂwm]uﬂmPerMm:?Jmﬂhhw
b} [4 puntos] Celcula & punto S5 situsde sobre la
B = racta Py que se encuentre a 304 parces da P oy a 154
(e) 4 pu e ina la idn i el I 3
Ia o) -.Jrn-_fmnn:u—: mme-[u:ﬂnluJ-m-d.uwm,dchmqucpaumey

Problema 5:
P'n.—Lu.:Epmdwui&ndEmEummlbhiﬁd.ﬂﬁ-mmﬂ ln Fumcdsn fle) e == H
2] Hempo en e ¥ Flx) el axizoerc de itsssrtos en millones. - T =0 i -

(2] [4 puntos] ;Cufngos millones de icsectos habia ea o |nstamss Enketal? L HL dnde tlende la cantidad
T wcis d
de Insectos a lo largo de los sfosT Ioterpreta los rosulisdos. - "

b} [4 puntos] ;O i ; i
[,‘-Lp«u m];{égﬂﬁi-lmammdrlmqmpumuw:-hm“ L{En gque instante de tampe

{e) [2 pumtos] ; al 3 5 i
a‘]L,izlua»ar gdn momenco e que la poblacin supese los 7 millones de nsectos? Justifics b

Problema 6:

PO. — [10 pumts] Calculs ls integrsl de ka funcidn (=) = i;.,ﬂ'_‘_:
e

Problema 7:

P7. — En uzs clase donde todos b alumnos | X HaLos
K practican algin deporce, ¢l 80% da los ah j
hdsquet ¥ &l 10% prectizca los dos, Por acea parte, se sabe que bay un 80% de nJIu;:t r,:n 1] j:':l:fgdt;? )

) ,::?:;M Ses F ="juapa & Bithol’ ¥ sea B ="tnege a hdsquet’, eseribe, an términes de usiones, nterses.
¥ complementnrios de eshos dos soresos, las toes probabilidodos gue tndica el enanciada.
(B} Caleila la probabilidad de qus, escogizndo al azar un alumso de ls clase,
(b1} [1 punto] Jusgue o fithol,
(5-2) [2 puntos] Jusgue a hdsquet.
(hd] |2 puntos] Jusgme & bdsguet ¥ no & Bitbal (e dscir, solo juaga a bdsguet ).
(b4] [2 puntos] No jucgue ni a fithol ol & hasguer,

Problema 8:

P8. — (a] |5 puntos] Ex un examen de tecnelogia, [ eudl ot
1 I & . II- - ﬁll]ﬂ'-l:h IHI '"jliim LILE T
uuubtm!umummuudmﬂmim‘ Wnl]dirl-lhil.ﬂfdllhiuiﬁnulimi?m e

(1] |:[sﬁ Mj En un AXAMmEL de losofia, ol I5% de los slumeos prasantados ob<uvieron uns nota mayor que
Imeanipes qu= el 51% la obtuvo menor que 4. Suponisndo que [as notos siguan una distribucié pormal
dcmwmmﬂmiunmdilprnduﬂndﬁn:rma. ey
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

. P, Béi &l slytems
ME+py—1m]
Z+my=1
rtmzm|

1} [T pustos)] Diseute d nimen de solusinnes que thene & sistema sepin & pardmetne m.

(2) [3 puntos] Resuelve el slstams an & css m = 1.

Solucion:
PL  SHigui el sistema
mrty-z=1
Irtmy=1
st+mz=0

() [T punks] Discuteix el nombre: de solucions que 1 el sistemisegons el parimeln m.

Solucas. Sigu'l el sislema escril en forma matncal Ax =b on

-

=
e —

-

I
—
S b
e —

m 1
A= 2 m 0
1 00m
Tenim que
— Cas general:
det(A) = i+ — 2 = mfm® - 1) = 0 & | nowds & m =0, m= 1. -+ Rang(A) =3.
- 8im=10,
01 -1 01
A= 20 0 —a|2 U‘—-zfo-.mng[d]—z.
100
0111 011
(Ab)=1 2 0 01 ]—=+|2 0 1|=1#0- Hang(Alb) =3.
10 00 100
Sim=1,
11 4 {1
A= 21 10 —;|2 l':—l#u—rhﬂﬂ.}:ﬁ.
101
11 1)1
(ABj=| 2 1 0|1 |+ Rang(Ab)=12
10 10
- Bim=-1,
-1 1 - a1
A= 2 -1 10 —'Iz _1‘=—I#n—1ng{.—1)=2.
1 0 -1
-1 1 -1 -1 11
Ab)=] 2 -1 0|1 |+ 2 -1 1|=2#0-Ramg{Ab)=3.
0 -1|0 oo
Cusdre sohoeid:

smflimy £l | HRanglA) — 3 — HanglAJb) | Sistcma comp. deberminat | 1 solucit
sim=0 Rang{d) — 2 # 3 — Rang(Alb) |  Sistems incompatible | 0 solucions
sim=1 Rang(A) - 2 — Rang{Alb) Sistema comp, indet. | oo sohucions
dim=—1 Rang{A) = 2 # 3~ Rang(Alb) |  Sistoma incompatible | 0 solucions

{b) [# punta) Risol el sistema per al cas = 1.
Solwead. Com gque el slstema & compatible indeterminat, signd 2 = [ € B Aleshores,

gty=14+t-txt+l-2r=1+t-px=-i
ty=1-ry=1-dx-+y=1-+42x

Aleshores, x = (—t,1+ 2,1) amb £ € R.
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Problema 2:

P2, — Sea A una matrls imrertible mxn oD coeficiennes reales gue mmuﬂ-ﬂiﬂ'ﬁlﬂ]dﬂd AT

(a] [® puntoas] ;Satsfece la mairiz

+ A = J. Entonces,
0 —]
M= L 1 3 J
las condicionas dal emuncisdo? Es declr, ieumple A la lgualdad del enunciado ¥, sdemds, es invertikle?
Volviendo a considerar qgue 4 &= wna matriz cualguiers qua sadisface las condicionm del ennnciada
(&) [3 puntos] Calcule la ioversa da A

(e} [4 puntos] Comprueba que se cumple la ignaldad A[B+A)—T = AL5 — " N
cuslguiers n x 2 con coeficientes roales. . d A(B — 1), siendo B une ssatris condrads

Solucion:

P2. — Sigui A una matriu invertible n « n amb cocficients reaks tal que compleix la igualat A% + A — 1.
Albeshores,
1] 1
v (%)

(a) [3 punts] Satisfi ls matrin
Ies condicions de Pemnnciat? Bs a dir, compleix M la igualist de Penunciat i, & més, & invertible?
Solucid. Si, ho compleix (det{M) # 0, per tant, & invertible, i compleix que M2 + M — I).
Tornant & considerar que A & una mairin qualscvol que satisfi les condicions de 'eounciad,
(b) [3 punts] Caleula la inversa de AL
Solucid, A{A+ 1) =11, pertant, A 41 =A"1,

{c) [4 punts] Comprova que sc satisfa la izualiat A + A) — F — A(l — 1), scob I una mairin quadrada
qualscvol i = 1 amb coclicicnts reals.

Solucid, A{B+A)—1 =AB+ A2 I = AB+ (I —A)—1 = A — A= A(L —I).
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Problema 3:

P3. — Sean los puncos A = (1,2,0), 5 = (=1,0,1). € = {0.0,1) ¥ D= (3,1,7)

(] :; }EICE::L'I:El:u] Determing la pecia = que pasa par D y es perpendicular al plano que contione los puntos A,

() [4 puntes] Detarming 6 los puntes 4, B O ¥ D son coplanasios o o,

(e} [2 puntos] ;Es D & punte de sarte de la rects son el plans del apartado (a)? Justifice la respuossta,

Solucion:
1"3. T Siguj-n G].E:FI.IZI].I.‘B .nd = {152|ﬂ}. H = {—lgu| 1}.8 = {ﬂ,u| 1} i ﬂ = {:I:.]qz}u
(a] [4 punts] Determing s rects © que passa per [ i & perpendicular al pla que conté els punts A, i

Solucid. Il pla que conté cls punts A, B i €7 té per voctors directors Al — (—2, —2,1) i AD = (-1,-2,1).
La mocts v 48 per vector director of vector normal del pla, que & un vector perpendicular als dos vectors

directors. Le.
B i 3 k
d=] -2 -2 1|=(0,1,2).
-1 -2 1
Por tant, la recta &
r=3,
y=1+1,
=240

{b] [4 punts] Determins si els punts A, 2, 7§ D sén coplanaris o no.

.';ﬁ.lm‘.ﬁ.Eﬂquﬁmmﬂmmﬂuﬂhﬂdﬂmﬁdﬁ,dﬁiﬂ_ﬂa’mwwﬂ
Teanken anae B . .

AB =(-2,-2,1), AC=(-1,-21), AD=(2,-1,3),
Ara b, oorn e

2
1
K

tenim que els 4 punta MO sfn coplanaris.
{e) [.Epuu.talf&DHpmdnuﬂdnhmﬂ:anﬂﬂphdel'aparm{a}? Justifisa la resgposta,

=B4+1l-444-F-4=340,

Ll
B

Sobectd. Mo, Ja hemn vist qoe no pertany al pla
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Problema 4:

P4. — Sea el plase r: 32 + y+ 2= 2 ¥ los puntos P = (0,1,1) ¥ @ = (2, —1, —3).

) [2 puntss] (Sen P v Q@ pustos del plang w7 Justifica la respuesza

(&) [4 punvos] Celculs & punta 5

parts da Q. S % la mocta Q) que == encuentra a 3/d partes da P oy a 174

(£} [4 puntos] Determine la ecuscidn |

& perpendicular al plaso . Plicita (también lamads cartesiana) de la recta que pasa por P y

Solucion:

Pd. — Signiel plam : 3=+ p+ 2 =210 ek punts P = (00, 1,1) i @ = {2, —1,—3).
(a) [2 punta] Sde P i Q punts del pla =% Justifica In resposta.
Sobuctd. S, pergud: verifopoen Fegoaecid: 04+ 14+ 1 =26 —1 -3 =2
() [4 punts] Caleula o pont 5 siboal sobee baorecta PO ouee es Lroba a 304 pacts de P ioa 104 peart de
Sobectf. 5§ o o salsen ler directaoment, basta fer dees vegaades @ pomi il jée
- punt mitja de P EQ: M = (1,0, —1).
- punt mitjh de M O§ Q- 5= (372, 12, —2).

()[4 punts] Determine Vegquoaecid mplicita (Lambs asomenada carbesiana) de Ly recla goe peaessa per 20 dds
perpendicalar al pla =

SonPned - El wecbor director diagoesia recla ha ser el sweclor mormal del pla (8 = (3,1,1)). Per Lamnl,
T coarlimnas és

b ] 1 1
D¥on tendim quees equeacit implicita &8s
— 3+ 3=,
w— ==L

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Autor: Universidad de las Islas Baleares

www.apuntesmareaverde.org.es




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

FS. — La reproduccidn de un insecto a b largo del tiam | } mlin
! 3 1 npo Egue le funcida N s
e]nutp:-mmanur,‘l:.r,-elﬂumwarhimmtmmu:nl]m-. it il ol

(2} [# puntes] ;Cufovos millones de insectos habia e 6 |nstamss inlebul? 1H tlend eantided
. T Lk | dédmde
de Insectos a lo largo de los sfosT Ioterpreta los rosulisdos. . s

(b} [4 puntos] | Cudl es &l médximo sEmere de izsectos e ! i
B | ;sm 4 e P Legar & haber? (En que instante de tempo

(e} [2 puntos] [ Hsy al & . i "
i ] P g o moments en T ™ poblacida supere e 7 millones de insectos? Justifics ls

Solucion:
P5. — La reproduceid d'un inscete al larg del temps scgocix la funcis fz) — e (20 0 1) sent 2 =2 0 el temps

en mesos i f(x) o nombre dSinsectes en milions,

(n) [4 pounts] Quants de milions d'insectes hi bavie en Vinstant inicial?  Cap s on tendeix e quantitad
d'insertes al larg dels anys? Interpreta ols resulials,

oabucid.
— Imicialment hi ha f{0) = 1 milié d'insectes,
— Tenimn que e g *(2x 4 1) = 0 {per De L'Hopital). Llavors la poblackd d’insectes tendeix a
extingir-se.

(k) [4 punts] (uin & ol mixim nombre d'nsectes que hi arriba a haver? En quin instant de tempe 8" assoleix
agueat. valor?
Sobucid,

— Cercam ¢l mivdm de la funcids flz) = e (24 1)+ 2 = e " (-22 1) =0 quan -2 +1 =10
Es o dir, a r = § mes.

— En aguest moment hi ha un tobal de f[%} = r'._* {2‘—; +1) = E-r'._'* = 1.213 milioans o inseecles.
() |2 punts] Hi ha algun moment en qui: la poblacis supera els 2 milions dinsectes? Justifica la resposta.

Solucid, No, perqué ol mixim s'assolcix quan hi ha 1.213061319425267 milions d'insectes.
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Problema 6:
=+ 2x—8
=12
Solucion:
. L. ' +2c -6
Ph. — [10 punis] Cakula T inbegral de la lowadg f{x) = = e

fi?':_zj_ﬁ) f(x’ :4J|$)dm—
@z rna s [ (i) "“‘*h‘af(ﬁﬂ_i)“"{'}

Es troba gque A = 1031 B = 23 i per tant,

[*;._f I?ilﬂa: 3f(§r—ijq§ﬁ)dx_§ %r:ﬁr (nfz— 1]+ 2l e+ 2) + C.
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Problema 7:

PT. — En uns clase donde todos los ol

hésguet ¥ ol 10% prectica loa das. Por - 4 practican algin deporce, &l 60% de los ahamoes juega a fithol o

TEra parte, se sabe que bay un $0% de alamnos que ne juegn & fichel,

(a) [3 Flll-llﬂlﬂ:l-[ Sea F ='juega a fithol’ ¥ sea B ="juage a bdsquet’, escrilee, an términce de uziones, St
clones ¥ conplamentarios de estos dos socesos, las tres probabilidodos gus indica el enancinds

(b} Calouls la probabilidad de que, escogiendo al arar un alumse de la clase,
(&1} [1 punto] Jusgue a fbhol,
(b.2) [2 puntos] Juegue & hdsgust.
(had) |2 puntos] Juegue a bilsguet ¥ no o Mitbol (e deeir, solo juapa a bdsguer ).
(b4] [2 puntos] No jucgue ni a fithal ol & st

Solucion:

PT. En una elasse on tols els al A algun csport, ol G dels alumnes juga a futhol o bisguet

iel 0% practica cls dos. Fﬂﬂuam-mmpquhEmm‘ﬁ. dialurmmnes que o juga & hetbol.

(a) [3 punts] Signi M —"jupa a futbol” i sigui 7 —jupa a bisguoet”’, cserin, en tormes O omions, interseccions i
complementares o ‘aguests dos esdeveniments, es tres probabilitats goe indica Menunciat.,
Sobecdd. Sipod F ="juga a Datksol” § sipod 7 ="joga a bisogueel”. Llemoncial ens oJdin goe P{F L B) = (LG,
P{FnB) =01, P{F}=0.6.
(b)) Caleola la prolakdlital e, esoollinl a Palcar wn ahormome de Ly olasse:
(1) [1 punt] Juegani a fotbol.
(b.2) [2 punts] Jugni & bisguoet.
(b3} [2 punts] Jogui a bisguet § no a fotbol (& o dir, nomeés jugni a bésogueet).
(b4} [2 punts] No jupui ni a fotbol ni s bisguoet.
Solecid. "Tenim que
& F) =1 MFF) = 0.4
- P(B) = P(FUR)— P{F}+ P(FnB) =06 — 04401 = 0.3
= P(BNF)=P(B)— P(ENF)=03—01=02
- P(FNB)=1— P(FUB)=1—06=04
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Problema 8:

o [al iﬁ Pml Eh. Wl = XATIeN ﬂe t“m]m‘ r'm;l'j s
' :  Jowil @i la probabiBdad ds spear ¢ .
si 8o sabe que las notas sipuen una distrfbucicn nortmal do media 8 7 desviscit thoic 20 |

() Igﬁ puntos| En un exAmen dr flosofia, el I5% de los slumsos praseniados obiuvieron une nota mayer que
méectres que €l 51% L& obtuve menar qui 4. Suponisndo que lan notes siguan una Jistribueid m:uI:LnJ

determita cudl e su media & 7 5o deviaciog ilplea o

Solucion:
PB. {a) [5 punts] En un cxamen de tocnobogia, gquina &8 la probabilitat de treure una nota entee 5 3§ 7 &1
B gAD qike bes nobes sopacicoen una distriboeid pormal e mitjana G i desviacio tipicea 27

Sobecid. Les dades sepneicen una NG, 2). Per tant,

[ T—6
Dz 5 ]=pl;'—l].5¢:’2:-_:ﬂ,5}=

5 —
P5 = = = T}=p( 5
plz < 0.5) — plz < —0.5) — 2p{z < 05) — 1 — 2. (LEDL5 — 1 — 0383

{b) [6 punts] En un examen de Alosofia, el 35% dels alumnes presentats varen oblenir una nota major que G,
mrentre gue el 51% en varen obbenir unas menor gque 4. Suposant que les notes segueixen una distribuascid

mormal, determing guina &= la seva mitjana @ 1 la seva desviacid tipica o

Solecid. Les dades segueicen uns W (g, o) i sabem quoe
G — ju

p{zbﬂ}=p{z}?}=1—p{zq$)=ﬂ.3§-—ip o )=ﬂ.ﬁi§
d—
plx < Ay =p K‘:C'T = 061,
Abxi chones, mirmnt a la oals benim guoe:
S_#_ pass, ";"—u.l_r.ea.
Fa=adent =] sisbemn Lenim aguoe
p=3861, o==55

Autor: Universidad de las Islas Baleares
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de BALEARES




MATEMATICAS Il
Selectividad 2023

Comunidad autonoma de

CANARIAS

):__—H__Q),

=1
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autores: Gobierno de Canarias y Juan Antonio Martinez
Garcia




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A-1B, 2A-2B, 3A-3B y 4A-4B, correspondientes a
cada uno de los bloques de contenido. En caso de presentar dos preguntas de un mismo bloque de contenidos, se
considerara sélo la primera pregunta respondida de ese bloque. En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarla. Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica, no programable ni con
conexion a internet. Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Bloque 1.- Andlisis.
Problema 1A:

Hallar la funcién polindmica f(x) que verifica que tiene un punto minimo en (1, 2) y su segunda
derivada es: f''(x) = 2x + 3. Dar la expresion de f(x).

Problema 1B:

Se quiere construir una Casa de la Juventud de 240 m? de superficie, que estard rodeada por una zona
ajardinada con las dimensiones de la imagen.

dn

b-'-'l- Casa m

Si se quiere minimizar la superficie total de la zona ajardinada, équé dimensiones debe tener la Casa de
la Juventud? ¢Cudl es el area de la zona ajardinada?

Bloque 2.- Algebra.

Problema 2A:

Dadas las matrices

2 1 0 -1 2 1 0 1 0
A=<—1 0 O), B=(0 -1 0)yC=<O 3 0)
1 2 -1 1 0 0 -1 0 -1

a) Comprobar si la matriz M = 2I; + B! tiene inversa. Donde I; la matriz identidad de orden 3.
b) Justificar que existe la matriz X que verifica la ecuacion siguiente:
2X+C=A-X-Bt
Calcular razonadamente dicha matriz X.
Problema 2B:

Un bar de tapas canario sélo ofrece tres platos en su menu: escalddn, tollos y carajacas. El precio medio
de los tres platos (la racién) es de 5€. Se sirven 30 raciones de escalddn, 20 raciones de tollos y 10
raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 255 euros en total. Sabiendo que el triple del precio de
las caracajas supera en diez euros el doble del precio de los tollos. Calcula el precio de la racién de cada
producto.
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Bloque 3.- Geometria.

Problema 3A:

En el espacio tridimensional consideramos el plano y las rectas siguientes:

_ = XtY—2=0 o _x1_ y-2 23
™= 2x + 3y 2_4'r_{2x+5y+2=0’5_ 1 o0 1’

a) Calcular el punto simétrico de (-2,1,2) respecto de m.
b) Calcular el angulo que formanrys

Problema 3B:

En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:

_{ x+2y—7z=0 ={2x—7y—3z=22
"=lx43y-12z+41=0""" x-y+z=1

a) Estudia la posicion relativa de lasrectasr y s.

b) Hallar la ecuacidn del plano que contiene ar y es paralelo a s.
Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

Segun el estudio TALIS (2018), el 11 % de los docentes de Educacidon Secundaria en Espafia son menores
de 30 afios.

a) Elegimos 15 docentes espafioles, iqué probabilidad hay de que haya menos de 2 docentes menores
de 30 afios?

b) Supongamos que se seleccionan al azar 200 docentes espafioles. ¢ Qué probabilidad hay de que entre
20y 30 docentes sean menores de 30 afios?

¢) En un grupo de 500 docentes espafioles, ¢ cuantos cabe esperar que sean mayores de 30 afos?
Problema 48B:

Las estaturas de las personas que se presentan a una audicion para participar en una pelicula siguen
una distribucién normal de media 168 cm y desviacidn tipica 8 cm.

a) Si se selecciona una persona participante en la audicidn, averiguar la probabilidad de que tenga una
estatura mayor a 156 cm.

b) Se afirma que mas del 15 % de los participantes en la audicién median mas de 1,82 metros. Justifica
la veracidad o falsedad de dicha afirmacién.

c) éQué probabilidad hay de que, elegida una persona al azar, su estatura se encuentre entre 166y 172
cm?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Bloque 1.- Andlisis.

Problema 1A:

Hallar la funcién polindmica f(x) que verifica que tiene un punto minimo en (1, 2) y su segunda
derivada es: f''(x) = 2x + 3. Dar la expresion de f(x).

Solucion:

Para calcular la funcion cuya segunda derivada es la dada, deberemos integrar la
funcion. Esta integracion debe tener en cuenta la informacion acerca del punto dado,

que es minimo.
2

f'(x):ff"(x)dx:fczxm)dx:z%+3x+k:x2+3x+k

Como el punto M es un minimo, significa que cuando x=1, la derivada de la funcion
debe ser cero.

fl()=12+3-1+k=4+k=0->k=—4
Por tanto, f'(x) = x>+ 3x — 4

Ahora bien, debemos integrar f'(x) para averiguar la funcion f(x):

3 2
X X
f(x) = f(x2+3x—4)dx :?+37—4x+k
Y como sabemos que pasa por el punto M(1,2), f(1) = 2;
f(1) 13+312 PR A SR A N A S
T — —_— . = - _—— = — = — = —
3 2 3 2 6 6
Por tanto, la funcion buscada es:
f()_x3+3x2 A +25
S N N
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Problema 1B:

Se quiere construir una Casa de la Juventud de 240 m? de superficie, que estard rodeada por una zona
ajardinada con las dimensiones de la imagen.

Si se quiere minimizar la superficie total de la zona ajardinada, ¢qué dimensiones debe tener la Casa de
la Juventud? ¢Cudl es el drea de la zona ajardinada?

Solucion:

Denominamos x e y a las longitudes desconocidas de la

superficie de la Casa de la Juventud: Iam

Sabemos que la superficie de la vivienda debe ser 240 m?, Pu Tm

por tanto: x -y = 240 ]3"1
Y, ademas, queremos minimizar la superficie ajardinada,
con lo que debemos construir la funcién de dicha superficie:
Superficiedel Jardin = (x +3+7)-(v+34+3)-xy =(x+10)-(v+6) - xy
= xy+b6x+10y+60-xy = 6x+ 10y + 60
Superficie del Jardin = 6x + 10v + 60
Despejamos la variable y en la primera relacion y la sustituimos en la segunda para
obtener la funcién a minimizar:

f—— T

240
y=-
X

s 240 2400
Superficie del jardin = 6x + 1UT + 60 =6x+ — + 60

Buscamos el minimo de la funcion de la superficie del jardin:

, 2400
S{x)=86- e
lgualamos a cero para ver donde se alcanza el valor extremao:
2400 6x2 — 2400 3 5 2400
— =0+——F=0—=6x"—-2400=0 =+ x"=——=400—
x2 xZ )
x = +v400 = +20

Al tratarse de longitudes, descartamos el valor negativo de la x y nos quedamos sdlo

con el valor positivo: x = 20
Comprobemos que se trata de um minimo:

Valores x=10 x =20 x =30
2400
5’(10)—6—2400 S0 =6-—0
Derivada - 102 §'(20) =0 —6— 267 }33
5 =6—24=<0 - '
Fun;:mn Decrece Minimo Crece

Por tanto, la funcidn de la superficie ajardinada alcanza un minimo cuando x = 20, y

240
para este valor, la y = = 12

Las dimensiones de la Casa de la Juventud son: 20m x 12m

La superficie ajardinada sera: 6 - 20 + %+ 60 = 300m?
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Bloque 2.- Algebra.

Problema 2A:
Dadas las matrices
2 1 0 -1
A=|(-1 0 0 |, B=|0
1 2 -1 1

2 1 0 1 0
-1 0)yC=<O 3 0)
0 O -1 0 -1

a) Comprobar si la matriz M = 2I; + B tiene inversa. Donde I5 la matriz identidad de orden 3.

b) Justificar que existe la matriz X que verifica la ecua

cion siguiente:

2X+C=A-X-Bt

Calcular razonadamente dicha matriz X.
Solucion:

a) Calculamos primero la matriz traspuesta de B:

-1 0 1
Btz(Z -1 0
1 0 0

Averiguamos, ahora, la matriz M = 2I; + B*:

1 0 0 -1 0 1
M=213+B"=2(u 1 0)+(2 -1 n):(
0o 0 1 1 0 0
Esta matriz tendra inversa si su determinante es d
1 0 1
M| =12 1 0]l=2-1
1 0 2

)

1 0 1
21 0

1[}2)

istinto de cero,

=110

| Por tanto, la matriz M tiene inversa.

b) Tenemos |la ecuacion matricial: 2XY+ C=A —X - B¢

Despejamos la matriz X:
2X+C=A—X-B*"52X+X-B*=A-¢C

S X(2;+B) =A—C=

¥=(A-0O)(2+B5)?

Fara justificar que existe la matriz solucion de la ecuacion es necesario que exista
la matriz inversa de 2I; + B*. Sabemos, por el apartado (a) que dicha matriz tiene

inversa y, por tanto, existe solucion a la ecuacion

Calculamos primero (213 + B¥) 1 =M1,

M=213+3==(

2 -4 -1
Adj(M) = Adj(21; + BY) = ( 0 1 0 )

-1 2 1
entonces como |M| = |2I; + B*| =1,

(21;+ B

(Adj(M))" = (

Por otro lado,
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=

2 1 0 0 1 0 2 0 0
A—C= (_1 0 ) - ( 0 3 0 ) = (_1 -3 [}) y finalmente
1 2 -1 -1 0 -1 2 2 0

2 0 0 2 0 -1
X = {A—EJ{EIE+E:]I_1=(—1 -3 u)-(—c} 1 2)
-1 0

2 2 0 1

4 o -2
X = (10 -3 —5)
—4 2 2
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Problema 2B:

Un bar de tapas canario sélo ofrece tres platos en su menu: escalddn, tollos y carajacas. El precio medio
de los tres platos (la racién) es de 5€. Se sirven 30 raciones de escaldén, 20 raciones de tollos y 10
raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 255 euros en total. Sabiendo que el triple del precio de
las caracajas supera en diez euros el doble del precio de los tollos. Calcula el precio de la racion de cada
producto.

Solucion:

Determinamos las variables que debemos averiguar:
X = precio de cada racién de escalddn (€)

y = precio de cada racion de tollos (€)

Z = precio de cada racién de carajacas (€)

Escribimos en lenguaje algebraico las relaciones que se dan en el enunciado:

X+Y+E

Precio medio de 5€: =5-x+y+z=15

Raciones servidas: 30x + 20y + 10z = 255
Relacion de precios: 3z — 10 = 2y —» —2y + 3z = 10

El sistema de ecuaciones, resuelto mediante el método de gauss sera:

x+y+z=15 x+y+z=15 x+y+z=15
30x + 20y + 10z = 255} —= —10y — 20z = —195; =+ —10y — 20z = —195
—2y+3z=10 —2y+3z=10 —35z = —245
Por tanto,
x=15-55—-7=25
—195+20-7 55 cc
=TT 0 TS
—245 7
ST

El precio de las raciones sera:

Escaldon: 2,5 €/racién

Tollos: 5,5 €/racion

Carajacas: 7 €/racion
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Bloque 3.- Geometria.

Problema 3A:

En el espacio tridimensional consideramos el plano y las rectas siguientes:

_ g XtY—z=0 o _x1_ y-2 23
™= 2x + 3y 2_4'r_{2x+5y+z=0’5_ 1 o0 1’
a) Calcular el punto simétrico de (-2,1,2) respecto de .
b) Calcular el dngulo que formanrys
Solucion:

a) Hallamos la recta t perpendicular al plano = que pasa por P. Entonces v, = n,
y la ecuacion es:

xr=-2424
t:[}r=1+31
z=2—-4

Calculamos la interseccion de la recta r con el plano
22420 4+3(1+30)—-(2-2) =4
144 =7
3 1
-2
For tanto, el punto de interseccion es @ (—1,2,3} gue es el punto medio del
punto Py su simétrico P'.

| . 3 —1

b) Para hallar el angulo que forman las rectas r y s , aplicamos la siguiente
formula:

—_— —
|1"’:r' ! vsl
cos(a) = ———
| ENRIEA _
Calculamos los vectores directores de las rectas. Una de ellas viene dada como
interseccion de planos y es necesario averiguar el producto vectorial de los

vectores normales que generan la recta.

i j k
vy=1 1 -1|=(6-33)=(2-11) 7. =(101)
2 5 1

—

|‘I!-"r| =44+ 1+1=46 [ } |’I?_.,,.'IT;I 3 ﬁ 20
= = = ; = _ = D_

v R R X v

[7el =
el =
— —3
Ve Vs =3
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Problema 3B:

En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:

={ x+2y—7z=0 {2x—7y—32=22
"=lx+3y—-12z+1=0"° x—y+z=1

a) Estudia la posicién relativa de las rectas r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano que contiene ar y es paralelo a s.
Solucion:

a) Un método es extraer los vectores directores de las rectas y un punto de
cada una de ellas

i j ok
=1 2 -7|=-3i-2j-k=(321)
2 3 —12
i j ok
;=2 -7 -3|=-10i-5j+5k=(-2,-11)
1 -1 1

Extraemos un punto de cada recta:

—n. x+2y =10 x+2v=10 .
z=oi 1 20 - 2 sy = npc210)

—=z=—4 @(3,0,—4)

;==D:{2x_az:22 2x —3z =22

x+z=1 = —5z=20
_—
PQ = (7.—1.—4)

Estudiamos si son linealmente IndependlentESZ Uypes Ugs PQ }

i 2 1
-2 -1 1|=12+2+14+7+3-16=22=%0
7 -1 -4

Las rectas r y s se cruzan

OTRA FORMA DE RESOLVERLO:

Wamos a comprobar si estas rectas pueden ser coincidentes o paralelas, para ello
comprobaremos si sus direcciones son proporcionales.

i j k i j k
=1 2 -7|=@221su=2 -7 -3|=(-2.-11)
2 3 =12 1 -1 1

3 2 . . .
Y como Z* o las direcciones no son proporcionales, por tanto las rectas » y s no
son coincidentes ni paralelas.

Veamos estudiando el rango de las ecuaciones que la definen, si se pueden cortar
en un punto o se cruzan. La matriz de coeficientes del sistema y la ampliada serian:

1 2 -7 1 2 -7 ]
A= 2 3 -12 M= 2 3 -1z -1
2 -7 -3 2 -7 -3 22
1 -1 1 1 -1 1 1
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Calculamos el determinante de M por adjuntos de la primera columna:

3 —12 -1 2 -12 -1 2 3 -1
M|=1-|-7 -3 22{-2-|2 -3 22|-7-|2 -7 22|=
-1 1 1 1 1 1 1 -1 1

=(—9+7+264+3—-66—84)—2-(—6-2—264—3—44+24)—7
(14 +2+66—T+44—6) =

=115 — 2(—295) — 7 - (85) = 110 = 0.
Por tanto rang(M) = 4, ademas

1 2 -7
Al=[2 3 -12|=-9+98-48+42-84+12=11%0=rang(4) = 3.
2 -7 -3

| Las rectas r y s se cruzan. |

b) Debemos construir un plano = que contenga a ry sea paralelo a 5.
Mecesitamos por tanto un punto y dos direcciones

Como = contiene a r tomaremos un punto de ry la direccion de r como una de las
direcciones del plano.

Como & tiene que ser paralelo a s, el vector director de 5 nos servira como segundo
vector director del plano.

Un punto de r,
z=0=F(-21,0),

i j k i j ok
=110 -3|=0321)y w=]1 -2 o0|=(21-1),
01 2 0D -1 -1

la ecuacion del plano es:

x+2 yvy—-1 =
T=| 3 2 1|=-3x+2)+5(y—-1)—=z=0
2 1 -1
m—3x+5y—z—-11=0
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Problema 4A:
Bloque 4.- Probabilidad.

Segun el estudio TALIS (2018), el 11 % de los docentes de Educacidon Secundaria en Espafia son menores
de 30 afios.

a) Elegimos 15 docentes espafioles, iqué probabilidad hay de que haya menos de 2 docentes menores
de 30 afios?

b) Supongamos que se seleccionan al azar 200 docentes espafioles. ¢ Qué probabilidad hay de que entre
20y 30 docentes sean menores de 30 afios?

¢) En un grupo de 500 docentes espafioles, é cuantos cabe esperar que sean mayores de 30 afos?

Solucion:

a) Se define la variable X = "N°® de docentes menores de 30 afios”
Esta variable sigue una distribucion binomial de tamano 15 y probabilidad p=0.11
X~Bi(15,0.11)
Como np=1.65<5y ng =13.35> 5 no se puede aproximar con la normal
PX<2)=PX=0)+PX=1)
PX=0)= (1']5) 0.11° - 0.8915 = 0.1741

P(X=1)= [115} 0.11% - 0.89%4 = 0.3228

P(X = 2)=0.1741 4+ 0.3228 = 04969

Hay una probabilidad de 0.4969 de que haya menos de dos profesores menores de 30 anios
en un grupo de 15 docentes espanioles elegidos al azar.

b) Seleccionamos 200 docentes. X~B(200,0.11)

Como np=22=5y ng=178 = 5 se puede aproximar con la normal N(22,419.58)

30-22 20 —22
P20 =X <30y =PX <30 —P(X =20 =P(3-=: )—P(EE )
¢ ) ¢ ) ¢ ) +/19.58 4/19.58

P20 = X = 30) =P(Z = 1.81) — P(Z = —0.45) = 0.9649 — (1 — 0.6736) = 0.6385

Hay una probabilidad de 0.63385 de que haya enfre 20 y 30 profesores menores de 30 afos
en un grupo de 200 docentes espanoles elegidos al azar.

c) En un grupo de 500 profesores los mayores de 30 arfios se modelizan segun
¥~-B(500,0.89)
El nimero esperado de docentes mayores de 30 afios sera: u = 500 - 0,89 = 445

Se espera una media de 445 docentes espatioles mayores de 30 arfios en un grupo de
200 docentes elegidos al azar.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autores: Gobierno de Canarias y Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4B:

Las estaturas de las personas que se presentan a una audicion para participar en una pelicula siguen
una distribucién normal de media 168 cm y desviacidn tipica 8 cm.

a) Si se selecciona una persona participante en la audicion, averiguar la probabilidad de que tenga una
estatura mayor a 156 cm.

b) Se afirma que mas del 15 % de los participantes en la audicién median mas de 1,82 metros. Justifica
la veracidad o falsedad de dicha afirmacion.

c) ¢Qué probabilidad hay de que, elegida una persona al azar, su estatura se encuentre entre 166y 172
cm?

Solucion:

a) Se define la variable
X = "estatura de las personas que se presentan a unga audicion”
X~N(168.8)

tipificando .
= P (z - 1569169)

P(X = 156) =P(Z>-15)=P(Z<15)=

=18
=773

0.9332 = 03,3204

| La probabilided de gue una persona elegida al azar mida mis de 136cm es de 0.9332

~xia,1)

b) P(x=182) = p (2522

=
AR LRV

09599 = 0.0401 = 4.01%

]:P{z >175)=1-P(Z=175)=1—

Por lo que no es cierto que los que miden 1.82 o mas representen el 15%, pues
representan el 4% de los presentados.
La afirmacion es falsa

tipificando _ -
c) P(166 = X = 172) = p(Heise o 7 o ratee

X—15
F==7—n{01]

0.5) = P(z < 0.5) — P(Z = —0.25) = 0.6915 — (1 — 0.5987) = 0.2902 — 29.02%

) =P(-025<Z<

| La probabilidad de que mida entre 166 y 172 cm es de 0.2902 ~ 29.02%
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL

CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

conexion a internet.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo mdaximo: 1 horas y 30 minutos.

cada uno de los bloques de contenido. En caso de presentar dos preguntas de un mismo bloque de contenidos, se
considerara sélo la primera pregunta respondida de ese bloque. En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarla. Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica, no programable ni con

Bloque 1.- Andlisis.

del producto, en meses.
e interpretar los resultados.

afirmacion es correcta.

Problema 1A:
1A. Las ventas de un determinado producto vienen dadas por el siguiente modelo:
5t2
V(it) = —— t=0
=g 2

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Donde V(t) son las ventas en miles; t mide el tiempo desde que se inicia la venta
a) Calcular las tasas de variacion media del primero y segundo semestre. Comparar 0.75 ptos

b) Se afirma que este modelo es creciente en su dominio. Justificar si esta 75ptos

c) ¢ En qué momento las ventas alcanzan 4000 unidades? 0:5 ptos
d) Si el producto se vende a 2€ la unidad y los ingresos de esta empresa se
modelizan teniendo en cuenta las ventas mensuales. ¢Hacia déonde tienden los
ingresos con el paso del tiempo? Justificar la respuesta. 0.5 ptos
Problema 1B:
1B. Resolver los siguientes apartados:
a) Averiguar el valor de k para que sea cierta la siguiente igualdad:
i kx? —4k 3 1 ptos
2 X2+ 6x+8 2
b) Resolver la siguiente integral indefinida: [ xv2x — 1dx 1.5 ptos
Bloque 2.- Algebra.
Problema 2A:
—x+ky+2z=k
2A. Dado el siguiente sistema de ecuaciones: { 2x +ky —z = 2
kx—y+2z=k
a) Discutir la compatibilidad del sisterna segun los diversos valores de k. 1.5 ptos
b) Resolver el sistema para k = 2. 1 ptos
Problema 2B:
2B. Resolver la ecuacion matricial: AX + B! = A? , siendo:
0 1 1 1 -1 1
A=|1 0 O \% B=| 1 -1 0
2.5 ptos
0 0 1 -1 2 3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3.- Geometria.

Problema 3A:

3A. En el espacio tridimensional tenemos el punto y la recta siguientes:

—2y+z=0
x—z=20

P(1,—2,0) ; r:{x

a) Hallar la ecuacion del plano tal que, la recta perpendicular al mismo y que pasa 175 ptos
por el origen de coordenadas corta al plano buscado en el punto P.

Averiguar el angulo que forma el plano encontrado con la rectar.
y+1 z=9

b) Hallar el punto de interseccidn de larecta ry s:x —5 = — =5 0.75 ptos
Problema 3B:
3B. En el espacio tridimensional tenemos las ecuaciones de las rectas siguientes:
8x+2y—3z+12=0 N _z—2
r.{ —7x—y+3z=9 ; Stx=y+1= >

a) Comprobar que r y s estan contenidas en un mismo plano = y hallar la ecuacidn 125 ptos
de dicho plano.

b) Averiguar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(0,—1,2) y corta 135ptos
perpendicularmente a la recta r.

Bloque 4.- Probabilidad.
Problema 4A:

4A. Aythami tiene un sobre donde guarda el dinero que ha podido reunir, el sobre
contiene: 4 billetes de 5€, 6 billetes de 10€ y 2 billetes de 50€. Quiere comprar algunas
cosas Yy decide dejar al azar cuanto dinero va a coger del sobre. Para ello, saca
aleatoriamente, sin reemplazamiento y de forma consecutiva, dos billetes del sobre.

a) Expresar el espacio muestral del experimento que va a realizar Aythami. 0.5 pios

b) Si se quiere comprar un videojuego que cuesta 57€, ;qué probabilidad hay de 1 ptos
que pueda hacerlo con los billetes que saca del sobre?

c) Si al final obtiene, con este experimento, 60€ del sobre ¢ qué probabilidad hay 1 pios
de que el primer billete fuera de 10€?

Problema 48B:

4B. La probabilidad de que un coche de carreras sufra un reventén en un neumatico
durante una competicion es de 0.04. En una competicion en la que participan 10 coches:

a) ¢Cual es la probabilidad de que se produzcan 2 reventones? 0.5 ptos

b) Se afirma que existe como mucho un 1% de posibilidades de que ocurran mas

de 2 reventones durante la carrera. ¢ Es cierta esta afirmaciéon? Justificalo. RS

c) Estudiamos las competiciones realizadas en una temporada con un total de 250
coches ¢ qué probabilidad hay de que se produzcan mas de 12 reventones en
total? (Suponiendo la independencia de los sucesos)

1 ptos
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Bloque 1.- Andlisis.

Problema 1A:
1A. Las ventas de un determinado producto vienen dadas por el siguiente modelo:
5t2
Vit) =— t=0
=g =2

Donde V() son las ventas en miles; t mide el tiempo desde que se inicia la venta
del producto, en meses.

a) Calcular las tasas de variacion media del primero y segundo semestre. Comparar 0.75 ptos
e interpretar los resultados.

b) Se afirma que este modelo es creciente en su dominio. Justificar si esta (7510
afirmacion es correcta.

c) ¢En qué momento las ventas alcanzan 4000 unidades? L5 pres

d) Si el producto se vende a 2€ la unidad y los ingresos de esta empresa se
modelizan teniendo en cuenta las ventas mensuales. ¢ Hacia déonde tienden los
ingresos con el paso del tiempo? Justificar la respuesta. 0.5 ptos

Solucion:

a) Tasa de variacion media del primer semestre (del mes 0 al mes 6).

5:0° 45
V(0)=——=0 4B 0
8+0° :>TVM(0,6):V(6)7V(O):11 B D _eesis
56> 45 6-0 6 66 22
e =
8+6° 11

Tasa de variacion media del segundo semestre (del mes 6 al mes 12).

v(12) 5-12> 90 90 45

=R 16 V(12)-v(6) 19 11

84127 190 7y1/6,12) - (2)-F6) To 11 _. %5 4 ddee
56" 45 12-6 I

V() =gre 11

Al ser la tasa de variacion media positiva en ambos semestres las ventas han aumentado durante
los dos semestres. Aunque en el segundo semestre las ventas han aumentado mas lentas que en el
primero: en el primero a razon de 681 unidades por mes y en el segundo a razéon de 107 unidades
por mes.

b) Estudiamos el signo de la derivada en ¢ = 0.

10¢(8471) -5 (21)  gor+107 —107°  80r

(8+12)2 (8 +12)2 (8+t2)2

Vi(r)

t20=80t=0 ) 807 .
2 =V '(1)=————— =0siendo 720
(8+7°) =0 (8+7°)

La derivada es positiva para valores # > 0, luego la funcidn crece en todo su dominio.

¢) Resolvemos la igualdad V) = 4.
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5¢°
V()= , =0 2
() 8+17° - =45 =32+41> =>1* =32 =>1=+/32=5.66

V(r)=4 8+t

Las ventas alcanzan las 4000 unidades entre el 5° y el 6° mes.

d) Los ingresos siguen el modelo I(t)*Z'V(t)*2i*£ r=0
& gt B T84 rr 841 -

Nos piden calcular lim 7(7).

t—>+o0

1073
. . 10¢? . 72 ] 10 10 10
rglflml(t)—xglgg+t2 _rli}}—jolo 8 tz _r1—1>r-£lo 8 - 8 _0+1_
— +— —+1 —+1
2 t o0

Los ingresos con el paso del tiempo tienden a tener un valor de 10000 €.
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Problema 1B:

1B. Resolver los siguientes apartados:

a) Averiguar el valor de k para que sea cierta la siguiente igualdad:
li kx? — 4k 3
2 x2+6x+8 2

b) Resolver la siguiente integral indefinida: [ xv2x — 1dx

1 ptos

1.5 ptos
Solucion:

a) Calculamos primero el valor del limite.

-4k R(x4)
=iy’ 1 6x+8 —2x +6x+8

r-d=0yr=dx==2=x -4={x-2){x+2)

—6+2
i\!l__ _— i
IJ+51+E=D:}_~;=_& 6 4':”":5:':—612:

2 2 —6-2

_ E(x-2)(x+7} E(x-2) k(-2-2)
.= lim = lim = =[-—2%
== (x#7](x+4) = x+d ~2+4
B -4k

Buscamos el valer de & tal que lim — =

=

3
= +6x+8 2~

]

= x +06x+8={x+2){x+4)

=—4

b

2 4
El valor buscado es .i'=—%.
b Utilizamos el método de cambio de variable.
Cambio de variable
J2x—1l=f—32x-1=¢
1 .
XafiXx— = =|=(1+# )&=
J 1x=1+:'*—:rx=%[:l+a'*j -I-ZE )
— o = falf

bt | =

5

] ¥ ; 57y
F 21 J2x-1
213 2 3 5

(2x-1)  Jf(2x-17
6§ 10

+ K
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O bien
1 5™ i
_y W) WD) | (VD) (V2T |
2 3 3 2 3 5
r
I 11—1+|[1I—1]1 2T 2x-1 4 —dxsl)
C2 3 5 ) 2 3 3 -
A2 —T{10x-5+12x —12x 43| _ 221120 - 2x-27) _
2 13 )2 15
{ﬁ-x: —I—l}«;l'!x—l
= +K
15
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Bloque 2.- Algebra.

Problema 2A:

—x+ky+2z=k
2A. Dado el siguiente sistema de ecuaciones: { 2x + ky —z = 2
kx—yv+2z=k

a) Discutir la compatibilidad del sisterna segun los diversos valores de k. 1.5 ptos
b) Resolver el sistema para k = 2. 1 ptos
Solucion:
-1 & 2
a) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes 4= 2 & -1 |.vla matriz ampliada es
E-1 2
-1 £k 2 k
AfB=|{2 k& -1 2
E -1 2 k

Averiguamos cuando se anula su determinante de la matriz A.

-1 £k 2
|..4!|= 2k Y=-2k-k'-4-2k"—-4k+1=-3k"-6k-3
kF -1 2

|..4|==]::=—3kz—ﬁk—3=t'l:>k2+2k+l=ﬂ:>

e —lt.,".f —4(1)(1) _2_

2 2

Analizamos dos casos por separado.

CAS01 E=-1
En este caso el determinante de A es no nulo ¥ su rango es 3, al igual que el rango de la matriz
ampliada A'B v el mimero de incognitas. El sistema es compatible determinade (una dnica
solucion).

CAS012 k=-1
El determinante de A es nulo. Estudiamos el rango de A v de A/B usando el método de Gauss.

Fila 3® — Fila 1*

AlB _21 _i 11 _21 b2 A

o 1 _1 _;1 1 Tl 2
o - 0 0 0 0 — NuevaFila3
Fila 2*+ 2 - Fila 1® R
7 1 -1 2 -1 -1 2 -1
HEEE
0 -3 3 0 — MNuewva Fila 2* —
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Elrango de A es 2, al igual que el de A/B, pero es menor que el nimero de mcognitas (3), por
lo que el sistema ez compatible indeterminado (infinitas soluciones)

Resumiendo: 51 k=-1 el sistema es compatible determinado v st f=-1 el sistema es
compatible indeterminado.

b) Para k = 2 el sistema es compatible determinado. Lo resolvemos.

2(2y+2z-2)+2y-z=2

2x+2y-z=2 =<2x+2y-z=21=> =
2(2y+2z-2)-y+2z=2

-x+2y+2z=12 2y+2z-2=x
2x-y+2z=2 x—y+2z=2 {
{4_v+4z—4+2}'—z=2 {ﬁ}'+33=ﬁ {1y+z=2
-

= =
dy+4z-4-y+2z=2 |3y+6z=06 |y+2z=2->y=2-2z

2

=2(2-2z)+z=2=4-4z+z=2=3z=-1> =3
2 2 2 .2 2
=|y=2-2—==|=|x=2—-4+2--2==
3 3 3 3

.. . 2
La solucion del sistemaes x=y=z= 3
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Problema 2B:

2B. Resolver la ecuacion matricial: AX + Bt = A2 | siendo:

0 1 1
A=|1 0 0 y B=
0 0 1

Despejamos X en la ecuacion matricial

Solucion:

1
1
-1

-1 1
-1
2

z]

2.5 ptos

AX +B =4 = AX =4 - B =X =-A"' (A -B )44 - A'B=-14-4'B =

— X =d—A'F

Comprobamos que la matriz A es invertible v calculamos su inversa.

01 1
|[4=1 0 0[=0+40+0-0-1-0=-1=0
00 1
01 0 "o 0 1 0o ool
Adil1 0 0 0 1 11 1o
o Ad4) v oa) | jro oo jo1
|4 1 o 11 1 1 1 0
lﬂ| ‘ﬂ{l‘ ‘01
o o 1 o 1 o)
0 -1 © 01 0
A'=—|-1 0 1|=[1 0 21
0 0 -1 00 1
Calculamos 1a matriz 3.
1 -1 1 1 1 -1
B=|1 -1 0|=5B=|-1 -1 2
-1 2 3 1 0 3
01 1 01 oY1 1 -1
X=dA—a'B'=|1 0 0|=|1 0 -1 -1 -1 2 |=
00 1 o0 1)1 0o 3
01 1 -1 -1 2 2 -1
=1 0 0/-|l0 1 “4|=1 -1 4|=x
00 1 1 0 3 1 0 =2
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Bloque 3.- Geometria.

Problema 3A:

3A. En el espacio tridimensional tenemos el punto y la recta siguientes:

_ i fx—2y+z=20

P(1,-2,0) ; r:{¥ T YT

a) Hallar la ecuacion del plano tal que, la recta perpendicular al mismo y que pasa 175 ptos
por el origen de coordenadas corta al plano buscado en el punto P.

Averiguar el angulo que forma el plano encontrado con la rectar.

. .. 1 -9
b) Hallar el punto de interseccidn de larecta ry s:x —5 = % = ZT 0.75 ptos

Solucion:

a) Debemos hallar 1a ecuacion del plane w del dibujo.

« O

El vector normal del plano es el vector OP . Ademas. el plano T contiene al punto P.

n=0P=(1,-2,0)-(0.0,0)=(1-2,0)] 7:x-2y+D=0
, . n_
P(1.-2.0)ex P(1L-2.0)ex

=1-2(-2)+D=0=D=-5=|m:x—2y—5=0|

Para averiguar el angulo que forma el plano encontrado con 1a recta r primero obtenemos el
vector director de 1a recta v el vector normal del plano.

=z-2¥+z=0=22z=2y=y=z|=

x—2yv+z=0 x-2y+z=0
r =
Xx=z

o {“ ~(111)

=riqy=A=r:
2 R({},{},D}

Tix-2y-5=0=n=(1-2.0)

Averigunamos el angulo formado por el vector normal del plano v el vector director de 1a recta.
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11:{1,1,1]} _ ﬁ)=|a?$-ﬁ|= (LLne-20f  p-o 1
7 Tl T2y 0t BN NIS

u.l'

el

El angulo que forma el plano con la recta es de 90° — 75° = 15°

5y _ v, =(1-2.3 )
£:x15=};1=239:”:[, (. \}:as: v=—1-24
B 0.(5.-19) z=0+34
Hallamos el punto A de corte de las rectas » v 5.
{1—2}'+z=ﬂﬂ
r: -0
s 5+4-2(-1-24)+9+34=0
T e (9434)=0
sqy=-1-24 ¥ _( * )_
z=0+34
S41424414943120 [(81=1604=2 | 07
S T T A ly=—1-2(-2)=3=[4(333)
5+4-9-34=0 -2i=43i=-2
z=9+3(-2)=3
Elpunto de corte de las rectas r v 5 es A(3, 3, 3).
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Problema 3B:
3B. En el espacio tridimensional tenemos las ecuaciones de las rectas siguientes:
(B8x+2y—3z4+12=0 o _z—2
r.{ —7x—y+32z=9 ; stx=y+1= >

a) Comprobar que r y s estan contenidas en un mismo plano = y hallar la ecuacion 1 s ptos
de dicho plano.

b) Averiguar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(0,—1,2) y corta 15ptos
perpendicularmente a la rectar.

Solucion:

a) Obtenemos los vectores directores de cada recta, asi como un punte de cada una de ellas.

ik
Bx+2y—-3z+12=0 .

poy TR =7, =(8,2,-3)=(-7.-13)=[8 2 3=
—Jx—y+3z=9 " T 1 3

v, =6i+21j—8k+14F—24 /- 3i=3i—3/+6k =(3,-3.6)

(3z-9)-3z+12=0=

x=l}:>{1‘};_32 +11=i}:}{1}'—32 +11=i]'::}1

—¥+3z=0 3z-9=y

= 6z-18-3z+12=0=3z=6=z=2=)y=6-9=-3=F(0,-3.2)

,;{“’5:*31-‘“}

P (0,-3,2)

- =(1,1,2
z 1:{;;_ (1,1,2)

Ix=y+1l=

2~ le.(0.-12)

Estudiamos la posicion relativa de las rectas.
Las coordenadas de los vectores directores no son proporcionales.

w o=(1-12 _
W, =( }}jg#_l 2
ﬂ"=

=
(1,1,2) 11 2

Las rectas no zon mi paralelas mi comncidentes. Las rectas se cortan o & cruzan
Calculamos el producto nuxto [wr'__, u;,ﬁg'] ¥ vemos s1 es milo o no.
P{ﬂ,—ll}] :
! ) = PQO =(0,-3,2)—-(0.-1,2)=(0.-2,0)
.(0.-12)]
w,=(L-12) 1 -1 2
u, =(112) =[w.u.BQ =]l 1 2=0+0-4-0-0+4=0
'E-Q:- = {Ur _2= U} I:I _2 I:I

Al ser mulo el producto mixto las rectas r v 5 se cortan. Esto significa que son coplanarias.
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Hallamosz la ecuacion del planc que laz contiene.

u=w,=(1-12) x ¥+l z—
v=u =(LL2) ==l -1 2 |=0=
g0 -L)ex 1 1 2

=-2x+2{y+1)+z-2+z-2-2(y+1}-2x=0=

= - 2x+ M+ R4z R+z-2- W -2-2x=0=

= —4x+23—4=0:>|.1‘:21’—z+1=0|

b)) Hallamos la ecuacion del plane m perpendicular a la recta r que pasa por BP0, —1, 12}

r

=l

r=w, =(1,-12) m.x—y+2lz+D=0
F. = = 0+1+4+D0=0=
P(0-12)ex P{0,-12)ex

= N=-5 :>|:r:x—_}=+lz—5 =l}|

Hallamos el punte C de corte de la recta 7 v el plano

gx—y+2z-5=0 1
. =4
{w,=|:1_—1_2} * = A+3+A+4+4i-5=0=6i=—2=
: _ = rFiiy=—3—-4
F(0.-3.2) z—n+MJ
-1
X ==
3
-1 1 -8 ~1 -8 4
A =— =—34+-—=— ) [ ——
IO T EAR 3:‘[3 53
1 4
=24+ e==
“ 3 3

Larecta ¢ perpendicular a 7 v que pasa por el punte P ez 1a recta que pasa per los puntos C v P.
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1-8 4y - 184} (15D

C R Yy =CF= I:I:_]':I' - T
t: [3’3’3;':;"’- ( ][3 33) [333,';

P(0,-12) P(0,-1,2) et

" - =4
w, =3y, =(1,5.2)] e

. J»::' frqy=-1+34 Ak
P(0-L2)=t z=2+24
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Bloque 4.- Probabilidad.
Problema 4A:

4A. Aythami tiene un sobre donde guarda el dinero que ha podido reunir, el sobre
contiene: 4 billetes de 5€, 6 billetes de 10€ y 2 billetes de 50€. Quiere comprar algunas
cosas Yy decide dejar al azar cuanto dinero va a coger del sobre. Para ello, saca
aleatoriamente, sin reemplazamiento y de forma consecutiva, dos billetes del sobre.

a) Expresar el espacio muestral del experimento que va a realizar Aythami. 0.5 pios

b) Si se quiere comprar un videojuego que cuesta 57€, ;qué probabilidad hay de 1 ptos
que pueda hacerlo con los billetes que saca del sobre?

c) Si al final obtiene, con este experimento, 60€ del sobre ;qué probabilidad hay 1 pios
de que el primer billete fuera de 10€?

Solucion:

a) Puede coger:
2 billetes de 5 €, 2 billetes de 10 €, dos billetes de 50 €, 1 billete de 3 € v otro de 10€, un billete
de 5 € v otre de 30 € v por ultimo un killete de 10 € v otre de 30 €. Un total de & sucezos
elementales distmtos.

E ={(5.5),(10,10),(50,50),(5,10).(5.50),(10.50)}

b) Realizames un diagrama de arbol
5€
PlAZ/AL) = 3/11

5€
P(Al) = 4/12

10 €
P(B2/A1) = 6/11

50 €
P{C2/A1) = 2/11

5€
P(A2/B1) =411

10 €
P(B1)= 6/12

10€
P(B2/B1) = 5/11

50 €
P{C2/B1) = 2/11

5€
PA2/C1) =411

10 €
P{B2/C1) = 6f11

50 €
P{C2/C1)=1/11
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Para poder comprar el videojuege debe haber cogido, al menos, 60 €. Esto ocurre cogiendo 10 v
300 50w 100 30 v 30. Llamamos a este suceso 5.

P(8)=P(BlACL)1+ P(Cl~ B2+ P(C1~C2)=

= P{B1)P(C2/ B1)+P(C1)P(B2/Cl)+P(C1)P{C2/C1) =

42120 |13 4907
66

c) 60 eures solo los puede obtener con un billete de 10 v otro de 30,
Nos piden calcular P{B’l H(Bl~C2){C1~.B2)))-
Ez una probabilidad a pesteriori. Aplicamos el tecrema de Bayes.

P(Bln(({B1~C2)w(C1nB2)))
P((Bl~C2)w(Cl~B2))

P(B1/{(Bl~C2)w(Cln B2)))=

B P(B1~C2) _ P(B1)P(C2/B1) _
- P(BlAC2)+P(Cl~B2)} P(BL)P{C2/Bl)+P(Cl)P(B2/Cl)
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Problema 4B:

4B. La probabilidad de que un coche de carreras sufra un reventdén en un neumatico
durante una competicion es de 0.04. En una competicion en la que participan 10 coches:

a) ¢Cual es la probabilidad de que se produzcan 2 reventones? 0.5 ptos

b) Se afirma que existe como mucho un 1% de posibilidades de que ocurran mas

de 2 reventones durante la carrera. ;Es cierta esta afirmacion? Justificalo. RS

c) Estudiamos las competiciones realizadas en una temporada con un total de 250
coches ¢ que probabilidad hay de que se produzcan mas de 12 reventones en
total? (Suponiendo la independencia de los sucesos)

1 ptos

Solucion:

a) 51llamamos X a la variable aleatoria que coenta el mimero de reventones en un grupe de 10
coches. Esta vanable es dicotdmica (reventon o no) v cada repeticion ez mdependiente de la
anterior.

X =B(10, 0.04). Nos piden calcular P{X =2]).
107 -
P|:_:af=2]|=(q 0.04°-0.96" = [0.0319

b) Caleulamos 1a probabilidad de que ze produzean mas de 2 reventones durante la carrera.
Para este calculo usamos el suceso contrario.

P(X>2)=1-P(X 52)=1-[P(X =2)+P(X =1)+ P(X =0)]=

N
= 1—[[;0] 0.047-0.96° +G U] 004 -0.96" + [:}DJ 0.04° -I}.Qﬁ-"'j| =|0.00621

Elwvalor P{X »2)=0.00621 significa un tante por ciento de 0.621 % de que ocurran mas de 2

reventones n 11na CarTera.
La afirmacion de que existe como mucho un 1% de posibilidades de que cowrran mas de 2
reventcnes durante la carrera es comecta.

c) 51 llamamosz X a la variable aleatoria que cuenta el mimere de reventones en un grupoe de 230
coches. Esta vaniable ez dicotdmica (reventon o no) v cada repeticion ez mdependiente de la
anteTior.

X =B(230, 0.04).
Esta probabilidad debemosz de hallarla aproximandola por una normal.

Como la media es =230 - 0.04 =10 ¥ la desviacion tipica es

.,|I'npq =,|||ESD-I}.M-D_95 = ‘_1:' =3.09E la variable binomial X se aproxima por una variable
J
normal ¥ = N[lﬂ, 4"";1_3]

Nos piden calcular P{.X >12).

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autores: Gobierno de Canarias y Juan Antonio Martinez Garcia

Comunidad Auténoma de CANARIAS www.apuntesmareaverde.org.es




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

P(X >12)={Comreccion de Yates} = P(¥ =12.5) = {Tipificamos} =
12.5-107 Miramos en la
=P Z=z =P(Zz081)=1-P(Z<08])= =
[ 44’1_5;'5J| ( ) ( ) {ta]:nlaNED, 1) }

=1-0.791=[0.209]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
uc ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE CONVOCATORIA:
, o GENERAL ORDINARIA DE
BE CAMTABRIA CURSO: 20222023 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS II
INDICACIONES

1. Debe escoger solo cuatro ejercicios entre los ocho de los que consta el examen.

2. Si realiza mas de cuatro ejercicios solo se corregiran los cuatro primeros, segun el orden que aparecen resueltos en el
cuadernillo de examen.

3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucion. Todas las
respuestas deben ser razonadas.

4. Entre corchetes se indica la puntuacidon maxima de cada apartado.

5. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de dispositivos con acceso a
Internet.

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS]

2x+3y+z=-1
Considere el sistema de ecuaciones X—y+z=a dado en funcién del pardmetro a € R.
—x+y—2z=-3

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es compatible.

2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible.

Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS]

xZ—x+2

Considere la funcidon f(x) = -

1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x).
2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calculela(s).

Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS]
Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un tridngulo que tiene como vértices a los puntos

A=(0,0,1),B=(4,1,2)yC=(3,4,3).

Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS]

En cierta region, el 72 % de las mujeres vive al menos 71 anos y el 52 % vive al menos 80 afios. Si una
mujer determinada de esa regidn tiene 71 afios, écual es la probabilidad de que vaya a vivir al menos
hasta los 80 afios?
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Ejercicio 5 [2,5 PUNTOS]

1 -1 a
Considere la matriz A = (2 0 3 ) en funcién del parametro a € R.
2 1 -1

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en funcién del parametro a.
2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en funcién del parametro a.
3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A para
los diferentes valores del parametro a € B.

Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS]

Considere la funcidn f(x) = x3 + 1.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f (x).

2) [1 PUNTO] Calcule los puntos de inflexion de f(x) si los hubiera.

3) [1 PUNTO] Calcule el drea del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x =1y x = 2.

Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS]

Considere los planos
nml:2x-3y+5z=a
n2:bx+3y-5z=4

en funciéon de los pardmetros a, b € R. Determine si es posible asignar algun valor a los parametrosay b
para que los planostl y 2 :

1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor paraay b.

2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor paraay b.

3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor paraay b.

Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS]

Sean Ay B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con
P(A)=0,5y P(B) =0,25.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A U B).

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A®) y P(Bf), donde A° y B® denotan el suceso contrario de A y de B
respectivamente.

3) [1 PUNTO] Razone si A®y B¢ son independientes.
4) [0,5 PUNTQS] Calcule P(A° U BF).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS]

2x+3y+z=-1
Considere el sistema de ecuaciones x—y+z=a dado en funciéon del pardmetro a € R.
—x+y—2z=-3

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es compatible.

2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible.

Solucion:
1)
2 3 1
La matniz de coeficlentes asociada al sistema es A= 1 -1 1 | v la matriz amphada es
-1 1 -2
2 3 1 -IN
A/IB=[1 -1 1 a|.
-1 1 -2 -3
Estudiamos el rango de A

203 1
|4=|1 -1 1|=4-3+1-146-2=5=0
-1 1 —_

Elrango de la matniz A 23 3.
Por lo que el ranpo de la matriz ampliada también es 3, al igual que el namero de meognitas.

El ziztema es compatible determmado para cualquier valer del parametro as % .
No exizte ningiin valor del parametro a = [® para el que el zistema ez mcompatible.

2) Para g = 4 el sistema es compatible determmado. Hallamos su sohicion

Ecuacion 3* + Ecuacidn 2* |
2x+3y+z=-1

-x +y -1z =-3 l
i—y+zr=4 = b=
i 3 x -y +z =4 |
—x+y—-2r=- ..
y -z =1 — Nueva ecuacion 3*|

f2x+3_j|.-'+z=—l
=ix—-y+z=4

[2x+3y-1=-1 {lx+3y=[".l
=
_z=15[F=1]

4'__1—_].-'—1=4 i-y=5=3x=5+y

9

=2(5+y)+3y=0=210+2y+3y=0=3y=-10=y=2|= [x=5-2=3]

Lasolucionesx =3,y =-2;z=-1.
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Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS]
x%—x+2
X

1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x).

Considere la funcion f(x) =

2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asintota(s). En caso afirmativo, calculela(s).

Solucion:

1) El denommador se anula en x = 0. El dominio de la funcion es ® —{0} .

Lz funcion ez dizcontinua enx = .

2) Utilizamos la derivada.

riol-S =S =1lm2=x"=
: =

Estudiamos el signo de la derivada antes, entre v después de estos dos valores (inchumos
x=0)

En el mtervale [—m,—ﬁ] tomamos x = —2 v la derivada vale

F2)m1- 2
(=2)
En el intervalo (—+f2,0) tomamos x = —J v la derivada vale f’[—lj=1—%=—lﬂ:ﬂ.

-~

=0 _ La funcién crece en ﬂ—m—ﬁ}

b —

La funcion decrece en {—-q"?-,__ll]].
En el intervalo (0,42 ) tomamos x = J v la derivada vale j”[lj=1—1%=—1{l}-La
funcion decrece en [D-JTII

En el intervalo (4fZ, +w0) tomamos x = 2y la derivada vale ;*(g}=1-§= +0_La

b | =

funcidn crece en l[q'rl_-l—ml

La funcion crece en [—m,—ﬁ-]u{ﬁ,w:l v decrece en [—ﬁ__ﬂ}u[ﬂ,ﬁ] .

3)
Asintota vertical. x=a
i x=10 es asintota vertical?
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. . xX-x+2 2
()=l =22 S

x =10 ez azintota vertical
Asintota horizontal. y=5.
— “§
b=lim fix)=lim ==
=t . E] I r=ttm x oo

Mo tiene azmtota honzontal.

Asintota oblicua. y=mx+n

2
x—=1+= o "
m=tim? ) fim X _timE-L1i2 Cfimi-li2_1-0:0=1
== == X ==x X X == X X
. 2 . 2 2
=lim - =lm| x—-1+=—-x|=lm| -1+Z |=—14+==-1
n=lm( f(x)—mx] | x . J ,_m[ x] =

La asintota cblicua tiene ecuacion y=x-1.

La funcion tiene una asintota vertical x =0 vy una asintota oblicua y=x-1.
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Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS]

Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un triangulo que tiene como vértices a los puntos

A=(0,0,1),B=(4,1,2)yC=(3,4,3).

Solucion:

Recta que pasapor AvE.

A=|:l},'ll_1:|} v, =48 =(4,1.2)-(0.0.1)=(4,1.1)]
B

B=(412)

Recta que pasapor Ay C.

4=(0,0,1)] j:T,=E={314,33-{n,n,1;|={3,4,2]]
C=(343)  4=(0,01)es

B=(4

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

=(412)er

H_-'__=E’={3._4,3]—{4,1,1]=|:—1,3,1}}jf_

x=3a
=5.¥y=4a ,ach

x=4+42
J>:}r: y=1+41 _ielk
z=2+4

z=1+2a

i=4-p5
y=1+38, =R
r=2+8
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Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS]

En cierta regidn, el 72 % de las mujeres vive al menos 71 afios y el 52 % vive al menos 80 afios. Si una
mujer determinada de esa regién tiene 71 afios, écudl es la probabilidad de que vaya a vivir al menos
hasta los 80 afios?

Solucion:

Llamamos A al suceso “Una nujer vive al menos 71 afios” v B al suceso “Una mujer vive al menos
B0 afics.

Nos piden calcular P(B/ 4).

Como zabemos que el suceze interzeccion de A v B e

Ar B ={Vive al menos 71 y vive al menos 80 afios} = { Vive al menos 80 afios} = B

Aplicamos el teorema de Bayes v tenemos:

P(Brd) FP(B) 052 (13 oo
P(4) P(4) 072 (18

P(B/4)=

OTRA FORMA DE RAZONARLO.

Supongamos que hay 100 mujeres. De ellas hay 72 que viven al menos 71 afios v 28 que viven
mencs de 71 afios. De las 72 que viven al menos 71 afios hay 32 que viven al menos B0 afios.

51 hemos elegido una de las 72 que viven al menos 71 afios la probabilidad de que vaya a vivir al
menos hasta los B0 afios ez el coclente entre 52 (casos favorables) v 72 (casos posibles).

P(Una mujer de 71 afios viva al menos 80 aﬁmj=%= %—-{l.]‘ﬂﬁ
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Ejercicio 5 [2,5 PUNTOS]

1 -1 a
Considere la matriz A = (2 0 3 ) en funcion del pardmetro a € R.
2 1 -1

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en funcién del parametro a.
2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en funcidn del parametro a.
3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A para
los diferentes valores del pardmetro a € B.

Solucion:
1)
1 -1 @&
|.-{|= 2 0 3|=0-6+2a-0-2-3=|2a-11
2 1 -1

2) Elrango de A puede ser 3, 20 1.
Para que el rango zea 3 su determinante debe ser no mlo.

—2a-11]
4 l:za—11=ﬂ:2a=11:a=%

=0 |
Si a#% el determinante ez no nule ¥ su range es 3.
11

81 E=E el determinante ez nulo y su range no es 3.

Su rango puede ser 2. Consideramos el menor de orden 2 que resulta de eliminar la fila v
colunma 3* v comprobames el valor milo o no de =u determmante.

1 —
=1=0
:
Elrango de Aes .
R 11 2 11
Rmmm.ﬂlaﬁielmgndeﬁes:-ﬂlﬂ':? el rango ez 2.

3) La matriz 4 tiene mversa para a#%.Uistnene]apartad&!] que el determmante se anula

11

par a=-.

4) Calculamos la mversa para los valores a= 1,.—1 .
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1 -1 =
l4=2 0 3|=2a-11
2701 -
1 2 27 o1 11+—1
Adil -1 0 1 3 -1 a - a 3
A_._Jq‘i[-&’}_ a 3 -1} 1 2021 12 1 2
4 2a-11 2a-11) 3 -1 e - a 3
A PR I
+ —
o 1 11 oo
3 a-1 3
A= 111 § —l1-2a —3+2a
T2 3 2
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Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS]

Considere la funcién f(x) = x3 + 1.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f (x).

2) [1 PUNTO] Calcule los puntos de inflexion de f(x) si los hubiera.

3) [1 PUNTO] Calcule el drea del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x =1y x = 2.

Solucion:

iy
F{x]=ff{x}dt=1'f +ldt=§+x+.ﬁ'.’

Una primitiva puede ser con & = 0 = F{x:l=xT+x
2) Ualizamos la zegunda derivada

Fix)=3x"= f{x)=6x

£ (x)=0 }:::61=U::x=ﬂ

Como f 7 (x)=6= f(0)=46=0 la funcién tiene un punte de inflexién en x = 0.
3) Averiguamos loz puntos de corte de la fumcidn con el gje O3

flx)=x +1]

o =y +l=0=x =—-1=x=4-1=-12(12)
¥=

El érea del recinto zera el wvalor absoluto de la integral definida de la funcion entre 1 v 2.

j-f[x]:ir=_li-x"+1d:=; IT*+I] =

|2z |Lyr|=ae2-1,4-02
3 3 1 3

Area= 19_ 4.75 u*
4
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS]

Considere los planos
nl:2x-3y+5z=a
n2:bx+3y-5z=4

en funcién de los pardmetros a, b € R. Determine si es posible asignar algun valor a los pardmetrosay b
para que los planostly 2 :

1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor paraay b.
2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor paraay b.
3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor paraay b.

Solucion:
1) Para que sean coincidentes los vectores normales deben tener coordenadas propercionales.

7 2x—3y+3z=a=n=(2,-3.5)
. 1
7, bx+3y-Sz=4=n =(53.-5) j3=_3=ijj

=—1=[F=22
3

= 21 %]

Tl =,

Ademds, un punto cualquiera de unc de loz plancs debe de pertenecer al otro.

7, =-2x+3y-5z=4
y=0 =-dx=4=x=-2=P(-2.00)ex,
z=0 J'

7 :lx-3y+5z=a
= A4-0+0=a=|a=—4]
P(-2.0,0)ex, } =

Sig=-4; b=-2 losplanos 7, : 2x—3y+35z=—4 7, :—2x+3y—5z=4 son comcidentes.

2) Para que sean paralelos los vectores normales deben tener coordenadas proporcionales. Visto
en el apartado 1) = &=-2.
Pero los puntos de un planc no pueden pertenecer al ofro 2 a=—4.

S1a=—4; b=-2 losplanos 1 :2x—3y+3z=a, &, :—2x+3y—3zr=4 son paralelos.
3) Para que sean zecantes los vectores normales no deben tener coordenadas proporcionales.

7 2x—3y+3r=a=n =(2,-3.3) .

a
2

=i_:>§qe—1::—

e ¥
7. bx+3y-Sr=4=n,=(53,-3) :::i;e

T, ¥ m, secantes

31 b=-2 yziendo “a” cualquier valor los planos son secantes.
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Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS]
Sean Ay B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con

P(A)=0,5y P(B) = 0,25.

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A U B).
2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A%) y P(B), donde Ay B¢ denotan el suceso contrario de Ay de B respecti-

vamente.
3) [1 PUNTO] Razone si A°y B¢ son independientes.
4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A° U B°).

Solucion:

814 v B son dos sucesos independientes entonces P4 B)=P(4)P(B)=05025=0.125.

1)
P(4uB)=P(4)+P(B)-P(4nB)=05+025-0125=[0625

2)
P(4°)=1-P(4)=1-05=[03

P(ﬂ‘}=1—PI:E}I=1—D_?.j =|0.75
3) Para que 4° v B° sean dos sucesos independientes debe ser P{d‘:ﬂﬂf}=P[.-i‘::|P{Bf}_

P(A°A\B°)=P((4uB) )|=1-P(4uB)=1-0625=0373

P{AE }P{EC} =05-0.75=0375

P(4°~B%)=0375=P(4)P(B)

Loz sucesos A° v B son mdependientes.

4)
P(.d'uE‘J=P{[AﬁE}C]=1—P[.&n3]=1—ﬂ.125=
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LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2022-2023

UsdIVERSIDAD MATEMATICAS II
DE CANTABRIA

Uc EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:

Indicaciones:
Debe escogerse sélo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza mds de cuatro ejercicios
sélo se corregiran los cuatro primeros, segin el orden en que aparecen resueltos en el cuadernillo del examen. Debe
exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolucidn. Todas las respuestas
deben ser razonadas. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de
dispositivos con acceso a internet.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS|

Considere las siguientes matrices
1 —1 0
2 10 -1 21
a=(2 o 3}, B:( ) cz( )
9 f° of -1 2 1 3 —1 2
A) [0.5 PUNTOS] Calcule A%, donde A’ denota la traspuesta de la matriz A.

B) [2 PUNTOS] Calcule (3B — 2C)(A* — I), donde I es la matriz identidad de dimensién 3 x 3.

Problema 2:

Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS]
r+1
—9°

Considere la funcion f(z) =

A) [0,5 PUNTOS] Calcule el domimio de definicion de f(x).

B) [0,75 PUNTOS] Determine si hay intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x). En caso afirmativo,

calcilelos.
C) [0,5 PUNTOS] Calcule los cortes de f(z) con los ejes.

D) [0,75 PUNTOS] Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

Problema 3:
Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS|

A) [1,5 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto (2, -1, 0). Es decir,
de aquellas que tienen vector director {(vq, vz, v3), donde v1, v2, v3 € R son parametros.

B) [1PUNTO] De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene vector director
(=14, 1.
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Problema 4:
Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS]

Cierto test determina si una persona consume cierto tipo de droga. En el 99% de los casos, el test clasifica
como usuario de la droga a aquellos que la han consumido y también en el 99% de los casos, el test clasifica

como no usuarios de la droga a aquellos que no la han consumido. Ademas, el 0, 5% de las personas a las que
se les va a pasar el test consumen la droga.

A) [1 PUNTO] ;Ciial es la probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no consuman la
droga?

B) [1,5 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que una persona consuma la droga si ha dado positivo en el
test?

Problema 5:
Ejercicio S [2,5 PUNTOS]|

Considere la matriz
1 2
= (23)

A) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A para los distintos valores del parametro b € RR.

en funcion del parametro b € R.

B) [0,75 PUNTOS] Determine para que valores de b € R la matriz A tiene inversa.

C) [1 PUNTO] Sea B el conjunto formado por los b € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A
para los diferentes valores del parametro b € B.

Problema 6:
Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS]

Considere la funcién f(x) = sin(x).

A) [0,75 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(z).

B) [1,75 PUNTOS] Calcule el area del recinto del plano limitado por f(z) v el eje OX de abscisas para x €
[0, 27].

Problema 7:

Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS]|
Considere el par de rectas
e 3r—5=uy - 6x —2y =1
il = "l z=0

A) [1 PUNTO] Calcule la posicion relativa de las dos rectas.

B) [0,5 PUNTOS] De la ecuacion del plano que contiene a ambas rectas.
C) [1 PUNTO] De la ecuacidén de un plano ortogonal a la recta .
Problema 8:

Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS]

En una poblacién determinada la altura de los ninos de 17 afos sigue una distribucién normal de media
175 cm y desviacion tipica 7,41.

A) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que en dicha poblacién la altura de un nifio de 17 afios esté entre
170 cm y 180 cm.

B) [1,5 PUNTOS] ;A partir de que altura un nifio de 17 afios de dicha poblacion se encontraria dentro del 5%
de nifios de 17 afios mas altos de dicha poblacion?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS]|

Considere las siguientes matrices

1 -1 0
2 10 -1 21
A=l3 3 3], B= ( ) , = ( ) .
( 9 4 ) -1 2 1 3 —1 2
A) [0.5 PUNTOS] Calcule A?, donde A’ denota la traspuesta de la matriz A.

B) [2 PUNTOS] Calcule (3B — 2C)(A* — I), donde I es la matriz identidad de dimensién 3 x 3.

Solucion:
A)
1 -1 0 1 2 2
A=|2 0 3| 4'=|-1 0 1
2 1 -1 0 3 -1
B)
2 10y (-1 2 1 (6 3 0,2 -4 -2) (8 -1 =2
3B-2C=3 -2 = - =
-1 21 3 -1 2/ 1{-363/1-6 2 -4/ 1-9 8 -1
1 2 2y(1 00, (0 2 2
A-I=|-1 0 1|-|0 1 0f=[-1 -1 1
0 3 -1/ loo 1) {0 3 2
0 2 2
: § -1 -2
(3B-2C) (4 -T)= o g g7t 7l ot-
- o 3 2

1 16+1-6 16-1+4 1 11 10
-8 -—18-8-3 _—18+8+2) [l-8 —20 _g
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Problema 2:

Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS]

z+1
— 92

Considere la funcion f(z) =

A) [0,5 PUNTOS] Calcule el dominio de definicién de f(x).

B) [0,75 PUNTOS] Determine sihay intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x). En caso afirmativo,
calcilelos.

C) [0,5 PUNTOS] Calcule los cortes de f() con los ejes.

D) [0.75 PUNTOS] Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(z).

Solucion:

A) El denominador se anula en x = 2. El dominio de la funcién es R —{2}.

B) Utilizamo:z la derivada.

x+1 . Wx—2)-1{x+1} x—-2-x-1 -3
x)= x)= _ = = i
Pl =g = (x—2) (x—27  (x—2)
—3 =0 ) _ _
(x—2) }D}jf (x)= (x—2)y =+ =0

La derivada no cambia de signe, siempre es negativa.

La funcién decrece en todo su dominio B —{2}.

Ca

Matematicas II. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

x+1 ]

fix}: x—2
LEig QX — v=10

x+1
:>ﬁ=l}::>x+1={l::=-x=—1::=— A{—1,0)

_x+1 1 — =
FE=73 o o=l =1

EfeOF —»x=0| 0-2 2 .

¥ Utilizamoes la dermvada segunda.

0—(—3)2(x-2)__ 6 _
(x—2) {x—2)

Fix)= _3}~=>I'IIJ=

(x—2]

Estudiamos el signo de la derivada segunda antes v después de x = 2.

= En el mtervale (—=c.2}) tomamos x = & % la derivada szegumnda wale
& ] . .
T = — =— = [ . La fiincion ez concava (1) en | —oo, 2.
F(0) o-32y -® ( )

= En el mtervale (2,+=) tomamos x = 3 v la denvada segunda vale

a6
f [J}_{E—E}:

=6>0. La fincion es convexa (U) en (2,+x).

La funcion es concava (1) en (-, 2) v convexa (U) en I:E,-l-:c-} .
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS|

A) [1,5 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por el punto (2, -1, 0). Es decir,
de aquellas que tienen vector director (v1,v2, v3), donde vy, v2, v3 € R son parametros.

B) [1 PUNTO] De las rectas anteriores, escriba las ecuaciones paramétricas de la recta que tiene vector director
(-1,4,1).

Solucion:

A)

x=21+v
1,0 '
{_2‘: 1 :IE'F — }==—1+1-'_..|'3: felk
u=(v.v.v) I=v0
E)
=1_
(2-L0)er — - ;=—1f4ﬁ Bel
E=|:_1-‘4=1} - =4 |
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Problema 4:

Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS]

Cierto test determina si una persona consume cierto tipo de droga. En el 99% de los casos, el test clasifica
como usuario de la droga a aquellos que la han consumido y también en el 99% de los casos, el test clasifica
como no usuarios de la droga a aquellos que no la han consumido. Ademas, el 0, 5% de las personas a las que
se les va a pasar el test consumen la droga.

A) [1 PUNTO] ;Ciial es la probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no consuman la
droga?

B) [1,5 PUNTOS] ;Cual es la probabilidad de que una persona consuma la droga si ha dado positivo en el
test?

Solucion:

A) Sihayun 0.5 %% de personas a las que ze les va 2 pasar el test que consumen la droga entonces
hay un 99.3 % que no la consumen
La probabilidad de que las personas a las que se les va a pasar el test no consuman la droga
ez de 0.993.

B) E=una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.
Llamamos D al suceso “Consume la drega™ v A al suceso “Dar positive en consumo de
droga en el test™

A los ne consumidores de droga el 99 %% da en el test negativo, por lo que el 1% da positivo.
Entonces tenemos que P[4/ D%)=0.01,

Caleulamos la probabilidad de dar posttive en el test PLA) aplicando el teorema de la
probabilidad total

P(A4)=P(D)P(A4/D)+P(D°)P(4/D)=0.005-0.99+0.995-0.01 = 0.0149

Nos piden el valor de P{D/ 4).

P(Dn4)_FP(D)P(4/D)_0.005-0.99 [958

P(D/4)= F(4) P(4) 00149  |298
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Problema 5:

Ejercicio S [2,5 PUNTOS]

Considere la matriz
A 1 2
“\2 0

A) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A para los distintos valores del parametro b € R.

en funcion del parametro b € RR.

B) [0,75 PUNTOS] Determine para que valores de b € R la matriz A tiene inversa.

C) [1 PUNTOQ] Sea B el conjunto formado por los b € R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A
para los diferentes valores del parametro b € B.

Solucion:

A) Calculamos el determimante de A v comprobamos cuando se anula

1 2
2 b

|.-i|=‘ =h-4

|4]=0=b6-4=0=|b=4

51 b=4 el determinante de A ez nule v su rango no es 2, por lo que su rango ez 1, pues
tiene elementos no milos.
S1 b=4 el determinante de A es no nule v su rango es 2.

B) La matriz A tiene inversza cuando su determinante es no mule v por lo visto en el apartado
anterior eso cowrre cuande =4,

C) Caleulamos la mversa de la matriz A cusndo h=4.

1 D
A
, Adi( A7) 4l 5 a| 1 (& -
‘-!I= - — — 'II= |
4] 54 p—4l-2 1)
F B 20
. |5-4 5-4
‘.{=
21
\b—4 -4
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Problema 6:

Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS]
Considere la funcién f(x) = sin(x).

A) [0,75 PUNTOS] Calcule una primitiva de f(x).

B) [1,75 PUNTOS] Calcule el area del recinto del plano limitado por f(z) v el eje OX de abscisas para x €
[0, 27].

Solucion:

A)
F(x)=[f(x)d=[sin(x)dk=—cos{x)+K

Una primitiva puede sercon & =0 3 F(x)=—coz(x]
B) Averiguamos los puntos de corte de la fimeién con el eje 02

_ [x=0
f{r}=5m':*"]}:,sm{x]=n:~.~{xe[ﬂ,2:¢]}=>{x=#
y=0 \x=2x

Elrecinto lo dividimos en dos partes: ma entre x =0 yx = m laotraentrex = 7yx=2m
Caleulames cada una de laz éreas v luego laz sumames.

j_f{_x:l-ir= jsml:x]d:=|:—{:n5|:x}]: =—cos(x)+coz(0)=1+1=2

[ #(x)dc= [ sin(x)die=[~cos(x)]

—I:.!'
ar

=—cos(2x)+ecos(x)=-1-1=-2

Areg =2y

El drea del recinto del plano limitade por fx) v el eje OX de abscisas para x =[0.2x] tiene
un valor de 2 + 2 =4 unidades cuadradas.

-

|
|
|
|
il
T
|
|
|
|
|
]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

| — —
ey
-
H
o
Il
L
-
=
=
—
=
S

\

A
_——m - -
L]
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Problema 7:

Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS|
Considere el par de rectas
] 3r-5=y ) br—2y=1
- { g = { b
A) [1 PUNTO] Calcule la posicion relativa de las dos rectas.
B) [0,5 PUNTOS] De la ecuacién del plano que contiene a ambas rectas.

C) [1 PUNTO] De la ecuacion de un plano ortogonal a la recta 7.
Solucion:

A) Obtenemos de cada una de ellas un punto v un vector director.

x=4
3x-3=y i==3+3 I =130
r:{x ’ }:::r{} 7 IZ}FZ F==-3+3i= “ ( )
=0 =0 z=0 12(0-5.0)
(x=w — .
fx—2y=1 —2y=1—6x—}}==__1+3x | . =(L13,0)
5 _g =5 2 :>.5:4.J.;=E+3a::~ 0. 1:]
2= z=0 g, 0,—
lz=0

Tienen el mismo vector director u, =v, = (1.3,0}. por lo que las rectas son coincidentes o

paralelas.
Comprobames si un punto de la recta » pertenece a la recta 5. De cumplirse las rectas son

comcidentes, en caso contrario seran paralelas.
{P(0,-5,0)es7?
5:;51—1}:=1
z=0

:}r_‘IE_-E

a-0-2{-31=1 M0=1
= ( ] T=;35:4 7
0= 0=0

Como no se comple las rectas r v 5 son paralelas.

B) El plano que contiene a ambas rectas tisne como uno de sus vectores directores ¥ =v_ =(1,3,0)
v el ofro vector director el vector que une un punto de » con un punto de s .EQ.
P (0,-5.0)

[ '8
W= PO = n, ,.l,ﬂ]—(r:n,—i__ujﬂkn__%,ﬂ

2(034)

Hallamos la ecuacion del plano que contiene a ambaz rectas.

. f o
u=£e.= Lh“':'}l F+3 =z

v=v,=(L30) |(==:f0 45 0[=02435z=0=[zr:z=0]
(0, iﬂ] T [ 1 3 0
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Ez logico pues este plano esta en la definicion de la recta 7, por lo que la recta r esta contemda
en el planc z = 0 v lo mismo ocurre con la recta s.
El plano que contiene a ambas rectas es el plano z = 0.

C) El plano ortogonal a la recta 7 tiene como wvector normal el vector director de la recta
u,=(L3,0) v como no indica el punto por el que debe pasar habrian infinitos planos
cumpliendo lo pedido. Para obtener uno de esos planos tomamos P (0,-5,0)er.

=_l= 3|:| E:I+3 -+D={.
u, =(13, }}:‘ ¥

"
i =0-13+D0=0=D=15=|xr:x+3v-15=0
B(0,-50)ex E(0,-30)ex } I Y |
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Problema 8:

Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS]
En una poblaciéon determinada la altura de los nifios de 17 afios sigue una distribucion normal de media
175 cm y desviacion tipica 7,41.

A) [1 PUNTO] Calcule la probabilidad de que en dicha poblacion la altura de un nifio de 17 afios esté entre
170 cm y 180 cm.

B) [1,5 PUNTOS] (A partir de que altura un nifio de 17 afios de dicha poblacion se encontraria dentro del 5%
de nifios de 17 afios mas altos de dicha poblacion?

Solucion:

Sea X = Altura de un nific de 17 afios en centimetros.
X=MN(173 741

A)Nos pide calcular P{170= X =130).

P(170< X <180)=P(X <180)— P(X <170)={Tipificamos} =

=P[E’ < M]—P(ﬁ < MJ;P{Z <0.675)- P(Z £-0.675)=
7a1 741
= P(Z<0.675)-P(Z 2 0.675)= P(Z<0.673)~[1- P(Z £0.673]] =

Miramos enla| _ 0.7486+0.7517 0.7486+0.7517
= —1- 1= (03]
{ta]:la N(D, 1) } 2 [ I

x PLEL .01 LLELE 0.03 0 0.0

0.0 SO0 S0 S0 5120 5160 S100
0.1 5308 438 4TE 3517 3557 5506
0.z STO03 SB32 SETL 5910 5048 S0BT
03 G117 8217 G255 6293 6131 (6168
04 483+ 6501 G628 Rilis] EFLL)] G136

i 015 GES0 GOES T T054 TOES
0.6 e il =SS
07 | 7580 761l TE42 T673 T4 77
ns e TN AMUAD TS RS 2/l

B) Nosz piden hallar el valer de “a” tal que P{.X =2a)=0.03.

"‘130]=u_05 —

P(X za)=003 = {Tipificamas } = P[E =

i a—l?ﬂj - ( a—l?ﬂ]
=1-Fl = =005= P Z= =1-005=095=
L 741 741

=1.643 = a=1.643-TA1+170 = 183719 cm

[Miramos en la — a—170
741

4
| tabla (0, 13
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2022-2023
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracidn de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Problema 1:

Sean las matrices X = (Ccl g) con a, b, c numeros reales, 4 = (i ;) yB = (% 8)

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, c para que A - X = B.

b) [1 punto] Si ademas queremos que X sea simétrica, ¢qué se debe cumplir? ¢Como es la matriz X re-
sultante?

Problema 2:
a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano.

b) [1 punto] Sea la funcidn f(x) = x3 + 6x? + 3x — 10. Utiliza el teorema de Bolzano para justificar que esta
funcion tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].

¢) [1 punto] ¢Podria f(x) tener mas de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta.
Problema 3:
SeanelpuntoA(1,1,a)yelplanom=b-x+y+z=1,cona, b €R.

a) [1,5 puntos] éQué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el planoty
éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u” = (1, 2, 0)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacidn de la recta perpendicular al
plano 1ty que pasa por el punto A.

Problema 4:

a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono
Campo y el poligono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo mientras que
el 70 % se realiza en el poligono Llano. Ademads, en el poligono Campo el 10 % de las reparaciones son
de tipo mecdanico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo
mecanico y el resto de tipo eléctrico.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacion de tipo
mecanico?

a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparacion de tipo eléctrico, équé probabilidad hay de que se
haya realizado en el poligono Llano?

b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en un
tiempo que sigue una distribucion normal de media 1.5 minutos y desviacion tipica 0,15 minutos.

b.1) [0,5 puntos] éCudl es |la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual seria el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos realizados al
completar una vuelta al circuito?
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Problema 5:

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: f 1dx

(1—3x)5—(1—3x)§

Puedes utilizar el cambio de variable 1 — 3x = t®.

1 0 1 1 0 O
b) [1,5 puntos] Sean las matricesA=|0 1 0|, yB={({0 0 O
2 0 0 2 1 1

Sin calcular A™%, razona por qué A existe y discute si la matriz A - B tiene inversa.

Problema 6:

P ;. . 5x+1\%
a) [1 punto] Calcula el siguiente limite: lim ( )
X—00 5x

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es
perpendicular a los vectoresu =(2,2,0)yv_=(0, 0, -1).

Problema 7:
a) [1 punto] Sea la funcidn f(x) = x3 + 3x% + x + 3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin reemplaza-
miento y se obtiene una puntuacion igual a la suma de los valores correspondientes.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que la puntuacién obtenida sea de 3?

b.2) [0,75 puntos] éCudl es la probabilidad de que la puntuacién sea mayor de 3?

Problema 8:
1 1 11

a) [1,25 puntos] SealamatrizA = {0 1 2 1 ). CalculaelrangodeA.
2 1 01

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la interseccién de los planosml =x+y+z=1, M2 =y +2z=1.
Por otro lado, consideraremos el plano n3 = 2x + y = 1. Determina la posicidn relativa de la recta r y el
plano n3. El resultado del apartado anterior te puede ayudar.

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.90 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
110 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 09131 0.9147 0.9162 0.9177
140 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.50 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.60 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.70 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:

Sean las matrices X = (Ccl g) con a, b, c nimeros reales, 4 = (i ;) yB = (; 8)

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, c para que A - X = B.

b) [1 punto] Si ademads queremos que X sea simétrica, iqué se debe cumplir? ¢Cémo es la matriz X re-

sultante?
Respuesta:
a)
_ 2 1 a by_(1 0 . _ .
A-X=B, (4 2) (c 0) = (2 0) como el determinante de A es = 0, no podemos despejar
X,

2a+c Zb):(l 0

4a +2c¢ 4b 2 0) igualando, obtenemos el sistema

Efectuamos el producto (

2a+c=1
2b=0

4a+2c=2
4b =0

de donde,
b=0 y c=1-2a.
b)

Si X es simétrica, debe ser b=c, por tanto,
1
b=0, c=0 y a= 2

Y la matriz quedaria:
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Problema 2:

a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano.

b) [1 punto] Sea la funcidn f(x) = x3 + 6x? + 3x — 10. Utiliza el teorema de Bolzano para justificar que esta
funcidn tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 2].

¢) [1 punto] ¢Podria f(x) tener mas de una raiz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta.

Respuesta:

a)

b)

c)

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CASTILLA LA MANCHA

Enuncia el teorema de Bolzano: Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y toma valores

de signo distinto en los extremos, es decir, f(a)-f(b) < 0, entonces existe un valor, c, perteneciente

al intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0, es decir, 3c € (a,b) — f(c) = 0.

f es una funcion continua en [0, 2], pues es una funcidn polindmica que es continua en todos los

numeros reales.

f(0)=-10 y f(2) =28, valores de signo contrario, luego se cumplen las hipdtesis del teorema y
por tanto existe un valor, c, perteneciente al intervalo abierto (0, 2) tal que f(c) = 0, es decir, c es

unaraiz de f. En particularf(1)=1+6+3-10=0.

fl1)=0

Supongamos que f tiene 2 raices en el intervalo, a y b, es decir, f(a) =0y f(b) = 0, por tanto

f(a) = f(b) , ademas f es una funcién continua en [0, 2], pues es una funcién polinédmica que es
continua en todos los niumeros reales y f es una funcion derivable en (0, 2), pues es una funcién

polindmica que es derivable en todos los nimeros reales.

Se cumplen las hipdtesis del teorema de Rolle luego debe existir un valor ¢ en (0, 2), donde se

anule la derivada, es decir, f’(c) =0,
f/(x) =3x2+12x+3,  3x2+12x+3=0 obtenemos x= —2—-+3 y x= —2++/3

que no pertenecen a (0, 2), por tanto, lo supuesto de que habia 2 raices es falso, es decir solo

hay una raiz en [0, 2].

También podemos ver que desde x = —2 ++/3  en adelante la derivada es positiva, luego la

funcidn es creciente y no puede cortar dos veces al eje X, es decir, no puede tener dos raices.
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Problema 3:
Sean el puntoA(1,1,a)yelplanomt=b-x+y+z=1,cona, b €R.

a) [1,5 puntos] éQué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el planoty
éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u” = (1, 2, 0)?

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuacion de la recta perpendicular al
plano 1ty que pasa por el punto A.

Respuesta:

a) Siel punto esta contenido en el plano, debe verificar su ecuacién, b-1+1+a=1

El vector normal del plano es (b, 1, 1) si debe ser perpendicular al (1, 2, 0), su producto escalar

ha de ser O, (b,1,1)-(2,2,0)=0, b+2+0=0
Obtenemos

b=-2 ya=2

b) a=2, b=-2; A(1, 1, 2), vector normal al plano (-2, 1, 1) lo utilizamos como vector

director de la recta y obtenemos:
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Problema 4:

a) Una empresa de mantenimiento da servicio a empresas de dos poligonos industriales (el poligono
Campo y el poligono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el poligono Campo mientras que
el 70 % se realiza en el poligono Llano. Ademads, en el poligono Campo el 10 % de las reparaciones son
de tipo mecdnico y el 90 % de tipo eléctrico. En el poligono Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo
mecanico y el resto de tipo eléctrico.

a.1) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparacion de tipo
mecanico?

a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparacion de tipo eléctrico, équé probabilidad hay de que se
haya realizado en el poligono Llano?

b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en un
tiempo que sigue una distribucidon normal de media 1,5 minutos y desviacidn tipica 0,15 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35 minutos?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cual seria el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos realizados al
completar una vuelta al circuito?

Solucion:
a) 0A M
Covrrnn Campo C 4
o2 09 F
Ll......... Llano 3 M
M........ Mecanico LI K’E
0,7 0,7
E......... Eléctrico

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total:
P(M)=P(CNnM)+P(LLNnM)=P(C)-P(M/Ll) + P(Ll) - P(M/Ll) =0,3-0,1+0,7-0,3 =0,24
P(M) = 0,24

a.2) Aplicamos el teorema de Bayes:
P(LLNE) _ P(LL) - P(E/LI) _07-07 049 049
P(E) P(E) ~1-P(M) 1-024 0,76
P(LL/E) = 0,64

P(LIJE) = = 0,64

b) Sea X la variable aleatoria “tiempo en dar una vuelta” X...N(1,5,0,15)

b.1) P(x<1,35) = P(z < 2222y = p(z<-1) =1 - P(z< 1) = 1 - 0,8413 = 0,1587
0,15

P(X < 1,35)=0,1587
k—1,5
o015 ) = 0,8508 buscando dentro de la tabla el valor 0,8508,
o_llés =104, k—=15=1,04-0,15, k=15+1,04-0,15
k = 1,656 segundos

b.2) P(x<k) = 0,8508 P (z <

obtenemos 1,04 luego,
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Problema 5:

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: f 1dx

(1—3x)5—(1—3x)§

Puedes utilizar el cambio de variable 1 — 3x = t°.

1 0 1 1 0 O
b) [1,5 puntos] Sean las matricesA=|0 1 0|, yB={({0 0 O
2 0 0 2 1 1

Sin calcular A%, razona por qué A™! existe y discute si la matriz A™ - B tiene inversa.
Respuesta:

a) Hacemos 1-3x=t%, derivamos, -3dx = 6t°dt, de donde, dx = -2t°dt, sustituimos

d —285dt —2t5dt —2t5dt —2t2dt t2dt
f— - [P [

1 (tﬁ)%—(t(’)% - 3a-0 7 1-t -1

(1-3x)2—(1-3%) 63t

2
3
Dividimos t?: (t-1), obtenemost +1 de cociente y 1 de resto, luego,

t2dt _ 1 o (2 B . ~
ZI:—ZI(HHQ)dt—Z(Z+t+L|t 1|)+c_t +2t+2Lt—1]+C

deshaciendo el cambio, t = Y1 =3x

x = (m)2+zm+2L|6\/1—3x—1l+C por tanto,

2
(1-3x)2-(1-3x)3

d
L =T 3x+2¥1-3x+2LYT-3x-1|+C
(1-3x)2—(1-3x)3
b)
[A|=0+0+0—-2—-0—0= -2, como el determinante es distinto de 0, existe A1
B tiene una fila de 0, por tanto su determinante vale 0

|A=1-B| = |A7Y||B| = |A™| - 0 = 0 por tanto, A~* - B no tiene inversa
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Problema 6:

- .. . 5x+1\*
a) [1 punto] Calcula el siguiente limite: lim ( )
X—00 5x

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es
perpendicular a los vectores i = (2, 2,0) y v=(0, 0, -1).

Respuesta:
. 5x+1\* . ] B o 2. 5x+1_1
a) llm( 5x ) = 1°°,mdetermmaaon ’ Calculamos ex~x ( 5x )
X—00

; 5x+1 , 5x+1-5x ; 1 , . x2 ;X
limx? - —1) = limx? - = limx? - (=) = lim== lim= = o , luego,
5x 5x 5

xX— 00 xX—00 5x xX— 00 x—00 53X x—>o0

lim

X—00

(Sx + 1)x2 limxz'(5x+1—1

= @ex—wx 5x ):eoo:m
5x

) 5x+ 1\ °
lm%———) = 0

x-o \  bx
b) Si el vector director ha de ser perpendicular a los dados, calculamos el producto vectorial de
éstos
i j k
UXV = 2 0|=-2i4+2juiicc w=(-2,2,0)........ (-1,1,0)
0 0 -1

TenemosA(2,1,3) v w=(—1,1,0) luego la ecuacion es

x-—2 y—-1 z-3
-1 1 0
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Problema 7:
a) [1 punto] Sea la funcidn f(x) = x3 + 3x% + x + 3. Obtén sus maximos y minimos relativos.

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas sin reemplaza-
miento y se obtiene una puntuacion igual a la suma de los valores correspondientes.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que la puntuacién obtenida sea de 3?

b.2) [0,75 puntos] éCudl es la probabilidad de que la puntuacién sea mayor de 3?

Respuesta:
a) f(x)=x3+3x2+x+3, f'(x)=3x*+6x+1 , f’(x)=6x+6
3x2+6x+1=0 , x=—1+? x=—1—\/3—g
f"(—1+“3—€)>o Minimo f"(—1—“3—€)<o Méximo de donde,
6 4+/6 o g 6 4+/6 2 0
(—1+§, 4—7\/_) hay un minimo (—1—‘/3—_, 4+T\/_) hay un maximo
b)
b.1) A={1-2,2-1}
11,11_2 1
P(A)—P(].ﬂZ)-FP(Zﬂl)—Z'§+Z'§—E—6

P(4) =
b.2) B={1-3,3-1, 2-3, 3-2, 1-4, 4-1, 2-4, 4-2, 3-4, 4-3} = {mayor que 3}
B = {menor o igual que 3} = {igual que 3}, menos no se puede obtener

P(B)=1-P(B)=1—==

o lu

5
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Problema 8:
1 1 11

a) [1,25 puntos] Sea la matriz A = (0 1 2 1>. Calcula el rango de A.
2 1 01

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la interseccién de los planosml =x+y+z=1, M2 =y +2z=1.
Por otro lado, consideraremos el plano 3 = 2x + y = 1. Determina la posicién relativa de la rectar y el
plano n3. El resultado del apartado anterior te puede ayudar.

Respuesta:

1111 1 1 1 1 1111
a) (0 1 2 1) -2F1+F3<0 1 2 1) F2+F3 (0 1 2 1)

0 -1 -2 -1
ElrangodeAes2

b) Escribimos las 2 ecuaciones de la recta y la del plano como un sistema de ecuaciones

x+y+z=1
y + 2z 1
2x+y 1

La matriz ampliada se corresponde con la del apartado a) , los rangos de ambas matrices es 2,

por tanto:

la recta estd contenida en el plano.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A
LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE GENERAL
CURSO: 2022-2023

CAMPUS D EXCHLENGIA INTERNACIONAL MATEMATICAS i

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar
cualquier tipo de calculadora.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:
—2x+y—-z=-1
Sea el sistema de ecuaciones lineales:{—x+a-y+z=2 , con a€R
2x+y+a-z=3
a) [1,75 punto] Discute como es el sistema en funcién de los valores del pardmetro a.
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.
Problema 2:
Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera que la
region resultante sea un rectdngulo mds medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta. El rec-
tangulo tiene de lados hr € R, de manera que el radio del semicirculo es h/2. La empresa tiene so-
lamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el perimetro
del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor area posible con ese
perimetro de 80 metros.

<+
h/2
a) [1 punto] Escribe el area del aparcamiento en tuncion del valor h.
b) [1,5 puntos] ¢ Cuanto deben valer hy r para que el area del aparcamiento sea lo mayor posi-
ble?

Problema 3:

a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas ro-

jas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado y si

sale un nimero multiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale otro nimero se extrae una bola
de la urna B. Calcula razonadamente:
a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja.
a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido ex-
traida de la urna A.

b) Una empresa de mensajeria sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se
pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de en-
tregar 6 paquetes.

b.1) [0,5 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el
destinatario esté ausente?

b.2) [0,75 puntos] ¢ Cuadl es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paque-
tes?

r
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n K P 005 015 025 035 045 055 065 075 0.85 095

0.7351 0.3771 0.1780 0.0754 0.0277 0.0083 0.0018 0.0002 0.0000 0.0000
0.2321 0.3993 0.3560 0.2437 0.1359 0.0609 0.0205 0.0044 0.0004 0.0000
0.0305 0.1762 0.2966 0.3280 0.2780 0.1861 0.0951 0.0330 0.0055 0.0001
0.0021 0.0415 0.1318 0.2355 0.3032 0.3032 0.2355 0.1318 0.0415 0.0021
0.0001 0.0055 0.0330 0.0951 0.1861 0.2780 0.3280 0.2966 0.1762 0.0305
0.0000 0.0004 0.0044 0.0205 0.0609 0.1359 0.2437 0.3560 0.3993 0.2321
0.0000 0.0000 0.0002 0.0018 0.0083 0.0277 0.0754 0.1780 0.3771 0.7351

O h WN-=-0

Problema 4:
Seanelplanor=a-x+y—z=1,con a € R, ylos puntos A(1, 0,0) y B(b, 1, -1) con b€ R.
a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector AB sea perpendicular al plano Ty el punto A
esté contenido en el plano .
b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la recta
que pasa por Ay es perpendicular al plano .

Problema 5:
a) [1 punto] Encontrar el drea encerrada por la recta x = -1 y las gréficas de las funciones f(x) = x% —

2x+3yg(x)=%x2+1

-2 1 a
b) [1,5puntos] Sea la matriz A = (—1 0 0 > con a € R. Estudia el rango de A en funcién de los
-1 a+1 a+1
valores de a
Problema 6:

3_2,2 _
a) [1punto] Calcula el limite siguiente limM
x-3 3x-9
b) [1,5puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano T = x — y = 1. Calcula la distancia del punto A al plano ©

Problema 7:
a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: [(x + 3)e~%*dx
b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro resul-

tado deja de tirar y la puntuacidn obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las tiradas.
b.1) [0,75 puntos] (Cudl es |la probabilidad de no obtener ninglin uno? ¢Cudl es la probabilidad de
obtener una puntuacién de uno? ¢Y la de obtener una puntuacion de tres?

b.2) [0,75 puntos] ¢Podrias dar |la probabilidad de obtener una puntuaciéon de n € N?

Problema 8:
135 > 2 >
a) [1,25 puntos] Sabiendo que [a b c¢|=6cona, b, c,x,y,zER. Calcula | +2 ph+6 c+10|€
Xy Zz 4x 4y 4z

indica en cada paso las propiedades que utilizas.
b) [1,25 puntos] Calcula el dngulo que forman los vectoresu = (1,1,1) y v = (3,2, 3)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
—2x+y—-z=-1
Sea el sistema de ecuaciones lineales:{—x +a-y+z=2 , con a€R
2x+y+a-z=3
a) [1,75 punto] Discute como es el sistema en funcién de los valores del parametro a.
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a =2, si es posible.

Respuesta:

-2 1 -1 -1 -2 1 -1
a) Escribimos la matriz ampliada y la de coeficientes| -1 a 1 2 -1 a 1
2 1 a

2 1 a 3
-2 1 -1
Calculamos|—-1 a 1|=-2a?+14+24+2a+2+a=-2a*+3a+5
2 1 a

—-2a*’+3a+5=0; a=-1, azg
1. Sia¥—-1y a+ ; el rango de matriz de coeficientes es 3 y por tanto, el de la ampliada tam-
bién, Sistema Compatible Determinado.

2. Sia = —1 elrango de la matriz de coeficienteses 2, |:i _11| =3
sustituimos la tercera columna por los términos independientes
-2 1 -1
-1 -1 2|=6+1+4+4+424+44+3 =200, elrango dela matrizampliada es 3, por
2 1 3
tanto, Sistema Incompatible.
3. Sia= g el rango de la matriz de coeficientes es 2, |:i _11| =3
sustituimos la tercera columna por los términos independientes
-2 1 -1
-1 3 2|=—-15+14+44+5+4+3=2+0 ,elrango dela matrizampliada es 3, por
2 1 3

tanto, Sistema Incompatible.

-2 1 -1 -1 -2 1 -1 -1
b) Sia=2; |-1 2 1 2 | F1-2F2 ,F1+F3 0 -3 -3 —=5)2F2+3F3
2 1 2 3 0 2 1 2

-2 1 -1 -1 . . )
(0 -3 =3 —5> —3z=—4; z=3 —3y—3z=-5; —3y—3-§=—5'y=5
0 0 -3 -4

—2x+y—z=-1 —Zx+§—§=—1 ; x=0
De donde,
1 4
x—O, y—g , Z—;
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Problema 2:

Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera que la region resultante sea
un rectangulo mas medio circulo, tal y como se ve en la figura adjunta. El rectangulo tiene de lados h, r € R, de manera
que el radio del semicirculo es h/2. La empresa tiene solamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de
longitud, que ha de ser el perimetro del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor darea
posible con ese perimetro de 80 metros.

—p

h/2

a) [1 punto] Escribe el drea del aparcamiento en funcion del valor h.
b) [1,5 puntos] ¢ Cuanto deben valer hy r para que el drea del aparcamiento sea lo mayor posible?

Respuesta:

a) Area total = drea del rectangulo + drea semicirculo :

A@h%zrh+5n-@f

b) Como el perimetro ha de serde 80 m, P(r,h) = 2r + h + % -m-h =80
. 1 1 - .
Despejamosr, 7 = 5(80 —h (1 + " n)) sustituimos en el drea
1 1 1 n? 5 (—4-T :
f(h)—E(BO—h(l-FET[))h,+57f(;) =40h+h (T) derivamos

f'(h) =40—nh (4%”) igualamos a 0 y despejamos h, h = % = 22,4

f"(h) =—- (‘}TTH) < 0 portanto, para h = 22,4 hay un maximo
r= 1(80 —224-(1 +1-n)) ~ 11,21

2 2
El drea es maxima para:

h=224 vy r=11,21
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Problema 3:

a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas rojas y 10 bolas negras.
Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado y si sale un nimero multiplo de 4 se extrae una
bola de la urna A. Si sale otro nimero se extrae una bola de la urna B. Calcula razonadamente:

a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja.

a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraida es roja, la probabilidad de que haya sido extraida de la urna A.
b) Una empresa de mensajeria sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se pueda hacer la entre-
ga) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de entregar 6 paquetes.

b.1) [0,5 puntos] ¢ Cudl es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el destinatario esté

ausente?

b.2) [0,75 puntos] ¢ Cual es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paquetes?

Respuesta:
a)
A={6R, 8N}
6\ _»R
B={8R, 10N} A {_ N
D1={4, 8, 12} Q,?f’ 8/14
g/12 R
D2={1, 2,3,5,6,7,9, 10, 11} B
0,75 1018 N

a.1) Aplicando el teorema de la Probabilidad Total
P(R)= P(ANR) + P(B N R) =P(A)-P(R/A) + P(B)-P(R/B) = 0,25-6/14 + 0,75-8/18 = 37/84 = 0,44
a.2) Aplicando la Regla de Bayes

_P(ANR) _ P(A)P(R/A) _ 0257; _
P(A/R) = P(R)  P(R) o044 L2y

b) Sea X la variable aleatoria n? de paquetes no entregados por estar el destinatario ausente
P(X)=0,25=p ; n2de paquetes, n=6 ;X sigue una binomial B(6, 0,25)
b.1) P(x=)=(°)-0,25"-0,75° = 0,3560 (ver en la tabla)

b.2) Entregar al menos 1 es lo mismo que no entregar 5 o menos

PX<5) =1-P(X=6)=1— (g) .0,256 - 0,75° = 1 — 0,0002 = 0,9998

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CASTILLA LA MANCHA

Autor: LUIS CARLOS VIDAL DEL CAMPO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)

Problema 4:

Seanelplanor =a-x+y—2z=1,con a € R,y los puntos A(1, 0, 0) y B(b, 1, -1) con b€ R.
a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector AB sea perpendicular al plano  y el punto A esté
contenido en el plano 7.
b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuacion de la recta que pasa
por Ay es perpendicular al plano 7.

Respuesta:
a) Si AB hadeserperpendicularalplano AB//m, ,AB = (b—1,1,-1), 7, = (a1,—1)
y si A debe pertenecer al plano, tiene que cumplir su ecuacion.
1 -1

b1 _ : nos queda
T, T 1T 4 q ’

AB/[n;
b-1=a y a-1+40—-0=1, a=1 ,dedonde, b=2.
b) t=x+y—z=1 A(1,0,0)
E‘t) = (11 1:_1)
Ecuacion vectorial:  (x,y,z) = (1,0,0) + A(1,1,—-1) o

Ecuacion continua:

x—1
1

y
1 -1
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Problema 5:

a) [1 punto] Encontrar el drea encerrada por la recta x = -1 y las gréficas de las funciones  f(x) =x*>—2x+3 vy
gx) = %xz +1

-2 1 a
b) [1,5puntos] Sea la matrizA = (—1 0 0 ) con a € R. Estudia el rango de A en funcidn de los valores de a
-1 a+1 a+1

Respuesta:

a) Las dos funciones tienen por gréafica una parabola abierta hacia arriba, f mas cerrada que g

X
x =1

\t/2¢

. 2 2 e
Por tanto el area es: [~ [(x2 - 2x+3) — ze + 1)] dx = [" ze - 2x + 2) dx = G?— x* + 2x)| =
-1
3

(12, ) (P v )= 2=
—(23 2% +2 2) (2 ; (-1) +2(1)>—2—4,5u.a.

Area=4,5 u.a

b) Calculamos el determinante

-2 1 a
4] = [-1 0 0 [=a+1l—-a-(a+1)=(a+1)-1—-a)
-1 a+1 a+1

(a+1)-(1-a)=0; a=1 y a=-1 portanto,
1. Sia#=1 y a#—-1 ; rango(A) =3

-2 1 1
2. Sia=1nosqueda A=[-1 0 0] ; |_2 1| =1 # 0 portanto, rango(A) = 2
-1 2 2 -0

-2 1 -1
3. Sia=—-1nosqueda A=|-1 0 0 |; |_2 1| =1 # 0 por tanto, rango(A) = 2
10 o/ 1O
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Problema 6:

x3-3x2+3x-9

a) [1punto] Calcula el limite siguiente lim
x-3 3x-9

b) [1,5puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano ™ = x — y = 1. Calcula la distancia del punto A al plano @

Respuesta:
. x3-3x%+3x-9 _ 33-3.32433-9 0
a) lim = =-
>3 3x-9 3-3-9 0

Podemos descomponer factorialmente o aplicar la Regla de L'Hopital

x3-3x243x-9 — lim (x2+3)-(x—3) — i (x2+43) _ (32+3) _12_y

}(1—>3 3x-9 x=3  3-(x-3) x-3 3 3 3

lim x3-3x243x-9 lim 3x*—6x+3 _ 3-3°-6:3+3 _ 12 _ 4

x=3  3x-9  x»3 3 3 T3
’ x3-3x>+3x—-9 A
1m =
x—3 3x—9

_ |Ax0+By0+CZO+D|

b) SiA(xg, V0, 2z9) Y T=Ax+By+Cz+D=0 d(4n)= Tt

1-1-1-240-1-1] 2
d@@:' LI,
J12 + (=1)% + 02 V2
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Problema 7:

a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: [(x + 3)e 2*dx

b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro resultado deja de

tirar y la puntuacion obtenida es el nimero de unos obtenidos durante las tiradas.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de no obtener ninglin uno? ¢Cual es la probabilidad de obtener

una puntuacién de uno? ¢Y la de obtener una puntuacion de tres?

b.2) [0,75 puntos] ¢Podrias dar la probabilidad de obtener una puntuacién de n € N?

Respuesta:
a) Laresolvemos por el método de integracidn por partes:

—2X de donde,

Llamamos u=(x+3) , dv=e2dx ; du=dx , v= —%e
[(x+3)e ?*dx = (x + 3) (—%e‘zx) —f (—%e‘zx) dx = —%e‘zx(x +3) — ie‘zx +C
Luego,

[(x +3)e **dx = —%e‘z"(x +3) - ie‘zx +C

b) Sea X la variable aleatoria, “nimero de unos que saca un jugador”

La probabilidad de sacar un 1 al lanzar un dado es 1/6 y la de no sacar 1 es 5/6

b.1)  P(X=0) =% ; P(X=1) = % : g ,sacar 1y no sacar 1.
1115
P(X=3) = s e  sacar 1 tres veces y no sacar 1.
b.2) P(X=n)=%-%-%-% ......... §=% , sacar nveces 1y nosacar 1
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Problema 8:
135 . 2 g
a) [1,25puntos] Sabiendoque|a b c¢|=6cona,b,c, xv,z€R. Calcula a+2 b+6 c+10|eindicaencada
x ¥y z 4x 4y 4z

paso las propiedades que utilizas.
b) [1,25 puntos] Calcula el dngulo que forman los vectores i = (1,1,1) y ¥ = (3,2,3)

Respuesta:
1 3 i r 3 5 r 3 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2
a) [a+2 b+6 c+10|=|a b c|T|2 6 10[=
4x 4y 4z 4x 4y 4z 4x 4y 4z
descomposicidn de un determinante en suma de dos,
r 3 5
2 2 2 . . . .
=la b c¢|+0=  lasegundafilaesiguala laprimera multiplicada por 4,
4x 4y 4z
) 1 3 5
=4-5- a b c| ; sacarfactor comin de unafila,
X y Z
1 3 5 1 3 5
2 2 2 1
a+2 b+6 c+10[=4'3|a b c¢[=2-6=12 ;
4x 4y 4z Xy Z
1 3 5

2 2 2
a+2 b+6 c+10|=12

4x 4y 4z

b) u=(1,1,1)yv=(3,2,3)

_ N 11:3+12+1.3] 8
cos(a) = cos(u,v) = [il-B] ~ J12+12+12/32+22+32 V66 0,98

a = arccos(0,98) = 11,46°
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
£ ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
4 GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno debera escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segtn el orden de numeracién de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.
Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni
para representaciones graficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacidon de los conceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacidn que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y
coherencia en la exposicion, precision de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan
reconstruirse la argumentacion ldgica y los calculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

E1.- (Algebra)

xX+2y+z=pu
Calcular Ay u para que el sistema de ecuaciones linealesy Ax +y =1 | tenga infinitas soluciones.
y+dz=-1
(2 puntos)
E2.- (Algebra)
X 0
Dadas las matrices A = ( 1.0 1),B =y 1 yC= ( 1 _1), calcular los valores de x,
-1 1 0 Z x+y -1 2

Y, Z € R para que AB sea igual a la inversa C ! de la matriz C. (2 puntos)
E3. (Geometria)

Calcular la ecuacién del plano  que es perpendicular al plano o = x + 2y + 3z = 0 y pasa por los puntos
P=(0,0,0)yQ=(0,1,1). (2 puntos)

E4.- (Geometria)

x y—4

= =21 se pide:
2T 2 1 SepeE

Dados el planom=x+2y-2z=0ylarectar =
a) Comprobar que r es paralela a . (1 punto)
b) Hallar el plano o, distinto de i y paralelo a &, cuya distancia a r coincide con la de 7. (1 punto)
E5.- (Andlisis)

a) Determinar a y b de modo que las funciones f(x) = x* - ay g(x) = (x - b)e* tomen el mismo valor en
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto)

b) Demostrar que la funcién f(x) = 2x + sen x solo se anula en el punto x = 0. (1 punto)
E6.- (Andlisis)

a) Determinense el dominio de definicidn, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y
minimos relativos, si existen, de la funcién f(x) = x (In x - 1). (1 punto)

b) Calculese [ x (In x - 1) dx. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E7.- (Andlisis)

o VxB4x—1-Vx3+1
Calcular lim . (2 puntos)
x—2 xX—2

E8.- (Andlisis)

Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = xe™ y el eje de abscisas cuando x
varia en el intervalo [-1, 0]. (2 puntos)

E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son espafioles, un
30 % son europeos no espafioles y los demads proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los
espafioles, la mitad de los europeos no espafioles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40
anos.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ¢Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40 afos?
(0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 anos, écual es la probabilidad de
gue sea espafol? (0,7 puntos)

E10.- (Probabilidad y Estadistica)

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cubicos, que todas
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un
numero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), écudl es la probabilidad de que la suma de las
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mas frecuente? (2 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
E1.- (Algebra)
X+2y+z=pu
Calcular Ay u para que el sistema de ecuaciones lineales { Ax +y =1 |, tenga infinitas soluciones.
y+Az=-1
Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 1 1 2 1 n
M=</1 1 0>yM'=<A 1 0 1).
0 1 2 01 12 -1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro A es el siguiente:

1 2 1
A1 0
0 1 2

i/’ll ZO,AZ =1.

M| = =A+1-212=21-222=0; 2A(1—-1) =0>=>

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

A#0 _ I3 0 i A
Ail}:RangM—RangM =3 =n%incdg.=> S.C.D.

Para que el sistema tenga infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado), es necesario
que Rang M = Rang M' = 2 < n2incdg.

Para {

1 2 1 p
Para/1=0:>M’=<0 1 0 1>:>{Cl=C3}:> Rang M' =
0 1 0 -1
1 2 u
={C;,C,,C}=>[0 1 1|=-1-1=-2+#0= RangM' =3.
0 1 -1
A=0 , . . .
Para {H c R} = Rang M = 2; Rang M' = Sistema incompatible.
1 2 1 p
Para/1=1:>M’=<1 1 0 1>:> Rang M' = {F, > F, — F;} =
0 1 1 -1

1 2 1 pu 1 21 pu
=><0 -1 -1 1—u)=>{F2—>—F2}=><0 1 1 u—1>=>
0 1 1 -1 0 1 1 -1

{Fl - F1 - ZFZ

1 0 -1 2—u
F3—>F3—F2}=><O 1 1 M—1>$Parau=0:»RangM=2.

0 0 O —H
El sistema tiene infinitas soluciones paral=1yu=20.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E2.- (Algebra)

1 01 x 0 1 -1
DadaslasmatricesAz( ),B= y 1 yC=( " ), calcular los valores de x,
-1 1 0 -1 2
zZ x+Yy
v, Z € R para que AB sea igual a la inversa C ! de la matriz C.
Solucion:
X 0
1 0 1 XxX+z x+y)
. = . 1 = .
a-8=(2 1 o) (’Z' x+y> (—x+y 1
|1 =1, e (1 =1y, . e (2 1
|C|_|_1 2|_1, C _(_1 2),Ad].deC _(1 1).
2 1
_1_Adj.deCt_(1 1) -1 _ 2 1
e _(1 1).
XxX+z=2
A-B=C‘1=><_xx++z x-;y)=(i }): x+y=1}=>
Y -x+y=1

= De las dos ultimas ecuaciones se deduce que y = 1.
x+1=1, x=0;, 0+z=2;, z=2.

Solucion:x =0,y =1,z = 2.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E3. (Geometria)

Calcular la ecuacion del plano  que es perpendicular al plano o = x + 2y + 3z = 0 y pasa por los puntos
P=(0,0,00yQ=1(0,1,1).

Solucion:
Los puntos P(0,0,0) y Q(0, 1,1) determinan el vector:
PG =00 — 0P =[(0,1,1) — (0,0,0)] = (0,1, 1).
Un vector normal del planoog = x + 2y + 3z =0esn = (1,2, 3).

Considerando, por ejemplo, el punto P(0,0,0), la ecuacion general del plano m pedido es la

siguiente:
Xy z
n(P; PQ, #)=[0 1 1/=0; 3x+y—z—-2x=0>=
1 2 3

mn=x+y—z=0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E4.- (Geometria)

Dados el planom=zx+2y-2z=0yla rectarE_iZ=yT_4=%,sepide:

a) Comprobar que r es paralela a .
b) Hallar el plano o, distinto de 7 y paralelo a m, cuya distancia a r coincide con la de 7.
Solucion:

a) Una recta y un plano son paralelos cuando el vector normal del plano y el vector director de la
recta son perpendiculares.
Un vector normal del planom = x + 2y — 2z = 0esi = (1,2,-2).

X -4 z—1
Unvectordelarectar = = =2 =2" @57’ = (-2,2,1).
-2 2 1 r

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
n-v,=0=0,2-2)-(-2,21)=-24+4-2=0.

Queda comprobado que el plano w y larectar son paralelos.

b) La distancia de un plano a una recta paralela a él es la misma que la distancia de cualquier punto
de la recta al plano.
-4 z-1
Un puntodelarectar = _iz = yT = ZT es P(0,4,1).

La distancia del punto Py(xq, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula
_ |Ax0+By0+CZO+D|

d(Pom) = = reiieice
d(r,m) =d(P,m) =

. Aplicando la férmula al punto P(0,4,1) yal planom = x + 2y — 2z = 0:

|1-0+2-4-2-1] _ |0+8-2] _ 6
J1Z422+(-2)2  Vi+4+4 9

=§=>d(1",7‘[) =2u.

El haz de planos paralelos a 7, sin ser coincidente con él, tiene la siguiente expresidon general:
B=x+2y—2z+D=0,D€R—{0}.

my=Ax+By+Cz+D; =0

7, = Ax + By + Cz+ D, = O} viene dado por la

La distancia entre los planos paralelos {

, |D1=D|

expresion: d(my, m,) = ﬁ'
=x+2y—2z+D1=0

Aplicando la férmula a los planos {n B x: x .gzy —Zzz +D2=0 }

D1-D2 D1-D2
\/12|+227+(—|2)2=4’. l Vo '=4; |D1-D2|=12= D, =0,D, = —12.

Uno de los planos obtenido es el dado. El otro es:

p1=x+2y—-2z-12=0.

d(m,B) =4>
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E5.- (Andlisis)

a) Determinar a y b de modo que las funciones f(x) = x2 - ay g(x) = (x - b)e* tomen el mismo valor en
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.

b) Demostrar que la funcidn f(x) = 2x + sen x solo se anula en el punto x = 0.
Solucion:

a) La condicidn necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que se anule su
primera derivada, por lo cual, se nos piden los valores de a y b para que las primeras derivadas de las
funciones se anulen.

f'(x) = 2x. f'x)=0=2x=0; x=0.

gx)y=1-e*+(x—>b)-e*=e*(1+x—b).

gx)=0=2>e*(1+x—-b)=0; e*+0,VxER=>1+x—b =0;
b=1+x.

Parax = 0, de laderivada de f(x) = b = 1.

La funcionresulta g(x) = (x —1) - e*.

g(0)=(0-1)-e°=
f(0)=0%2—a=-a

Las funciones f(x) y g(x) tienen un extremo relativoparaa =1y b = 1.

-1
Parax=0=>{ }=>—a=—1;a=1.

b) La funcion f(x) = 2x + sen x es continua y derivable en R por ser la suma de dos funciones
continuas y derivables en R.

Aplicando el teorema de Bolzano a f(x) en el intervalo [—7, 7]:
f(—m) = -2m+sen(—m)=-2r+0<0.
f(m) =2n+senm =2 +0>0.

Lo anterior prueba que la funcion f(x) tiene, al menos, una raiz real en el intervalo (—m, ), v,
en consecuencia, tiene, al menos, una raiz.

Si la funcién f(x) = 2x + sen x tuviera otra raiz x = f3, tal que f(B) = 0, se podria aplicar el
teorema de Rolle a la funcién f(x) en el intervalo [0, B].

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), con
a,b €ERya<b,ysecumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) =
0”.

f'(x) =2+4+cosx = f'(x) # 0,Vx €ER.

Lo anterior demuestra que x = 0 es laraiz inica de f(x) = 2x + sen x.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E6.- (Andlisis)

a) Determinense el dominio de definicién, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y
minimos relativos, si existen, de la funcién f(x) = x (In x - 1).

b) Calculese [ x (In x - 1) dx.
Solucion:

a) El dominio de la funcién f(x) es el conjunto de valores reales de x que cumplen la condicion:
x > 0.

D(f) = x € (0, +x).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f’(x)=1-(Lx—1)+x-%=Lx—1+1=Lx.

Crecimiento: f'(x) > 0= x € (1, +x).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = x € (0,1).

La condicion necesaria para que una funcién tenga un extremo relativo, maximo o minimo, es
gue se anule su primera derivada.

Para diferenciar los madximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa
para los valores que anulan la primera se trata de un maximoy, si es positiva, de un minimo.

f'fx)=0=2Lx=0=>x=1.
f"(x) = % ") = % > 0 = Minimo relativo para x = 1.
fF=1-L1-1)=1-(0-1)=-1>
Min.= P(1,—-1).

u=1Lx—1-du=--dx
)yl =[x -(Lx—1)-dx = Yoo
x-dx=dv-ov==—

=>(Lx—l)-x?z—f’;—z-i-dx=x72-(Lx—1)—%-fx-dx=

2 2 2 2
= > (x-D -2 +C=220x -1 -1]+C =% Lx? - 3) +C.

I=fx-(Lx—1)-dx=’;—2-(Lx2—3)+C.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E7.- (Andlisis)

Va3+x—1-Vx3+1

Calcular lim . (2 puntos)
x—2 xX—2
Solucion:
lim Vad3+x—1-Vx3+1 _ V8+2—1—/8+1 _ \9—/9 _0 = Indet. =
X2 x—2 2-2 0 0
_ pi RN D) (VT T ) (VaF4x-1) -(Vx3+1)
X2 (x=2)(Vx3+x—1+Vx3+1) T xo2 i=2) (VB x—14+Va3+1)
x34+x-1—(x3+1) x3+x-1-x3-1

- chll‘)rzl (x—2)(Vx3+x—-1+Vx3+1) - chlzg (x—2)(Vx3+x—-1+Vx3+1) -

x—2 1 1 1
= lim = lim = = =
x-2 (x=2)(Vx3+x-1+Vx3+1)  x-2Va3+x—1+Vx3+1  V23+2-1+V23+1 VOH/9

B 1 _ 1 .
2V9 6
lim Vad+x—1—-/x3+1 _ 1
x—2 x—2 6
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E8.- (Andlisis)

Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = xe™ y el eje de abscisas cuando x
varia en el intervalo [-1, 0]. (2 puntos)

Solucion:

. .y — X .
En el intervalo (—1, 0) todas las ordenadas de la funcion f(x) = x-e™* = — Son negativas, por
lo cual, la superficie pedida es la siguiente:

0 -1 _
S=—[fG)-dx=[ x-e™-dx. (¥
Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida.

_ u=x-du=dx
A:fx-e xdx:>{d17=e_x'dx—)v=—e_x} =

s>x-(—e™)—[—e¥dx=—x-e*+[eXdx=—x-eF*—e*+(>
=>A=—e*(x+1)+C. Sustituyendo en (*):
S=[-e*x+Dgt=le*x+ D)% =[O0+ D] -[el(-1+ D] =

=1-0=
S =1u?.
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E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son espafioles, un
30 % son europeos no espafioles y los demads proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los
espafioles, la mitad de los europeos no espafioles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40
anos.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ¢Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40 afos?
(0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 anos, écual es la probabilidad de
gue sea espaiol? (0,7 puntos)

Solucion:

Es — Espafioles. Eu — Europeos no espafioles. Rm — Resto mundo.

Ma — Mayores de 40 afios. Me — Menores de 40 afios.
a) 1
0,5-5=0,1667
3
2
0,5-=0,3333
3
1
0,3--=10,1500
2
1
0,3--=10,1500
2
2
~>p=02-7=01333
1
-p=02 3= 0,0267

a) P = P(Me) = P(Esn Me) + P(Eun Me) + P(Rm N Me) =

= P(Es) - P(Me/Es) + P(Eu) - P(Me/Eu) + P(Rm) - P(Me/Rm) =

=05- § +0,3 -§+ 0,2 § = 0,3333 + 0,1500 + 0,0267 = 0,5500.
P(Me) = 0,5500.

. 0,52
P(EsnMe) _ P(Es)-P(Me/Es) _ 3 _ 03333 _ 0.606.
P(Me) P(Me) 0,5500  0,5500 ———x

P(Es/Me) = 0,606

b) P = P(Es/Me) =
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E10.- (Probabilidad y Estadistica)

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cubicos, que todas
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un
numero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), écual es la probabilidad de que la suma de las
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mds frecuente? (2 puntos)

Solucion:

(11, 12,13, 14,15, 16\
21,22,23,24,25,26
31,32,33,34,35,36 £
41,42,43,44,45,46 |
51,52,53,54,55,56
61,62,63,64,65,66

Las sucesivas sumas que se obtienen son las siguientes:
S=2-[11)]-1.

S=3-1[(12),(21)] - 2.
S=4-1[(13),(22),(31)] - 3.

S =5-1[(14),(23),(32),(41)] — 4.

S =6-[(15),(24),(33),(42),(51)] » 5.

S =7-1[(16),(25),(34),(43),(52),(61)] = 6.
S =8-[(26),(35),(44),(53),(62)] = 5.

S =9 -[(36),(45),(54),(63)] - 4.

S =10 - [(46),(55),(64)] — 3.

S =11-[(56),(65)] - 2.

S=12-[(66)] - 1.

Como se observa, la suma mas frecuente es 7, y el numero de veces que se repite es 6.
Aplicando la regla de Laplace:

El espacio muestral es el siguiente: E = !

p= casos favorables 6

casos posibles 36

oI =
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES

El alumno deberd escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresara claramente los elegidos. Si se resolvieran mas, solo
se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de numeracién de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente
tachados. Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolucién de ecuaciones, ni para resoluciéon de
integrales, ni para representaciones graficas. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los conceptos, definiciones
y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver, justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las
propuestas, claridad y coherencia en la exposicion, precisidn de los célculos y en las anotaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales,
de modo que puedan reconstruirse la argumentacion légica y los célculos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

El.- (Algebra)

) . x+y+z=1
a) Obtener todas las soluciones del sistema [x +2y—z=3 (1 punto)
b) Determinar todos los a,b € R para que x =5,y = —2, z = —2 sea solucion del sistema
x+y+z=1
x+2y—z=3
ax+2ay+bz=0»>
(Para cuales de esos valores la solucion del sistema es tinica? (1 punto)
Problema 2:
E2.- (Algebra)
1 1 3 -1
Dadas las matrices A={0 a |yB={a 0 |cona€R-{0}.
1 1 3 -1
a) Calcular la matriz C, siendo cy4y = 2, tal que AC = B. (1 punto)
b) Si D = B'A siendo B! la traspuesta de B, determinar los valores de a para los que
D tiene matriz inversa. (1 punto)
Problema 3:
E3.- (Geometria)
x=1+¢ »
Dadaslasrectasriz{y:Zt ,te[P&,yrzsz=§=§.
z=—-1+1
a) Razonar si existe un plano perpendicular a r, que contenga a r;. (1 punto)
b) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas r; y r» vy que
contiene al punto (1,0,0). (1 punto)
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Problema 4:

E4.- (Geometria)

Sea r la recta que pasa por los puntos (1,0,—1) y (0,1,1),
a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1). (1 punto)
b) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0,1). (1 punto)

Problema 5:

ES.- (Analisis)

Sea
i 1 <1
f(x)=42—x stox
In(x) si x>1
a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en x = 1. (1 punto)
b) Estudiar sus asintotas verticales y horizontales. (1 punto)
Problema 6:

EG6.- (Analisis)

Dada la funcién f(x) = xZ(x + 3), determinar su dominio de definicidén, puntos de corte de
su grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.
(2 puntos)
Problema 7:

E7.- (Analisis)

Calcular:
~ sen(x?)
a) }:1_1"% m (1 punto)
b) [Z sen (x)cos®(x) dx (1 punto)
Problema 8:
ES8.- (Analisis)
Dadas las funciones f(x) = —x? y g(x) = x3.
a) Comprobar que las graficas de dichas funciones en [—1,0] sélo se cortan para x =
-1y x=0.
Demostrar que en [—1,0] gx)=f(x) (1 punto)
b) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de dichas funciones. (1 punto)
Problema 9:

E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Sean A, B y C sucesos de un experimento aleatorio con probabilidades P(A4) = 0,3, P(B) =
0,4y P(C) = 0,5 tales que A v B son independientes y A y € son incompatibles. Calcular las
probabilidades P(ANB), P(ANnC), P(AnC), P(AUB) y P(AURB) siendo A, By C los
sucesos complementarios de A, B y € respectivamente. (2 puntos)

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

l‘_
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 10:

E10.- (Probabilidad y Estadistica)

De las camionetas que recogen los envases reciclados de una localidad el 45% son de la
marca Cl1, el 30% de la marca C2 y el 25% de la marca C3. La probabilidad de que una
camioneta se averie es: 0,02 si es de la marca C1, 0,05 si es de la marca C2 y 0,04 sies de la
marca C3.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)
b) Si se selecciona una de esas camionetas al azar ;qué probabilidad tiene de averiarse?

(0,7 puntos)

¢) Suponiendo que una de esas camionetas se ha averiado, ;jcual es la probabilidad de

que haya sido una camioneta de la marca C3? (0,7 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

E1.- (Algebra)

x+y+z=1
x+2y—z=3
b) Determinar todos los a,b € R para que x =5,y = —2, z = —2 sea solucion del sistema
{ x+y+z=1

a) Obtener todas las soluciones del sistema { (1 punto)

x+2y—z=3
ax +2ay+bz=0»b
(Para cuales de esos valores la solucion del sistema es tinica? (1 punto)

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M= 2 D=0 5 53

PorexistirH ;l =2—-1=1#0=RanM = Rang M' = 2.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

Para resolver el sistema se hace z = A:

x+y=1—/1} —x—y=-1+21
x+2y=3+1) x+2y=3+41

X+2+4+2A=1—-4, x=-1-3A
Solucion:x = —-1—-34,y=2+24,z=AVYA€ER.

}:>y=2+21.

b) Teniendo en cuanta que las dos primeras ecuaciones constituyen el sistema del apartado
anterior:

Paraquex =5y=-2,z=-2=1=-2.

Los valores x =5,y = =2,z = —2 son solucién del sistema formado por las dos primeras
ecuaciones del sistema; para que sean solucién del sistema completo tienen que satisfacer a la tercera
ecuacion:

a-5+2a-(-2)+b-(-2)=>b; 5a—4a—2b=0>b; a=3b.

Para a = 3b el sistema tiene la solucionx =5,y = -2,z = —2.

La solucion es Unica, segun el teorema de Rouché-Frébenius, cuando los rangos de las matrices
de coeficientes y ampliada son iguales e iguales a 3, que es el niUmero de incégnitas.

1 1 1 1 1 1 1
M=|1 2 -1]yM=(1 2 -1 3|
a 2a b a 2a b b

Teniendo en cuenta que a = 3b:
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1 1 1
IM|=(1 2 -1|=2b+6b—3b—6b+6b—b=4b=0=>b=0.
3b 6b b

Para b # 0 = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
El sistema tiene soluciéon unica para b # 0.
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Problema 2:

E2.- (Algebra)

1 1 3 -1
Dadas las matrices A = (0 a) vyB = (a 0 )con a e R-{0}.

1 1 3 -1
a) Calcular la matriz C, siendo ¢, = 2, tal que AC = B. (1 punto)
b) Si D = B'A siendo BY la traspuesta de B, determinar los valores de a para los que
D tiene matriz inversa. (1 punto)
Solucion:
a) La dimensién de C es la siguiente:

Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el nimero de columnas
de la primera matriz sea igual que el nimero de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene
las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: Mg ) * Ny ) = Pam)-

En el caso que nos ocupa: Az 2) - C(x,y) = B32) = C(2,2)-

1 1 2 5 3 -1 2+y x+z 3 -1
A-C=D:><0 a)-( Z>=<a 0>;<ay aZ>=<a 0>=>
1 1) VY 3 -1/ \2+y x+z 3 1

>y=12z=0 x=-1=

2 -1
c=(1 o)'
n pestas(d 8 2o 2)-0-(4 19

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero:

2
|D|=|62 a ;6 =—12+2(a’+6) = 0; =6+ (a® +6) = 0;
a?=0=a=0.

La matriz D tiene inversa Va € R — {0}.
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Problema 3:

E3.- (Geometria)

x=1+t .
Dadas las rectas r; = {y = 2t ,tEIR,yTZExT=§=-
z=-=-1+4+t
a) Razonar si existe un plano perpendicular a 7, que contenga a ry. (1 punto)
b) Calcular la recta con vector director perpendicular a los de las rectas r; v 1, ¥ que
contiene al punto (1,0,0). (1 punto)
Solucion:
a) Para que un plano m, perpendicular a 1,, contenga a r; es necesario que las rectas r; y 1, sean

perpendiculares.
Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.
Un vector director de r; esv; = (1,2, 1).
Un vector director de 1, es v, = (3,2, 2).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v-v,=(1,2,1)-3,2,2)=34+44+2=9*0=>rnoes Lar,.

No existe ningun plano perpendicular ar, que contenga ar;.

b) Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los dos vectores.
. i j k
w=|1 2 1|=4i+3j+2k—6k—-2i—-2j=2i+j—4k >
3 2 2

=7 =(2,1,-4).

La recta s pedida, dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas, es la siguiente:
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Problema 4:

E4.- (Geometria)
Sea r la recta que pasa por los puntos (1,0,—1) y (0,1,1),

a) Determinar el plano que contiene a la recta r y al punto P = (0,0,1). (1 punto)
b) Calcular la distancia de la recta r al punto P = (0,0,1). (1 punto)
Solucion:
a) AB=0B—-0A=1[0,1,1)—-(1,0,-1D]=(-1,1,2)=>r=4{y=1+1.
z=1+2A1

AP = 0P — 04 =[(0,0,1) — (1,0,—1)] = (—1,0,2).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

. x vy z—1
n(AB, AP; P)=|-1 1 2 [=0 2x—-2y+(z—-1)+2y=0=>
-1 0 2

>nm=2x+z—1=0.

b) La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma geométrica,
es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprensién del proceso se hace un esquema de la situacion.
Un punto y un vector director de r son A(—1,0,1) y v, = AB = (-1,1,2).
s = |77 A 4P|

|vr/\AP|

}:>|—’/\AP| 7| -h = h=d(P,r)=

AP = (-1,0,2).
Aplicando la férmula al punto P y a la recta r:
i j ok
-1 1 2
|”r/\AP| 1.0 2

d(P.r) ==, = JComee

_12i-2j+k+2j| _Ri+kl_v2Z2+T7 VAT V5 _5-V6
T Vizird V6 V6 V6 V& 6

d(P,r) = @ u.
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Problema 5:

ES5.- (Analisis)
Sea
1 :
fo)=2—» si x<1
lnix) & 231
a) Estudiar su continuidad y derivabilidad en x = 1. (1 punto)
b) Estudiar sus asintotas verticales y horizontales. (1 punto)

Solucion:

a) Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = hm— =1
Parax =1={*>1" -
11m f(x) = hm Lx=0= f(l)

= S0 # i S,

La funcion f(x) no es ni continua ni derivable en x = 1.

b) Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x tiende
a mas o menos infinito.

k= 11m f(x)— hm L =-0>

—00 2—X

= Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal en (—, 1).

k= 1121 flx) = 111}1 Lx = oo = No tiene asintotas horizontales en (1, + ).
X— xX—

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito; en las funciones racionales son los valores que anulan el denominador.

En (—0,1)=22—-x=0; x=2¢ (—,1) = No tiene asintotas verticales en el intervalo
(—OO’ 1)

En(1,4+) = lim f(x) =limLx =0 =
x—1 x—1

No tiene asintotas verticales.
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Problema 6:
E6.- (Analisis)
Dada la funcion f(x) = x%(x + 3), determinar su dominio de definicion, puntos de corte de

su grafica con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.
(2 puntos)

Solucion:
f(x) = x%(x + 3) = x3 + 3x2.
Por tratarse de una funcién polinémica: D(f) = R.
Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:
x; =0-0(0,0)
EjeX=>f(x)=0=>x%(x+3)=0 =>{x2 __3 —T(—3,0)'
EjeY =>x=0= f(0) =0= 0(0,0).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

ffx)=0=>3x2+6x=0; 3x(x+2)=0=>x; =0,x, = —2

Por ser f(x) polindmica, las raices de la derivada dividen al dominio de la funcion, que es R, en
los intervalos (—oo, —2), (—2,0) y (0, +0), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, +) es:
f'(1) =3+ 6 > 0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién, que son los
siguientes:  f'(x) < 0=

Decrecimiento: x € (—2,0).

f'x)>0=
Crecimiento: x € (—o0,—2) U (0, +).

Para que una funcidn tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto.

De los periodos de crecimiento se deducen las abscisas de los maximos y minimos relativos; no
obstante, se procede a su calculo por derivadas.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

f"(x) =6x +6.
f"(0) =6 > 0 = Min.relativo para x = 0. f(0) = 0= Min:0(0,0).
f'"(=2)=—-12+ 6 = —6 < 0 = Max.relativo parax = =2. f(—=2) =0 = Max: A(—2,0).

Min: 0(0,0); Max: A(—2,0).
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Problema 7:
E7.- (Analisis)
Calcular:
y sen(x?) L ount
) 00 x3 +4x2 (1 punto)
b) [2 sen (x)cos®(x) dx (1 punto)
Solucion:
a)
sen(x?) _ seno0 2x-cos (x%) _

lim

0 ' . .
lim - =G =0 = Indet.= {L'Hopital} = }Cl_l;r(l)

3x2+8x

2-cos(x?) 2-cos0O0 2-1 2
x>0 3x+8 3-0+8 0+8 8
sen(xz) _l
x—0 x3+4x2 T4

b)
T _ _r —
1= fozsenx-cos3x-dx=>{Senio.szlcx;t_dti:(z):i_g}::'
0 1 o S
:>I=—f1t3-dt=f0t3-dt=[:]0=:—7=2—0:>

T
> 1
=>I=fozsenx-cos3x-dx=z.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

_——
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

ES.- (Analisis)

Dadas las funciones f(x) = —x* y g(x) = x>.
a) Comprobar que las graficas de dichas funciones en [—1,0] so6lo se cortan para x =
-1y x=0.
Demostrar que en [—1,0] gx) = f(x) (1 punto)
b) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de dichas funciones. (1 punto)
Solucion:
a) Las abscisas de los puntos de corte de dos funciones son las raices reales de la ecuacién que

resulta de la igualacidn de sus expresiones:
fX)=gx)>—x2=x3% x3+x2=0; x>(x+1)=0>
xq1=0,x, =—1.
Por ser ambas funciones continuas por ser polindmicas, no existen otras raices reales en [—1, 0].

Para determinar cual de las funciones es mayor en [—1, 0] basta comprobar sus valores para un
. . 1
valor perteneciente a [—1, 0], por ejemplo: x = — >
2

f()=-(-3) =-3=-025

5 ) = —0,125 > —0,25 =
g(-) = (_E) = —-=-0125

gx) = f(x).
_ o _ (0 3 2 o [x* %310 _
by s=[lg0) - f@]-dx = [0 +xD) dx = [T+5] =

3
-D* (-1)°

1
S =— uz.
12

-3+4
12

1+1
— —_ = =
4 3
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Problema 9:

E9.- (Probabilidad y Estadistica)

Sean A, B y C sucesos de un experimento aleatorio con probabilidades P(A) = 0,3, P(B) =
0,4y P(C) = 0,5 tales que A y B son independientes y A y € son incompatibles. Calcular las
probabilidades P(AN B), P(ANC), P(AnC), P(AUB) vy P(AURB) siendo A, B y C los
sucesos complementarios de A, B y € respectivamente. (2 puntos)

Solucion:

Si los sucesos Ay B son independientes:

P(ANB) =P(4)-P(B)=0,3-0,4 =0,12.

Si los sucesos Ay C son incompatibles: P(AN C) = 0.
P(AnC)=P(4)=03.

P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB) = 0,3 + 0,4 — 0,12 = 0,58.
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,12=088.
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Problema 10:

E10.- (Probabilidad y Estadistica)
De las camionetas que recogen los envases reciclados de una localidad el 45% son de la
marca CI, el 30% de la marca C2 y el 25% de la marca C3. La probabilidad de que una

camioneta se averie es: 0,02 si es de la marca C1, 0,05 si es de la marca C2 y 0,04 si es de la
marca C3.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)
b) Si se selecciona una de esas camionetas al azar ;qué probabilidad tiene de averiarse?

(0,7 puntos)

¢) Suponiendo que una de esas camionetas se ha averiado, ;jcudl es la probabilidad de

que haya sido una camioneta de la marca C3? (0,7 puntos)

Solucion:
a) P(C1) = 0,45. P(C2) = 0,30. P(C3) = 0,25.
P(A/C1) = 0,02. P(A/C2) = 0,05. P(A/C3) = 0,04.

b) P=PA) =PMANC1)+P(ANC2)+P(ANC3) =

= P(C1)-P(A/C1)+ P(C2)-P(A/C2)+ P(C3)-P(A/C3) =

=0,45-0,02 +0,30-0,05 + 0,25 - 0,04 = 0,0090 + 0,0150 + 0,0100 = 0,0340.
P(Averiarse) = 0,0340.

c)
_ _ P(ANC3) _ P(C3)-P(A/C3) _ 0,25-0,04 _ 0,0100
P =P(C3/4) = P(A) P(4) " 0,0340  0,0340

= 0,2941.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacioén.
Responeu a QUATRE de les sis glieslions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
[er i per qué.
Cada giieslio val 2,5 punis.
Podeu ulilitzar calculadora, perd no es permelt is de calculadores o alires aparells que poden
emmagalzemar dades o que poden lransmelre o rebre informacid.
Podeu ulilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a [er esquemes, esborranys, elc., o
per a acabar de respondre a alpuna giiestié si necessilen més espai. En aquesl dllim cas, cal que
ho indigqueu darament al final de la pagina de la giieslié corresponent.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

1. Calculeu els coelicients a, b, ¢ i d de la [luncid f{x) = ax’+ bx* + cx + d si sabem que l'equa-
cit de la recla langenl a la grafica de la funcio fen el punt dinflexio (1,0) és y=-3x+31i
que la funcid 1€ un extrem relaliu en el punt de la grifica d’abscissa x=0.

[£.5 puntz]

2. Considereu les dues matrius segiients:

2 -3 _5 3 2 0

A=| =1 4 5 Be| -1 =1 0

1 -3 -4 1 2 1

&

a) Calculeu les matrius A-BiB-A.
[1.5 punts]

b) Siguin CiI»dues matrius quadrades del maleix ordre que satislan C- D=CiD-C=D.
Comproveu que les dues malrius, Ci D, son idempolents.

[1 punt]
Nota:  Una matriu quadrada s'anomena idempotent si coincideix amb el seu qua
drat.
x-1, six=s2
3. Sigui fx)=d la funcié derivada d'una funcié derivable f{x) que passa

—, six=2
x=1
pel punt A =1(0, 3).
a) Calculeu la funcié flx).
[1.5 punts]
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b) Calculeu I'equacié de la recta langenl a la [uncié ['(x) en el punt d’abscissa x=13.
[1 punt]

4.  Sigui el sistema d'equacions lineals segtient, que depén del parametre real A:
X+2Ay+(2+A)z=0
(24 A)x+ y+ 2iz=3
2Ax+{2+ A)y+z=-3
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre A.
[1.25 punts]

b) Per al cas A = -1, resoleu el sislema, inlerpreteu-lo geomélricamenlt i identiliqueu-ne
la solucid.
[1,25 punts]

5. La Nuria 1€ un jardi rectangular i vol ler-hi un tan- :
cal (reclangular o quadrat) de 8 m* per al seu pos. :
Ha pensal de posar el lancal tocanl al mur del jardi, - i
lal com es mosira a la figura de la drela, per estal-
viar-se aixi un dels qualre coslals.
El preu de la tanca que vol ler servir és de | Jardi
2.5E/m.
@) Quines dimensions ha de lenir el lancal perqué el cosl sigui minim? Quin és aguesl
cosl minim?
1,75 punts)

b) Si manleniu la lorma reclangular o quadrada del tancal i [eu que un dels vérlexs del
jardi coincideixi amb un vértex del lancal, quants euros us podeu estalviar? Raoneu
com posarieu el lancal i justiiqueu amb cilculs malemalics les dimensions de la vos-

tra proposta.
[0.75 punts]

6. Siguin els plans m, i m, delerminals respeclivament per les equacions m:x+y=3 i
MuX-Z=-2.
a) Trobeu l'equacié general (Ax + By + Cz+ D=0) del pla m,, que és perpendicular a m, i
T, 1 que passa pel punt P=1(4,1,2).
[0.75 punts]

b) Sigui rla recla d'inlerseccio de , i m,. Calculeu l'equacié veclorial de la recta r.
0,75 punts]

¢) Calculeu el punt ) de la recla r que és més a prop del punt P.
[1 pumnit]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

1. Calculeu els coelicients a, b, ¢ i d de la [uncié fTx) = ax’ + bx’ + cx + d si sabem que I'equa-
cit de la recla langenl a la grafica de la funcio fen el punt dinflexié (1,0) és y=-3x+31i
gue la funcid 1€ un extrem relaliu en el punt de la grafica d’abscissa x=10.

[2.5 puntz]

Resolucia:

Si calculem les funcions derivades successives tenim:

fix) = 3ax?+ 2bx + ¢, [f"(x) = 6ax + 2b

Si anem traduint en termes de 7i  les condicions de I'enunciat obtenim:

* fpassaper(10) = f{(l)=0 —= a+b+c+d=0 (eguacio)
*{1,0) és un punt d'inflexio - ({13 =0 —= 6a + 2b = 0 (egquacid2)

* El pendent de latangentenx =17 ésiguala-3 - f' (1) = -3 -
Ja + 2b + ¢ = —3 (equacid 3)

*fteunextremenx = 0 —» f(0) = 0 — c=0 (equaciod)

Resolent el sistema format per les equacions (1), (2), (3)i (4). obtenim la solucio al
problema |r1 =1Lk =-3¢c =04d = E|.

Pautes de correccio:

0.5 punts per la traduccio de cadascuna de les quatre condicions.

0.5 punts per la resolucio final del sistema.

Autor: GENERATITAT CATALUNYA
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2. Considereu les dues matrius segiients:

2 -3 _5 3 2 0
A=| -1 4 5 B=| -1 -1 0
| -3 —4 1 2 1

a) Calculeu les matrius A-BiB-A.
[1.5 punts]

b) Siguin CiD dues matrius quadrades del maleix ordre que salislan C- D=CiD-C=D.
Comproveu que les dues malrius, Ci I, s6n idempolents.

[1 punit]
Nora: Una matriu quadrada s'anomena idempolent si coincideix amb el seu qua-
dral.
Resolucio:
a)

2 =3 -5 2 2 0 2 -3 -
A-BE=|-1 4 5/-{-1 -1 a|l=1-1 4 & |=4
1 -3 -4 1 2 1 1 —3 -—
2 2 0 2 -3 - 2 2 0
B-A4= (—1 —1 U) . (—1 4 54) = (—1 -1 ﬂ) =B
1 2 1 1 -3 - 1 2 1
Observacio: |a resolucio es donara per bona encara que no apareguin els calculs

intermedis.

b} Sabemque (=) C-D=C 0 {(+==)D.-C=D

E*:E-EE[E-D}-EzE-{D-C‘}(ﬁ}c-ﬂ

LIl

Ll
L
L

DE:D-DE (D-€)-D=D-(C-D)=D-C=D
&) “E

I, per tant, efectivament les dues mafrius € i D s0n idempotents.
Pautes de comeccio:
a) 0,75 punts pel calcul del producte A-B.

0,75 punts pel calcul del producte B-A.

b} 0,5 punts per la comprovacio que la matriu C és idempotent.

0.5 punts per la comprovacio que la matriu D &s idempotent.
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x-1, six=2
3. Sigui fx)=d S la funcié derivada d'una funcié derivable f{x) que passa
_ 4 =2
- %
pel punt A =(0,3).
a) Calculeu la funcid fix).
1.5 punts]

b) Calculeu 'equacio de la recta langenl a la [uncid ["(x) en el punt d’abscissa x=13.

[1 pun]
Resolucia:
Jix—1)dx six<2 12 3k sixe?
a) Integrant f(x :{ 1 ) - f(x :{hﬂl
1t Jdx six=2 7t lx—1]+k six=2

Trobem els valors de les constants & 1 &%
* f{x) pasza pel punt 4 = (0,3, per tant, %D’ —0+k=3-=k=3.

* Com que f(x) és derivable, llavors és continua, aixi gue ho és en el punt
d'abscissa 2 i, per tant, els limits laterals de la funcio f(x) en 2 han de coincidir:

1
523—2+3:]n|2—1|+k“

k' =3

T - i

. . -x~—x+3 < 2

Per tant, la funcio f(x) sara |f(x) = 2 * * SEEZ
|x—1|+3 =zix>2

Obzarvacid: es puntuard per igual 1 expressic In|x — 1| que | expressis In(x — 1).
Apliquem 1'equacio de la recta tangent 2 una funcié g(x) en el punt d’absciz=a a:
y—gla) =g'(a)-(x —a)

) r—1 six<2
Aralafuncioes ffésgix) =4 1 iy 1g =3

x—1

Cal trobar g"(x), g'(3) 1 g(3):

1 six <2 1 1
’ — — -1 r R I
.ﬁ'{r}—f{ﬂ—{ ixwa2: 90@= T 9{3}—3
(x—1)?
1_ 1 gy Llyo 1.8
¥YTaT Ty W YTy
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4. Sigui el sistema d'equacions lineals segient, que depén del parimetre real A:
X+2Ay+(2+A)z=10
(24 A)x+y+2ir=3
2Ax+{2+A)y+z=-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre 1.
[1.25 punts]

b) Per al cas A = -1, resoleu el sislema, inlerpreleu-lo geométricament i identifiqueu-ne
la solucio.
[1.25 punts]

Resolucia:

a) Estudi del sistema d'equacions lineals segons els valors del parametre 1.
. 1 21 2+4 0

MM = (2 +4 1 ¥ 3)
—3

24 2+ 4 1
Calculem el determinant de |a matriu del sistema i estudiem per a quins valors el
determinant ='anul-la.

1 24 2+4
2+ 4 1 24
24 2+4 1

=93 +9=9(1%+1)

Cuan resolem Fequacio 301 + 1) = 0, obtenim 2* = —1idagui 1 = —1.
Per tant, tenim dos casos a discutir.

CASE A+-1

Com gque || £ 0, aleshores Rang M = 3 = Rang M = Nombre d'incoznites.

En virtut del feorema de Rouché-Frobenius, es fracta d'un sistema compatiblel
wdeterminat (SCD) i, per tant, el sistema té una Unica solucia)

o
3
—3

Com gue || = 0, aleshores Rang M < 3, pero en tenir |1 _12| =1+3=3%F0,

CASIl: A=-1

of1 -2 1
;H|M'= 1 1 -2

-2 1 1

aleshores Rang M = 2.

i -2 0
D'altra banda, =i crlem Fanterior menor, | 1 1 3|=—3+12—-3—5=0, per
-2 1 -3

tant, Rang M=z

Aleshores, com que Reng M = 2 = Rang M < Nombre d'inchgnites = 3, €5 fracta d'un
lsistema compatible indeterminat (SCI) amb 1 (3-2) grau de IIihertaﬂ.

Obszervacio: de forma alternativa, el primer determinant es podria haver calculat
utilitzant les propietatz dels determinants.
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1 21 2+4 1 24 2+ 1 21 2+4
2+1 1 24 |z |2+4 1 21 |=(2+38)|2+421 1 22
22 2+1 1 l#lz+31 3+31 3+31 1 1 1
1 21 244
=301+ 2+1 1 21 |=301+EE2-31+3)=9(1+ (A2 —-1+1)
1 1 1

() Sumant a la tercera fila lez duss primeres files.
b)
Estudiem el cas 4 = —1.

Sabem que es tracta d’un SCI amb un grau de llibertat i el menor d'ordre 2 no nul
indica les equacions i les incognites que ens hem de quedar

x—2y = -z
r+y = 3+2=z

Ara podem resoldre aplicant el métode de Cramer

_ afzz _12|_35+5_
= |1 _2| =3 ==s+2
1 1
_1 3;525|_3+35_
= |1 —2| =73 ~°
1 1
SDIUEiIfIZlI:x=5+2. =z+1, 5parémetne}|

Interpretacid geométrica: cadascuna de les equacions és un pla a R3. El fet que Ia
solucid tingui un grau de libertat ens indica que aquests tres plans es tallen en una
recta, que és la formada per punts de la forma (z + 2,z + 1, z).

Comque (z+ 2,2+ 1,2) =(2,1,0) + =(1,1,1), |a recta interseccio s la que passa pel
punt {2,1,0) i t& vector director (1,1,1).
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5. La Nuria L€ un jardi rectangular i vol ler-hi un tan- :
cal (reclangular o quadral) de 8 m* per al seu gos. :
Ha pensal de posar el lancal tocant al mur del jardi, !
lal com es moslra a la ligura de la drela, per eslal-
viar-se aixi un dels qualre coslals.
El preu de la tanca que vol ler servir és de | Jardi
256/ m.
@) Quines dimensions ha de lenir el lancal perqué el cosl sigui minim? Quin és aquesl
cosl minim?
[1.75 punts]

b) 5i manleniu la [orma reclangular o quadrada del tancal i leu que un dels vértexs del
jardi coincideixi amb un vértex del lancal, quants euros us podeu estalviar? Raoneu
com posarieu el lancal i justiliquen amb cilculs matemitics les dimensions de la vos-

tra proposla.
[0,75% punts]

Resolucia:

&) El tancat té forma de rectangle. Anomenem x a la base del rectangle i ¥ a Faltura.
Sabem que Farea del tancat és 8 m®, per tant. podem escriure:

r-y=8
Alllant tenim que » = f_.

El cost del tancat és ©(x, 3) = 2,5 - (Zy + x). Subsfituint obtenim:

2
E(I}:E,E.(g§+x):2'5_(lﬁ +=x )

x

Per calcular el cost minim, calcularem els extrems relatius de la funcio ©(x), a partir de
la primera derivada i igualant-la a O

) 2r-x—(16+x%)-1 x?—18
C(x)=25- e =2.5- =
% — 16
25 - o7 =0
x=+2

Pel context del problema, només t& sentit la solucid positiva. Per comprovar sien x =
4 hi ha un minim, calculem la segona derivada | observem el signe:

2x¥ — (2x® — 32x) 32
5. ( =2,

- .

x3

2:-:2—(1'!—163-21'
xd

C'x)=25- (

t:"'

Com que £°(4) = 0, en x = 4 hi ha un minim.

Per tant, les dimensions del tancat seran de |¢_1 mde bazei2m d'atturﬂ.
. 15+4%

El cost sera: C(4) = 2,5- [ - } =[20£]
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b} Per estalviar amb la tanca, podem posar el tancat a una cantonada del jardi:

TARCAT PR L 05

-

JARDI

Ara podem reproduir els calculs fets a 'apartat 2, amb la nova situacia.

En aquest cas, el cost del tancat és C(x.») = 2.5 - (v + x). Com que ¥ = E:

£z} =2,5- (§+x):3_5 . (E -;x!)

Calculant la primera derivada i igualant-la a 0:

—_ ) . E_
C'{x}:E,E-(EI-I s+x%) 1)=2’5.(1’ s)

x? 2

= —8
2,5 - ) =0

r=+E=+2/2 2383

Analogament, I'Onica solucid que té sentit &z |la positiva. Per comprovar si en x = 242
hi ha un minim, calculem la segona derivada i observemn que el seu signe &s positiu:

1'3

2x-x?—(x*—8)-2x 2x% — (2% — 16x 16
E‘”Ez}:Z.E-( {¢ ) )—2,5-( {. ) i

x x

Com que ¢"(2+/2) > 0, en hi ha un minim.

L'attura del tancat serd |y = aifi =2J2|

Per tant, el tancat tindra forma guadrada de costat 242 = 2,83 m.

En aguest cas el preu minim sera

z
C(2v2) :2,5-(%) =25 -3%:2.5-245 =1414€

Per tant, tindriem un estalvi de 20 —14,14 =

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

Autor: GENERATITAT CATALUNYA
www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

6. Siguin els plans m, i m, delerminals respeclivament per les equacions m:x+y=3 i
Mpx-z=-2
a) Trobeu l'equacié general (Ax + By + Cz+ D=0) del pla m,, que és perpendicular a m, i
T, 1 que passa pel punt P=1(4,1,2).
[0.75 punts]

b) Sigui rla recla d'inlerseccit de m, i m,. Calculeu l'equacio veclorial de la recta r.
0,75 punts]

¢) Calculeu el punt ) de la recla r que és més a prop del punt P.
[1 pumnit]

Resolucia:

@) Com que el pla buscat s perpendicular a m, i 75, els seus vectors directors seran
els vectors normals de m, im,: ﬁ =110} i:FzJl ={1.0,—1).

Trobem l'equacio general del pla amb vectors directors E i :,_2' i que passa pel punt P =
i(4,1,2], en qué X(x, v, =) & un punt genéric del pla:

x—4 1 1
y—1 1 0|=0-=|x—y+z—-5=0|
z—2 0 -1

+y=
g =

b} Busquem la solucio del sistema {: 2. Alllant obtenim:

¥=3-
=2

s —}.5‘1::_.? tenim: {;_3 A

ge=24+4

La recta buscada en forma vectorial es:

Ir:(x,y.5) = (0,.3,2) + 1-(L,-L1),A € R

cl

Trobem lequacio del pla perpendicular a la recta » i que passa pel punt F. Aquest és el
pla que ens han demanat en lN'apaata. x— vy +z—-5=10.

En cas que no ens adonem que ja tenim el pla d'un apartat anterior, aguest pla tindra
com a vector normal el vector director de la recta. Per tant, sera de la forma:

x—y+z+D=0
Imposem que P estigui contingut enelpla: 4 —14+2+2 =0 - D = —5.

Ara hem de calcular el punt de tall de la recta L i el pla:

r=4
y=3—-dix—y+z=5=A1-(3-1+(2+=5—=i=2
z=24+1

Substituint 4 = 2 en les equacions paraméatriques de |a recta obtenim el punt -
e=19)

De forma alternativa:
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El punt @ &= la projeccio ortogonal del punt 7 sobre I1a recta r. ja que s el punt que
estd a menor distancia de P

Sigui @ un punt genéricdelarectar: @ = (L3 - 42+ )i 7 = (1.—11) el vector
director de L_

Per la condicid d'ortogonalitat tenim queﬁ =
(—a+12-1L3)-(L,-11)=0—=—-4+Ai—-2+i+i=0—=i=2

Substituint 1 = 2 al punt genéric ¢ obtenim les coordenades del punt: [@ = (2,1, 4)]

Pautes de comeccio:
a) 0,25 punts pels vectors directors.
0,25 punis per indicar com trobar el pla.
0,25 punts pel calcul de lequacio.
b} 0,25 punts per formular la resolucio del siztema.
0,5 punts per trobar I'equacio.
c) 0,25 punts per indicar que el punt buscat és la projeccio orfogonal.
0,25 punts pel punt genéric [ per plantejar el sistema entre el pla i la recta.
0,25 punts pel producie escalar / per resoldre el sistema.

0,25 punts per trobar el punt.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar
calculadora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacién.
Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Siguin A= 2 1 , B= 2 -l i la matriu identitat d’ordre dos I = L0 .
3 2 2 01

a) Comproveu que (A -2I)*=3L
[0,5 punts]

b) Utilitzant la igualtat de I'apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu A en
funcid de les matrius A i I, i comproveu que coincideix amb la matriu B.
[1,25 punts]

¢) Calculeu la matriu X que satisfa la igualtat A - X =B.
[0,75 punts]

Problema 2:

8 [ =

2. Sigui la funcié f(x)=

a) Calculeu 'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid f en el punt d’abscissa
x=2.
[0,75 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid fen el punt d’abscissa
x =k, en que k és un nombre real positiu.
[0,75 punts]

¢) Comproveu que, tal com es pot veure en la figura de sota, la recta de I'apartat b deter-
mina un triangle d’area constant amb els semieixos positius de coordenades. Calculeu

aquesta area.
[1 punt]
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Problema 3:

2x+y=1+z
3. Sigui el sistema d’equacions lineals ymy+z=2-x , en qué m és un nombre real.
mz+3=3x+y

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema, si té solucio, per al cas m=1.
[1,25 punts]

Problema 4:

4. Sigui la funcio f(x) definida per f(x) = -3x + €.
a) Justifiqueu que f(x) =2 té una solucié en l'interval (-1, 0).
[1,25 punts]

b) Sigui la funcié h(x) = -3x> + €* ', Calculeu I'area de la regi6 compresa entre les grafi-
ques de les funcions f(x) i h(x).
[1,25 punts]

Problema 5:

5. Siguin r, i r, les rectes definides per r: x- 1=y =-z i per r,: x=y =z, respectivament.
a) Calculeu 'equacio parameétrica de la recta que talla perpendicularment les rectes 7, i
Iy
[1,75 punts]

b) Calculeu la distancia entre r, i r,.
[0,75 punts]

Problema 6:

6. Volem construir una peca metallica que tingui per seccid un trapezi isosceles amb la
base superior tres vegades més llarga que la base inferior. Els altres costats del trapezi fan
10 mm, tal com podeu observar en la figura segiient:

3x

10 mm 10 mm

X

a) Expresseu I'altura del trapezi en funcié de la longitud x de la base inferior.
[0,5 punts]

b) Calculeu la longitud de la base inferior del trapezi de manera que I'area de la pega
sigui maxima i trobeu el valor d’aquesta area maxima.
[2 punts]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Siguin A=
3 2 1

21 ), B=( 2 _21 ] i la matriu identitat d’ordre dos I=( (1) 0 )

a) Comproveu que (A -2I)*=3L
[0,5 punts]

b) Utilitzant la igualtat de I'apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu A en
funcié de les matrius A i I, i comproveu que coincideix amb la matriu B.
[1,25 punts]

¢) Calculeu la matriu X que satisfa la igualtat A - X =B.
[0,75 punts]

1. Resolucio:

Z 2
o@-27 =[5 -G N =G o) =G oG o= 3)=2
b)(A—2DN*=3] & A2 —4A+41 =31 & A> —4A = —] & 4A — A% = | i traient
factor comi d’A: (4 —A)-A=1 &[4t = 4] — 4]

Ao wdk By FE LN R —I§_
Sl A_(O 4) (3 2)_(—3 2)_8
c) De A - X = B, aillant la matriu, multiplicant per la inversa d’A per I’esquerra:
A1 (AX)=A"'-B,com At =B, (A"1-A)X=B-B o[X = B?]

s (—23 _21) ' (—23 _21): (—712 _74)
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Problema 2:
- : » 1
2. Sigui la funcio f(x)=—.
s

a) Calculeu I'equacio6 de la recta tangent a la grafica de la funcio f en el punt d’abscissa
x=2.
[0,75 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid fen el punt d’abscissa
x=k, en que k és un nombre real positiu.
[0,75 punts]

c) Comproveu que, tal com es pot veure en la figura de sota, la recta de 'apartat b deter-
mina un triangle d’area constant amb els semieixos positius de coordenades. Calculeu
aquesta area.

[1 punt]

2. Resolucio:

) f@) =Y [f@="1Y.

Punt per on passa larecta, (2, f(2)) = (2, 1/2)
Pendent de larecta = f'(2) = _1/4

1 -1 -1 11
y-3=(3) -2 = y=Ta+i+]

Per tant, la recta tangent és |y = -Tlx +1

D f@=Yy f@="1.
Punt per on passa la recta, (k,f(k)) = (k , 1/k)
Pendentdelarecta = f'(k) = _1/k2

1 -1
yv=i=@- - = y=i-g
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Per tant, la recta tangent ¢s |y = ;—;x +

2
el

c¢) Calculem el punt de tall de la recta tangent y = % - ki amb [’eix d’abscisses:

2

= 2_x
{y ok 0k2 Tall amb 1'eix d'abscisses = (2k, 0)
y —
Punt de tall de la recta tangent y = ;—f + % amb [’eix d’ordenades:
- 2_Xx 2
{y Tk k2 Tall amb l'eix d’ordenades = (0, —)
k
X = 0
. _ 1 2
Area del triangle = 5 2k - i 2 u?

El triangle té area constant igual a 2 unitats de superficie, per a qualsevol valor del
parametre £.
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Problema 3:

2x+y=1+z
Sigui el sistema d’equacions lineals ymy+z=2-x , en qué m és un nombre real.

mz+3=3x+y

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema, si té solucio, per al cas m=1.
[1,25 punts]

3. Resolucio:

2x+y—z=1
a) El sistema en la forma normal és { x +my + z = 2 . Calculem el determinant de la
3x+y—mz=3
matriu dels coeficients:

2 1 -1

[Al=]1 m 1|=(C2m*-1+3)—(-3m—-m+2)= -2m?*+4m=
3 1 —-m

2Zm(2—m)

[Al =0 - m = 0im = 2, son els valors a tenir en compte en la discussio.

Tenim tres casos a discutir:
e Sim+#0im=+ 2, comel rang(4) =3 [|4| # 0] =rang(4”) =
nombre d’incognites, tenim un SCD (Sistema Compatible Determinat).
Solucio unica.

e Sim = 0, per Gauss obtenim:

2 1 11\ f2/1 0 1:2 1 0 12
A=1 0 1:2|~fA12 1 -111]|~2fi—-frl0 -1 33|~
31 0:33/ fb\3 1 0:3 3fi—f; \0 —1 3i3

1 0 1i2
~ 0 —1 3i3
=/ \0 0 00

rang(4) = 2 =rang(4”) < 3 = nombre d’incognites.

Per tant, es tracta d’un SCI (Sistema Compatible Indeterminat) amb (3 —2 = 1) un
grau de llibertat. Infinites solucions que depenen d’un parametre.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

e Sim = 2, per Gauss obtenim:
2 1 -1\ fay/1 2 132 1 2 1:2 1 2 1:i2
(1 2 1 52) ~f1 (2 1 —151) ~2hH—f2 (O 3 353)~ f3/3 (0 1 1i1 )
3 1 -=2:3/ f3\3 1 -=2i3 3fi—fz:\0 5 5:3/ 3fz-5\0 0 0i—6

rang(A) = 2 # rang(A") = 3 = SI (Sistema Incompatible). No hi ha solucié|
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b) Sim = 1, quan substituim en el sistema obtenim:

A*
2 1 —-1:1\ fa/1 1 1132 1 1 1:2 1 1 1:2
=(1 1 152)~f1(2 1 —151)~2f1—f2 (0 1 353)~ (0 1 353)
3 1 —-1:3/ f3\3 1 -—-1:3 3i—fz N0 2 4:i3 fz=2f\0 0 —-2i-3
3+3 P
x—=-+=-= —
xX+y+z=2 2 32 yi_3/2
— 4 y+3z=3 —){y+3.§=3—) 3
2z=13 =_
Z _E Z 5
\ 2_2
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Problema 4:

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

4. Sigui la funcio f(x) definida per f(x) = -3x + &>,
a) Justifiqueu que f(x) =2 té una solucié en l'interval (-1, 0).
[1,25 punts]

b) Sigui la funcié h(x) =-3x*+e* . Calculeu I'area de la regié compresa entre les grafi-
ques de les funcions f(x) i h(x).
[1,25 punts]

4. Resolucio:

a) Que I’equacio f(x) = 2 tingui alguna solucio és equivalent que la funcio g(x) =
f(x) — 2 tingui algun zero.

La funcio g(x) és una funcid continua a I’interval [—1,0], ja que és suma de dues
funcions continues (una funcié polindmica -exactament una funcid lineal- i una funcio
exponencial).

D’altra banda podem comprovar que
g1 -g(0)=@B+e32-2)0+et-2)=1+e (et -2)<0,
per tant podem aplicar el teorema de Bolzano i afirmar que la funcid té un zero a

I’interval (—1,0).

b) Calculem els punts de tall entre les dues funcions:

f(x) = h(x)
—3x + 82x3—1 = —3x2 + er3—1
—3x = —3x2

—3x+3x2=3x(x—1)=0

Hi ha, per tant, dues solucions: x = 01ix = 1.

A=

f ) - () d f (= 352 4 e2'1) - (=3 4 £2'1)) ] =

21

=|f01(—3x2+3x)dx|=|[—x3+3% = %u .

0

Observacio: També es pot comprovar que la funcio h(x) esta per sobre de la funcio [(x) a

linterval (0,1) i calcular directament 1’area amb A = fol(h(x) — f(x)) dx.
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Problema 5:

5. Siguin r, ir, les rectes definides per r;: x— 1=y=-z i per r,: x =y =z, respectivament.
a) Calculeu I'equaci6 parametrica de la recta que talla perpendicularment les rectes r, i
Ty
[1,75 punts]

b) Calculeu la distancia entre r, i r,.
[0,75 punts]

5. Resolucio:

a) A partir de les equacions continues de I’enunciat podem escriure les rectes r; i 72 en
forma vectorial i paramétrica:

r:(x%y,2)=(1,00+2(1L-1)=(1+ 1,14,—-41)
T2t (x,y,z) = (0,0,0) +# (1!11 1) = (,u,u,,u)

Un vector qualsevol A;A, formaten prendre A; € ri, A, € »» vindra expressat en
termesde AjA, = (u—A—1, u—A4, p+A1)ambyu 1 €R.

La recta que passi per 4, 1 A, tallara r, i, perpendicularment si el vector A; A, és
perperndicular als vectors directors de cada recta, és a dir si es compleixen les
condicions segiients:

AIAZJ- (111!_1) - (ﬂ—_ﬂ,_l,ﬂ_l,#‘l'ﬂ-)'(l,l,_l) = 0
A, L (1,1,1) » (u—=A—-Lu—Au+2)-(1,1,1) = 0.

Efectuant els dos productes escalars les condicions anteriors es converteixen en el
sistema d'equacions:

u—31—-1=0
3u—A1—1=0
Si a la segona equaci6 li restem 3 vegades la primera obtenim 84 = —2 i per tant

A= —71, 1 quan substituim en la primera obtenim g =1+34=1 —z = %.

S ; ; 3. =0 i 111
Aixi els punts respectius de cada recta son: 4; = (Z'T'Z) 14, = (E’Z'Z)'

La recta que uneix aquests punts és la perpendicular que talla totes dues rectes i

tindra vector director A; A, = (— %% 0) =~ (—1,1,0) i equaciod vectorial

( ) (1 11

» ’ z — T ’ T 2’ &
i 4’4’4
I, per tant, ’equacio parameétrica sera

( )—(1 1, 1) ba €R
xy,2) = (g-agtaz)amba

) + a(-1,1,0)
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b) Aplicant I’apartat anterior tenim que

2 2

d(rl,r2)=d(A1,A2)=||m||=\/(_71) +G) + 02 =%= gu.

Observacio: Amb independeéncia de [I'apartat a) aquest apartat b) es pot resoldre

aplicant sigui la formula general per a la distancia entre dues rectes o bé via la
distancia entre una recta i llur projeccio perpendicular sobre I’altra.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
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Problema 6:

6. Volem construir una peca metallica que tingui per seccié un trapezi isosceles amb la
base superior tres vegades més llarga que la base inferior. Els altres costats del trapezi fan
10 mm, tal com podeu observar en la figura segtient:

3x

10 mm 10 mm

X

a) Expresseu l'altura del trapezi en funcio de la longitud x de la base inferior.
[0,5 punts]

b) Calculeu la longitud de la base inferior del trapezi de manera que I'area de la peca
sigui maxima i trobeu el valor d’aquesta area maxima.
[2 punts]

6. Resolucio:

a) A partir de la situacié exposada tenim el grafic segiient:

Pel teorema de Pitagores s’obté que x* + #* = 10, i per tant | h =100 — x2 |

b) L’area del trapezi és A(x) = (x + 3x)/2 - h = 2x V100 — x?

Per a trobar els candidats a valors que fan maxima aquesta area calcularem la funcio
derivada A’(x) 1 obtindrem les solucions de I’equacio A’(x) = 0.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
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1
Ax)=2 -/100—x2 + 2x - ————— (—2%)
2 V100 — 2

—2x? 2(100 — x?) — 2x? 200 — 4x?
=2 - 4100 —x2+ = ( ) =
V100 — x2 V100 — x2 V100 — x2

_ 4(50 —x?)
V100 — x?

Per tant tindrem A’(x) = 0 quan 50 — x* = 0,ésadir x? = 50ix = +V50 =
+5V2 =+7°07

A partir del context de ’enunciat, ["unic candidat és el valor positiu x = v50 = 7°07
mm. Ara cal comprovar que amb aquest valor 1’area sigui maxima. Aixo es comprova
veient que per valors propers ’area és més petita:

A(7)=99°980

A(V/50) =2- /50 - V100 — 50 = 2-v/50 - v/50 =100

A(7°1)=99.9966

Per tant, el valor de la base petita que fa I’area maxima és de 5V2 = 7°07 mm i el valor
de I’area és 100 mm?

Observacio: Per a la comprovacié de la condicié de maxim es podria també fer servir,

alternativament, el comprovar que la derivada segona de la funcio area es negativa per

al valor x = \/50.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

Autor: GENERATITAT CATALUNYA
www.apuntesmareaverde.org.es

ﬂlﬂm
Textos Marea Verde



MATEMATICAS Il
Selectividad 2023

Comunidad autonoma de

EXTREMADURA

):__—H__Q),

=1
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Antonio Menguiano

escuﬁu\ PMBLICA:
LN 1>6 T‘OD@S




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

o dE EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
T i ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
ug GENERAL JUNIO
EX: CURSO: 2022-2023

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 10 preguntas cuyo valor es de 2 puntos. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningun caso debera responder a
un numero mayor del indicado porque en la correccidn del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas.
Se seguird el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en
cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se
corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:
3 01
Encontrar la matriz X que verifica (A —3/).X =2/, donde A=(0 0 0| el esla matrizidentidad de
1 0 3
orden 3. (2 puntos)
Problema 2:
1 0 -1
Determinar todos los nUmeros x € R para los que el determinante [0 x 3 | es mayor o igual que
4 1 —x

cero . (2 puntos)

Problema 3:
Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos en funcién del parametro b (2 puntos)

xX+2y—z=2
x+ (1 +b)y—bz=2b
by+(1+b)z=1

Problema 4:

Hallar un vector de médulo 5 que sea ortogonal a los vectores 1 = (1, 2,0) y v =(-1, 0, 1). (2 puntos)

Problema 5:

a) Comprobar que hay alguna solucidn positiva y alguna negativa de la ecuacién (1.5 puntos)
X+ cos(2x) = X - 1.

b) Aproximar la solucién positiva encontrada con un error menor que una décima. (0.5 puntos)
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Problema 6:
Calcular a, by c para que la funcién

_(x*4+ax+bsi0<x<1
f(x)—{ cx sil<x<4

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. (2 puntos)

Problema 7:

Calcular la integral (2 puntos)
f 17 — x J
—dx
x24+x—6

Problema 8:

Hallar el &rea encerrada por la grafica de la funcién f(x) = x3 — 4x y el eje de abscisas. (2 puntos)

Problema 9:

Al 80 % de los alumnos de una clase les gusta el futbol; al 40 % les gusta el balonmano y al 30 % les
gustan ambos deportes. Si se elige un alumno al azar,

a) ¢Cual es la probabilidad de que le guste alguno de los dos deportes (uno o los dos)? (0.5 puntos)
b) é¢Cual es la probabilidad de que le guste solo el futbol? (0.75 puntos)

c) Si sabemos que no le gusta el futbol, écudl es la probabilidad de que le guste el balonmano?(0.75
puntos)

Problema 10:

Durante el dia de hoy una persona va a escribir 15 mensajes en Facebook. Cada mensaje que escribe
tiene errores ortograficos con una probabilidad de 0.3. Calcular:

a) La probabilidad de que escriba exactamente 5 mensajes con errores ortograficos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que escriba 4 o mas mensajes con errores. (0.75 puntos)

c) La media y la desviacion tipica de la distribucién. (0.5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:
3 01

Encontrar la matriz X que verifica (A —3/).X =2/, donde A=(0 0 0| el esla matrizidentidad de
1 0 3

orden 3. (2 puntos)
Solucion:

(A=-3D)-X=2I;, (A-3D)"1-(A-3)-X=(A-3D"1-2I
[ - X=2-(A-3D"'=>X=2-(A-3D"1. (%

3 01 3 00 0 0 1
A-3I]= (0 0 O) — (0 3 0) = (0 -3 O).
1 0 3 0 0 3 1 0 0

0 0 1 0 0 1
|A—3I| = —3 0 = 3. A-3Dt=(0 -3 0]
1 1 0 0
| 0 _|0 0 |0 -3
/ 2 o1 10 1000\- 0 03
Adj.de (A—3D)t =] — - =10 -1 0]
0 1 0 3 0 0
|° Y o1y p o))
0 0 -—

Adj. de (A-3D)¢t (0 o 0) 1 0 0 3
(A-3)7" = .|A—31| == g == @A-3)7" =50 -1 0.
3 0 O
Sustituyendo en la expresién (*): X =2-(4—-3D"1 =

) 0O 0 3
X=§-<O -1 0).
3 0 0
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Problema 2:
1 0 -1
Determinar todos los nimeros x € R para los que el determinante |0 x 3 | es mayor o igual que
4 1 —x
cero . (2 puntos)
Solucion:
1 0 -1
0 x 3|20, —x>+4x—3>0; x2—4x+3<0.
4 1 —x

Teniendo en cuenta que la funcién f(x) = x2 — 4x + 3 es una parabola convexa (U), por ser
positivo el coeficiente de x? y cuyos puntos de corte con el eje X son los siguientes:

x> —4x+3=0; x = i 126_12 = 41;\/1 = % =2+1>x, =1,x, =3, la solucién pedida,

gue se deduce de lo anterior es la siguiente:

1 0 -1
0 x 3|[=0vxe]l13].
4 1 —x
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Problema 3:
Estudiar la posicidn relativa de los siguientes planos en funcion del pardmetro b (2 puntos)

xX+2y—z=2
x+ 1 +b)y—bz=2b
by+(1+b)z=1

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema que forman los tres planos son las
siguientes:

1 2 -1 1 2 -1 2
M=<1 1+b -b )yM’=<1 1+b -b 2b>.
1 b 1+b 1 b 1+b 1
Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1.-- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.
2.-- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)
3.-- Rang M = Rang M' =1 = Los tres planos son coincidentes.
4.-- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)
5.-- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Hay planos secantes.
(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)

(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

1 2 -1
IM|=|1 14+b —b |=Q+Db)*—-b—-2b+1+b+Db*>—-2(1+b)=0;
1 b 1+b

1+2b+b*—2b+1+b2—2-2b=0; 2b2—2b=0; 2b(b—1) =0 =
$b1=0,b2=1.

{Z i (1)} = Rang M = Rang M' = 3 = Planos secantes; se contan en un punto.
1 2 -1 2
Parab=0:>M’=<1 1 0 O>=>RangM’:>{C1,C2,C4}:>
1 0 1 1
1 2 2
=1 1 0/|=1-2-2=-3%*0= RangM' =3.
1 0 1

b=0= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Hay planos secantes.

No hay planos paralelos; se cortan dos a dos formando un prisma.
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1 2 -1 2
Parab=1=>M’=<1 2 -1 2):{C2=C4}=>RangM’=2.
1 1 2 1

b=1= Rang M = Rang M' = 2 = Los tres planos se cortan en una recta.

Notese que los dos primeros planos son coincidentes.
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Problema 4:
Hallar un vector de médulo 5 que sea ortogonal a los vectores 1 = (1,2, 0) y v =(-1, 0, 1). (2 puntos)
Solucion:

Un vector perpendicular comin a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de los dos vectores.

ik B
UAD=|1 2 0|=2i+2k—j=2i—j+2k=>w=(2,-1,2).
-1 0 1

Un vector perpendicular cominaZy Besw’ = (2,—1,2).

El vector unitario de un vector dado (versor) es el vector que se obtiene al dividir las
componentes del vector por su médulo:

W|=y22+(-1)2+22=Va+1+4=+9=3.

I — =7 (2 12

El vector (unitario) de w’ es w] = (5"5'5
F=5.w = (10 _5 10

W=o"W1 =3 733)

) y el vector pedido, de médulo 5 es el siguiente:

También es solucidn el opuesto: w, = (——,—, ——).
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Problema 5:

a) Comprobar que hay alguna solucidn positiva y alguna negativa de la ecuacién (1.5 puntos)
X+ cos(2x) = ¥ - 1.

b) Aproximar la solucién positiva encontrada con un error menor que una décima. (0.5 puntos)

Solucion:

a) Comprobar que la ecuacién x - cos(2x) = x? — 1 es equivalente a comprobar que la funcién g(x) =
x - cos(2x) — x? + 1 tiene una raiz positiva y otra negativa.

La funcién g(x) es continua en R por ser producto o suma de funciones continuas en R, por lo
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano dice que “si g(x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que g(c) = 0”.

Considerando, por ejemplo, el intervalo [0, 7]:
g(0)=0-cos0—-02+1=1>0.
gm)=m-cos@n)—n?+1=nm—-m?>+1<0.

Queda comprobado que la ecuacion dada tiene una raiz positiva en (0, ).

Considerando, por ejemplo, el intervalo [—m, 0]:
g(0)=0-cos0-0%2+1=1>0.
g(-n) = —m-cos(—2n) — (—m)?+1=-nm—-m?>+1<0.

Queda comprobado que la ecuacion dada tiene una raiz negativa en (—m, 0)

b)

Como sabemos que la raiz esté en el intervalo [0, 7], calculamos el valor en el punto
medio del intervalo. Si el valor de la funcion en este punto es 0, hemos encontrado la
raiz exacta. Si es distinto de cero, elegimos el intervalo en el que el signo de la funcién
es distinto y volvemos a reiterar el proceso hasta la precision requerida

Intervalo [a,] | f(a) | f(b) ||b—a] | %2 f (“—;b) Punto
[0, 7] 1 -5.73 | 473 | 5| -3.038 C
0,3 1 -3.038 | 157 | % 0.38 D
3 0.38 |-3.038 | 0.78 | 3 | -1.22 E
na 038 | -1.22 0392 | % | 033 | F
L 0.38 | -0.33 | 0.19 | 2 | 0.0469 G
oo 0.0469 | -0.33 | 0.098 | ¥ | -0.14 | H

La longitud del intervalo es 0.098, menor que una décima.
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Una aproximacion de la raiz es %f ~ 0,9326
Una mejor aproximacion es 0.8962
La grafica es

La mejor aproximacion es 0,8962
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Problema 6:
Calcular a, by c para que la funcién

_(x*4+ax+bsi0<x<1
f(x)—{ cx sil<x<4

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. (2 puntos)

Solucion:

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b), cona,b €
Rya < b,y secumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) = 0”.

Tiene que cumplirse que f(0) = f(4):

f(0O)=0%2+a-0+b =0b. f(4) =4-c=4c.
fO)=fM4)=>b=4c; b—4c=0. (1)

La funcion tiene que ser continua y derivable en el intervalo considerado.

La funcion f(x) es continua en [0, 4], excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a, b y c para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =lim(x?+ax+b)=1+a+b
x-1" x-1 =
lim f(x) =lim(cx) =c = f(1)

x—>1* x—>1

=>xli_)r{1_f(x)=xli_>r{1+f(x)=f(1)=>1+a+b=c; a+b—c=-1. (2)

Parax:1:>{

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y son iguales.

oy _(2x+asi0<x<1_ (ffA7)=2+a
f(x)_{ c si 1<x<4 {f’(1+)=c
>2+a=c a—c=-2. (3)

= ran=ran=

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3):

b—4c=0 4=c—2
a+b—c=-1 :{ b= 4c }=>(c—2)+(4c)—c=—1;
a—c=-2
1 1 7
c—2+4c—c=-1; 4c=1; c=- a=-—2=—- b=4c=1.
4 4 4
0.2 7 1
Solucion: a = _Z‘b = 1'C=Z'
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Problema 7:
Calcular la integral (2 puntos)

Solucion:

J 17 — x d
—dx
x24+x—6

_1J_m2/1+24 _ —h_;\/ﬁ _ —12i5 =, = —3,x, = 2.

x2+x—-6=0; x=

x’+x—6=(x+3)(x—2).

17-x i L _ Mx-2M+Nx+3N __ (M+N)x+(—-2M+3N) M + N=-1 } N
x2+x—6  x+3 @ x-2 (x+3)(x-2) - X2+x—6 —2M +3N =17
2M + 2N = -2 e . _ _
:—2M+3N:17}=>5N_15‘ N—3; M+3=—-1>M=-—4.
17—x —4 3
I=forde=[(S5+75) de=—4 Llx+3+3 Lix—2[+C =
= I = e . dx — L |(x_2)3| + C
~ J x24x-6 T (43t .
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Problema 8:
Hallar el &rea encerrada por la grafica de la funcién f(x) = x3 — 4x y el eje de abscisas. (2 puntos)
Solucion:

El dominio de la funcidén es R por ser polindmica.

Conviene tener en cuenta que, por ser f(—x) = —f(x), la funcion es simétrica con respecto al
origen.

Los puntos de corte de la funcion con el eje de abscisas son los siguientes:

x; =—2- A(-2,0)
fX)=0>x3—4x=0; x(x?—4)=0=>{x, =0-0(0,0)

x3 =2 - B(2,0)
La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion y de la observacién de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

S==2[7f(x) dx=-2[ (x*—4x) - dx =

-2 [ <2 for 5] -

=2-[(2-22—24—4)—0]=16—8=8.

S = 8 u?.
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Problema 9:

Al 80 % de los alumnos de una clase les gusta el fatbol; al 40 % les gusta el balonmano y al 30 % les
gustan ambos deportes. Si se elige un alumno al azar,

a) éCudl es la probabilidad de que le guste alguno de los dos deportes (uno o los dos)? (0.5 puntos)
b) éCudl es la probabilidad de que le guste solo el futbol? (0.75 puntos)

c) Si sabemos que no le gusta el fatbol, écudl es la probabilidad de que le guste el balonmano?(0.75
puntos)

Solucion:
Datos:P(F) =0,8; P(B)=0,4; P(RnB) =0,3.

@) P=P(FUB)=P(F)+P(B)-P(FNB)=08+04—03=009.

b) P=P(F)—P(FNB)=08-03=0,5.

P(BNF) _ P(B)-P(FNB) _
P(F) =~ 1-P(F)

¢) P=P(B/F)=

0,4-0,3 0,1 1
= =2 =2=05.

1-08 02 2

P(BNF)=P(B)—P(FNB)
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Problema 10:

Durante el dia de hoy una persona va a escribir 15 mensajes en Facebook. Cada mensaje que escribe
tiene errores ortograficos con una probabilidad de 0.3. Calcular:

a) La probabilidad de que escriba exactamente 5 mensajes con errores ortograficos. (0.75 puntos)
b) La probabilidad de que escriba 4 o mas mensajes con errores. (0.75 puntos)
c) La media y la desviacion tipica de la distribucién. (0.5 puntos)
Solucion:
Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=15 p=03;, ¢g=1-03=0,7.
La férmula de la probabilidad binomial de n elementos de los cuales se produczan r viene dada
por la férmula: P(r) = (Z) p" g™

15 - 15!
a) p=P@5)= ( : ) 10,35 0,71575 = I 0,350,710 =
= . 0,00243 - 0,02825 = 21 - 13 - 11 - 0,0000686 = 0,2060.

b) Por el suceso contrario, la probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos las probabilidades
de 0, 1, 2 y tres mensajes con errores.

P=1-[P(0)+P(1)+P(2)+P(B)] =
_ 4 _[(15\ 0. 15 15\ a1 .14 15\ 22 .13 15\ a3 . -12] _
=1 [(O) 0,3°.0,7 +(1) 03!-0,7 +(2) 0,32-0,7 +(3) 033.0,7 ]_
= 1 — (0,00475 + 15 - 0,00203 + 105 - 0,00087 + 455 - 0,00037) =

=1-(0,00475+ 0,03052 + 0,09156 + 0,17004) = 1 — 0,29687 = 0,7031.

c)Media > u=n-p=15-03 =4,5.

Desviacion tipica -0 = /n-p-q = \/15 -0,3:0,7 = \/3,15 =~ 1,775.
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UNIYERSIBAD DE EXTREWADURA

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
GENERAL
CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES
El examen consta de 10 preguntas. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningin caso debera responder a un nimero mayor del
indicado porque en la correccidn del examen sélo se tendran en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguira el orden en
el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha
de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, ademas de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregira la que ocupe el
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

0 0 2
1. Estudiar el rango de la matriz 4 —A-7 segun los valoresde AcR,donde 4= 1 0 1|elesla
-1 0 3
matriz identidad de orden 3. (2 puntos)
Problema 2:
2. Discutir el sistema para los distintos valores del parametro a € R (1.5 puntos)
x+y+z=2a-1
2x+y+az=a
x+ay+z=1
Resolver el sistema en el caso a = /. (0.5 puntos)
Problema 3: ‘
3. Sean los vectores u =(0,0,2), v=(1,1,0), w=(2,-11)
a) (Son 1:_, v hY w linealmente independientes? (0.5 puntos)
b) Calcular el area del triangulo formado por los vectores u y v. (0.75 punto:
c¢) Calcular un vector de modulo uno perpendicular a los vectores v y w. (0.75 punto:
Problema 4:
x=1
4. Dados los puntos 4=(0,0,2) y B=(1,1,0) ylarecta r _{ ;
y=2z
a) Hallar el plano que contiene a » y es paralelo al vector AB. (1.25 puntos)
b) Hallar la distancia del punto A a la recta r. (0.75 puntos)

Problema 5:

5. Calcular los coeficientes a, b, ¢ y d del polinomio p(x)=a +bx+cx” +dx’, sabiendo que cumple

todas las condiciones siguientes: (2 puntos)
* p(x) tiene un maximo relativoenx = -1,y

* la grafica de prx) tiene un punto de inflexion en (0, 0), y

* la recta tangente a la grafica de p(x) en x = 2 tiene pendiente 3.
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Problema 6:
. 2x° +ax+b six<l .
6. Encontrar los valores de a y b para que la funcion f (x) = sea continua en
In(x) si x>1
x =1 y su grafica pase por el punto (-1, 5) (2 puntos)
Problema 7:

x+1

7. Determinar la primitiva F(x) de la funcion f(x)=(x+1)e"" que cumple F(0) =—I.(2 puntos)

Problema 8:
8. Calcular el area de la region encerrada por las graficas de las funciones f (x):x3 “3x"4+3x y
g(x)=x. (2 puntos)
Problema 9:

9. Un club de montafia organiza dos tipos de actividades para sus afiliados. El1 70% de ellos se apuntan
a escalada, el 60% a barranquismo y el 45% de ellos practica las dos. Si se elige al azar un afiliado,
a) Calcular la probabilidad de que practique so6lo una de las dos actividades. (0.75 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que no practique ninguna. (0.5 puntos)
c¢) Sabiendo que hace barranquismo, calcular la probabilidad de que no haga escalada. (0.75 puntos)

Problema 10:

10. Los relojes de cierta marca tienen una vida 1til que se ajusta a una distribucion normal de media 10
anos y desviacion tipica de 2 afios. Si compramos un reloj de esta marca:

a) Calcular la probabilidad de que dure entre 9 y 12 afios. (1 punto)
b) ;Cuanto tiempo tendra que durar el reloj si queremos que el 90% de los relojes de esa marca duren
menos que el nuestro? (1 punto)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
0 0 2
1. Estudiar el rango de la matriz 4—A-7 seglin los valoresde AcR,donde 4=| 1 0 1|elesla
-1 0 3
matriz identidad de orden 3. (2 puntos)
Solucion:
0 0 2 A 0 0 -1 0 2
A-AI=11 0 1|—-{0 2 OJ=|1 -2 1 |
-1 0 3 0 0 4 -1 0 3-21
-1 0 2
[A—Al=|1 -1 1 |[=2B-1)-21=0; [A(3—-1)—-2]=0;
-1 0 3-4

ABA—=A2=2)=0=>1,=0; -22431—-2=0; A>-31+2=0;

3+V9-8 _ 3+V1 _ 3+1

A= > 2 —T=>/12=1,/13=2.
A+0
Para A+ 1; => Rang A — AI = 3.
A#2
0 0 2 {1
A=0=2A-M=[1 o 1):>| |¢0:>Rang(A—/11)=2.
-1 0 3 -13

1 0 2 0
A=1sA4-a=(1 -1 1]>| | #0= Rang (A—21) =2.
-1 0 2 -1 1

-2 0 2\ .,
A=23A-U=[1 -2 1 :>|0 1|¢O:>Rang(A—/11)=2.

-1 0 1
A=0

Para {A=1;> Rang A — AI = 2.
A=2
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Problema 2:
2. Discutir el sistema para los distintos valores del parametro g c R (1.5 puntos)
x+y+z=2a-1
2x+y+az=a
x+ay+z=1
Resolver el sistema en el caso a = /. (0.5 puntos)
Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 1 1 1 1 2a-1
M=|2 1 alyM=|2 1 a a |
1 a 1 1 a 1 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 1
IM|=12 1 a|l=1+2a+a-1-a*>-2=0; —a®?+3a—-2=0;
1 a 1
a?—3a+2=0; a=2 9—8:iﬁ:3+;1:>a1:1; a, = 2.

2 2 2
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Para {Z i ;} = Rang M = Rang M' = 3 = n®incog.= S.C.D.

11 11
Paraa=1:>M’=(2 1 1 1>=>{F1=F3}=>RangM’=2.
1 1 11
1 1 1 3
Paraa=2=>M' = (2 1 2 2) = Rang M' = {C;,C,,C,} =
1 2 11
1 1 3
=22 1 2|=14+1242-3-4-2=15-9=6+* 0= RangM' =3.
1 2 1
Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
x+y+z=1
Para a = 1 el sistema resulta {Zx +y+z =1, que es compatible indeterminado y equivalente
x+y+z=1
. x+y+z=1
al smtema:{zx Fy+z=1

Haciendo z = Ay restando, miembro a miembro, a la segunda ecuacidn la primera, se deduce la
solucién del sistema, que es la siguiente:

Solucion: x =0,y=1—-24,z=AVYA€ER.
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Problema 3:

3. Sean los vectores ;:(0,0,2),;:(1,1,0), 1_1;:(2,—1,1)

a) (Son 1;_, v y w linealmente independientes? (0.5 puntos)
b) Calcular el area del triangulo formado por los vectores & y v. (0.75 puntos)
¢) Calcular un vector de modulo uno perpendicular a los vectores v y w. (0.75 puntos)
Solucion:
a) Los vectores {u,v,w} son linealmente dependientes cuando son coplanarios, es decir:
cuando el rango del determinante que forman es cero.
0 0 2
Rang {u,7,w}=>1|1 1 0|=-2—-4=-6+0.
2 -1 1

Los vectores {u,v,w} son linealmente independienes.

b) El area del tridngulo que determinan dos vectores es la mitad del mddulo del producto vectorial de
los dos vectores:

POkl i Kk
Sipc =3-lixdl =20 0 2||=|lo o 1l|=l-il=l-i+J|
11 ol i 1 0
/P +2=Vi¥i>
S =2 uz.

¢) Un vector perpendicular comun a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los dos vectores.

i j k
bAw=|1 1 o|=i—-k—2k—j=i—j—3k.
2 -1 1

Un vector perpendicular comina vy w es d = (1, —1, —3). El vector unitario de un vector dado
(versor) es el vector que se obtiene al dividir las componentes del vector por su médulo:

@l =y + (12132 =VIF 159 = Vil

: 1 -1 -3
Elversor perpendicular avywesa; = (———) oa, = (

1 3
11’ V11’ V11 ’\/11’«/11)'

|
oy
S
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Problema 4:
x=1
4. Dados los puntos 4=(0,0,2) y B=(1,1,0) ylarecta r = { .
y=z
a) Hallar el plano que contiene a r y es paralelo al vector AB. (1.25 puntos)
b) Hallar la distancia del punto A a la recta r. (0.75 puntos)

Solucion:

@) AB=0B-04=[(1,1,0)-(0,0,2)]=(11,-2).

x=1
La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es r = {y = A
z=2A

Un punto y un vector director de r son P(1,0,0) y v, = (0,1, 1).

La expresién general del plano i pedido es la siguiente:

x—1 y z
n(AB, v;; P) = 1 =2[=0; =D +z+2(x-1)—y=0;
o 1 1

3x—1)—y+z=0; 3x—-3—-y+z=0=
n=3x—-y+z—3=0.

b) La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que forman dos vectores es el médulo de su producto vectorial y, de forma geométrica,
es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esquema de la situacion.
—_—

S = v A PA]
S=1v|-h

|vr/\PA|

}:>|*/\PA| 77l h = h=dPr) ="

PA =04—-0P =[(0,0,2) — (1,0,0)] = (—1,0,2).

Aplicando la féormula al punto Ay alarectar:

i j ok
|PA| 0 1 1
A

d(A )_vr -1 0 2l _

T Vorrri
_|2i—j+k|_\/22+(—1)2+12_\/4+1+1_\/E:>
VO+1+1 V2 V2 V2
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Problema 5:

5. Calcular los coeficientes a, b, ¢ y d del polinomio p(x)=a +bx+cx” +dx’, sabiendo que cumple

todas las condiciones siguientes: (2 puntos)
* p(x) tiene un maximo relativoenx = -1,y

* la grafica de prx) tiene un punto de inflexion en (0, 0), y

* la recta tangente a la grafica de p(x) en x = 2 tiene pendiente 3.

Solucion:
Por contener p(x) al punto 0(0,0) esp(0) =0=>a = 0.
Por tener un punto de inflexién en 0(0,0) es p”’(0) = 0:
p'(x) = b + 2cx + 3dx?. p"'(x) = 2c + 6dx.
p"'(0)=2c+6d-0=0; 2c+0=0=>c=0.
La funcién resulta: p(x) = bx + dx3 y su derivada: p'(x) = b + 3dx?2.
Por tener un maximo relativoenx = —1esp’'(—1) = 0:
p'(-1)=0=>b+3d-(-1)2=0; b+3d=0. (1)

La pendiente de la tangente a una funciéon en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto, por lo cual: p'(2) = 3.

p'(2)=0=>b+3d-22=3; b+12d =3. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):
1

b+3d=0) -b—3d =0 o _1
b+12d=3}b+12d=3}:>9d_3’ 3d=1=d=;

b+§=o; b+1=0=b=—1.

. 1
La funcién resulta: p(x) = —x + §x3.
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Problema 6:
» 2x" +ax+b six<l .
6. Encontrar los valores de a y & para que la funcion f (x) = sea continua en
In(x) si x>1
x =1 y su grafica pase por el punto (-1, 5) (2 puntos)
Solucion:

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =)lci_r)1}(2x2 +ax+b)=2+a+b=f(1)

x-1"

P =1
raxX =221 lm f(x) = limLx = L1 = 0
x—-1t x-1

=

=>xlinl1_f(x) = lir{1+f(x) =f(1)=>24+a+b=0; a+b=-2. (1)
- x—
Por pasar su grafica pase por el punto P(—1,5) es f(—1) = 5.
f(-1)=5=2-(-1D)?+a-(-1)+b=5 —a+b=3. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=-2 _
_a+b=3}:>2b—1:>
1
b_zo

1
a+§=—2; 2a+1=—-4;, 2a=-5=

5
a=——-.
2
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Problema 7:

x+1

7. Determinar la primitiva F(x) de la funcion f(x)=(x+1)e™ que cumple F(0) = —I.(2 puntos)

Solucion:

1= =
FGO = [f()-dx = [+ Dertt-dx = { ¥ Tu>du=de b,

S+ e —fe*tldy=(x+1)-e¥ -1 =2 F(x) =x-e 1 + C.
F(0)=-1=0-e"14C=—1; C=—1.

F(x) =x-e*1 —1.
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Problema 8:
8. Calcular el 4rea de la region encerrada por las graficas de las funciones f(x)=x"—3x"+3x y
g(x)=x. (2 puntos)
Solucion:

Las abscisas de los puntos de corte de la funcién f(x) y la recta y = x son las raices de la
ecuacién que se obtienen de la igualacion de sus expresiones:

f)=x=>x3-3x?+3x=x x*-3x*+2x=0; x(x*—-3x+2)=0=>

_ 3EV978 _ 341 {xz =1-A4(1,1)
T2 T2 x3 =2 - B(2,2)

=>x, =0-0(0,0). x>—3x+2=0;

YA
Teniendo en cuenta que lim f(x) =—o y que p f(xl
X——00 T

th
\

lim f(x) =4+, la representacion grifica de la situacidn,
X—>+00

aproximada, es la que se expresa en la figura adjunta.

)
=Y

De la observacién de la figura se deduce la superficie a
calcular, que es la siguiente: -1

V><

«Q
lan)
=
—
Il
=
=
Ju=N
\S]

= [J[f(x) — g()ldx + [[[g(x) — f()]dx =

——

= fol[(x3 —3x% + 3x) — x]dx + flz[x — (x3 = 3x%2 + 3x)]dx =
= fol(x3 —3x2 +2x) -dx + flz(—x3 +3x2 —2x)-dx =
= [ (3 = 3x% +2%) - dx + [, (2% = 3x% + 2x) - dx = [F(O)]} + [F(O)]} =
— F(1) = F(0) + F(1) = F(2) > S = 2 - F(1) = F(0) — F(2). (%)
x*  3x3 | 2x?

4
F(x)=f(x3—3x2+2x)-dx=T—T+T:>F(x):%_x3 + %2

Sustituyendo este valor en la expresion (*):

s=2-(5-1v+12)-0- (2 -22+22)=1-4+8-4>
1
2
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Problema 9:

9. Un club de montafia organiza dos tipos de actividades para sus afiliados. El1 70% de ellos se apuntan
a escalada, el 60% a barranquismo y el 45% de ellos practica las dos. Si se elige al azar un afiliado,
a) Calcular la probabilidad de que practique solo una de las dos actividades. (0.75 puntos)
b) Calcular la probabilidad de que no practique ninguna. (0.5 puntos)
c¢) Sabiendo que hace barranquismo, calcular la probabilidad de que no haga escalada. (0.75 puntos)

Solucion:

Datos: P(E) = 0,70; P(B) = 0,60; P(E N B) = 0,45.

a) P=P(EUB)—P(ENB)=[P(E)+P(B)—P(ENB)]-P(ENB) =
=P(E)+PB)—2-P(ENB)=0,70+0,60—-2-0,45= 1,30 — 0,90 = 0,40.

b) P=1-P(EUB)=1-[P(E)+P(B)-P(ENB)]=
=1-P(E)—P(B) +P(ENB) =1-10,70 — 0,60 + 0,45 = 1,45 — 1,30 = 0,15.

c)

(T __ P(EnB) _ P(B)-P(ENB) _
P=PE/B)=—0" == =

_0,60-045 _ 015 _
T 060 060

ENnB=B—-(ENB)

0,25.
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Problema 10:

10. Los relojes de cierta marca tienen una vida util que se ajusta a una distribucion normal de media 10
anos y desviacion tipica de 2 aflos. Si compramos un reloj de esta marca:

a) Calcular la probabilidad de que dure entre 9 y 12 afios. (1 punto)
b) ;Cuanto tiempo tendra que durar el reloj si queremos que el 90% de los relojes de esa marca duren
menos que el nuestro? (1 punto)
Solucion:

a) Datos: u=10; o= 2.
X—-10

X - N(u,0) =N(10,2). Tipificando la variable: Z =
9-10 12-10 -1 2
P=PO<x<12)=P( <z<E0)=P(T=sz<)=

=P(-05<7Z<1)=P(Z<1)-P(Z<-05)=
=P(Z<1)—14+P(Z<05)=08413—1+0,6915 = 1,5328 — 1 = 0,5328.

P(9<X<12)=0,5328
b) Se pide el valor § que hace:
_ _ B-10\ _
P=P(X <09) —P(Z<T) =0,9.

Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, al valor 0,9 le corresponde, aproximadamente,
1,28:

ﬁ—210 =1,28; f—10=2-1,28=2,56; B =10+ 2,56 = 12,56.

Para durar mas que el nuestro el reloj tiene que durar 12,56 afnos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

CIUG oo ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas

Problema 1:
1.Numeros y Algebra:

Despeje la matriz X de la ecuacion XA = A+ XB si A y B son matrices cuadradas tales que A — B es

invertible. Luego, calcule Xsi A = (é g) y B = (4> — A — I)"1donde I es la matriz identidad de orden
2.
Problema 2:

2. Numeros y Algebra:

mx + (2+m?)y = 14+m
Discuta, segun los valores de m, el sistema my - z = 1
mx + 2y + (2Zm-—-4)z = 5
Problema 3:
3. Analisis:

a) Si f(x) = ae® + b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0) =0y limZ® = 3

x-0 X

b) Estudie si la funcién f(x) = x + sin(x) tiene extremos o puntos de inflexién en el intervalo (0,2m),
diga donde estdn en caso de que existan y esboce la gréfica de f en ese intervalo.

Problema 4:
4. Analisis:

Calcule el area de la region determinada por las desigualdades x > 1,y < xey= f(x), con f(x) =
xInx. Haga un esbozo grafico de la region. Nota: Inx es el logaritmo neperiano de x.

Problema 5:
5. Geometria:
a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y Q(3,0,0) y la
ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto R(0,4, —2) y es paralelo a los vectores
u(1,0,-1)y v(2,1,-2).

X2 _yl_z

b) Calcule el angulo agudo que forma la recta r: = =, con elplanom:x+z+ 2 =0.
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Problema 6:
6. Geometria:

a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al planom:x +z+ 2 = 0.

. . e s . x—2 +1 z x—2 +2 z+1 .
b) Estudie la posicién relativa de las rectas = yT =sysi5-= yT = Si se cortan, calcule el

punto de corte.

Problema 7:
7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule las cuatro probabilidades P(A4),P(An B),P(A/B) y P(B/A) sabiendo que P(AB) =
0.8, P(AB) = 0.2y P(A) = 2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en
persona. Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también
lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo v, a la vez,
participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

Problema 8:
8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se
escogen al azar 2500 de esos renacuajos, écual es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a
ranas adultas?

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada
candidato una puntuacién que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este afo, la puntuacion
sigue una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20, y se toma la decisién de conceder la
beca al 5% mejor del conjunto de solicitantes. ¢Qué puntuacidn es preciso alcanzar para obtener la
beca?
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Proba de Avaliacién do Bacharelato para o | CONVOCATORIA

ClUG I?I%;ﬁﬁlr\‘lERSITARIA Acceso a Universidade ORDINARIA DE
DE GALICIA

CURSO: 2022—?023 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5
primeiras respondidas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

1. Nimeros e Alxebra:
Despexe a matriz X da ecuaciéon XA = A + XB, se A e B son matrices cadradas tales que A — B é invertible.

Logo, calcule X se A = (é g) eB = (4% —A—1)"1, onde I é a matriz identidade de orde 2.

2. Numeros e Alxebra:

mx + (2+m?)y = 1+4+m,
Discuta, segundo os valores de m, o sistema my — z = 1,
mx + 2y + (2m-—-4)z = 5.
3. Analise:
a) Se f(x) = ae* + b, diga que valores deben ter a e b para que se cumpran f(0) =0e lin}]% = 3.
X—

b) Estude se a funcidn f(x) = x + sinx ten extremos ou puntos de inflexion no intervalo (0,27), diga onde
estdn en caso de que existan e esboce a grafica de f nese intervalo.

4. Analise:
Calcule a drea da rexién determinada polas desigualdades x = 1, y < x e y = f(x), con f(x) = xInx. Faga
un esbozo grafico da rexion. Nota: In x é o logaritmo neperiano de x.

5. Xeometria:
a) Obtefia as ecuacidns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(2,—1,0) e Q(3,0,0) e a ecuacion
implicita ou xeral do plano m que pasa polo punto R(0,4,—2) e é paralelo aos vectores 1(1,0,—1) e
¥(2,1,-2).
i x-2 y+1 Z
b) Calcule o angulo agudo que forma a recta r: g = ED planom:x +z+2=0.
6. Xeometria:
a) Calcule o punto simétrico de P(2, —1,0) con respecto ao planom: x +z + 2 = 0.
x-2 _y+l_z  x-z2_ y+z  z+l

b) Estude a posicidn relativa das rectas r: = -es: =

—. Se se cortan, calcule o punto
1 0 2 1 -1

de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule as catro probabilidades P(A4), P(AnB), P(A|B) e P(B|A) sabendo que P(AUB) = 0.8,
P(AnB) =0.2e P(A) = 2P(B). Nota: B é o suceso contrario ou complementario de B.

b) Nun cofiecido congreso, o 60% dos cientificos inscritos participan online e o resto asisten en persoa.
Ademais, 0 65% dos inscritos son europeos e o 80% dos que asisten en persoa tamén o son. Se se elixe ao
azar a un dos inscritos, calcule a probabilidade de que sexa europeo e, a vez, participe online; logo, a de que
participe online se se sabe que é europeo.
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8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha certa zona humida, a probabilidade de que un cabezolo chegue a ra adulta é do 2%. Se se escollen
ao azar 2500 deses cabezolos, cal é a probabilidade de que polo menos 55 deles cheguen a ras adultas?

b) Para conceder bolsas de estudo, un organismo valora os méritos presentados e asigna a cada candidato
unha puntuacion que indica mais méritos canto maior € o seu valor. Este ano, a puntuacion segue unha
distribucion normal de media 100 e desviacion tipica 20, e tdmase a decisién de conceder a bolsa ao 5%
mellor do conxunto de solicitantes. Que puntuacion é preciso alcanzar para obter a bolsa?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:
1. Nimeros y Algebra:

Despeje la matriz X de la ecuacion XA = A+ XB si A y B son matrices cuadradas tales que A — B es

1 2) y B = (A2 — A — )~ 'donde I es la matriz identidad de orden

invertible. Luego, calcule Xsi A = (0 0

2.

1. Numeros e Alxebra:
Despexe a matriz X da ecuacion XA = A + XB, se A e B son matrices cadradas tales que A — B é invertible.

1 2) e B = (A% — A—1)"1, onde I é a matriz identidade de orde 2.

Logo, calcule X se A = (0 0

Solucion:
XA=A+XB=XA-XB=A=X(A-B)=A=X=A4(4-B)!
X=44-B)1
Cilculode B=(A2-A—-D71

5=(0 00 0)=(0 = D=0 o) -G D=0 )

Calculo de (A — B)™?!

Calculode X = A(A— B)™!

X=A(A—B)—1=((1) 3)6 —1>=<% 1)
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Problema 2:

2. Numeros y Algebra:

mx + (2+m?)y = 1+m
Discuta, segun los valores de m, el sistema my — z = 1
mx + 2y + (2m-—-4)z = 5
2. Numeros e Alxebra:
mx + (2+m?)y = 14+m,
Discuta, segundo os valores de m, o sistema my — z = 1,
mx + 2y + (2m-—-4)z = 5

Solucion:

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son

m 2+ m? 0 m 24+ m? 0 1+m
A=1|0 m -1 ;AT=10 m -1 1

m 2 2m—4 m 2 Z2m—4 5

m 2+ m? 0
4] =10 m 1 |[=m?*Cm—-4)-m2-m?) +2m=m?*(m+4)
m 2 2m —4

Sim # {0,4} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada
también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al nimero de
incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con solucién

Unica.
0 2 O 0 2 0 1
A= (0 0 —1);A* = (O 0 -1 1)
0 2 —4 0 2 —4 5

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |(2) —01| = —2 es distinto de cero.

Sim = 0 las matrices son

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada

2 0 1
0 -1 1(=0
2 =4 5

Por tanto el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-Frobenius al ser el
rango coincidente y menor que el nimero de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado, con
infinitas soluciones.

Sim = 4 las matrices son

4 -14 O 4 -14 0 5
A=|10 4 -1);A"=|0 4 -1 1
4 2 4 4 2 4 5

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |g _01| = —4 es distinto de cero.

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada anadiendo la columna de
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los términos independientes del sistema

4 0 5
0 -1 1[{=-16
4 4 5

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de
Rouché-Frébenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible.

En resumen
m rango A | rangoA”* Sistema
# {0,4} 3 3 Compatible
determinado
0 2 2 Compatible
indeterminado
4 2 3 Incompatible
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Problema 3:
3. Andlisis:

a) Si f(x) = ae* + b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0) =0y lil‘%% =3
X—

b) Estudie si la funcién f(x) = x + sen(x) tiene extremos o puntos de inflexion en el intervalo (0,2m),
diga dénde estdn en caso de que existan y esboce la gréfica de f en ese intervalo.

3. Analise:
@ _ g
X
b) Estude se a funcidn f(x) = x + sinx ten extremos ou puntos de inflexidn no intervalo (0,27), diga onde
estan en caso de que existan e esboce a gréfica de f nese intervalo.

a) Se f(x) = ae* + b, diga que valores deben ter a e b para que se cumpran f(0) =0e lin}]
X—

Solucion:
Como
f(0)=ae® +b=0=b=-a
la funcion debe ser del tipo f(x) = ae* —a

_f(x) . ae*-a
lim—= =lim——
x>0 X x—0 X

I 0 ;. . . .y, J
El limite es p Para que el limite sea 3, tenemos que resolver esta indeterminacion utilizando la regla
de L'Hopital

X X

- ae*—a . ae
lim—— = lim
x—0 X x-0 1

=a

y en consecuencia a = 3.
La funcion es f(x) = 3e* — 3
b)
Las derivadas de la funcion f(x) = x + sen(x) son
f'(x) =1+ cos(x)
f"(x) = —sen(x)
f"'(x) = —cos(x)

Para hallar los extremos hay que hallar los valores en los que se anula la primera derivada en el
intervalo (0,2m).

l14+cos(x) =0=cos(x) =—-1=x=m
f'"(m) = —sen(m) =0
f""(m) = —cos(m) =1

Como la primera derivada que no se anula es de orden impar, la funcion tiene un punto de inflexion
en (7, )

Ademas 1 + cos(x) = 0 en todo el intervalo (0,21), con lo que la funcidn es creciente en ese
intervalo.
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La grafica de la funcidn es

4 Punin de inflexién

{7, =]

La funcién tiene un punto de inflexién en (7, 1)
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Problema 4:
4. Analisis:

Calcule el area de la region determinada por las desigualdades x > 1,y < x ey > f(x), con f(x) =
xInx. Haga un esbozo grafico de la regidn. Nota: Inx es el logaritmo neperiano de x.

4, Anilise:
Calcule a drea da rexion determinada polas desigualdades x > 1, y < x ey = f(x), con f(x) = xInx. Faga
un esbhozo grafico da rexion. Nota: In x é o logaritmo neperiano de x.

Solucion:
x =1;y =xsondosrectasyporlotantox =1,y < x son dos semiplanos.
Hay que estudiar la funcién f(x) = xIn(x)

Esta funcion solo existe para valores x = 0. Como f'(x) = In(x) + 1

1
ln(x)+1=0=ln(x)=—1=x=e‘1=;
La segunda derivada es f''(x) = %
" <1> =e>0
f 5) =€
1 .
Por tanto en el punto (;, —e) hay un minimo.
Ademas
. 1 , 1
<0 si x<; Decrece si x<z
fx) €= fx) ¢
>0 si x>; Crece  si x>z

Un esbozo de la regién es

Hay que hallar los puntos de corte entre la recta y = x y la funcién f(x).

x=0
xX=e

{y =yx:l:(x) = x =xln(x) = {

Hallamos la integral
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u =1 —In(x)]
dv = xdx
1 x? x%1
f(x — xIn(x))dx =Jx(1 —In(x))dx =| du = —;dx =(1- 1n(x))7 + J-7—dx =
X2
v=g
= (1-1 )x2+fxd _-me S+ e
= n(x) > S dx = n(x) >t
Con lo que el area es
fe( e = | — e+ 2] =& (1+1)—62_3 1.0973
1x xin(x))dx = n(x)2 41—4 >t7) =7 .
e?-3

El drea de la region es

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de GALICIA

Autor: Francisco Barrientos Fernandez

www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

5. Geometria:

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y Q(3,0,0) y la
ecuacion implicita o general del plano  que pasa por el punto R(0,4, —2) y es paralelo a los vectores
u(1,0,—-1)y v(2,1,-2).

. -2
b) Calcule el dngulo agudo que forma la recta r: xT = g conelplanom:x+z+ 2 =0.

5. Xeometria:
a) Obtefia as ecuacidns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(2,—1,0) e Q(3,0,0) e a ecuacion
implicita ou xeral do plano m que pasa polo punto R(0,4,—2) e é paralelo aos vectores 1(1,0,—1) e
¥(2,1,-2).
b) Calcule o angulo agudo que forma a recta r: # =—= %co planom:x+z+2 =0.

Solucion:

a) El vector director de la recta que pasa por los puntos P(2,—1,0) y Q(3,0,0) es

PQ = (3,0,0) — (2,—-1,0) = (1,1,0)

Las ecuaciones paramétricas de la recta son

x=2+t
ryy=-1+t
z=20

La ecuacién general del plano que pasa por R(0,4,—2) y tiene como vectores directores 1(1,0,—1) y
v(2,1,-2) es

x y—4 z+2
m: |1 0 -1 |=x+z+2=0
2 1 -2

Elplanoesm:x+2z+2 =0
b)

Para calcular el 4ngulo entre la recta y el plano hay que calcular el 4ngulo entre los vectores

ﬁi(l,l,O) yI = (1,0,1), (que es un vector perpendicular a ). El dngulo entre la recta y el plano sera el
complementario del obtenido.

Utilizando la férmula del producto escalar:

5. % — [G]z _PQ-F 1-1+1-0+0-1 1
Q- 7= [PQ|IFl cos(a) = cos(a) = PQ|IFfl VIZ+1Z+02ViZ+0Z+1Z 2

. 1
El angulo cuyo coseno es S €s 602,
El angulo entre la recta y el plano es el complementario, es decir 902 — 602 = 302

El angulo entre la recta y el plano es 302
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Problema 6:
6. Geometria:

a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al planom:x +z+ 2 = 0.

x—2 y+1

. . . xX—2 +2 z+1
b) Estudie la posicién relativa de las rectas re =T g

z .
=-yS: ==—— ==—— Sj se cortan, calcule el
0 2 1 -1

punto de corte.

6. Xeometria:

a) Calcule o punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto ao planom: x +z+ 2 = 0.

Iy . x—2 +1 z x—2 +2 z+1
b) Estude a posicién relativa das rectas re= Y —fes 22 2

: . Se se cortan, calcule o punto
1 0 2 1 -1

de corte.

Solucion:

a) Dado un vector ¥; perpendicular al plano, hay que hallar la ecuacion de la recta r que tiene la
direccién de v; y pasa por el punto P . La recta r corta al plano  en un punto X . El punto simétrico P’
es tal que X es el punto medio el segmento PP’ .

Un vector perpendicularames v (1,0,1) . La recta r se puede escribir como

x =2+t
y=-1
z=t
El punto de corte con el plano it resulta de la solucién del sistema de ecuaciones
x=2+t
y:—tl = 2+t+t+2=0=t=-2=X=(0,—-1,-2)
7z =
x+z+2=0
El punto P'(a, b, ¢) simétrico de P debe cumplir que
a+2b—1c+0 a=-2
(5 ) = 0-1-2 = fp =1
2 2 2
c=—-4

El punto simétrico es P'(—2,—1,—4)

b) Si (4,V) y (B,W) son un punto y un vector director de las rectas r y s , hay que calcular el
determinante [V, w, A—B)] . Si este determinante es 0, el vector AB es una combinacion lineal de ¥ yW (o

las rectas son paralelas, que no es el caso) y las rectas se cortan en un punto. Si es distinto de cero, las
rectas se cruzan.

Un punto y un vector director de cada una de las rectas son
_ {A(Z, -1,0) _{B(Z, -2,-1)
"191,10) S lwel, -1

AB=(2,-2,-1) - (2,-1,0) = (0,—1,—1)

1 1 0
2 1 -1|1=0
0 -1 -1

Como V y W no son proporcionales, las dos rectas se cortan en un punto.
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Para hallar el punto de corte, X, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones:

x=2+t
{y=—1+t

= s=-1
o= = X030
{y=—2+s
z=-1-s

Las rectas se cortan en el punto X(0,—3,0)
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Problema 7:
7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule las cuatro probabilidades P(4),P(ANB),P(A/B) y P(B/A) sabiendo que P(AB) =
0.8,P(AB) = 0.2y P(A) = 2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en
persona. Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también
lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo v, a la vez,
participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule as catro probabilidades P(A4), P(AnB), P(A|B) e P(B|A) sabendo que P(AUB) =0.8,
P(ANB) =0.2eP(A) = 2P(B). Nota: B ¢ o suceso contrario ou complementario de B.

b) Nun cofiecido congreso, o 60% dos cientificos inscritos participan online e o resto asisten en persoa.
Ademais, o 65% dos inscritos son europeos e o 80% dos que asisten en persoa tamén o son. Se se elixe ao
azar a un dos inscritos, calcule a probabilidade de que sexa europeo e, a vez, participe online; logo, a de que
participe online se se sabe que é europeo.

Solucion:
a)

Como

P(AUB)=P(A)+P(B)—p(ANnB)=08=2P(B)+P(B)—02=P(B) = % = P(4) = g

Por tanto, sustituyendo 0.2 = %

P(ANEB) = P(4) —P(AN B) zg_%zl_s
P(ANB) % 3
P(AnB) = P(B)P(A/B) = P(A/B) = 5@ "1°3
3
1
P(AnB) T 3
P(ANB) = P(A)P(B/A) = P(B/A) = @ =210
3
Las soluciones son P(A4) = %,P(A NB) = %S,P(A/B) = %; P(B/A) = 13_0

b)
Sean los sucesos
O={ participar on line }
E={ ser europeo }
El enunciado proporciona las siguientes probabilidades:
p(0)=0.6 = p(0)=1—-p(0)=1-0.6 =04
p(E) = 0.65
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p(E/)=108
Por tanto
p(E N 5)=p(5)- p(E/ﬁ) = p(E N 5)=0.4 - 0.8 =0.32

Podemos formar la siguiente tabla de doble entrada con los datos que tenemos:

On line | Presencial

Europeo 0.32 0.65

no europeo

0.6 0.4 1

Podemos completar la tabla:

On line | Presencial

Europeo 0.33 0.32 0.65
no europeo 0.27 0.08 0.35
0.6 0.4 1

Por tanto la probabilidad de que sea europeo vy, a la vez participe on line es
p(EN0)=p(E)—p(E/0)=0.65-0.32=0.33
La probabilidad de que participe online si se sabe que es europeo

p(EN0) 033
p(E) 065

La probabilidad de que sea europeo y, a la vez, participe online es 0.33.

0.51

p(O/E) =

La de que participe online si se sabe que es europeo es 0.51.
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Problema 8:
8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se

escogen al azar 2500 de esos renacuajos, écual es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a
ranas adultas?

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada
candidato una puntuacién que indica mds méritos cuanto mayor es su valor. Este afo, la puntuacidn
sigue una distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20, y se toma la decisién de conceder la
beca al 5% mejor del conjunto de solicitantes. ¢Qué puntuacidn es preciso alcanzar para obtener la
beca?.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha certa zona humida, a probabilidade de que un cabezolo chegue a ra adulta é do 2%. Se se escollen
ao azar 2500 deses cabezolos, cal é a probabilidade de que polo menos 55 deles cheguen a ras adultas?

b) Para conceder bolsas de estudo, un organismo valora os méritos presentados e asigna a cada candidato
unha puntuacién que indica mais méritos canto maior é o seu valor. Este ano, a puntuacién segue unha
distribucion normal de media 100 e desviacién tipica 20, e tdmase a decision de conceder a bolsa ao 5%
mellor do conxunto de solicitantes. Que puntuacion é preciso alcanzar para obter a bolsa?

Solucion:
a)

Es una binomial B(2500,0.02 ) porque son experiencias todas idénticas con la misma probabilidad

. Una binomial B( n, p ) se puede aproximar mediante una distribucién normal N( np,/npq ), conq =
1 —p.Enestecaso

N(np,/npq) = N(2500 - 0.02,¥2500 - 0.02 - 0.98) = N(50,7)
Hay que calcular P(X > 55) que debemos completar mediante la aproximacidn de Yates.

54,5 — 50)

P(X > 54.5) =P (z > =P(Z>07)=1-P(Z<0.7)=1-0.7580 = 0.242

La probabilidad de que al menos 55 renacuajos lleguen a ranas adultas es 0.242
b)
Es una distribucién normal N(100,20). Hay que calcular k tal que P(X = k) = 0.05

P(X>k)—P(Z>k_1OO)—1 P<Z<k_100)—005=>P(Z<k_100)—095=>
= = 20 N 20 o 20 o

k —100
ﬁ —_—
20
La puntuacion que es preciso alcanzar para obtener la beca es 133

=1.65= k =1.65-20+ 100 = 133
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ClIUG St ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
GENERAL
CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

1. Numeros e Alxebra:
a) Calcule A se (AB)T = (1 0) eB = ( 1 1).

2 1 -1 1
3
b)Se A = (y ch) ¢é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(4 — 3I) = 0, que y # 0 e que
BA 1 +1= (_i 2) Enténdase que I é a matriz identidade.

2. Numeros e Alxebra:
(m+ D)x + z
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema{ (m + 1)x + y + z = m+l,
m+1)x + my + (m—-1)z =

|
=

3. Andlise:

a) Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do cdlculo diferencial.

b) Explique se f:[0,1] = R, f(x) = V1 — x2 esta ou non nas hipéteses do teorema do valor medio do célculo
diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese dese teorema.

4. Anaélise:

a) Calcule mediante cambio de variable as integrais [(sinx)® cosx dx e [(Inx)/x dx.

b) Calcule f(lnx)/x dx empregando o método de integracidn por partes. Logo, obtefia algtn valor de B tal
B

que [, (Inx)/xdx = 3/2.

5. Xeometria:

s a1z . ‘ x-1 z+1
a) Considérense o plano m: ax + y +z = 1, onde a é un parametro real e a recta r—_= ’31 == Estude a

posicion relativa de m e r en funcién de a e obtefia o valor de a que fai que m e r sexan perpendiculares. Por
ultimo, razoe se r pode estar contida en  ou non.

b) Se m: —3x + v + z = 1, diga que valor ten que tomar b para que r:x%l = ? = ZT“ estea contida en .
6. Xeometria:
Considérese o plano m: 2x —y + z = 1. Pidese:
x =2 +;|., X = U,
a) Calcular a distancia de m ao punto de corte das rectas ry:{y = 0, erp:dy=—1+u (4 u€R).
z=-1-2 z=0,

b) Obter o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a m.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule P(A|B) se B € A. Logo, se P(€) = 0.5 e P(D) = 0.6, explique se C e D poden ser incompatibles.
Por Gltimo, obtefia P(E U F) e P(E N F) se E e F son independentes, P(E) = 0.3 e P(F) = 0.2.

b) Tirase un dado sete veces. Calcule a probabilidade de que saian exactamente dous seises.

8. Estatistica e Probabilidade:

Para un determinado grupo de pacientes, a tension arterial sistdlica (medida en mmHg) segue una distribucion
normal de media 123.6 e desviacidn tipica 17.8. Calcule a probabilidade de que un paciente elixido ao azar
tefia unha tensién comprendida entre 100 e 120 mmHg. Logo, obtefa o valor da tensién que é superado polo
67% dos pacientes.
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—— Proba de Avaliacion do Bacharelato para | CONVOCATORIA:
ClUG ks o Acceso a Universidade EXTRAORDINARIA

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5
primeiras respondidas.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

1. Numeros y Algebra:

a) Calcule A si (AB)” = G ‘1’) yB = (_} })

b)SiA = (; ch) es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A — 3I) = 0, que y # 0y que

BAt+1= (_% g) Entiéndase que I es la matriz identidad.

2. Nimeros y Algebra:
(m+ 1x + z = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema { (m + 1)x + y + z
(m+1x + my + (mn—1)z

I
3
+

3. Andlisis:
a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] = R, f(x) = V1 — x?, estd o no en las hipétesis del teorema del valor medio del calculo
diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de ese teorema.

4. Analisis:

a) Calcule mediante cambio de variable las integrales [(sinx)® cosx dx y [(Inx)/x dx.

b) Calcule f(ln x)/x dx empleando el método de integracién por partes. Luego, obtenga algin valor de B tal
B

que [ (Inx)/xdx = 3/2.

5. Geometria:
- g —1 1 ;
a) Considérense el planom: ax + y + z = 1, donde a es un parametro real, y la recta r:XT = %: % Estudie

la posicidn relativa de  y r en funcion de a y obtenga el valor de a que hace que m y r sean perpendiculares.
Por altimo, razone si r puede estar contenida en T o no.

b) Sim: —3x + ¥ + z = 1, diga qué valor tiene que tomar b para que r: xz;l = 'Va;b = % esté contenida en m.
6. Geometria:
Considérese el plano m: 2x — y + z = 1. Se pide:
x =2 + A_, X = H,
a) Calcular la distancia de m al punto de corte de las rectas ry: {y =0, Y1y [y =—-1+u (A u€eR).
Z = —1 - 1 Z= 0:

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule P(A|B) si B c A. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser incompatibles.
Por Ultimo, obtenga P(E U F) y P(E N F) si E y F son independientes, P(E) = 0.3y P(F) = 0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tensidn arterial sistélica (medida en mmHg) sigue una distribucion
normal de media 123.6 y desviacion tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un paciente elegido al azar
tenga una tension comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tensién que es superado
por el 67% de los pacientes.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1:
1. Nimeros y Algebra:
MCammeAg(ABf‘:(é g)yB::(_i i)
b)SiA = (; Z) es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A — 31) = 0, que ¥ # 0y que
(BaA1+1= (_i 2) Entiéndase que I es la matriz identidad.
1. Nimeros e Alxebra:
a) Calcule A se (AB)T = (é (1}) eB = (_i })
b)Se A = (; z) é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(A — 3I) = 0, que y # 0 e que
(BA +1= (_i 2) Enténdase que I é a matriz identidade.
Solucion:
.~ _(a b
a) SiA= (c d)
T
r _(ra b1 1 _(a—b a+b\" _(a-b c—dy_(1 0
(4B)" = <(c d)(—l 1)> - (c—d c+d) _(a+b c+d)_ (2 1):>
( 3
472
—h = 1
?—2:0 b=3
Tla+b=2") 1
c+d=1 €=3
_ 1
@_5
S
. 2 2
La matriz A es 11
2 2
b) Como A es inversible, su determinante es distinto de cero y por tanto
3 x
y z =3z—xy # 0
Ademas
_ (3 x 1 0y _ (3 x 3 0 _(0 «x
A_31_<y Z)_3(0 1)‘(31 Z>_(0 3)_<y 2—3)
0 X
det(A-31)=0 = |y z—3| =0=>xy=0

Como 3z —xy # Oresultaquez #0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Hay que calcular A™*

y L =32—xy=3z
-6 )
Z X\ /1 X
A—l_%(_zy —3x) 32y 33z _ 3y 132
"3z 2/ \"3m oz
1>
(32)A™'+1=3z _ZL fz +(é 2)
3
z X 1 0 z+1 —Zx Zz 0 z+1=2 x=0
o 3)+Q)1)=(—y 4)=(4_4)={§f§f33{§21

Losvaloressonx =0;y=1;z=1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

2. Nimeros y Algebra:

(m+1x + 7 = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema{(m + 1)x + y + z = m+1,
m+1)x + my + (m—1)z =

2. Nameros e Alxebra:
(m+1x + z = 1,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema{(m+ 1)x + y + z
m+1x + my + (m-—1)z

[
3
+
=

Solucion:

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son

m+1 O 1 m+1 0 1 1
A=|m+1 1 1 A =Im+1 1 1 m+1

m+1 m m-1 m+1 m m-1 m

m+1 0 1 1 0 1
[Al=m+1 1 1 =(m+1)|]1 1 1 =(m+1)(m-2)
m+1 m m-1 1 m m-1

Si m # {—1,2} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz
ampliada también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al
nuimero de incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con
solucién unica.

Sim = —1 las matrices son
0 o 1 0 o 1 1
A=(0 1 1 jAA={0 1 1 0
0 -1 -2 o -1 -2 -1
El rango de la matriz A es 2, porque el menor |(1) 1| = —1 es distinto de cero.

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada

0 1 1
1 1 0l=-24+1+1=0
-1 -2 -1

Por tanto el rango de la matriz ampliada también es 2. Por el teorema de Rouché-Frébenius al ser el
rango coincidente y menor que el nimero de incégnitas y el sistema es compatible indeterminado, con

infinitas soluciones.
3 0 1 3 01 1
A=[(3 1 1;4 =3 1 1 3
3 2 1 3 2 1 2

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |2 1| = —1 es distinto de cero.

Sim = 2 las matrices son

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada anadiendo la columna de
los términos independientes del sistema
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

0 1 1
1 1 3|1=3
2 1 2

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de
Rouché-Frébenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible.

En resumen
m rango A | rangoA® Sistema
+ {—1,2} 3 3 Compatible determinado
-1 2 2 Compatible indeterminado
2 2 3 Incompatible
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

3. Anilisis:
a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] = R, f(x) = V1 — x?, esta 0 no en las hipodtesis del teorema del valor medio del cédlculo
diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de ese teorema.

3. Andlise:
a) Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do célculo diferencial.

b) Explique se f: [0,1] - R, f(x) = v1 — x? estd ou non nas hipdteses do teorema do valor medio do célculo
diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese dese teorema.

Solucion
a) El teorema de Rolle dice:

"Si una funcioén f continua en el intervalo cerrado [ a, b |, derivableen (a,b ) y con f(a) = f(b),
entonces existe, al menos un punto c perteneciente al intervalo (a, b ) de modo que la derivada en él
seanula, f'(c) =0

b)

La funcion f(x) en los extremos del intervalo es

fO=y1-02=1

f=y1-12=0

Como f(0) # f(1), nose dan las condiciones que exige el teorema de Rolle, por lo que el
teorema no asegura la existencia del punto ¢ . De hecho este punto no existe porque

’ -2
f(x)=2x/1—_xe=0 = x=0
El Unico punto donde se anula la derivadaesenx =0, pero0 ¢ (0,1)

No se dan las condiciones del teorema de Rolle y ademas el punto c no existe.
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Problema 4:

4. Analisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales [(sinx)® cosx dxy [(Inx)/x dx.
b) Calcule f(ln x)/x dx empleando el método de integracién por partes. Luego, obtenga algun valor de B tal

que f:(lnx)/x dx =3/2.

4. Andlise:
a) Calcule mediante cambio de variable as integrais f[:s'm x) cosxdx e f[ln 1) fx dx.
b) Caleule [(Inx)/x dx empregando o métado de integracién por partes. Logo, obtefia algin valor de B tal

gue f:’{lnx}j‘xdx =3/2.

Solucion
a) [ sen®(x)cos(x)dx = d1111=:csoesn(§;)dx] = [udu = %6 +C = @ +C
ln(x) 2 2
In(x) In (x)
f . dx = =—dx] fudu——+C— >
. sen®(x)
J sen’(x)cos(x)dx = Br— +C
1 In?
f InG) ™
X /2
[u= ln(x)]
In(x) | du=
b) I = de = | = In(x) In(x) — fln(x)
v ==
LJ = ln(x)
Por tanto
In?(x)
I=In(x)In(x)—I=2I=In(x)In(x)+C=>1= > +C

fB In(x) m2(x)]° m?(B) In(e) Wm2(B) 1

—_— dx = = —_ = —_—

. x 2 2 2
. 3

Para que sea igual a >

In?(B) 1 3 S In?(B)

ln(B)ZZ B:e2
z — 2 —
> > =3 5 2=>In“(x) =4 { =>{

In(B) = —

Los valores de B son e? y e 2.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

5. Geometria:
- 4 -1 1 .
a) Considérense el plano : ax + ¥y + z = 1, donde a es un parametro real, y la recta r:xT = % = % Estudie

la posicidn relativa de m y r en funcidn de a y obtenga el valor de a que hace que T y r sean perpendiculares.
Por ultimo, razone si r puede estar contenida en T 0 no.

. . . . - -b . .
b) Sim: —3x + y + z = 1, diga qué valor tiene que tomar b para que r: xz—l = yT = Z;—l esté contenida en i.
5. Xeometria:
e -1 1
a) Considérense o plano m:ax + v + 2 = 1, onde a & un parametro real e a recta r:xT = g = % Estude a

posicion relativa de e r en funcion de a e obtefia o valor de a gue fai que 7 e r sexan perpendiculares. Por
ultimo, razoe se r pode estar contida en m ou non.

b) Se m: —3x + v + 2z = 1, diga que valor ten que tomar b para que r:xf1 === %1 estea contida en .

Solucion

La recta r puede ponerse como corte de dos planos

{3x—3=2y {3x—2y=3
3y=3z+3 y—z=1

Podemos saber la posicion relativa de la recta y el plano, estudiando el sistema de ecuaciones:

ax + Y 4+ z =1
3x — 2y = 3
y - z =1
Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son
a 1 1 a 1 1 1
A=(3 -2 0 |;A"=(3 -2 0 3
0o 1 -1 0 1 -1 1
a 1 1
|A|=|3 -2 O0]|=2a+6
o 1 -1

Si a # {—3} el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada
también es tres, porque no puede ser mayor. Como los rangos coinciden y son iguales al nimero de
incégnitas, por el teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado, con solucién
Unica. La recta y el plano se cortan en un punto.

Si a = —3 las matrices son

-3 1 1 -3 1 1 1
A=|13 -2 o0 [;AA=({3 -2 0 3
0 1 -1 0 1 -1 1

El rango de la matriz A es 2, porque el menor |_12 (1)| = 2 es distinto de cero.

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada

1 1 1
-2 0 3]1=10
1 -1 1

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Rouché-Frébenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible. La rectay el
plano son paralelos.

En resumen
a rango A | rangoA* Sistema Posicion relativa
#+ —3 3 3 Compatible La rectay el plano se
determinado cortan en un punto
2 2 3 Incompatible La recta y el plano son
paralelos

Un vector perpendicular al plano es 1( a, 1,1) . Un vector director de la rectar es ¥( 2,3,3) . La
recta es perpendicular al plano cuando los vectores 1 y ¥ son proporcionales.

a 1 1 2
2 3 3 3

. 2
El valor de a que hace que 1t y 7 sean perpendiculares es a = 3

r no puede estar contenida en 7 . Segun se ha visto mas arriba, la recta y el plano solo pueden
cortarse en un punto o ser paralelas.

T no puede estar contenida en 7T porque la recta y el plano solo pueden cortarse en un
punto o ser paralelas.

b) Un vector perpendicular a m es W( —3,1,1) . Un punto y un vector director de la recta r son
B(1,b,—1)y7#(2,33).

Para que la recta esté contenida en el plano, los vectores W y 7 deben ser perpendiculares y
ademas el punto B debe estar en el plano it . Para que los vectores sean perpendiculares, su producto
escalar debe ser cero.

w-r=0=>(-3)2+1-34+1:3=0
Los vectores son perpendiculares entre si
Para que el punto B pertenezca al plano
—31+b+(-1)=1=b=5

Para b = 5 la recta esta contenida en el plano
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

6. Geometria:

Considérese el plano : 2x — y + z = 1. Se pide:
x=2 + ;‘I., X = K,

a) Calcular la distancia de mr al punto de corte de las rectas ry: !y =0, Y13 [;V =—1+u (A, u€R)
Zz = —l - A Z = 0;

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

6. Xeametria:

Considérese o plano m: 2x — ¥ + 2 = 1. Pidese:
x=2+4, X =M

a) Calcular a distancia de m ao punto de corte das rectas ry:{y = 0, ery ¥ =—1+4+p (4 ueR).
z=-1-1 z =10,

b} Obter o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.
Solucion

El punto de corte X, de las dos rectas resulta de la solcuion del sistema de ecuaciones:

({x=2+)1
Y= 24+1=u _
2=z #—/1 =>{0=—1+u=>{/1ﬂ_:_11=>)((1,0,0)
{y=—1+u ~1-2=0
z=0

La distanciadema X es

_ l21-0+0-1] _ 1 @
AdmX) = e ~ 6~ s

. . 6
La distancia del punto al plano es %

b) Para hallar el punto simétrico P’ de P con respecto a 1, hay que hallar una recta s

perpendicular a m pasando por P . Después el punto de corte Y entre la recta s y el plano it El punto P
serd el punto tal que Y sea el punto medio del segmento PP'.

Un vector perpendicularames #( 2,—1,1) . La recta s tiene por ecuacion

x=1+2t
y=—t ,teR
z=t
El punto de corte con nt resulta de la solucién del sistema de ecuaciones:
x=1+2t
Y= soa+42) - (-DHt=12t= 1:>y(21 1)
z=t B 6 3’6" 6
2x—y+z=1

El punto P'(a, b, c) es tal que
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(1
*=3
a+1b+0c+0 21 1 1
Y -GE-D- o)
2 2 2 36 6 3
1
T3
T y(11 1
El punto simétrico de P respecto de t es P (;,5, — 5)
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Problema 7:

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule P(A|B) si B c A. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser incompatibles.
Por ultimo, obtenga P(E U F) y P(E N F) si E y F son independientes, P(E) = 0.3y P(F) = 0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule P(A|B) se B c A. Logo, se P(C) = 0.5 e P(D) = 0.6, explique se C e D poden ser incompatibles.
Por Ultimo, obtefia P(E U F) e P(E N F) se E e F son independentes, P(E) = 0.3e P(F) = 0.2.

b) Tirase un dado sete veces. Calcule a probabilidade de que saian exactamente dous seises.

Solucion
a) Puestoque B c A, siocurre el hecho B, ocurre el hecho Ay por tantop(A/B)=1.
También puede demostrarse:

Comop(A N B) =p(B)

_ p(AnB) _ p»(B) _
p(4/B) = =5 () -

Cy D no pueden ser incompatibles, porque

p(C U D)=p)+pD)—p(CND)

Comop(C U D) escomo maximo 1 (el suceso seguro):
p(CO)+pD)—p(CND)<1=054+406—p(CND)<1=p(CnNnD)=01

Si Ey F son independientes
p(ENF)=pE)- -p(F)=03-0.2=0.06
p(EVUF)=p(E)+p(F)—p(ENF)=03+0.2-0.06=0.44
p(ENnF)=p(E)—p(E n F)=03-0.06=0.24
P(A/B) =1
P(E U F)=0.44
P(ENTF)=0.24

. . 1 . , . .
b) Es una binomial B (7, g) donde se considera éxito a sacar un seis

x=2)=(]) (0 =ozm

La probabilidad de que salgan exactamente dos seises es 0.2344
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Problema 8:

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tension arterial sistélica (medida en mmHg) sigue una distribucion
normal de media 123.6 y desviacion tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un paciente elegido al azar
tenga una tensiéon comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tensidn que es superado
por el 67% de los pacientes.

8. Estatistica e Probabilidade:

Para un determinado grupo de pacientes, a tensidn arterial sistélica (medida en mmHg) segue una distribucién
normal de media 123.6 e desviacién tipica 17.8. Calcule a probabilidade de que un paciente elixido ao azar
tefia unha tensiéon comprendida entre 100 e 120 mmHg. Logo, obtefa o valor da tensién que é superado polo
67% dos pacientes.

Solucion:

Es una distribucion normal N( 123.6; 17.8 ) . Hay que calcular p( 100 < X < 120)
100 — 123.6 120 — 123.6
— < < —
17.8 17.8
=p(02 <Z<133)=p(Z <133)—p(Z < 0.2)=0.9082 —0.5793 = 0.3289
La probabilidad de que un paciente elegido al azar tenga una tension comprendida
entre 100 y 120 mmHg es 0.3289

p(lOOSXSlZO)=p< >=p(—1.33SZS—0.20)=

Hay que calcular a tal que p( X > a ) = 0.67 . Como la probabilidad es mayor que 0.5, el valor de
a debe ser menor que la media.

(X>a) (Z> a—123.6> ( < —a+123.6) 0.67
= _— | = _— = U. =
p a)=p 17.8 P\*=""178
—a+ 123.6
178 =044 = a=123.6—0.44 - 17.8 = 115.768

El valor de la tension que es superado por el 67 % de los pacientes es a = 115.728.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
UNIVERSIDAD GENERAL JUNIO
DE LA RIOJA CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algin alumno es
sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:
1.— (2 puntos) Sea .
@) = o om=1)
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcién .f , en €aso
de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y mMINimos
relativos si los hubiera.

Problema 2:
2.— (2 puntos) Halla el drea del recinto encerrado por las gréaficas de las paré,bo_la,s
y=zt—2z+1ley=—2z"+2z.

Problema 3:

* 3.— (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

Hi=

3 2 T 3
(1) lim (e +2°).

o, e | x2+1)
CI Ll Gy e e

Problema 4:

4.~ (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales depepdieut(;
del pardmetro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e

indeterminado:
t+(a+l)y+z = q
z4+y+(a+1)z = gq
(a+Dz+y+z = a

Problema 5:

5.— (2 puntos) Dada una matriz de tamano 4 X 4 cuyo determinante es i_guq] a2
Calecula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes

Operaciones:

(i) se traspone la matriz,

(ii) se cambian entre si la primera y la cuarta columna,
(iii) se multiplica la tercera columna por —4,

(iv) se multiplica toda la matriz por 4.
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Problema 6:

6.— (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:
11 0
A= a—1 a*-1 1
-1 a-1 a+1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = Z

Problema‘ 7:

7.— (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta

' .1:-3_y+'1 o F=5
o 1 1

y el plano de ecuacién 3z + 2y — 11z +3 = 0.

Problema 8:

8.— (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0,2,3) respecto al plano ™
de ecuacién x +y — z = 4.

Problema 9:

9.— (2 puntos) En una cmpresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas
de coches de tipos A, B y C. El 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10% al By
el resto al C. Se ha observado que hay piezas que estén defectuosos en los siguientes
porcentajes: el 10% de A, el 20% de B y el 5% de C. Se elige una pieza al azar.

Calcula:
(i) la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(ii) si sabemos que la picza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.

Problema 10:

edad media de un jugador de la NBA sigue una distribucién

10.— (2 puntos) La
fios y desviacién tipica 5 anos. Si se elige un jugador al azar,

normal de media 26 a
halla

(i) la probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 anos;
(ii) la probabilidad de que su edad esté entre 21 y 31 anos.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del

examen)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea x
z)=—"7"—=-
@)= e=0E-D
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcién .f , en €aso
de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos
relativos si los hubiera.

Solucion

a) Por ser una funcién racional su dominio en el conjunto de los niUmeros reales, excepto los valores
reales de x que anulan el denominador.

x-2)x—-1)=0=>x,=1,x,=2 =
D(f) =R —{1,2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

k= 11m fx) =

m  —~ =
x—)+oo (x-2)(x—1)

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Lasrectas x =1y x = 2 son asintotas verticales.

b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f(x) = ~

(x— 2)(x 1) x2—3x+2'

F1(x) = 1-(x2-3x+2)-x-(2x—3) _ x2-3x+2-2x2+3x _  -x2+2
- (x—2)2(x—1)2 T (e-2)2(x-1)2 (x-2)2(x-1)%

Por ser (x — 2)2(x — 1)2 > 0,Vx € D(f), f'(x) seré positiva o negativa cuando sea positivo o
negativo la expresion —x? + 2.
—x242=0; x2=2=x =2, x, =2.

Siendo la funcién g(x) = —x?2 + 2 una parabola céncava (N) por ser negativo el coeficiente de
x?, que corta el eje de abscisas en los puntos Pl(—\/z 0) y P, (\/Z 0). Teniendo en cuenta lo anterior y
el dominio de la funcidn, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o, —V2) U (V2,2) U (2, +).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—v/2,1) U (1,V2).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento se deduce que la funcién tiene un minimo

relativo para x = —V2 y un maximo relativo para x = /2.
f(—\/i) _ -2 _ -2 =2 —2(4-3v2)
T (V2-2)(=V2-1)  24VZ+2V2+2  4+3v2 (4+3v2)-(4-3v2)

V2 (4-3V2) —2-(4-3V2) V2-(4-3V2)
=T 16-18 2 = 2 =

Minimo: A [—\/7, M}

_ V2 _ V2 _ V2 V2(a+3V2)
f(vV2) = (V2-2)(V2-1)  2-vV2-2vV2+2  4-3v2  (4-3v2)-(4+3V2)

V2 (4+3V2) V2. (4+3V2)  V2-(4+3V2)
T T 16-18 - = 2 =

Maiximo: B [\/f — M}
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Problema 2:

2.— (2 puntos) Halla el drea del recinto encerrado por las graficas de las para’.bo}ag
y=22—2r+ley=—2z%+2z.

Solucion

Los puntos de corte de las dos parabolas tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta
de la igualaciéon de sus expresiones:

X2 —=2x+1=-2x%+2x;

_ 4+V16-12 _ 442
= ” =——=

1 1 4
=£=>{x1—§*‘(5'5)_
3 x, =1 - B(1,0)

La pardbola y = x2 — 2x + 1 = (x — 1)? es convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x? y
cuyo vértice es B(1,0).

3x2—4x+1=0; x

La pardbola y = —2x2 + 2x es céncava (N) por ser negativo el coeficiente de x? cuyo vértice es
el siguiente:

y=—u+2=0:x=§¢cG§)

La situacion se expresa, de forma aproximada, en la figura adjunta, de la cual se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

S= ff[(—sz +2x) — (x> —=2x+1)]-dx = ff(—3x2 +4x—1) -dx =
3 3

3 2 1
= [—Si+4i—x]1 = [-x3+2x% —x]i =
3 2 3 3

SRR S ORER T R e
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Problema 3:

' 3.— (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

(i) lim (e"" + $3)%_

z—0
T :c2—1_3:2+1)
(i) e\ +2. E—2)

Solucion

1 1
a) lin(l)(ex +x3)x=("4+03)o=(1+0)*=1° = Ind.delne >
X—
1 1 1
= A=lim(e*+x3)x; LA=1L [lim(ex + x3)x] = lim [L(ex + x3)x] =
x—0 x—0 x—=0

L(e*+x3 L(e%+03 L(1+0 L1 0
(e x)= (e )= ( )=—=—:1nd$
x 0 0 0 0

— 1 l x 3 — i
= chl_l‘)l(l) [x L(e* +x )] }Cl_I}(l)
eX+3x2

. . T+x3 . e¥*+3x%2  e%+3.02 140
= {L'Hopital} = lim <+ = lim = =" =
x—=0 1 x—0 eX+x3 e0+03 140

1=

SLA=1=2A=¢el>

1
lim(e* + x3)x = e.
x—0

. x%-1 _ 2241\ _ . (x2-1)(x-2)—(x2+1)(x+2) _
b) x1—1>r-|poo (X+2 x—2 ) = o = Ind.= x1—1>rPOO (x+2)(x-2) -
_ X3 =202 —x+2-x>-2x" —x—-2 _ i —4x? — 2x
= xtbo x2—4 = xtto x2 —4

1m (
x—+oo \ X+2 x—2

2 2
x“—1 x“+1
) = —4,
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Problema 4:

4.— (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente
del pardmetro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e

indeterminado:
t+(a+1l)y+z = aq
r+y+(a+1l)z = a,
(a+Dz+y+z = a
Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 a+1 1 1 a+1 1 a
M= 1 1 a+1|yM = 1 1 a+1l al.
a+1 1 1 a+1 1 1 a
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 a+1 1
M| =] 1 1 a+1f=
a+1 1 1
=1+14+@(@+1)32-(a+1)—-(a+1)—(a+1)=2+@+1)3-3(a+1)=
=2+a3+3a2+3a+1—3a—3=a3+3a2=a2(a+3)=0:{glfg3.
, =
a+0 ; 0 Fan ot
Para a+—3 = Rang M = Rang M’ = 3 = n%incog.= S.C.D.
1 1 10
Paraa=0=>M’=<1 1 1 0>:>RangM=RangM’= .
1 1 10

Paraa=0= Rang M = RangM' =1 <n%incoég.= S.C.I.

(Con dos grados de libertad, o sea, dos parametros).

1 -2 1 -3
Paraa=-3=>M' = ( 1 1 -2 —3>:Rang M' = {C,,C,,C3} =
-2 1 1 -3

1 -2 -3
=11 1 -3|=-3-3-12-64+3—-6+#0= RangM' = 3.
-2 1 -3

Paraa = -3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # —3:

Resolviendo por la regla de Cramer:

a a+1 1 1 a+1 1
a 1 a+1 a-|1 1 a+1
a 1 1 1 1 1 1+1+(a+1)%2-1-(a+1)—(a+1)
X = = = =
a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
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_ 1+a*+2a+1-a-1-a-1 _ a* _ a
- a(a+3) ~ a(a+3)  a+3’
1 a 1 1 1 1
1 a a+1 a| 1 1 a+1
_lat1 @ 1 l_ lavas 1 11 _ 1+1+(a+1)?—(a+1)-(a+1)-1 _
y a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
_ 1+(a+1)®-2(a+1) _ 1+a’+2a+1-2a-2 _ a®> _ a_
a(a+3) - a(a+3) ~ a(a+3) a+3’
1 a+l a 1 a+l 1
1 1 a| a1 1 1
7 = a+1 1 al _ a+1 1 1 — 1+1+(a+1)2—(a+1)—1—(a+1) —
a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
_ 1+(a+1)?-2(a+1) _ 1+a’+2a+1-2a-2 _  a? a_
- a(a+3) - a(a+3) " a(a+3) a+3’
02 a
Solucion:x =y =z = E,Va € R —{0,—3}.
x+y+z=0
Para a = 0 el sistema resulta x+y+2z = O}, gue es homogéneo y también compatible
x+y+z=0

indeterminado, equivalenteax +y +z = 0.
Haciendoy = 1,z = ;
Solucion:x =—A—u; y=24;, z=u VA u€eR.
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Problema 5:

5.— (2 puntos) Dada una matriz de tamafio 4 x 4 cuyo determinante es ilgua_ml a2
Calcula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes

operaciones:
(i) se traspone la matriz,
(i) se cambian entre si la primera y la cuarta columna,
(iii) se multiplica la tercera columna por —4,
(iv) se multiplica toda la matriz por 4.
Solucion

El determinante de una matriz es igual que el determinante de su traspuesta, por lo cual, el
apartado (1) no produce variacion en el valor del determinante.

Si se intercambian dos lineas de una matriz, el valor de su determinante cambia de signo, por lo
cual, el aparado (2) cambia de signo el valor del determinante.

Si se multiplica una linea de una matriz por un nimero real, el valor del determinante de la
matriz queda multiplicado por dicho numero, por lo cual, el apartado (3) multiplica el valor del
determinante por —4.

Como se multiplica la matriz por un nimero, y la matriz es de dimensién 4 X 4, por lo cual, el
apartado (4) multiplica el valor del determinante de la matriz por 4*.

Teniendo en cuenta lo anterior, el valor resultante es el siguiente:
D=2-(-1)-(-4)-4*=2-4°>>
D = 2.048.
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Problema 6:

6.— (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:
11 0
A= a—1 a?-1 1
a>—-1 a-1 a+1

tiene inversa. Caleula, si es posible, la matriz inversa de A para a = Z

Solucion

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
1 1 0
[Al=|la—-1 a*-1 1 | =
a?—1 a—-1 a+1
=@@-Da+D+@-1)-(a-1)—-(a+D@-1) =
=a*+a*—a—-14a*°—1—a+1—-a*+1=a%>+a%*—-2a=

=a(a®+a-2)=0=2a,=0; a?+a—2=0; a:—112\/1+_8:_14_r\/§ 143

= az == _2,x3 = 1.

La matriz A es invertibleVa € R — {—2,0,1}.

1 1 0
Paraa = 2lamatrizesA=|1 3 1|
3 1 3

Se obtiene su inversa por el método de Gauss-Jordan.

11 01 0 0
F, > F, —F
AnD=[1 3 1o 1 o :{Fz_’Fz 313,}:
3 1 3l0 0 1 37 TN
1 1 01 0 0 ) 1 1 01 0 0
=><0 2 1]-1 1 0>=>{F2—>EF2}=>(0 1 12 1 o>=>
0 —2 313 0 1 0 —2 313 0 1
1 0 42 10
Fl_)Fl_FZ 2 2 2
:>{F3_’F3+2F2} 01 315 3 0 :>{F4_"F4}:>
0 0 4|-4 1 1
10 4z = O (ror+ir) (1 0 01 5 3
=(0 1 i35 3 0= >0 1 0/]0 I —+%|=
0 0 1]-1 % % F, > F,—-F, 0 0 1l-1 % %
1 £ 3 . (8 -3 1
_1_ _
> A" = 0 % —% =3 0 3 -1 |.
-1 1 1 -8 2 2
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Problema 7:
7.— (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta

-3 _y+1l _2-5

0 1 1

y el plano de ecuacién 3z + 2y — 112+ 3 = 0.
Solucion

La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

r=ﬁ_y_+1_ﬂ=>r={x—3=0 . ={x—3=0
o0 1 1 “Wy+tl=z-5 T ly-z+6=0
x=3
La recta r el plano  determinan el sistema y—2z= —6}.
3x+2y—11z=-3

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 0 O 1 0 O 3
M=(0 1 -1 ]yM=(0 1 -1 -6|.
3 2 -11 3 2 —-11 -3

Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

10 0
RangM= [0 1 -1|=-11+2=-9%0= Rang M = 3.
3 2 -11

Rang M = Rang M' = 3 = Larectary el plano ™ son secantes.
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Problema 8:

8.— (2 puntos) Halla el punto simetrico del punto A(0, 2, 3) respecto al plano 7

de ecuacién r+y — z = 4.

Solucion

La recta t que pasa por A(0,2,3) y es perpendicular al plano T = x + y — z = 4 tiene como
vector director al vector normalde m: 7 = (1,1, —1).

x =21
La expresion de t dada por unas ecuaciones paramétricases: t = {y = 2 + 1.
z=3—-41
El punto M, interseccion del plano 7 con la recta t es la solucidn del sistema que forman:
T=x+y—z=4
=4l et -B-D =4 ‘| 40.2,3)
T = y — 2 + A ) [ ] ) &~y
z=3—-1
A+2+1-3+1=4 31=5>1=2>
; ﬁ, M
x ==
3 0 :
_p4s_1 5 114
>M-= y—2+3— . =>M(3,3,3).
Z=3—§=§ A,(x,y,Z)

Tiene que cumplirse que AM = MA'.

= 0w 01 = [(£2.2) - 0.29] = (5.2
W = 001 = (3.0~ (. 212)] = (e Sy -0 )
(y_5=5_,-10 )
3 3 3
2Dttt mly -ty e o
z—§= —=->z= —%
S
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Problema 9:

9.— (2 puntos) En una cmpresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas
de coches de tipos A, B y C. E1 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10% gl By
el resto al C. Se ha observado que hay piezas que estéan defectuosos en los siguientes
porcentajes: el 10% de A, el 20% de B y el 5% de C. Se elige una pieza al azar.

Calcula:
(i) la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(ii) si sabemos que la pieza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.
Solucion

-0,10 = 0,0800
-0,90 = 0,7200

-0,20 = 0,0200

- 0,80 = 0,0800

-0,05=0,0050

- 0,95 = 0,0950

@) P=P(D)=P(AND)+P(BND)+P(CND)=
= P(A)-P(D/A) + P(B) - P(D/B) + P(C) - P(D/C) =
=0,80-0,10 + 0,10 - 0,20 + 0,10 - 0,05 = 0,080 + 0,020 + 0,005 = 0,105.

P(AnD) _ P(A)-P(D/A) _ 0,80-0,10 _ 0,080
P(D) P(D) 0,105 0,105

b) P =P(A/D) = =0,7619.
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Problema 10:

gador de la NBA sigue una distribucién

o3 : d media de un ju :
10.— (2 puntos) La edad media ] dor al azar,

normal de media 26 afios y desviaci6n tipica 5 anos. Si se elige un juga:
halla
(i) la probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 anos;
(ii) la probabilidéd de que su edad esté entre 21 y 31 afnos.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del
examen)
Solucion
a) Datos: u = 26; o =5.

X - N(u; o) = N(26,5). Tipificando la variable: Z = X—526.

P=PX23)=P(z22)=p(z23)=PEz21) =

=[1-P(Z<1)]=1-0,8413 = 0,1587.
P(X =31) =0,1587.

5 5
=P(-1<Z<1)=P(Z<1)-[1-P(Z<1)]=PZ<1)-1+P(Z<1)=
=2.-P(Z<1)—1=2-0,8413—1=1,6826 — 1 = 0,6826.

P(21 < X < 31) = 0,6826.

D) P=PR1<x<3)=P(FE<z<E)=p(T<z<])=
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
UNIVERSIDAD CURSO: 2022-2023
DE LA RIOJA MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.

derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algin alumno es
sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea
1442t - 2

T

f(z)
f en caso de que existan.

relativos si los hubiera.
Problema 2:
1.— (2 puntos) Sea

1+ 4zt — z2
: :

f(z) =
f en caso de que existan.

relativos si los hubiera.
Problema 3:
3.— (2 puntos) Calcula los siguientcs limites:
3
i) i 2z)=7.
(i) lim (cos 2z)

(i) lim (1+2)=.
=00

Problema 4:

] a+1 1
A= 1 1 a+1
a+1 1 1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y méaximos y minimos

4.— (2 puntos) Determina para qué valores del parametro real a la matriz A:
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Problema 5:

5.— (2 puntos)

(i) Determina las matrices cuadradas de dimension 2 x 2 de la forma

2 T
M—(Oy),

que satisfagaﬁ la siguiente identidad: MMT = ( ?

[T T

) , donde M7 repre-
senta la matriz traspuesta de M.
(ii) Resuclve el sistema

AX+BY =C,
AX =¥;

sabiendo que

a=(32), m=(19). o= (22)

Problema 6:
0 3 4
6.— (2 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 —5 |. Calcular A~! y A%,
=1 =3 4
utilizando necesariamente la siguiente identidad A3 = —I, donde I es la matriz
identidad de orden tres.
Problema 7:

7.— (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1,0,—1), sobre el plano 7
es el punto Q(—3.2,5). Halla la ecuacién del plano 7 y las coordenadas del punto
simétrico del P respecto a dicho plano 7.

Problema 8:

8.— (2 puntos) Determina la posicién relativa de los tres planos, segin los valores
del pardametro m:

mr+y+z = 1,
r+my+z = m,
z4+y+mz = m2
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Problema 9:

9.— (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela
que el 45 % de los puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador niimero
23, de los cuales el 65 % son triples; 15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 %
son triples y el resto de la puntuacién, siendo el 10% triples, corresponde a otros

jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:
(i) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(ii) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador
numero 23.

Problema 10:

10.— (2 puntos) La estatura media de un jugador de fiitbol del Real Madrid sigue
una distribucién normal de media 180 c¢m y desviacién tipica 10 cm. Si se elige un
jugador al azar, calcula:

(i) 1a probabilidad de éue su altura sea superior o igual a 200 cm;
(ii) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del

examen)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea
1+ 4z* — 22
= :

f(z) =

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién
f en caso de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y mdximos y minimos
relativos si los hubiera.

Solucion

a) El dominio de una funcién racional es el conjunto de valores reales, excepto los valores reales de
x que anulan el denominador, por lo cual: D(f) = R — {0}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k= lim f(x) =400 =
x—+oo

La funcion f(x) no tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador (sin que se anule el numerador).

Asintota vertical: x = 0 (EjeY).

Asintotas oblicuas:  Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = lim —— f( *) yn= llm[f(x) mx], con m finitoy m # 0.
X—00
f@ 1+4x%—x2 Laxt
- < . X =
m = lim = lim —— = lim ——— = 0.
xX—o0o X X—00 X X—00 X
La funcion f(x) no tiene sintotas oblicuas.
b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.
(16x3-2x)-x—(1+4x*-x2)-1 _ 16x*-2x2-1—4x*+x? _ 12x*-x%-1
f ( ) x2 - x2 - x2 .
f(x)—0:> L0 12x* —x2—1=0>a=x%>
> 12a?-a—-1=0; a=x=1J_r 1+48=1J_”/E=1Jr;7:>~a1=1,a2=—1.
24 24 24 3 4
Deshaciendo el cambio de variable:
_1,,2_1 __¥3 . _B —_1_,2__1
Q=X =0D0 =X = Ay =—,>x" = 4:>~x€R.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Por ser f(—x) = —f(x) la funcidn es simétrica con respecto al origen.

Considerando, por ejemplo, elvalorx =1 € (?, +oo):

q4_q2_
f'() = % =12—-1—-1> 0 = Creciente.

. Teniendo en cuenta lo anterior, el dominio de la funcidn y la simetria con respecto al origen, los
periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) <0 =>x € (—oo, —?) U (?, +00).

Decrecimiento: f'(x) > 0= x € (—\/3—5,0) U (0, \/3—5)

La condicion necesaria para que una funcidon tenga un maximo o un minimo relativo es que se
anule su primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa
para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un maximo vy, si es positiva, de un minimo.

_ (48x3-2x)x?—(12x*-x2-1)-2x _ 48x*-2xZ-24x*+2x%+2 _ 24x*+2

f”(X) x* x3 x3
f”(—?) < 0 = Maximo relativo para x = —‘/3_§_
4 1 814+4-9
f(_£)=1+ﬁ_§= 8T _ _ 76 =_76\/§:>
’ _\3 V3 273 81
3 3
; 3 763
Min. A(-2,-258),
3 81
Por simetria con respecto al origen: =
, 3 763
Max. B (£,6—‘/_)
3 81
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Problema 2:

1.— (2 puntos) Sea

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

f en caso de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos

relativos si los hubiera.

Solucion

f(z)

_14det— 2t

b

Los puntos de corte de las parabolas se obtienen teniendo en cuenta que las abscisas de los

puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones de la

ecuacién que resulta de la igualacion de sus expresiones:

x? —8x =10 — x?%;
2x>—8x—10=0; x2—4x—-5=0;

44V16+20 _ 44V36 _ 446
X = 2 =— =37 —2%3=

N {xl =-1,-A4(-1,9)
x, =5,- B(5,—15)°

La parabola y = x? — 8x, que es convexa (U) por ser
positivo el coeficiente de x?, tiene su vértice en el punto

siguiente:
y(x)=2x—4=0; x—4=0;
x=4>=V,(4,-16).

Otros puntos de la parabola son 0(0,0) y C(8,0).

La pardbola y = 10 — x2, que es céncava (N), por ser
negativo el coeficiente de x2, tiene su vértice en el punto

V,(0,10).

La representacion grafica de la situacién se expresa, de

forma aproximada, en la figura adjunta.

La superficie pedida es la siguiente:

S = [ 110 — x?) — (x* - 8x)] - dx = [° (=2x? + 8x + 10) - dx =

=[-E 4 10x]: =[-Z 4 +10x] =

2:(-1)3
3

=(-Z+4.52+10-5)-[-

250 2 252
= =5~ +100+50 ~5—4+10 = ——=+ 154 = —84 + 156 =
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Problema 3:

3.— (2 puntos) Calcula los siguientcs limites:
(i) lim (cos 2z)=2
(i) lim (1+2)+.
I—00
Solucion

3 3
a) }Ci_r)l’(l)(COS 2x)x% = (cos 0)oz = 1®° = [ndet.del n® e.

cos?x — sen?x = cos Zx} cos?x — sen?x = cos 2x
sen?x + cos?x = 1 —sen?x — cos?x = —1
3
lirr(l)(cos 2x)x* = A. Tomando logaritmos neperianos:
X—

} = cos2x = 1 — 2sen?x.

LA =1L [}Ci_r)r(l)(cos Zx)x%] = }Ci_r}(l) [L (cos 2x)xiz] = }cl_r)lg [;—2 - L (cos 2x)] =

=3 lim 1820 _ g LoD _ 3 1 _ Oy 1y = {L'Hopital} =
x—-0 X 0 0 0
—2-5en 2x 1 2
=LA =23 lim—=2_ = _g6.|im AimEZ 2= _6.1-1=-6>
x—0 2x x—>0C0S2x x-0 2x
=>LA=-6>=
3 1
A =lim(cos2x)? = e ® =—.
x—0 e

b) 11m(1+x)x— (1+00)oo = 0% = Indet. = hm(1+x)x—A=>

X—00

= Tomando logaritmos neperianos:

LA —L[llm(1+x)]—11m[L(1+x) —hm[ L(1+x)] x_)ooM=

X—00 X—00 X

1
=—=>1nd=>{LHopltal}=>11m"+1—11 =2 =1-0>
1 xX—00 x+1 co+1 oo

__ L(1+)

S A=0=2A4A=e=1>

1
A=1lim(1+x)x=1.

X— 00
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Problema 4:

4.— (2 puntos) Determina para qué valores del parametro real a la matriz A:

1 a+1 1
A= 1 1 a+1
g1 < 1 !
tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Solucion

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 a+1 1
Al =] 1 1 a+1=0;
a+1 1 1

1+1+@(@+1D3-(a+1D)—-(a+1)—-(a+1)=0;
2+a®+3a>+3a+1-3a-3=0; a®+3a*>=0; a’(a+3)=0=>

=>a, =0,a, =-3.

La matriz A en invertible Va € R — {0, —3}.

1 3 1 3 3 0
Paraa=2:>A=(1 1 3). [Al=12 4 2|=2%2-(2+3)=20.
3 1 1 7 0 —6
|1 1| _|3 1 |3 1|
{1 3 3 1 1 1 h 3\
At=<3 1 1). Adj.de At = —|§ f |i i —|i é =
131 |1 3 _|1 3 |1 1
1 1 3 11 I3 1

-2 -2 8 1 1 4
={8 -2 -2|=-2-{4 1 1]
-2 8 -2 1 4 1

(1 1 4)
-2-14 1 1
A-1 = Adj. de A* _ 1 4 1

4] 20

X 1 1 4
_1___.
A= m (4- 1 1)
1 4 1

=
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Problema 5:

5.— (2 puntos)

(i) Determina las matrices cuadradas de dimensién 2 x 2 de la forma

ol a2
m=(5 ).

que satisfagan la siguiente identidad: MMT = ( ? i ) , donde M7 repre-

senta la matriz traspuesta de M.

(ii) Resueclve el sistema
AX +BY =C,
AX =Y,

sabiendo que
2 &) 20 15 3
e CeLt E R IR !

Solucion

2 x\ (2 0 5 1\ (4+x* xy 5 1

= 3)( 5)=CG D )=(G 1=

%) 0 ) y)=G D) xy ¥ (i 1)
>yl=1>y=+41; 4+x?=5;, x?=1=>x=+1. xy=1

. Lo fx=1 _ (2 1. Lo x=-1 _(2 -1
Primera solucion: {y _ 1} > M, = (O 1), Segunda solucion: {y _ _1} > M, = (0 _1).

b) {AX+BY=C_ AX+BY =C
AX =Y A =-Y

B+D'-B+D)-Y=B+D?*-CI1-Y=B+D1-C;Y=B+D1-C.

13+1=(2 0)+(1 0)=(3 O). |B+I|=|i (2)=6.

}=>BY=C—Y; BY+Y=C; (B+1)-Y=C;

1 U7 /7 2

(B+1)f=((3; ;) Adj.de(B+I)t=(_21 (3’)
(B + 1)t = 2 Ae O (-216 ) o - (200
re@enre=t (3 O D200 9er-(

A-X=YV: AV A-X=A1-YV; [.X=A1-Y>X=41.Y,
|A|=|(2) i|=2; At=(i (1’);Adj.deAf=((1) ‘21)

1 -1
- Adj. de A - 1
A1 =24 =(0 2):A1=—-
4] 2 2

x=arv =30, )G D=3G 2=x=0G 9
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Problema 6:
0 3 4
6.— (2 puntos) Dada la matriz A = 1 -4 - . Calcular A~! y A%,
-1 3 4
utilizando necesariamente la siguiente identidad A® = —1I, donde I es la matriz
identidad de orden tres.
Solucion

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

0 3 411 0 0
AlD = —4 50 1 0|=2{F,eF}=
0 0 1
1 —4 —50 1 0 o F, + F, 1 —4 —510 1 0
=0 3 100:>{ 1F}:>01§§00:>
-1 3 00 1 2 0 -1 —-1l0 1 1
F, » F, + 4F L0 10
_)
{1 ; 2}: 01 3 0 0]=>{F;-3F}>
F; > F; +F, 3
00 4 1 1
4
=0 1 ¢ 0 0)=i p _ip(>(0 1 0-1 —4 —4]=
0 0 1/1 3 3 S 0 0 1l1 3 3
1 0o -1
>A1'=-1 -4 -4
1 3 3
Se comprueba que A3 = —I.

0 3 4 0 3 4 -1 0 1
A*=A-A=1 -4 -5|-|1 -4 -5|=[1 4 4 |
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2-A=<1 4 4)-(1 —4 —5>=<0 -1 0).
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1

Queda comprobado que 4% = —].
A0 = (43642 =(-DN°-A2=1]-A%’>

-1 0 1
A2°=A2=(1 4 4).

-1 -3 -3
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Problema 7:

7.— (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1,0,—1), sobre el plano =
es el punto Q(—3.2,5). Halla la ecuacién del plano 7 y las coordenadas del punto
simétrico del P respecto a dicho plano .

Solucion
El vector normal del plano m es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector que
determinan los puntos P(1,0,—1) y Q(-3,2,5).
PQ =00 — 0P =[(-3,2,5) — (1,0,—1)] = (=4,2,6) = 7 = (2,—1,-3).
La expresion general del planoest =2x —y —3z+ D = 0.
Para determinar el valor de D se tiene en cuenta que 1 contiene a Q(—3,2,5):

n=2x—y—3z+D=0 A
Q(_3’2,5)}=>2-(—3)—2—3-5+D—0,

—-6—-2—-154+D=0; -23+D=0; D=23=>
m=2x—-y—3z+23=0.

La recta t que pasa por P(1,0,—1) y es perpendicular al planom = 2x —y — 3z + 23 = 0 tiene
como vector director al vector normal de m: 7 = (2,—1,—3). La expresién de t dada por unas

x=1+22
ecuaciones paramétricasest = |y = —A1 .
z=-1-341

El punto Q(—3,2,5) es la interseccién del plano 7 con la recta t.

Tiene que cumplirse que P—Q) = W t
PG (260 e P(1,0,-1)
QP'=0P'-0Q = [(x,y,2) — (-3,2,5)] =
=(x+3,y—2,z-5). Q(-3,2,5)
(=4,2,6)=(x+3,y—-2,z-5) = Ff
T ]
x+3=—4->x=-7 P'(x,y,2)

= y—2:2—>y:4 =
z—5=6-2z=11
P'(-7,4,11).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

8.— (2 puntos) Determina la posicién relativa de los tres planos, segiin los valores

Problema 8:
del pardmetro m:
mr+y+=z
r+my+=z
z+y+mz
Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliadas del
siguientes:

m 1 1 m 1 1 1
A=|l1 m 1|yA=|l1 m 1 m|.
1 1 m 1 1 m m?

sistema que forman los tres planos son las

Segun sean los rangos de A y A’ pueden presentarse los siguientes casos:

1.-- Rang A = Rang A’ = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang A = Rang A’ = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)
3.-- Rang A = Rang A’ =1 = Los tres planos son coincidentes.
4.-- Rang A = 1; Rang A’ = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang A = 2; Rang A' = 3 = Hay planos secantes.

(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)

(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

m 1 1
[Al=]1 m 1|=m3+14+41-m-m-m= . 1 2 _i _é
1 1 m 1 1 — _2_'
=m3-3m+2=0. 1 1 2 |
Resolviendo por Ruffini: my = m, = 1,m3 = —2. _y 1 _22 0
m#*1 _ r_ 1 0
Para {m - _2} = Rang A = Rang A" = 3. _.l

Los tres planos son secantes y se contan en un punto.

1 1 11
Param=1=A"=|1 1 1 1|=>RangA’'=RangA=1.

1 1 11

Los tres planos son coincidentes.
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2 1 11
Param=2:A’=<1 2 1 2>=>RangA’=>{Cl,CZ,C4}=>
1 1 2 4
2 1 1
=21 2 2|=16+14+2-2—-4—-4=9+0= RangA' =3.
1 1 4

Param =2 = Rang A = 2; Rang A" = 3.
No hay planos paralelos.

Los tres planos se cortan dos a dos formando un prisma.
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Problema 9:

9.— (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela
que el 45 % de los puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador nimero
23, de los cuales el 65 % son triples; 15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 %
son triples y el resto de la puntuacién, siendo el 10% triples, corresponde a otros
jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:

(i) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(ii) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador
nimero 23.

Solucion

-0,65 =0,2925

-0,25=0,0375

-0,75=10,1125

-0,10 = 0,0400

-0,90 = 0,3600

@) P=P(M)=PJ23nT)+PJ6NnT)+POJNT)=

= P(J23) - P(T/]23) + P(J6) - P(T/]6) + P(0]) - P(T/0]) =
= 0,45 0,65+ 0,15 - 0,25 + 0,40 - 0,10 = 0,2925 + 0,0375 + 0,0400 = 0,3700.

P(j23nT) _ P(J23)-P(T/j23) _ 0,45-0,65 _ 0,2925

b) P =P(23/T) = P(T) P(T) ~ 037 037

= 0,7905.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
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Problema 10:

10.— (2 puntos) La estatura media de un jugador de fiitbol del Real Madrid sigue
una distribucién normal de media 180 c¢m y desviacién tipica 10 cm. Si se elige un
jugador al azar, calcula:

(i) la probabilidad de que su altura sea superior o igual a 200 cm;
(ii) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del
examen)
Solucion

Datos: u = 180; o = 10.

X = N(u,0) = N(180,10). Tipificando la variable: 7= X_ltso.

Q) P=P(X2200)=P(2220)=P(z22)=P(z22) =
—1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228.

P(X > 200) = 0,0228.

b)P=P(17O<X<190)=P(1701_0180<Z<$)=P(_1—100<Z<1—g)=
=P(-1<Z<1)=P(Z<1)-PZ<-1)=P(Z<1)—[1-P(Z<1]=
=P(Z<1)-1+PZ<1)=2-PZ<1)—1=2-08413—1=

= 1,6826 — 1 = 0,6826.

P(170 < X < 190) = 0, 6826.

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL
& T2 ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE _
': |£ _+ GENERAL CONVOCATORIA:
CURSO: 2022-2023 ORDINARIA DE
' MATERIA: MATEMATICAS Il JUNIO

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho
que se proponen. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas
Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema A1:

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccién de los cimientos de un edificio, se
usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habria que traer un camion
mas de tipo A para igualar al nimero de camiones restantes. El 10 % de la capacidad de todos los
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un unico viaje cada
camién a maxima capacidad, se han extraido de la obra 302 toneladas de tierra. ¢ Cuanta tierra ha sido
transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Problema A2:

Dada la funcién f(x) = 3/(x2 — 1)2, se pide:

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
c) (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Problema A3:
Sean los puntos A(1, -2, 3), B(0, 2, -1) y C(2, 1, 0). Se pide:

a) (1.25 puntos) Comprobar que forman un tridngulo T y hallar una ecuacién del plano que los
contiene.

b) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos Ay B con el planoz = 1.

c) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del tridngulo T.

Problema A4:

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3.
a) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A U B).
b) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A n C).
c) (1 punto) Sise tiene un suceso D tal que P(A | D)=0.2y P(D | A) = 0.5, calcule P(D).
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Problema B1:

Dado el sistema:

(@a+1)x+4y=0

(a-1)y+z=3

4x + 2ay + z = 3, se pide:
a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcion del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3.
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5.

Problema B2:

Dada la funcidn real de variable real definida sobre su dominio como
2
X

<
o) = sz Stx=-1
2x?% ’
six>-—1
3-3x
se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcidn en R.
b) (1 punto) Calcular el siguiente limite: lim f(x)2**~1
X——00

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: f_olf(x)dx
Problema B3:

Dadalarectar = xT_l = % = %, el planom:x-z=2yel punto A(1, 1, 1), se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la posicidon relativa de r y mty calcular su interseccidn, si existe.

b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccion ortogonal del punto A sobre el plano 1.

c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la rectar.
Problema B4:

La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagax) se puede considerar que es una variable
aleatoria con distribucidn normal de media 175 mm y desviacidn tipica 25.75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¢ Qué porcentaje de las sardinas capturadas
por un buque pesquero seran de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0.5 puntos) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18 % de las
sardinas capturadas.

c) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequefias. ¢ Cudl es
la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeiia?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema A1:

En una obra, para transportar la tierra extraida para la construccién de los cimientos de un edificio, se
usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habria que traer un camioén
mas de tipo A para igualar al nUmero de camiones restantes. El 10 % de la capacidad de todos los
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un Unico viaje cada
camion a maxima capacidad, se han extraido de la obra 302 toneladas de tierra. ¢ Cuanta tierra ha sido
transportada hoy por los camiones de cada tipo?

Solucion:

Sean x,y,z el nimero de camiones de los tipos A, B y C, que trabajan en la obra,
respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+1=y+z x—y—z=-1 x—y—z=-1
2,4y=4z} 0,6y—z=0 3y —5z=0,.
14x + 24y + 282 = 302) 7x+ 12y + 14z = 151) 7x + 12y + 14z = 151

Resolviendo por la regla de Cramer:

-1 -1 -1
0 3 =5
151 12 14 —42+755+453-60 1.208—-102 1.106
X = i1 = = = =17.
42+35+21+60 158 158
0 3 -5
7 12 14
1 -1 -1
0 0 -5
|7 151 14| __ 354755 _ 790 __
y 158 158 158
1 -1 -1
0 3 0
7 = 7 12 151| _ 453+21 _ 474

158 158 158
TipoA—>7-14=98Tm
Tierra transportada hoy: { Tipo B - 5 - 24 = 120 Tm,
TipoC —->3-28=84Tm

En total hoy se han transportado 302 toneladas de tierra.
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Problema A2:

Dada la funcién f(x) = i/ (x2 — 1)2, se pide:

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
c) (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Solucion:
a)

Una funcién es par cuando se cumple que f(—x) = f(x) y es impar cuando se cumple que

f=0) = =f ().
f=x) = YI=2 =112 = Y62 = D7 = £(0).

La funcion f(x) es par.

b)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

Parax =1= lim f(x) = lim f(x) = f(1) = lim {(x2 — 1)2 = 0.
x—-1~ x—-1t x—1
La funcion f(x) es continua para x = 1.

La funcidn f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

f) = YGZ—D2 = (x? — 1.

3
, 2 2 2 4 4x 2 _1 4x 4 x-3J(x2-1)2
x)==-(x*=1)3 " 2x=—-(x*—-1) 3 = == .
flx)=3-( ) 5 ( ) s T3 i
3 7 3
. . 4 x-3/(x%2-1)2 4 . x(x%2-1)2 4 0
lim f/(x) = Jim |3 200 = 2 i TV 28 = o,
x-1 x—-1" |3 xc=1 | 3 x-o1 x2-1 3 0
3 . 3
. . 4 x3J(x2-1)2 4 . x/(x%2-1)2 4 0
lim f'(x) = lim |- - —/————| =-. lim —YY——— =-. — = 400,
x—>1+f( ) x—1tT |3 x2-1 i 3 x-1t x2—-1 3 ot

lim f7(x) # lim, f"(x)
La funcion f(x) no es derivable parax = 1
c)

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo cuando se anula su primera derivada en ese
punto y es negativa o positiva, respectivamente, su segunda derivada para los valores que anulan la
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primera.
4 x%/(xz—l)2
f@)=0=Z==0-20"
nien X =-1. Sélo se anula la derivada en X = 0.

=0=>x; =—-1,x, =0,x3 = 1. No es derivable en x = 1

Para la obtencién de la segunda derivada se procede por derivacién logaritmica.

LI GOl =5+ [Lx =5+ LG = 1),

') _ 4 (l 1 2x ) _ 4 3(x*-1)-2x* 4 3x*-3-2x%  4(x*-3)

')~ 3 \x 3 x2-1/ 3 3x(x2-1) 3 3x(x2-1)  9x(x2-1)
= fll( ) _ 4. x-3w/ (x2-1)2 . 4'(9(2—3) _ 16 (x2—3)-3\/(x2—1)2

T3 T e Toxemn T 2 x2-12

Teniendo en cuenta que la funcién es continua en su dominio, que es R, su
simetria y que lir_lp f(x) = 400, la funcidén tiene dos minimos absolutos para
X—1T 00

x = —1yparax = 1, a pesar de no ser derivable en dichos puntos:

fED=fW=0= s
Minimos absolutos: A(—1,0) y B(1,0).

f"(0) = E = 31 Vi < 0 = Maximo relativo para x = 0.
£(0) = \/T =1=
Maximo relativo: C(0,1).
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Problema A3:
Sean los puntos A(1, -2, 3), B(0, 2, -1) y C(2, 1, 0). Se pide:

d) (1.25 puntos) Comprobar que forman un tridngulo T y hallar una ecuacién del plano que los
contiene.

e) (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos Ay B con el plano z = 1.

f) (0.5 puntos) Determinar el perimetro del triangulo T.

Solucion:

a) Tres puntos forman un tridngulo cuando no estdn alineados, es decir: para que A, By C formen
un triangulo los vectores AB y AC tienen que ser linealmente independientes:

AB =08 — 04 =[(0,2,-1) — (1,—2,3)] = (-1, 4,—4).
AC=0C-04=1[(2,1,0) - (1,-2,3)] = (1,3,-3).
_?1 * g = AB y AC son linealmente independientes.

Queda comprobado que los puntos A,By C forman un triangulo T.

b) La ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A y B tiene la siguiente expresion dada por unas

x=1—-21
ecuaciones paramétricas: r = {y = -2+ 41
z=3-—4A7
El punto P de corte de la recta r con el plano z = 1 es el siguiente:
z=1
x=1—-2 1
rE{y=—2+4/1 53-41=1 44=2; 24=1>1=1
z=3—4A
(=11
x=1 > le
1 2 1
Pody=—2+4-71=4 25 ,t=P(501)
Z=3_4..l Z=3_2
2

¢) BC=0C-0B=[(210)—-(02-1D]=(2-11).
Perimetro =p = |E| + |E| + |R’)| =

=J(1)2+42 + (—4)2 + /12 + 32+ (=3)2 + 22+ (-1)2 + 12 =

=V1+16+16+VI+9+9+V4+1+1=+33+V19+/6 =

= 5,74 + 4,36 + 2,45 =.

p=12,55u
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Problema A4:

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3.
d) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A U B).
e) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A n C).
f) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(A | D) = 0.2 y P(D | A) = 0.5, calcule P(D).

Solucion:
a)
P(AuB) =P(A) + P(B) — P(ANB).
Si dos sucesos son independientes se cumple que P(A N B) = P(A) - P(B):
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B) = 0,3+ 0,5—0,3-0,5=0,8—0,15 =
P(AUB) =0,65

b)

P(C/A) = % =052 PANC) =

C

=0,5-P(A) =0,5-0,3 = 0,15.

P(ANC)=P(A)-PANC)
P(ANC)=PA)—-P(ANC)=03-0,15=0,15

P(AnC)=0,15

c) A
_ P(AND) _ _
P(D/A) = T2 = 05> P(AnD) =
=05-P(4) =0,5-0,3 = P(AND) = 0,15. P(ANnD) = P(D) = P(4nD)
P(A/D) =2UmR) _ g5 = ERIPUND) _ 5. p(p) — 0,15 = 0,2 - P(D);

P(D) P(D)

P(D) - 0,2-P(D) = 0,15; 0,8-P(D) = 0,15; P(D) = % =
P(D) = 0,1875.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: ANTONIO MENGUIANO Y JAVIER RODRIGO HITOS

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B1:

Dado el sistema:

(@a+1)x+4y=0

(a-1)y+z=3

4x + 2ay + z = 3, se pide:
a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcién del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3.
¢) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5.

Solucion:

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a+1 4 0 a+1 4 0 O
M = 0 a—1 1|yM = 0 a—1 1 3
4 2a 1 4 2a 1 3
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a+1 4 0
IM|=| 0 a—1 1l=(a+1(a—-1)+16—-2a(a+1) = 0;
4 2a 1

a?—1+16—-2a°—-2a=0; —a®*—-2a+15=0; a*+2a—-15=0;

-24v/4+60 _ -24+V64  —248
a= 5 =—— = =—-1+4=aqa, =-5; a,=3.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+ -5

Para { a3 }=>RangM=RangM =3 =n%incdég.-> S.C.D.

-4 4 0 O
Paraa=-5=>M=(0 -6 1 3|=>{C,=3C}=RangM’ =2.
4 -10 1 3

4 4 0 O
Paraa=3=>M’=<0 3 1 3>:>{C4=36'3}=>RangM’=2.
4 6 1 3
a=_5 _ I __ o = 7
Para { =3 }:RangM—RangM =2 <n%incdég.- S.C.1.

4x+4y =0 x+y=0
b) Para a =3 el sistema resulta {Zy +z=3 = {Zy +z=3 , que es compatible
4x +6y+2z=3 4x +6y+2z=3
indeterminado cuya solucién es la siguiente:

Solucion: x = —A, y=4,z=3 — 24, VAER.

6x+4y =20 3x+2y=0
c) Para a =5 el sistema resulta {4)/ +z=3 = {431 +z=3 , que es compatible

4x+10y+z=3 4x+10y+z=3
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:
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0 2 0
3 4 1
y=1310 1l _ 66 _ 0
3 2 0 1248-30 —10
0 4 1
4 10 1
3 2 0
0 4 3
Z=4 10 3=36+24 90=ﬁ=3.
-10 -10 -10

3 00
0 3 1

4 3 1

—-10

9-9

—-10

Solucion: x = y =0,z = 3.
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Problema B2:

Dada la funcion real de variable real definida sobre su dominio como
2
X

<
00 = sz Stx=-1
2x% . ’
3o SUX > -1
se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcién en R.
b) (1 punto) Calcular el siguiente limite: lim f(x)2**~1
X—>—00

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: f_olf(x)dx
Solucion:
a) 2+x>#0,Vx€R. 3—3x=0; 3(1—x)=0=>x=1.

La funcién no es continua para x = 1. Para x = —1 la continuidad de la funcién es dudosa; se
estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

1 1
llm fx) = hm 2+x2 =T33
Parax =-1= 5 A
Jim, fG) = lim 2= ==
= lin}_f(x) = lin}Jrf(x) = f(—1) = f(x) es continua para x = —1.
xX—>— xX—==

La funcion f(x) es continua en R — {1}.

2x%-1
. 2_q x? .
b) lim [f(x)]?* 1= llm (2+ ) = 1% = Ind. tipone =
X——00
2_ 2_ 2
. 2+x2-2\ 2% 71 . 242 —2 \2¥ 71 . —2 \2x° -1
= lim > = lim >+ -— = lim =
X——00 2+x x——oco \2+Xx 2+x X——00
2_ 2_q)2+x% -2
2x2-1 (2x2-1)"Z-5
- xl_l,r_noo 1+ 2+x2 = xl_l)IPoo 1+ 2+x2 =
-2 -2
2
2 —4x2+2
242 (2x2-1)— 2+xz 2+x%7 24x2
-2 -2
. 1 .
- x1_1>r_noo (1 + 2+x2> - x1_1>r_noo (1 + 2+x2> -
-2 -2
im —4x%+42
= exo-0 24x2 = et
. 2_ 1
lim [f(x)]?* 1 ==,
X—>—00 e
Matematicas II. Curso 2022 — 2023. Autor: ANTONIO MENGUIANO Y JAVIER RODRIGO HITOS

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

0 2x2
d

1= f@)-dx= [’ = dx=
—-3x 2x2 |—3x+3

2 x%2 2 0 0 2 2 2 2
P (~Ex-tet) ax=[-2 2 f 4 dxs  —axthar B
—3x+3 3 2 3 -1 -1-3x 3

1-3x+3 3
2 0 _1\2 0 +2x

=>1=[ ————— x] +1, = —[ (31) 2 (—1)]+11— —i4L = )

) _ —2x+2
_§+11

3x+3=t 0o ¢

_ (9 _2 — x=0-t= 2 (31 _
Il_f—1—3x+3 dx:{Zdedf_fl;xz—latz }: 3 6 dt

2 2 .3 2 1 2
——;[Lt] =—= [L3 L6] = -3 Lg—_g'Lg——g'[Ll—LZ]—

2
——5'[0—L2]=>11—T—?.

I=—l4+5L=-24+2>
3 3 3
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Problema B3:

Dadalarectar = xz;l = % = Z_—+21, elplanom:x-z=2yel punto A(1, 1, 1), se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar la posicidn relativa de r y my calcular su interseccion, si existe.
b) (0.75 puntos) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano m.
¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la rectar.

Solucion:

@) Un punto y un vector director de la recta son P(1,0,—1) y v, = (2,1,-2).
Un vector normal del planoes7 = (1,0, —1).

Los vectores 7, y 71 son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes,
lo cual supone que:

Larectaryelplano w son secantes.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

—x1_y_ ozt x—1=2y —[x+t2zy=1
=7 _1_—z:—2x+2=22+2}=}r‘{x+z=0 '
x+2y=1
La rectar y el plano m determinan el sistema x+z=07.
XxX—z=2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 2 0 1 2 01
M=<1 0 1)yM’=(1 0 1 0).
1 0 -1 1 0 -1 2

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 > Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

1 2 0
RangM= (1 0 1|=2+4+2=4%*0= RangM =RangM' =3.
1 0 -1

Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano w son secantes.

El punto Q de interseccién de la recta r y el plano 7 es el siguiente:

T=x—2z=2

r:{’;zi”’l SA+20) = (=1=20) =2 1+24+1+21=2;
z=-1-21

412=0;, A1=0>
Q(1,0,—1).
b) La recta t que pasa por A(1,1,1) y es perpendicular al plano 7 tiene como vector director al
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x=1+41
vector normal del plano: 7 = (1,0,—1). t ={y =1
z=1-21

El punto pedido A’, es la interseccién del plano 7 con la recta t:

T=x—2z=2

t
x=14+41
tE{y:l SA+D)—-(1-21) =2 ¢ A(1,1,1)
z=1—-24

1+A-1+1=2; 2A=2=1=1.

x=1+1=2 A
A = =

y=1 o |
z=1-1=0
A'(2,1,0).
x=1+421
c) La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricasesr ={y = 1 .
z=—-1-2A1

El haz de planos perpendicularesaresf =2x+y—2z+ D = 0.

El plano @ € B que contiene al punto A(1, 1, 1) es el que satisface su ecuacién:

p=2x+y—2z+D =0
A(1,1,1)

> a=2x+y—2z—1=0.

}$2+1—2+D=0; 1+D=0=>D=-1>

El punto M interseccion de r y a es el siguiente:

a=2x+y—2z—-1=0 A(1,1,1)
x=1421
rE{y=/1 =
z=-1-24

2442 +1+24+41-1=0=>94+3 =0;

m+1=0$1=—§

—1_2_1 /
x=1 573 A'(x,y,2
__1 1 _1_1
M=4y= 3 =>M(3’ 3’ 3)'
z=—-1+2=-1
3 3

Para que A’ sea el simétrico de A con respecto a r tiene que cumplirse lo siguiente: AM = MA’
_— = 1 1 1 2 4 4
AM =0M -04=|(3,-3-3)- 10| =(-3,-3,-3).

MA =04 —0M =G0y, = (5,3 —3)| = (x -3y +5.2+3)
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1 1
X——=—=>>xXx=—=
3 3 3
2 4 4 1 1 1 1 4 5
-~ o —3)=\x—z - Z+Z)=> to=—c2y=—=
( 3’7 3’ 3) ( 3’y+3’ +3) y 3 3 y 3
1 4 5
Z+-=——->z=—-
3 3 3
3’ 3’ 3
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Problema B4:

La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagax) se puede considerar que es una variable
aleatoria con distribucién normal de media 175 mm y desviacion tipica 25.75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. {Qué porcentaje de las sardinas capturadas
por un buque pesquero serdn de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0.5 puntos) Hallar una longitud t < 175 mm tal que entre t y 175 mm estén el 18 % de las
sardinas capturadas.

¢) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequefias. ¢Cual es la
probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeiia?

Solucion:

a) Datos: u =175; o = 25,75.

X—-175
25,75

P=PX<160)=P(2>2=7)=P(2> =) =P(z>—058) =

X - N(u; 0) = N(175; 25,75). Tipificando la variable: Z =

= P(Z < 0,58) = 0,7190.
P(X <160) = 0,7190.

b) El grafico de la izquierda muestra la situacion del ejercicio.
P=P(z<2)=032conX <0.
25,75

Como tiene que ser X > 0 se ha de considerar el valor 1 — 0,32 = 0,68:

X-175
25,75

P=P(Z< )=0,68conx>0.

68 %

Mirando en la tabla N(0,1) de forma inversa, el valor mas ===t
préoximo que corresponde a 0,6800 es 0,465, por lo cual:

T2 = 0,465 X — 175 = 0465-2575 = 11,97, X = 11,97 + 175 =
= X =186,97. Teniendo en cuenta que la longitud esta por debajo de la media y por simetria, el

valor pedido resulta ser: 175 — 11,97 = 163,03.
163,03 <t < 175.

c) La probabilidad de que una sardina sea devuelta es la siguiente:

P=P(X<150)=P(Z< 15"‘”5) —P (Z < ‘—25) = P(Z < —0,97) =

25,75 25,75
=P(Z=2097)=1-P(Z<097)=1-10,8340 = 0,1660.

Se tiene ahora una distribucién binomial con las siguientes caracteristicas:
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n=10; p =0,1660; q =1—0,1660 = 0,8340.

La probabilidad de que haya al menos una sardina pequeia en un lote de 10 es equivalente, por
el suceso contrario, a la unidad menos la probabilidad de que no haya ninguna sardina pequefia en el

lote:
_n,r,n—r — 1 _ __10_ 0, 10| —
P)= (") p " =p=1-P0) =1 [(0) 0,166° - 0,834'°| =
=1-1-1-0,1628=1—-0,1628 >
p = 0,8372.
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i e EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
e '-‘;___ LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
@ 7 CURSO: 2022-2023

R g MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sdlo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.Tiempo maximo: 1

horas y 30 minutos.
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

A.1. Calificacidon maxima: 2.5 puntos.

. 2 10 b 0 .
Dadas las matrices A = (1 0 2) yB= (1 b)’ se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de A’ A.

b) (0.5 puntos) Calcular el rango de B A en funcion de b.
c) (0.75 puntos) Calcular B! para b = 2.
)

d) (0.75 puntos) Para b — 1, calcular B°.

Problema 2:

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en litros de com-
bustible por cada 100 kilémetros en funcién de la velocidad, medida en decenas de kilémetros por hora, es

by

c(v) = 3 2

14—4v+% si v>3.

si 0<v<3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de kildbmetros por
hora, ¢a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?

b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v < 8, ;cudles seran
el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Problema 3:

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sean el plano 7 : z = 1, los puntos P(1,1,1) y Q(0,0,1) y la recta » que pasa por los puntos Py (.

a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y ) pertenecen al plano «.
b) (1 punto) Halle una recta paralela a » contenida en el plano z = 0.

c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccion ortogonal sobre el plano = sea la
- m .
recta r, con la cual forme un angulo de i radianes.
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Problema A.4:
A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sabiendo que P(A) = 0.5, P(A|B) = 0.625y P(AU B) = 0.65, se pide calcular:
a) (1.5 puntos) P(B)y P(An B).
b) (1 punto) P(A|AU B)y P(ANn B|AuU B).

Problema B.1:

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
—2z+y+kz =1
Dado el sistema kr—y—2z =0 ,sepide:
—y+(k—=1z =3
a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcién del parametro k.
b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3.

¢) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién particular con = = 2.

Problema B.2:

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dadas las funciones
flx)=2+2x—-2z2 y g(z)=2-6x+ 422+ 22>,

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(z) = | f(z)|.

b) (1.5 puntos) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f(z), y = g(z), z =0y z = 2.

Problema B.3:
B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dados el planmr:x+3y+2z+14—0y|arectarz{ iz‘; , se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano 7= mas préximo al origen de coordenadas.
b) (1 punto) Calcular la proyeccion ortogonal del eje 0% sobre el plano «.

c¢) (1 punto) Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en =, y que corte al eje OZ.

Problema B.4:

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El 65 % de los universitarios de 18 anos que intentan superar el examen practico de conducir lo consigue a la
primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 afios que ya han superado el examen practico de conducir.
Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento para
superar el examen praclico de conducir.

c) (1 punto) Aproximando por una distribucién normal, determinar la probabilidad de que, dados 60 de estos
universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de conducir a la primera.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema A.1:
A.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.
Dadas las matrices A — ( 2, = *)yp—=(? ¥ ide:
adas las matrices A= =, ,JyB={, /| sepide:
a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de A A.
b) (0.5 puntos) Calcular el rango de B A en funcion de b.

)
)

c) (0.75 puntos) Calcular B! para b = 2.
)

d) (0.75 puntos) Para b = 1, calcular B°.

Solucion:
2 -1 5 2 =2
a)At-A=<1 0)-(_21 (1) (2))=<2 1 0).
0 2 -2 0 4
5 2 =2
[At-Al=]2 1 0|=20—-4-16=
-2 0 4
|At - A| = 0.
_(b Oy (2 1 O0\_(2b b O
b) B A_(1 b) (—1 0 2)_(2—19 1 Zb)'

0 0 O

Parab=0=>B-A=(2 1 0

)=>Rang(B-A)=1.
Parab¢0:>|li 102|¢0:>Rang(B-A)=2.

= Parab =0= Rang (B-A) =1; Parab + 0 = Rang (B -A) = 2.

c)Parab=2:>B=(i g) |B|:|i 224' Bt:((z) ;)
. (2 0 - _Aalj.deB‘_(_2 2)
Ad].deBt—(_l 2). Bttt el 2
_1=1.(2 0)
B s 1 2/

d) Parab=1:>B=(1 (1)).BZ=B-B=(1 (1))(1 ‘1)):(3 (1))

B3=BZ-B=G (1))(1 2):(; (1))
om0 9= 9

BS = (; (1’)
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Problema A.2:

A.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en litros de com-
bustible por cada 100 kildmetros en funcion de la velocidad, medida en decenas de kilometros por hora, es

bo

(-4
14 — 4v + Y si v>3.

si 0<wv<3

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de kilémetros por
hora, ¢a qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?

b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v < 8, ;cudles seran
el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Solucion:

2
a) Para v =3 =>c(v) = 14—4v+%, que es una parabola convexa (U), por ser positivo el
coeficiente de v? y cuyo vértice (minimo) es el punto siguiente:

c’(v)=—4+§-v.

c'(v)=0=>—4+§-v=0; —12+2v=0; -64+v=0; v=6.
2

c(6)=14—4-6+==14-24+18 =8> V(6,8).

El consumo es minimo cuando la velocidad es de 60 km por hora.

b) (1) ==2=167.

32 9 9
c3)=14-4-3+=—=14—-12+4+-=-+2=—==5.
3 3 3 3

64-54 _ 10
3 3

2
c(B)=14-4-8+2=14-32+2="_18= = 3,33.

El minimo consumo se producea 10 km - hyesde 1,67 litros cada 100 km.

El maximo consumo se producea 30 km - hyesde5 litros cada 100 km.
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Problema A.3:

A.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sean el plano 7 : z = 1, los puntos P(1,1,1) y Q(0,0,1) y la recta r que pasa por los puntos Py Q.
a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y @ pertenecen al plano .
b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.

c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccion ortogonal sobre el plano 7 sea la
recta r, con la cual forme un angulo de % radianes.

Solucion:
a) Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacion:
nPEl,Zl, 1;} >1=1=
Pemnm
oo} 1=12
Q € m.
b) QP=0P-0Q0=1[(1,1,1)-(0,0,1] = (1,1,0) = % = (1,1,0).
Seat la recta paralela a r y contenida en el plano § = z = 0 que se pide.
Una recta esta contenida en un plano cuando todos los puntos de la recta pertenecen al plano.
Por ser ry t paralelas: v, = v, = (1,1,0). Un puntode z = 0 es 0(0, 0,0).
La expresion de t por unas ecuaciones paramétricas es:
x=2
t={y=A47.
z=0
c) El dngulo de g radianes equivale a 45°.

PQ = (-1,-1,0).

Pg L QN

El esquema adjunto refleja la situacion planteada en el ejercicio y pretende clarificar lo que se

hace a continuacion.

El vector normal delplanor =z =1es7 = (0,0, 1).
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El vector Q_N), por ser linealmente dependiente del vector 7, es de la forma siguiente: W =
(0,0,a), yel punto N es de laforma N(0,0, a).

PN =0N—-0P =[(0,0,a) — (1,1,1)] = (-1,-1,a — 1).

Aplicando el concepto de producto escalar:

P_Q)WV) = |ﬁ| . |W| - c0s45° =
(-1,-1,0)(-1,-L,a—-1) = /(D2 + (=12 - /(=12 + (- D2 + (a — 1)? -ﬁ

1+1+0=vI+1-Viti+a?—2a+1-2; 2=v2-VaZ-2a+3-2

=vVa2—-2a+3 4=a*-2a+3; a*-2a—-1=0; a=2i24+4=%=

= 2+2\/_ =1++vV2=a, =1++2,a, =1 —+/2. Los puntos que cumplen la condicién son N1(0 0,1+

V2)y N,(0,0,1 —v2).
U1 = PN; = ON; — 0P =[(0,0,1+v2) — (1,1, 1] = (-1,-1,v2).

x=1—pu
s;={y=1—-p  vueRr.
z=1+2u
Vs, = PN, = ON, — 0P = [(0,0,1 —v2) — (1,1, 1)] = (-1, -1, —V2).
x=1—u
s, ={¥=1-p vueRr.
z=1-2u

N.(0,0,1 +V2)
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Problema A.4:

A.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sabiendo que P(A4) = 0.5, P(A|B) = 0.625y P(AU B) = 0.65, se pide calcular:
a) (1.5 puntos) P(B)y P(AN B).
b) (1 punto) P(A|AU B)y P(AN B|AU B).

Solucion:

P(AnB)

a) P(A|B) = = P(ANB) =P(A|B) - P(B).

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AnB) =P(A) + P(B) — P(A|B) - P(B);

P(AUB)-P(4) _ 0,65-0,50 _
1-P(A/B)  1-0,625

P(AUB) —P(A) = P(B) - [1 — P(A|B)] = P(B) =

0, 15
0 375

P(B) = 0,40.
P(ANB) = P(A|B) - P(B) = 0,625 - 0,4 =
P(ANB) = 0,25.

P[AN(AUB)] _ P(4) _ 050
P(AUB)  P(AUB) _ 0,65

b) P(A/JAUB) =

= P(4/AUB) =22 = 0,7692.

P[(ANB)N(AUB)] _ P(ANB) _ 0,25
P(AUB) ~ P(AUB) ~ 0,65

=>P(AnB/AUB)———03846

P(ANB/AUB) =
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

—2r4+y+kz =1
Dado el sistema kr—y—z =0 ,sepide:
—y+(k—1)=z =3

a) (1.25 puntos) Discutirlo en funcién del parametro k.

b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3.

c) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién particular con = = 2.

Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
-2 1 k -2 1 k 1
M=k -1 -1 |yM=(k -1 -1 0]
0 -1 k-1 0 -1 k-1 3
El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro k es el siguiente:

-2 1 k
M|=|k -1 —-1|=2k-1)—-k?®+2—-k(k—1)=0;
0 -1 k-1
2k —2—k*+2—-k*+k =0; —2k? + 3k = 0; —k(2k —3) = 0;
=k =0; k, = % Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

k+0 L o o s s
Para {kiS/Z}:RangM—RangM =3 =n%incég.> S.C.D.

-2 1 0 1
Parak=0=>M’=< 0o -1 -1 0>:>Rang M' = {C,,C,,C,} >
0O -1 -1 3

-2 1 1
=20 -1 0/=6%*0=RangM' =3.
0O -1 3
Parak =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
-2 1 3 1
Parakz%:M’z 3 -1 -1 o}
0o -1 : 3
—4 2 3 2
A efectos de rango, M’ es equivalentea M =2M'=( 3 -2 -2 0.
0O -2 1 6
Se determina el rango de M"' por el procedimiento de Gauss-Jordan:
-4 2 3 2 -1 0 1 2
M”=<3 -2 =2 0>=>{F1—>F1+F2}=><3 -2 =2 O>=>
0O -2 1 6 0 -2 1 6
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-1 0 1 2
= {F, —’Fz+3F1}=>< 0o -2 1 6>=>{F2 = F;} = Rang M"' = 2.
0O -2 1 6

Parak =3/2 = Rang M = RangM' =2 < n%incoég.= S.C.I.

—2x+y+3z=1
b) Para k = 3 el sistema resulta {Sx —y—z=0 , que es compatible determinado. Resolviendo
—y+2z=3
por la regla de Cramer:
1 1 3
0o -1 -1
3 -1 2 —2-34+9-1 3 1
X = = = — = —-,
—2:3243-3 -9 -9 3
-2 1 3
S0 3 27m6-6 15 5
_lo 3 2| _27-6-6__15 __ 5
y= -9 T -9 -9 3
-2 1 1
3 -10
7 = 0 _13=6—3—9=—6=Z
-9 -9 -9 3
o 2 1 5 2
Solucion:x = —=-,y=—-,z=-.
3 3 3
(—2x+y+3z=1
YTt —4x +2y+3z=2
. 3
c) Para k=3/2 el sistema resulta SX—y—z= 0 =43x—-2y—2z=0, que es

—2y+z=6
—y+%z=3 yrz

compatible indeterminado. Para su resolucidn se desprecia una de las ecuaciones, por ejemplo, la
primeray se hacey = A.

z=6+2A. 3x —21—-2:-(6+24)=0; 3x —21—-12—-41=0;
3x—61—12=0; x—21—-—4=0; x =21+ 4.
Solucion: x =24+4,y=14,z=6+ 2A,VAER.

Sitienequeserx =2A+4=2; A+2=1=>1=-1.

x=2
La solucion serl’a:{y =-1 }:>
z=6—-2=4
x=2,y=-1,z=4.
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Problema B.2:

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dadas las funciones
fix)=2+2r—-222 y g(r)=2—6x+4x? + 223,

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de h(z) = |f(z)|.

b) (1.5 puntos) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f(z), y = g(z), s =0y z = 2.

Solucion:

a) La funcién f(x) es una pardbola céncava (N), por ser negativo el coeficiente de x?2, cuyos
puntos de corte con el eje de abscisas son los siguiente:

FOO)=02242x—2x2=0; x2—x—1=0; x=2¥ _136

2 2
50 =202 4(1280),x0, =15 p(15)).
Teniendo en cuanta lo anterior, la funcién h(x) = |f(x)| puede expresarse de la forma
( -2 —2x + 2x? si x<i
siguiente: h(x) = |2 + 2x — 2x%| = {2 + 2x — 2x? si 1_2—@ <x< 1+2\/§.
1+v5

La funcién h(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, excepto para los valores de x =

-5 5 - - . . L
% yx = %, cuya continuidad y derivabilidad son dudosas y se estudian a continuacion.

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto; por eso se estudia primero la continuidad.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

. _ . 9 2 —
( llmf_h(x) = llmﬁ( 2—2x+2x*)=0

xo(2E x-120
e=lB 2 =
2 lim  h(x)= lim (2+2x—-2x*)=0=h (ﬂ)
1-v5 X—> 2
x—>( ) 2
= lim_ _h(x)= lim h(x)= (1 2\/_) = h(x) es continua en x = %g

(59 (55

. _ . _ 2 —
( lgrn\/g _h(x) = hlr{lﬁ(z +2x—2x%)=0

x- X-o>——
145 z
- 2 = 2 1+\/§ =
lim  h(x) = llm( 2—2x+2x*)=0=h 5
x— <1+\/_) x> z
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= Ilim _h(x)= lim h(x) = (1+\/_) = h(x) es continua en x = 1+\/§.
1+/5 1+\/— 2
(%)
{ —2+4x si x < _\/g
h'(x) =12 —4x si 1— <x< 1+2‘/§.
\/_
w(EE) =244 —1f_—2+2 2v5 = —24/5.

h'(l‘z—ﬁ)+—2—4 B o2 2+2V5 =25,

(1-V8\  (1-v5\'
h( ' ) ¢h< : ) R

h(x) no es derivable en x = %g

% (”f) =2-4-20=2-2-2/5=-2V5.

+
R(EE) = 24420 2424275 =245,

h' (1+\/§) #+ h' (1;‘/_) = h(x) no es derivable en x = 1+\/§.

La funcion h(x) es derivable en R — {1_7\@, 1+2\/§}.

b) Las abscisas de los puntos de interseccidon de las funciones son las soluciones de la ecuacién que
resulta de la igualacidn de sus expresiones:

f(x) =g(x) > 2+ 2x —2x? =2—6x +4x? + 2x3; 2x3 + 6x? — 8x = 0;
x3+3x2—4x=0; x(x?+3x—4)=0; x;,=0; x> +3x—4=0;

_ —3+V/9+16 _ —34V25 _ —345
- 2 o2 2

=>x, = —4,x3 = 1.

Los puntos de corte son los siguientes:

f(0)=2=cC(0,2).
f(=4)=2+2-(-4)—-2-(—4)*=2-8-32=-38> D(-38,—4).
f(H)=2+4+2-1-2-12=242-2=2=E(,2).

Se pide el 4rea limitada por las funciones y las rectas x = 0 y x = 2 y uno de los puntos de corte
es x = 1, por lo cual, hemos de determinar cual de las funciones tiene mayores las ordenadas en los
intervalo (0,1) y (1, 2).

1 12 1 5
fQ=2+2:7-2:() =2+1-3=3=25

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: ANTONIO MENGUIANO Y JAVIER RODRIGO HITOS

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

—4+2+1 1

1 1\2 1\3 11
9@ =2-65+4(5) +2:(}) =z-3+i+=" 0=
f@>96).
Para el estudio del intervalo (1, 2) puede, por comodidad, tomarse el valor 2.
fQ=2+2-2-2-22=2+4-8=-2.
g2)=2-6-2+4-22+2-23=2-12+16+ 16 = 22.
g(2) > h(2).
Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es la siguiente:
1 2
S=[IfG)—g)]-dx+ [[lg(x) — f(x)] - dx =
= fol[(Z +2x — 2x%) — (2 — 6x + 4x% + 2x3)] - dx +

+ [712 — 6x + 4x% + 2x3) — (2 + 2x — 2x?)] - dx =

= fl[(—Zx3 —6x%+8x)]-dx + fz[(Zx3 + 6x2 —8x)] - dx =

2

N

= [—%—2x3+4x2]0+[x7+2x3—4x2]j =
=(-L-2 e )+ [E-2 2 +4-22) - (S42 P-4 12)] =
=—%—2+4+8—16+16—%—2+4=—1+4+8=>

S =11u2.
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Problema B.3:

B.3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Dados el planow:x+3y+2z+14—0ylarectafrz{ ijg , Se pide:

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano = méas préximo al origen de coordenadas.

b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del eje OZ sobre el plano .

¢) (1 punto) Hallar la recta con direccion perpendicular a r, que esté contenida en =, y que corte al eje OZ.
Solucion:

a) Un vector normal del planomr = x4+ 3y +2z+ 14 =0esn = (1,3,2).

La recta r, perpendicular al plano m y que pasa por el origen de coordenadas es la siguiente:
x=A

r =4y =31
z =21

El punto P mds préximo del plano m al origen de coordenadas es el punto de corte de la recta r
con el plano m, que es el siguiente:

T=x+3y+2z+14=0
_{sz >A+3-31+2-2A1+14=0; 141 +14=0;
r =4y =31
z =21
x=-1
A+1=0; A=—1:>{y=—3}=>

z=-2

P(-1,-3,-2).

b) La recta s, proyeccion del eje OZ sobre el plano 7, se consigue obteniendo la proyeccion de dos
puntos del eje OZ sobre el plano .

Un punto de OZ es el origen, cuya proyeccién sobre el plano m ya conocemos, que es el punto
P(-1,-3,-2).

Otro punto de OZ es Q(0,0,1). La recta t, perpendicular al plano ™ y que pasa por el punto

X=U
Q(0,0,1) es la siguiente: t = {}’ =3u .
z=1+2u

El punto M de corte de la recta t con el plano 7, que es el siguiente:
T=x+3y+2z+14=0

XK S u+3-3u42- (142 +14 = 0;
z=1+2u

U+9u+2+4u+14=0; 144+16=0; 7u+8=0; p=—2
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La recta s pedida es la que pasa por P(—1,—3,-2)y M (—g, —?, —g).

Un vector director de s es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector que
determinan los puntos My P:

MP=0P-0M=|(-1,-3-2) - (-£,-2,-9)| = (3.3,-9) >

7’7
= v, = (1,3,-5).

Considerando, por ejemplo, el punto P:

x=-1+6
s=4qy=-3+ 36.
z=-2-58
x =2
c) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr = {y = .
z=5

Un vector director de r es v, = (0,1, 0) y un vector normal del plano T es 71 = (1, 3, 2).

El vector normal de un plano es perpendicular a todas las rectas contenidas en el plano, por lo
cual, el vector director de la recta pedida, g, es perpendicular, simultdneamente a los vectores v, y 7.

Un vector director de g es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial
de los vectores v, y 7i:

i j k
=10 1 0|=2i—-k=>7,=(2,0-1).
1 3 2

x=0
El eje OZ tiene por ecuacion § = {y —0

El punto de corte del planom = x + 3y + 2z + 14 = 0 con el eje OZ es el siguiente:

T=x+3y+2z+14=0
ﬂz{x=0}z0+0+22+14=0; z+7=0z=-7>

y=0
= N(0,0,-7).
La recta g pedida es la siguiente:
_(x=—14+ 2t
— { y — 0 .
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Problema B.4:

B.4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

El 65% de los universitarios de 18 afos que intentan superar el examen practico de conducir lo consigue a la
primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 anos que ya han superado el examen practico de conducir.
Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.

c¢) (1 punto) Aproximando por una distribucidon normal, determinar la probabilidad de que, dados 60 de estos
universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de conducir a la primera.

Solucion:
a) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
n=10; p=065 q=1-065=0,35. P(r) = ('r‘) D" g

Se pide la probabilidad de que 3 de ellos no aprueban a la primera:

10

P=PB3) =

) .0,353-0,657 = ﬁ . 0,042875 - 0,049022 =

_10-9-8
3.2
P(3) = 0,2522.

-0,00210 = 120-0,00210 =

b) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de que ninguno haya
necesitado mas de un intento, o sea, la unidad menos la probabilidad de que aprueben todos a la
primera:

P=1-P(10)=1— (18) £0,6510-035°=1—1-00135-1 =
—=1-0,0135 =
P = 0,9865.

c) Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n=60; p=0,65 g=0,35.

n-p=60-065=39>5
n-q=60-035=21>5
distribucién normal de las siguientes caracteristicas:

p=n-p=60-065=39.

Por ser } puede aproximarse la distribucién binomial a una

o=n-p-q=460-065-036=,/13,65 = 3,69.
X = B(60; 0,65) ~ N(39; 3,69).
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I . X- X-39 . L
Tipificando la variable: X — TH > S Aplicando la correccién de Yates:

P=P(X>30)=P (z > 29;’6‘939) =P (z > %) =P(Z>-257) =

= P(Z < 2,57) = 0,9949.
P(X = 30) = 0,9949.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

Regitn oS de Murds ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
u GENERAL JUNIO
CURSO: 2022—-2023

MATERIA: MATEMATICAS II

UNIVERSIDAD DE - ( :‘g Universidad
MURCIA i warye Politécnica
</ de Cartagena

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que
estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, solo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante.
Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras gréficas ni programables.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Bloque 1: Niumeros y Algebra (2,5 puntos cada una)

~ Cuestién 1.

Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble
que un boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una
libreta, y un rotulador cuesta el doble que un boligrafo.
a) (0,75 p.) Denotando por z el precio de cada boligrafo, por y ¢l de cada
rotulador y por z el de cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3
incégnitas que represente los datos del ejercicio.

b) (0,25 p.) Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de
cada uno de los tres productos.

¢) (1 p.) Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) (0,5 p.) Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada
producto.

~| Cuestién 2. \

Considere las siguientes matrices:

a a -1 —4 5 —6
a=(de) m (2 s) v e (5 7)

a) (0,5 p.) Determine para qué valores del pardmetro a la matriz A es regular
(o invertible).

Se sabe que cuando a = —2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de
a:
b) (1 p.) Calcule la inversa de A y compruebe que A- A~ = I, con I la matriz
identidad de orden 2.

¢) (1 p.) Resuelva la ecuacién matricial AXA™'+ B = C", donde C'" denota la
matriz traspuesta de C.
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Blogque 2: Cuestiones 3 y 4. Andlisis (2,5 puntos cada una)

r" Cuestion 3. | \

Calcule los siguientes limites:

. cos(2z) —1
a) (1,25 p.) lim ————.
) (1,25 p.) lin S0

bl (125 p)iim ot E V=8

0 ar

(—| Cuestion 4. :
2

Considere la funcién f(z) = ﬁ, definida para todo valor de z € R.
a) (0,5 p.) Calcule lim,_, o, f(x)

b) (0,5 p.) Calcule la derivada de f(z) y determine los intervalos de crecimiento
y/o decrecimiento de la funcién f(x).

¢) (1 p.) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

d) (0,5 p.) Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1, 1).
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Blogque 3: Cuestiones 5 y 6. Geometria (2,5 puntos cada una)

~{ Cuestién 5. | \

Considere las siguientes rectas:

- r—2y = H S_;r—S_y+3_z—3
Vy+tz =0 Y T T T T

a) (1 p.) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) (1 p.) Compruebe que el punto P = (7,1, —1) esta en la recta r y calcule su
proyeccion ortogonal sobre la recta s.

¢) (0,5 p.) Calcule la distancia entre ambas rectas.

f—I Cuestion 6. .

Considere el plano m de ecuacion 7 : 3z — y — 22 = b y la recta r dada por

r—a y—3+a

T 1 i

z
T
a) (1,25 p.) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcién
del parametro a.
Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano 7. ara ese valor de a:
b) (0,75 p.) Calcule la distancia de la recta r al plano .

¢) (0,5 p.) Caleule la ecuacidn general (o implicita) del plano que contiene a la
recla r y es paralelo al plano .
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Cuestiones 7 y 8. Estadistica y Probabilidad (2,5 puntos cada una)

(—I Cuestion 7. \

Dos urnas A v B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A
contiene 3 bolas verdes, 3 bolas rojas v 4 bolas negras, v la urna B contiene 1 bola
verde, 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se
mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una bola de la urna B. Caleule:

a) (0,5 p.) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra,
sabiendo que la bola que se sacé de la urna A era verde.

b) (1 p.) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

¢) (1 p.) La probabilidad de que la bola que se sac6 de la urna A fuera verde,
sabiendo que la bola que se ha sacado de la urna B ha sido negra.

r—| Cuestion 8. I .

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.
Se lanza una moneda al aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que
puede ser cara o cruz con la misma probabilidad. Determine:

a) (0,5 p.) Qué distribucién sigue la variable aleatoria que cuenta el niimero de
veces que sale cara.

b) (0,5 p.) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.
¢) (0,5 p.) Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) (1 p.) Cudl es la probabilidad de que el niimero de veces que sale cara sea
mayor o igual que 55.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Bloque 1: Numeros y Algebra (2,5 puntos cada una)

~ Cuestién 1.

Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble
que un bholigrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una
libreta, y un rotulador cuesta el doble que un boligrafo.

a) (0,75 p.) Denotando por z el precio de cada boligrafo, por y el de cada
rotulador y por z el de cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3
incégnitas que represente los datos del ejercicio.

b) (0,25 p.) Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de
cada uno de los tres productos.

¢) (1 p.) Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) (0,5 p.) Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada
producto.

\

Solucion

Solucién: a) Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, en donde las
incognitas son el precio unitario de cada uno de los productos. Denotemos por x el precio de
cada boligrafo, por y el precio de cada rotulador y por z el precio de cada libreta. El primer
dato del ejercicio es que "una libreta cuesta el doble que un boligrafo y un rotulador juntos”,
que da lugar a la primera ecuacién:

z2=2z+y) <= 2x+2y—2z2=0.

El segundo dato del ejercicio es que "un holigrafo cuesta la sexta parte que una libreta”, que
da lugar a la segunda ecuacion:

xr%(z)ﬁ:c—z:[).

El tercer dato del ejercicio es que "un rotulador cuesta el doble que un boligrafo”, que da
lugar a la tercera ecuacion:
y=2r <= 2x—y=N0.

Por lo tanto, hay que resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:
2 +2y—z = 0

bxr — z =0
20—y =0

b) Como se puede observar, se trata de un sistema de ecuaciones homogéneo, que es siempre
un sistema compatible ya que, al ser la ltima columna de A* = (A|b) una columna de ceros,
siempre se tiene que rango(A) = rango(A*). En este caso se tiene

2 2 —-110

A=Al 6 0 —1]0

2 -1 0 0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

A tiene al menos un menor de orden 2 distinto de cero, _01 Bl ‘ = —1+#0, y su determi-
nante es
2 2 -1
[Al]=|6 0 —-1|=6—-4—-2=0.
2 -1 0

Por lo tanto, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 y se trata de un sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro. Por lo tanto, con los datos de
que se dispone no es posible conocer el precio de cada uno de los productos.

c¢) El sistema sc puede resolver en funcién de un pardmetro. Por cjemplo, cligiendo como
pardmetro = A y desechando la primera ccuacion, queda el sistema

6A—2z = 0 N z = 6A
20—y = 2

|
[wm]
=

[

cuya solucion es

r=X y=2\ yz=6\ MleR

d) Sabiendo que z = 6\ = 18 euros (precio de cada libreta) se concluye que £ = A = 3 euros
(precio de cada boligrafo) y que y = 6 euros (precio de cada rotulador).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

~{ Cuestién 2.}

Considere las siguientes matrices:

a a -1 —4 5 —6
a-(a) (2 3) v e (2 7)
a) (0,5 p.) Determine para qué valores del pardmetro a la matriz A es regular
(o invertible).

Se sabe que cuando @ = —2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de
a:

b) (1 p.) Calcule la inversa de A y compruebe que A- A~' = I, con I la matriz
identidad de orden 2.

¢) (1 p.) Resuelva la ecuacién matricial AXA '+ B =CT, donde CT denota la
matriz traspuesta de C'.

-

Solucion

Solucién: a) Sabemos que A es regular si y sélo si |A| # 0. En este caso se tiene [A| =
a’+ a = a(a+ 1). Por lo tanto

Anoesregular < [A|=a(e+1)=0<=a=00a=-1
0, equivalentemente,

Acstegular <= |A|=a(a+1) #0<=a#0ya# -1

Es decir, A es regular para todo valor de a distinto de 0 y de —1.
b) Como a = —2 se tiene

-2 -2 L
A=(_1 _2) y lAl=4-2=24#0.

PPodemos calcular la inversa de A por cualquiera de los métodos validos. Por ejemplo, utili-

zando la formula
1 1 -2 2 -1 1
-1 = — i T = — =
wt= g =5 (77 3)= (0 1)

Comprobamos que efectivamente se tiene A- A ' = I:

v -2 =2 (-1 1) (2-1 —242) (10
aar- (3 35) (e a)- G 38)-(01)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

¢) Despejando X en la ecuacion matricial se tiene
AXAT' 4 B=0C" = AXA"'=C'—-B=X=A""-(C'-B)- A

Calculamos entonces

TPor lo tanto
x - (LN [ 62) (-2 -2
1,"2 -1 -8 0 -1 -2
14 2 (-2 -2
11 1 -1 -2
B 30 32
—23 —-24
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2: Cuestiones 3 y 4. Andlisis (2,5 puntos cada una)

{—| Cuestion 3. \

Calcule los siguientes limites:
cos(2z) — 1

R j— (x)

A

a) (1,25 p]I

b) (1,25 p.) lim

Solucion

Solucidn: a) Comenzamos calenlando

B cos(2c) 1 _ cos() 1 _Lr E
=+ T sen(x) 0 - sen (0] -0 0
Podemos resolver esta indeterminacion aplicando la regla de L'Hapital v se tiene
cos(2) —1 ~2sen(28)  —2sen{) 2.0 0

= sen(r) zssen(r) | £ eos(z) sen(0) | Deos(0) 0(0-1 O
Aplicamos de muevo la regla de L'Hapital y se tiene

—25en(2x) . —A cosl2x)
=D sen(x) + = cos(z) - % cos(x) + cos(x) — x sen(x)
_ —4cos(0)
 cos(D) + cos(0) — 0 - sen(0)
T S —
1+1-0 2
En resumen
cos(2x) — 1

litn ——
=40 T wmx)

b) En primer lugar observamos que
1im"g+m_'"g_:“—“@_"§—9
=+ A - 0 o
Un modo sencillo de resolver esta indeterminacion es operando algebrajcamentes
VIt T —+/9—1 VI+T—9—1 O+ +9—x
A dx 1..-"5 T+ —x
(OTE - (V2 9tz (9-1)
VIt ++/0—x2) IxvI+tz+/0—13)

_ 4z —94+=x 2z
T X(atztvi-z) 3(YItztvo- 1)
2
S AVatztvog)
Por lo Lanlo,
g YOFE—VI—= 2 B 2 _ 2 21
iy Ir A3 VI T+ —x) MVI+T) 3313 18w

Para los incondicionales de I Hapital, la indeterminacion inicial también se puede resolver
por ol método de L'HGpital, haciendo

0 — 0= w w wlm—

x40 3 3 3
1 I 1 1
B B R
3 3 g’
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

«—| Cuestion 4. l
2

Considere la funcién f(z) = ﬁ, definida para todo valor de z € IR.
a) (0,5 p.) Calcule lim,_, ;o f(x)

b) (0,5 p.) Calcule la derivada de f(z) y determine los intervalos de crecimiento
y/o decrecimiento de la funcién f(x).

c¢) (1 p.) Calcule la integral indefinida de la funcién f(z).

d) (0,5 p.) Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1,1).

Solucion
.. ) ) a* +oa ) o
Solucién: a) lim, ;o f(z) = limg o T2 T PPara resolver esta indeterminacion
podemaos operar algebraicamente, observando que
2 5
I+22 W S 4+1
De este modo,
z? , 1 1 1

litr = lim = = —
=it 1+ a2 aotee b 41 L1 0+1

También se puede razonar por la regla de los grados. En este caso, como el numerador vy
el denominador son ambos polinomios de grado 2, se tiene

x? I S |

m =
ﬂ:blm1—|—3,'2 T ¥ loo gl 1

b) La derivada de f(z) viene dada por

20 - (14+2%) —a® -2z  2o+22°— 225 2
(1+22)? o (+a2)2 (1422

f(=) =

PPara determinar los intervalos de crecimiento y /o decrecimiento de la funcién f(z), caleulamos
primero los puntos criticos de f(z), es decir, las soluciones de la ecuacion f'(x) = O

fllz)=0<+=2c=0<=2z =0

A continuacién, estudiamos el signo de f'(x) para ver dénde la funcién es creciente o decre-
ciente. Como f'(z) = 0 solo para x = 0, basta con darle valores a f'(x) a la izquierda y a
la derecha de este valor. Ademis, el denominador de f/(ir) es siempre positivo, por lo que el
signo de f'(x) solo depende del signo del numerador. Observamos que f'(z) > 0 4=z >0y
que f'(z) < 0 <= z < 0, de modo que f(x) es creciente en el intervalo (0, +o00) y decreciente
en el intervalo (—oo, 0).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

¢) Se trata de una integral racional easi elemental. Operando algebraicamente se tiene

@ F41-1 241 1 1
T+a?2  1+a® 1422 1422 14a?
Por lo tanto,
x? 1
1+I2d1:= 1_1+:.:2 dr =z —arctgz + C.

d) Por el apartado ¢) sabemos que la primitiva general de f(z) es F(z) =z — arctgz + C.
Se trata, por tanto, de calcular el valor de C para que F'(1) = 1. En este caso

Fﬂﬁﬂfﬂmm1+c=1—%+c=1F?C=E.

La solucién es F(z) = ¢ — arctgz + ;
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3: Cuestiones 5 y 6. Geometria (2,5 puntos cada una)

~{ Cuestién 5.}

Considere las siguientes rectas:

) x—2y = 5 x—8 y+3 =z2-3
r.{ y+z 0 y - -

= 2 1 -1

a) (1 p.) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) (1 p.) Compruebe que el punto P = (7,1, —1) estd en la recta r y calcule su
proyeccion ortogonal sobre la recta s.

c¢) (0,5 p.) Calcule la distancia entre ambas rectas.

Solucion

Solucién: a) El vector director de la recta r viene dado por

i
-2
1

7, = (1,-2,0) x (0,1,1) = =% —j+k=(-2-11).

D =
- o

Ademas, el vector director de la recta s es 7, = (2, 1, —1). Como ambos vectores son paralelos,
significa que las rectas r y s o bien son paralelas o bien son coincidentes. El punto @@ =
(8,—3,3) cstd en s pero no estd en r, ya que no cumple la primera de las ecuaciones de r
(8 + 6 # 5), por lo que se trata de dos rectas paralelas.

Otra forma de resolver este apartado es pasar la recta s a su forma implicita y estudiar el
sistema de ecuaciones resultante de las dos rectas. Es ese caso, la recta s se escribe como

s_:r:—8_y+3_z—3=)8' r—2y = 14
2 1 -1 |l y+z = 0

y el sistema de eevaciones resultante es el sigoiente sistema de coatro ecuaciones con tres

incognitas:

r—2y = 5

y+z = 0

-2y = 14

y+z = 0

La matriz del sistema ez

1 -2 0] &
. 01 1|0
AT=AB 5 o) 14
o 1 1 0

Fin este caso es oy facil ver gquoe se trata de un sistema incompatible {]H. primera v la
tereera ecuacion son incompatibles), Ademds, rango{A) = 2 y rango(A”) = 3, ya que A tiene
solo 2 filas lincalmente independientes peros A* Gene algin menor de orden 3 distiobo de 0,

por ejemplo,
1 2 5
01 0 |=14-5=950
1 -2 14

Esto sipnifica gque las reclas son paralelas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) El punto 7 — (7,1, —1) estd en la recta v porgue cumple sus dos ecuaciones:

— — .=
r:{I y =7-2 =35 == Pcr

y+z =1—-1 =10

L proweceidn ortogonal de 1 sobre 5 se pocde caleolar como interseeeidon de la recla s con
el plano 7 perpendicular a & que pasa por P, Vamos entonees a caleular este plano 7. Comao
el vector director de s es @ — (2,1, —1), ¢l haz de planos perpendiculares a s viene dado por
2rty—z4+ D=0, con I} ¢ B Calenlamos el valor de 1Y para gque 7 pase por

Per+=2-T+1—-(-1)+D=0<=16+D=0+= D =-16.

Por tanto, ® : 2r |y 2z = 16 Como la recla s es s ::r_-l-iu : ll."l . 1o proyeccidn orlo-

gonal de # sobre s viene dado come la solucidn del siguiente sistema, gue por interpretacion
geométrica es 3.0.10. (no e necesario comprobarlo):

ty—z = 16 21 =1 16
t—2% — M —A =] 1 -2 0| 14| con|A -6
vtz = 1 0 1 1 i
La solucidn s
W 1 —1
1 —fl
$=—u 14 =2 0 =—!i='ll:lr
Tl 1 1 -
2 16 -1
g1 14 0 |=2_ o
“blo 0 1 —6
2 1 16
R R Py
Blo 1 0 -6

En conclusion, la proyeceidn ortogonal de P sobre s os el punto @ = (10, -2, 2).

¢) La distancia entre ambas reclas se puede caleular directamente como la distancia entre los
puntos Py Q@ del apartado anterior:

d(r,s) = d(P,Q) = |PO| = VA1 91 9 = V37 = 3v/3,
yaL que @ = G_Q' — 0P = (10,—2,2) — (7,1,—-1) = (3, -3, 4).

Otra forma de caleular la distancia entre ambas rectas es utilizar que

17, x AP|

EA
siendo P un punto cualquier de la recta 7 v A un punto cualgquiera de la recta s. Podemos
tomar = (7,1, —1) que, por ¢l ecnunciado, sabemos que esta en la recta r y A = (8, -3, 3),
com v = (2,1, —1). En ese caso, AP =0F —0OA=(7,1,-1) (8 -3,3)= (1,4, 4) y

dr,s) = d(P, s} =

7ok L
GoxAP=| 2 1 —1|= —4i+7+8K+4i+8F+F=(0,9,9).
14 —4

Por tanto,

dros)— d(psy — X AP BTTST 9V 9

— = = = — = 3/3.
LA Vad+1+1 6 V3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

(—l Cuestidén 6. -\

Considere el plano 7 de ecuacién 7 : 3z — y — 2z = 5 v la recta r dada por

T“:.':—a,_g,.-—.'i+a_z
T T

a) (1,25 p.) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcion
del parametro a.

Se sabe que cuando a — () la recta v es paralela al plano w. "ara ese valor de a:
b) (0,75 p.) Caleule la distancia de la recta r al plano .

¢) (0,5 p.) Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la
recla v y es paralelo al plano .

Solucion:
Solucidn: a) Lo mais sencillo s pasar la recta v a su forma implicita, considerar ] sistema
de ecuaciones formado por la ecnacion del plano 7 v las ecuaciones implicitas de la recta r v

eatudiar dicho sistemna en funcidn del parametro @, Para ello, observamos que

T

r—a y—3d+ta z sz = a
1 1 1 ’

- y—z = d—a

y &l sistema de ecnaciones resultants o5 el sigiente:

dr—y— 2z
r—z

[I
w

= a
y—2z = d-n

La matriz del sistema es

3 -1 -2 i)

A=A 1 0 1 i .

01 1| 3—a
Fl determimantes de A es |A| =-243—1 =0y como A tiene al menos un menor de orden 2
distinto de coro, por ejemplo ! 3. 'i' | = 1 sabemos que rango(A) = 2 para todo valor de a.

Para estudiar el rango de A* hasta estudiar € rango de la submatriz
3 -1 H
1 0 i .
0 1 3-1

=h - da4+d-—-a=8—-da=0+4-—>n=2.

Su determinante es

3 -1 b

1 0 it
01 d3—a

Por tanto, si a 3 2 se tiene Tnngu{ﬁi"‘] =3 =2 = r:mgn[ﬁl} ¥ s trata de un sistema
incompatible, sin solucidn. Geomdétricamente significa que la recta © no corta al plano o ¥ por
tanto la recta es paralela al plana.

Sia =2 se tiene rango(A*) = 2 = rango{A) < n = 3 ¥ se trata de un sistema compati-
bile indeterminade, con inlinitas soluciones dependientes de un parimetro, Gomnélricamente

significa que la recta r estd contenida en el plano .
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

h) En este caso se tiene

-3
f:%:—yl =§ ¥ w:3z‘—y—'}!£—5=ﬂ.
Como se sabe que la recta v es paralela al plano o, podemos caleolar dir, @) = d{ P, ) siendo
F cualguier punto de la recta r. Podemos tomar entonees P = (0, 3, 0) y aplicar directamente
la [rmula de la distancia de un punbe & un plano

|3-0-3-2-0-5 Jo—3-0-5 8

N EREw V14 Vi1

d(r,w) — d( P, x) =

Otra forma de resolver este apartado es caleular el punto @@ obtenido como la proyeceion
ortogonal de P = (0,3,0) sobre el plano 7 : 3z — y — 2z — 5 = 0 y utilizar que d(r,7) =
d(P,m) = d(F,Q). Para calcular (), basta considerar la recta perpendicular a m que pasa por
I y calcular €) como la interseccidn de esta recta con w. La recta perpendicular a m que pasa
por P viene dada en coordenadas paramétrica por

r = 0+43x =  3A
y = 3—X = 3—2A
z = 0-2\ = -—-2X
El punto @ — (3A,3 — A\, —2]) verifica entonces
4
9A—3+A+4A—5:U<:>14.1—8=l]-c:::—)«:l—iz?.
Es decir,
12 17 —8
Q_(?l?17)ﬁ
12 17 —8 12 —4 —8
PO-0G—-0P - (= <, =) —(0,30) - (= —,—
PG - 0¢ - (??7){,,)(?,,?,?)
¥

144 16 2?-:1
=1PQl =\ + 15+ -7

¢) El haz de planos paralelos al plano # es de la forma 3z —y—2z = D. Como debe contener
a la recta r, basta con calcular 12 para que el plano pase por el punto P = (0,3,0) € r. Por
tanto

0—3—-0=D<+= D= -3 -— Lasolucién es el plano 3x —y — 2z = —3.
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Cuestiones 7 y 8. Estadistica y Probabilidad (2,5 puntos cada una)

(—I Cuestion 7. \

Dos urnas A v B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A
contiene 3 bolas verdes, 3 bolas rojas v 4 bolas negras, v la urna B contiene 1 bola
verde, 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se
mete en la urna B. A continuacion, se saca al azar una bola de la urna B. Caleule:

a) (0,5 p.) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra,
sabiendo que la bola que se sacé de la urna A era verde.

b) (1 p.) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

¢) (1 p.) La probabilidad de que la bola que se sac6 de la urna A fuera verde,
sabiendo que la bola que se ha sacado de la urna B ha sido negra.

Solucion:

Solucidn: Observemos en primer logar gue la urna A tiene un total de 10 bolas, de las coales
3 son verdes, 3 =on mojas ¥ 4 son negras. La urna B tiene un total de 9 bolas, de las cuales 1
e verde, 3 som nijas y 5 s0n negras.

Una vez que se ha sacado al azar una bola de la uwrna A v se ha metido en la uma B, la
urna B conlicne un Lotal de 10 bolas, siendo so composicion la siguiente:

Caso 1@ La bola sacada de A ha sido verde: 2 verdes, 3 rojas y 5 negras;
Caso 2: La bola sacada de A ha sido roja: 1 verde, 4 rojas y 5 negras;
Caso & La bola sacada de A ha sido negra: 1 verde, 3 rojas v 6 negras.

a) Como la bola que se sacd de la urna A era verde, significa que estamos en el Caso 1 y la
compogicion de la urna B, una vz que e ha pasado una bola verde de A a B, oz la siguicnte:
2 holas verdes, 3 bolas rojas ¥ 5 bolas negras. Por lo tanto, en este caso la probabilidad de
que la bola gue se saca de B sea negra es

casos favorables — n® de bolas negras en B 5
casos posibles  n® de bolas totalesen B 10

Ohservemos que en este caso estamos caleulando de hecho una probabilidad condicionada, ya

quer 50 Lrala de

—0,5.

n® de bolas negras en Ben el Caso 1~ 5
o de bolas tolales cn B 10

Esta observaciin no es estrictamente necesaria en este apartado pero i lo serd en los apartados
SiECnles,

b) En este apartado no sabemos de qué color es la bola que se ha pasado de A a B. Por lo
Lanto, y siguiendo la observacidn hecha en el apartado a), debemos utilizar el leorema de la

probahilidad total para ver que

P{Bola Negra/Caso 1) —

— 0,0

P(Bola Negra) = P({Bola Negra/Caso 1) - P(Caso 1) + P{Bola Negra/Caso 2) - P(Caso 2)
+P(Bola Negra/Caso 3) - P(Caso 3).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pasamos a continuacion a calcular cada una de estas probabilidades. Como el Caso 1 corres-
ponde al caso en gue la bola sacada de A o verde, s Liene

casos favorables  n" de bolas verdes en A _ 3
casos pogibles  n® de bolas totales en A 10°

P(Caso 1) = P{sacar Bola Verde de A) =

Ademis, en este caso, 8o tiene

n _ n”debolas negras en Benel Caso 1 5
P(Bola Negra/ 1= n” de bolas totales en B ST

Analogamente, como ¢l Caso 2 corresponde al caso en que la bola sacada de A es roja, a0

Liee

. casies Tavorables n? de bolas rojas en A 3
P(Caso 2) = Plsacar Bola Roja de A) = e = 1 de bolas tolales en A~ 10°

En este caso se Liene

n® de bolas negras en Benel Caso 2 5
n” de bolas totales en B ST

Finalmente, comao el Caso 3 corresponde al easo en que la bola sacada de A es negra, se
ticne

P(Bola Negra/Caso 2) =

. 0 . .
P(Caso 3) — P(sacar Bola Negra de A) — casos favorables _n de bolas negrasen A~ 4

casos posibles n? de bolas totales en A 10

n esle caso se Liene
En este caso se tiene
n® de bolas negras en B en el Caso 3 6

P(Bola N Caso 3) = T
(Bola Negra/ ) n"” de bolas totales en B 10

Fn conclusidn,
5 3 5 3 6 4 15+15+24 54
P[BﬂluNﬂgr&]—E-E+m-ﬁ+m'ﬁ——lm = 100
¢) Se trata también de una probabilidad condicionada pero en este caso nos estdn pidiendo
P(Caso 1/Bola Negra). Por calcularla, observamos que
P(Caso 1N Bola Negra)
P(Bola Negra)
P(Bola Negra n Caso 1)
P({Bola Negra)
FP(Bola Negra,/Caso 1) - P{Caso 1)
P(Bola Negra)

— 0,54.

P(Caso 1/Bola Negra) =

a3
10 10_1»_5 .
515~ %2
100
Observacion: Evidentemente, esta cucstidn también se puede hacer por diagrama de arbol.
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f—| Cuestion 8. I \

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.
Se lanza una moneda al aire 100 veces y sc anota el resultado del lanzamiento, que
puede ser cara o cruz con la misma probabilidad. Determine:

a) (0,5 p.) Qué distribucién sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de
veces que sale cara.

b) (0,5 p.) Calcule la media y la desviacién tipica de esta distribucién.
¢) (0,5 p.) Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) (1 p.) Cuél es la probabilidad de que el nimero de veces que sale cara sea
mayor o igual que 55.

L. J

Solucion:

Solucion: a) Llamamos X a la variable aleatoria que coenta el niimero de veees que sale cara
cnando se lanza una moneda al aire 100 veces,

L variable aleatoria X sigue una distribocidn binomial de parametros no= 100, poroguoe se
lanza la moneda 100 veces, ¥ p = 0, 5, porque el resultado puede ser eara o crog con la misma
profuabilicad.

b) La media de esta distribucidn es
p=n-p=1N-0,5 =5
y s desviacidn tipica cs

= fit-p-g— 4/ 100-0,5-0,5=+26 =05
) Se Lrata de caleular PLX = 60). Ulilivamndo la Bronola de les probabilidades pustoales de
la bimomial B{n = 100, p =0, 5) se tiene que

P(X =60) = (bﬂ) 0,57 -0,5™ = (bﬂl) 0, 5™,
81 nuestra caleuladora puede hacer cste cileulo, basta con poner sn valor numdérion redon-
deando al enarto decimal

100
<0, 5™ =0, 0108.
m) 15 a m

Como se trata de valores muy grandes de n, alpunas caleuladoras no son capaces de
calenlarlo a partir de la rmola. Por ese, enesbe caso s necesario aproximar la distribocidn
binomial X = B(n = 100, p = 0, 5) por una distribucidn normal ¥ = N{p, &) con p = np = 50
¥y o = Jupg = 5.

Comprobamos antes si dicha aproximacidn o= fiable, para lo cual ez suficiente con compro-
bar, por cjemplo, que i sea suficientemente grande, e = 30, ¥ que np = 5 v ng > 5, lo cual
es cierto porgue np = ng = 5. Otro cnterio valido es qoe la o sea suficientemente grande,
= 30, ygque 0,1 < p < (0,9, lo coal tambidn se cumple porgue — 1000y @ — 0, 5.

Por lo tanto, se puede aplicar la aprocimacion de la binomial por la normal. Teniendo en
cuﬂnt_la.ar la correccidn de continuidad (o correceidn de Yates) y haciendo uso de la tipificacidn

— 5
z 5

P[x=ﬁn]=(

sabemos entonees que &~ N(0, 1) v se concluye gue

59,5 — 50 60,5 — 50

P(X =60) = P{59,5<¥ <60,5)= P = ¥ 3
= P(l,9<Z<21)=PZ<21)—-PZ<1,9).
Consultando en la tabla de & ~ N[0, 1) proporcionada, concluimos que
P(X =60) = (50,5 < ¥ < 60,5) = P(Z < 2,1)  P(% < 1,9) = 0,9821 0,9713 = 0,0108.
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d) Abora se trala de caleular (X = 55). De nuevo, lenemos gue hacerlo aproximando
la hinomial por la normal, que va sabemos que es posible. En este caso, la correccidn de
continumidad nos diee guoe

P(X =55) = P(Y >54,5) — P(Z = 54’5—5_"“}

= P{Z=0,9=1 P(Z<0,9),

y, consultando en la tabla de &~ N{II], ]} proporcionada, concluimos quoe

P(X > 55) = P(Y = 54,5) = 1 — P(Z < 0,9) = 1 — 0,8159 = 0, 1841.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
Regi6n de Murcia ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARI
u GENERAL A
CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

.= Universidad

UNIVERSIDAD DE o Y ¥, 1Y basddl
MURCIA Region g de Murcia ‘?ﬁ, Politécnica

» de Cartagena

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que
estan enunciadas. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregiran las 4 primeras, en el orden que haya respondido el estudiante.
Solo se podran usar las tablas estadisticas que se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
1: Se quiere calcular un numero de tres cifras con los siguientes datos:

i) La suma de sus tres cifras es 9.
ii) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero
obtenido es el niumero inicial menos 99.

iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el niumero
obtenido es el numero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por
z la de las unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que

represente la informacion dada en i), ii) y iii).
b) [1 p.] Calcule el numero en cuestion.

Problema 2:
2: Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A2 = 0.

a) [0,75 p.] Justifigue razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede
ser regular (o invertible).

b) [0,75 p.] Compruebe que la matriz A = ( ? :g ) es 2-nilpotente.

¢) [1p.] Determine para qué valoresdeay blamatrizA = ( 2 g ) es 2-nilpotente.

Problema 3:
3: Considere la funcion f(x) =xe *, definida para todo valor de x € R.

a) [0,75 p.] Calcule lim,_; ;o f(x).

b) [0,75 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimien-
to y/o decrecimiento de la funcién f(x) y sus extremos relativos (maximos y/o

minimos).
¢) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
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Problema 4:

. ., sén ..
4: Considere la funcidon f(x) = ﬁo;czx’ definida para todo valor de x € R, donde
cos’x = (cosx)>.

a) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

/2
b) [0,75 p.] Calcule la integral definida [ F(x)dx.
J0
c) [0,75 p.] Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (x, 1).

Problema 5:

5: Los puntos A = (6,—4,4) y B=(12,—1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer
vértice C es la proyeccidn ortogonal del vértice A sobre la recta

Lol 2y =5
|l x+2z = 5
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C.

b) [0,5 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.
¢) [0,5 p.] Calcule el area del triangulo ABC.

Problema 6:

6: Considere el plano & de ecuacion & : 2x+ay — 2z = —4 y la recta r dada por
x+1 y+1 z-5
21 =20
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano n y de la recta r en funcién del
parametro a.
Se sabe que cuando « = 1 la recta r corta al plano #n. Para ese valor de a:
b) [0,75 p.] Calcule el punto de corte de la recta r y el plano .

c¢) [0,5 p.] Calcule el angulo que forman.

Problema 7:

7: En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente
manera: 100 espectadores en la sala A, 50 en la sala By 100 en la sala C. Se sabe
que la pelicula de la sala A gusta al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 %
de los espectadores y la de la sala C al 60 % de los espectadores. A la salida de las
tres peliculas se elige un espectador al azar. Calcule:

a) [0,25 p.] La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha
estado en la sala C.

c) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la
sala C.

d) [0,75 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

e) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la
sala C.
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Problema 8:

8: En este gjercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para
los porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia sigue una distribucién normal
de media u y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién
nacidos pesan menos de 3,464 kg y que el 1,5% de los recién nacidos pesan mas
de 4,502 kg.
a) [0,5 p.] ;Cual es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido
entre 3,464 y 4,502 kg?

b) [1 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
c) [1 p.] Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
1: Se quiere calcular un numero de tres cifras con los siguientes datos:

i) La suma de sus tres cifras es 9.
i) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero
obtenido es el numero inicial menos 99.

iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el niumero
obtenido es el numero inicial mas 36.

a) [1,5 p.] Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por
z la de las unidades, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que

represente la informacion dada en i), ii) y iii).
b) [1 p.] Calcule el nimero en cuestion.

Solucion:

a) Elmimeroes xz=100x+10y+z.

“La suma de sus tres cifras es 97 2> x+y+z=9

“51 permutamos 1a cifra de las centenas con 1a cifra de l1as unidades, el mimero obtenido es el
nimero inicial menos 997 > x=xz-99=100z+10y+x=100x+10y+z—-99.

“51 permutamos 1a cifra de las decenas con 1a cifra de las unidades, el nimero obtenido es el
nimero nicial mas 36" 3 xmr=x2+36 =100x+10z+ y=100x+10y+z+36

Eeunimos todas 1as ecuaciones en un sistemas

X+y+z=0 x+y+z=90 X+y+z=0
1000z +10y+x=100x+10y+z-90 , =00z - 00x =00 = 7 —x=-1
100x+10z+ ¥y =100x+10v+z + 36 -9y +0z=36 —y+z=4

b) Lo resolvemos.

Xx+y+z=9 X+y+z="0

X+y+x-1=0
—x=-1 =zr=x-1 = iy =

—v+x-1=4
—-v+z=4 —y+z=4

2x+_v=1l]} 2x+y=10
f—

, }:}2{5+}‘}+}'=1D:>
Xx=5+y :

—¥+x=3

= 10+2y+y=10=3y=0=|y=0 ::>|x=5+{}=5|::>|z=5—1=4|

El nomero es el 504.
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Problema 2:
2: Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A2 = 0.

a) [0,75 p.] Justifigue razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede
ser regular (o invertible).

b) [0,75 p.] Compruebe que la matriz A = ( i :g ) es 2-nilpotente.

c) [1p.] Determine para qué valoresde ay b la matrizA = ( 2 g ) es 2-nilpotente.

Solucion:

a) Para que sea mvertible su determinante debe ser no nulo.

4| =|4- 4] = |44 = |4

Como 4’ =0=|4’|=[0|=0=|4] =0=|4]=0

La matriz A no es invertible pues su determinante es nulo.

P 3 03 9 [9-9 _27+27% (0 0 )
11 3l —3) 13-3 —9:0 | {0 0o}

La matriz A es 2-nilpotente.

b)

¢) Planteamos que 4 =0.
, . (6 alf6 a 36+4a Ga+ab o0
£ =04 = - = =
4 b)l4 b 24+4bh 4d4a+b” 00

36+4a=0 [4a=-36—[a=-9

Ga+ab=0 fa+ab=0

= = =
24+4b=0" |24:4p-0-545=_24 5 [5=_¢]
4a+b' =0  |4g9+5" =0

= =
-36+36=0

{6[—9}+[—9_‘J[—5) =0 {-54 +54=0 {a -0
= . 5

Los valores buscados sona = -9v b =—4.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Universidad de Murcja. Luis J. Alias Linares Coordinador Matemiticas Il
Comunidad Auténoma de MURCIA NN www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




388 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
3: Considere la funcion f(x) = xe ¥, definida para todo valor de x € R.

a) [0,75 p.] Calcule lim,_; ;o f(x).

b) [0,75 p.] Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimien-
to y/o decrecimiento de la funcién f(x) y sus extremos relativos (maximos y/o
minimos).

¢) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

Solucion:

a)

: - w g X @ gl
:lﬂf{x} = ,]iﬂlm xe " = ,l-le:g_- =—= Indet er min acién( L Hopital) =

.1 1
e

b) Usamos la derivada.

fix)=e +x(-1)e" =" —xe" =(1-x)e™

l-x=0—=x=1

(x)=0=(1-x)e* =0=>
f(x) (1-x)e {E_’ =0 — jImposible!

Estudiamos el signo de 1a derivada antes v después de x = 1.

En el intervalo (—oo,1) tomamos x = 'y la derivada vale f°(0)=(1- l]]e'” =1=>0_La funcién
crece en —oo,1).

En el intervalo (1.+0) tomamos x = 2y la derivada vale f°(2)=(1-2)¢" = ;—} < 0. La funcién
decrece en (1, +x0).

La funcién crece en (—o,1) y decrece en (1,+0).

La funcion presenta un maximo relativo enx = 1.

c)
Integracidn por partes
Jf{x}cit=jxe”cix= U=x—du=dx =
v=e"dr—>v= Ie":ﬁr= -g*
=x[-e |- j—e"aﬁt =—xe "+ Ie".:ix —|xe —e” + K|
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Problema 4:

4: Considere la funcién f(x) = ﬂ, definida para todo valor de x € R, donde
, 1+cos?x

cos?x = (cosx)>.
a) [1 p.] Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).
b) [0,75 p.] Calcule la integral definida [on/zf(x) dx.
c) [0,75 p.] Determine la primitiva de f'(x) que pasa por el punto (x, 1).
Solucion:
a)

Cambio de variable

Iftx:ixj e ={cosx=1—>—Semxdx=dt p= | =—— ! di =
1+cos’ x 1 L+¢° —_,:;3:65‘
dx = df
—SEHY

- %d‘: = —arcigt = |-arctg [ccsx} + &
+

b)

_ff (x)dx=[-arctg(cosx)| =[_m%{ms_ﬂ [~aretg(cos0)]=

. T |7

=—arctg(0)+arcig(1)= G+E =7

¢) Sabemos que la primitiva F(x)=—arctg(cosx)+K .
Para hallar el valor de X hacemos que Fix) = 1.

F(x)=-arctg(cosx)+ K

F(r)= }::~1=—mc{g[cnsz}+£::>1=—arctg[—1_}+K::>

:}1=—[—§J+K::=K =l—§:a::> F[x}=—arcfg1:cosx:|+l—§
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Problema 5:

5: Los puntos A = (6,—4,4) y B= (12,—1,1) son dos vértices de un triangulo. El tercer
vértice C es la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta

) x=2y = 5
" x+2z = 5
a) [1,5 p.] Calcule las coordenadas del vértice C.

b) [0,5 p.] Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.
¢) [0,5 p.] Calcule el area del triangulo ABC.

Solucion:

a) Hallamos la proveccidn ortogonal de A sobre la recta ».

e A s

Para ello hallamos el plano perpendicular a 1a recta que pasa por A Dicho plano tiene como vector
normal el vector director de la recta.

x=-2v=5 X=2y+5
i - —1 - =5-2z=3+2y=-2z=2y= Vy=—2=
X+2z=5 x=5-2z ) - )

x=5—n2£ {R(iﬂﬂ]
—F4¥ =
z

u, =(-2.-11)

4(6.-4.4)er A(6,—-4.4)ex
T = ’ =-12+4+4+D=0=

ri=u,'=l:—2,—1=l_] T:2x—y+z+D=0

=D=4d=g:2x-y+z+4=0
El punto C es el punto de corte de la recta » v el plano m.

Ti-2x—v+z+4=0

x=5-24 . .
=-2{5-24)-(-A)+A+4=0=-10+4i+ i+ i+4=0=
raay=-4i ‘ :
I=4a
Matematicas II. Curso 2022 — 2023. Autor: Universidad de Murcja. Luis J. Alias Linares Coordinador Matemiticas Il
Comunidad Auténoma de MURCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=5-2=3
=fi=6=A=1={y=-1 = C(3,-11)
=1

b) 5iel triangulo ABC tiene un angulo recto en el vertice A significa que los vectores AB ¥ AC son
ortogonales, es decir, su producto escalar es nulo.

B

A
AB=(12,-11)-(6,-4.4)=(6.3.-3)

. }::» AB-AC=(6.3,-3)(-3,3,-3)=-18+9+9=0
AC=(3.-1.1)—(6,-4.4)=(-3.3.-3)

Se cumple v por tanto en el vértice A tenemos un angulo de 90°.

c) El drea del tridngulo 4BC es la mitad del module del producto vectorial ABx AC .

B R
AB=(63-3) ] — — | " \
- = ABxAC=|6 3 -3|=27;+27k=(0,27,27)
AC =(-3,3.-3) 4 a s | :

| 4B 4C]| 2T a2
2 2

Area ABC = =10.00 u’

OTRA FORMA DE HACERLO

Como ABC es un tridngulo rectangulo el irea es la base {|E|} por la altura {|;R1 ) dividido

entre 2.
4B =(6,3,-3) . |4B|{ac| ,‘lﬁl+33+[_3‘r J[—a‘r +3+(=3) 272
) oy drea= = —r =
AC=(-33-3) 2 2 2
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Problema 6:

6: Considere el plano & de ecuacion & : 2x+ay — 2z = —4 y la recta r dada por
Fx+1:y+1:z—5
2 1 -2
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa del plano z y de la recta r en funcion del
parametro a.
Se sabe que cuando a =1 la recta r corta al plano =. Para ese valor de a:
b) [0,75 p.] Calcule el punto de corte de la recta r y el plano .

c) [0,5 p.] Calcule el angulo que forman.

Solucion:
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a) Determinamos el vector normal del plano v el director de la recta v obtenemos el valor de su producto
escalar.

E:Ex+ay—lz=—4:>;:=[2,a,—2_}

x+1 y+1 z-5 . P(-L-13)
r: = = =riy .
2 1 -2 u, =(2,1,-2)

’:”I-r={2=ﬂ=—2]{l1=—2]=4+a+4=8+a

Este producto puede ser nulo o no, dando lugar a dos situaciones distintas que analizamos por
separado.

s 51 g=-8§ el producto escalar es nulo y por tanto los vectores son ortogonales. En este
caso recta v plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano.
Comprobameos si el punto Pr de la recta esta en el plano.

mi2x—8y-2z=-4

—2+8-10=—47 > Cierto!
(P (-1-15)ex? }:3° i e

El punto de la recta esta en el plano v por tanto la recta esta contenida en el plano.

* 51 a=-8 el producto escalar no es nulo v los vectores no son ortogonales, por lo que
recta v plano son secantes, coinciden en un punto.

b) Para @ = ] la recta r corta al plano m en un punto A.

- x=-1+24
x+1 wy+1 z-5 P(-1-15)
r: = = =S = FIi¥

2 1 -2 u, =(2,1.-2)

7 2x+y-2z=-4

r=-1+22 , )
i =2(-1+22)-1+4-2(5-21)=-4=
roav=-1+4 .
z=5-24

=-2+441-1+1-10444A=44=01=0=J4=1—=
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¥x=-1+2=1
= ¥=-1+1=0=|4(10,3)
£=5-2=3

Elpunto de corte de recta v plano es el punto 47, 0, 3).

c) Elangulo que forman plano v recta (a) lo determina el angulo que forma el vector normal del plano
v el vector director de la recta ().

7 2x+y-2z=—4=n=(21-2)
»- x+1 _y+1_z-5

u =(2,1.-2
2 1 —zzw'{’]’]

Como estos vectores son iguales entonces [ =0, significa que recta v plano son perpendiculares
(o= 90%).
Fecta v plano forman un angulo de 907
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Problema 7:

7: En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente
manera: 100 espectadores en la sala A, 50 en la sala By 100 en la sala C. Se sabe
que la pelicula de la sala A gusta al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20%
de los espectadores y la de la sala C al 60 % de los espectadores. A la salida de las
tres peliculas se elige un espectador al azar. Calcule:

a) [0,25 p.] La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha
estado en la sala C.

c) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la
sala C.

d) [0,75 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
e) [0,5 p.] La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la

sala C.
Solucion:
Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Universidad de Murcja. Luis J. Alias Linares Coordinador Matemiticas Il
Comunidad Auténoma de MURCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Realizamos un diagrama de arbol para establecer las probabilidades de los distintos sucesos del

experimento.
Gusta
Sala A L P(G/A) = 0.80 |
P(A) = 100/250 N
’ o gusta
P(G%/A) = 0.20
Gusta
' P(G/B) =0.20
3 salas y Sala B L |
peliculas buenas - - -
AL B | No gusta
P(G/B) = 0.80
Gusta
Sala C ‘ P(G/C) = 0.60 '
P(C) = 100/250 Mo gusta
P{G%/C) = 0.40
] L 100 |2
a) Este es un dato proporcionado en el ejercicio: P(C )= 3505 0.4

b) Este es un dato proporcionado en el ejercicio: P(G/C)=

¢) P(CnG)=P(C)P(G/C)=0.4-0.6=[024]
d) Aplicamos el teorema de 1a probabilidad total

P(G)=P(A)P(G/A)+P(B)P(G/B)+P(C)P(G/C)=
50
- ﬂ.4-ﬂ_3+ﬁ-ﬂl_2+ﬂ_24 =

&) P(GuC)=P(G)+P(C)-P(GAC)=0.6+04-024=[0.76]
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Problema 8:
8: En este gjercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para
los porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia sigue una distribucion normal
de media u y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién
nacidos pesan menos de 3,464 kg y que el 1,5% de los recién nacidos pesan mas
de 4,502 kg.

a) [0,5 p.] ¢ Cual es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido
entre 3,464 y 4,502 kg?

b) [1 p.] Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
c) [1 p.] Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.

Solucion:
X = El peso de los recién nacidos en 1a Regidon de Murcia.
X =N o)
a) Sabemos que P(X =3.464)=0.67 v que P(X =4502)=0015.
P(X 24502)=0015=P(X =43502)=1-0.015=0.985
Nos piden calcular P{3_454 =X =4502).
P{3464=X =4502)=P(X =4502)—-P(X =3464)=0985-067=

b} Sabemos gque P(X =4502)=0985.

P{X =£4.502)=0.985 = {Tipificamos } = P[Z <3502
: o

] =09085=

=217T=4502—-u=21T0= |4.502—2.1?o‘ = K

Mhiramos en la 4502 — i
> = —
tabla N{0, 1}

Sabemos que P[X <3.464)=067.

P(X £3.464) = 0.67 = {Tipificamos} = P[Z < MJ =0.67=
° (=

{]!uii.t:m:los en la

= :M=0_44:}3_464—,&=0.445:}|;1=3_464—0_44cr|
tabla N(0, 1) o

Reunimos las dos ecuaciones en un sistema v lo resolvemos.

w=3464 -044c

=4502-2170=3464-0440 =
4502-2170=u

== 4502-3.464=217Tc - 0.44og =

1.038
1.73

= 1038=17T30 = |o = =0.6=

= | =3.464—-0.44-0.6=3.2|

p(X<2,33)=p(Z<(2,33-3,2)/0,6) =p (Z<-1,45) = p(Z > 1,45) = 1-p(Z < 1,45) =1 - 0,9265 = 0,0735
Es decirel 7.35 %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
L D Ma ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
R GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los
casos en que sea compatible:

x—y—z=0
2x+QRa-Dy+(V2-2)z=2
—ax + ay + 2a%z =2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:
Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo
0 1 -1 t+1 1 t
A=|0 1 t—1])yB= 0 t —2t+1 (2,5 puntos)
1t 1 t+1 t+1 —-t-—-1
Problema 3:

Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo:

x—y—z+2=0 _x-2 _y+5 _ z-0
{X—3y+32—8=0 ys=—/—=—"-=—  (2,5puntos)
Problema 4
Sea”P(1,5,—1)ylarectar5xz;1=y—12=%

a) Calcula el punto Q € r tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3v2. (1,25 puntos)

Problema 5:

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) [ 275 _dx (1,25 puntos)

x2+x-2
b) [xIn(x)dx. (1,25 puntos)
Problema 6:
Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:
cos?(mx)—1 six <1

flx) = 1-x (2,5 puntos)
In(x-e*t) —2x six>1
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Problema 7:
Se considera la funcion f(x) = (x + 1)sen(mx)
a) Demuestra que es continuaen R (0,5 puntos)

b) Comprueba que existe un valor a € (0, 1) tal que f(a) = 3/4. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

Problema 8:

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
fx)=2-2x* ygx)=x*—x?

Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo en los
€asos en que sea compatible:

x—y—z=0
2x+QRa-Dy+(V2-2)z=2
—ax + ay + 2a%z =2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
SOLUCION

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 -1 1 -1 -1 0
M=(2 2a—1 ﬁ—Z)yM'=<2 2a—1 V2-2 2)-

—a a 2a? —a a 2a2 2
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:
1 -1 -1
IM|=|2 2a-1 V2-2|=
—a a 2a?

=2a?-(Q2a-1)-2a+a-(V2-2)—-a-Qa-1+4a®>—a-(V2-2) =
=2a%-2a—-1)—2a—a-Qa—-1)+4a? =

=4a®-2a*-2a—-2a*+a+4a>=4a®>-a=0; a(4a®-1)=0=a, = 0;

1
a3 = — .

1 1
40> -1=0; a>=->a, =
4 2

E;
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

1

a;’:—z

Para< a+0 ;= RangM = Rang M' =3 = n?incég.= S.C.D.
e

1 -1 -1 0
Paraa=0:>M’:(2 —1 2-2 2>:>RangM’:>{Cl,Cz,C4}:>

0 0 0 V2
1 -1 0
=2 -1 2|=-2+2V/2=v2#0=Rang M’ = 3.
0 0 V2
1 -1 -1 0
Paraa==M =2 0 V2-2 2 = Rang M' = A efectos de rango M’ es
2 11 12
2 2
1 -1 -1 0
equivalentea M’ = < 2 0 V2-2 2 ):{61,62,64}:
-1 1 -1 2vV2
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1 -1 0
=>(2 0 2|=2-2+4Y2=4V2#0=>Rang M’ =3.
-1 1 22
a=0
Para { 1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
2

1 -1 -1 0
Paraaz—%:>M’= 2 =2 V2—-2 2 |=>RangM' = A efectos de rango M' es
! TN
2 2

1 -1 -1 0
equivalentea M"" = (2 -2 VJ2-2 2 > =>{C,=-C}=
1 -1 1 22

N~

1 -1 0
={C,C,C)=> |2 V2-2 2 |=2v2-(V2-2)-2-2+4/2=
1 1 2V2

=4—42—-4+4V2=0=Rang M’ = 2.
Paraa = —%:RangMzRang M' =2 <n%incég.= S.C.I.

. 1 1
Se resuelve, en primer lugar, para a # —5.a #0ya# 5

1 -1 -1 0
F, - F, — 2F
(2 20-1 V22 2>=>{F2—>F2+aF1}:>
—a a 2a2 2 3 3 1

1 -1 -1 0 7z
=><O 2a + 1 V2 2>=>(2a2—a)2=\/§=>2= —.
2a“—a

0 0 2a2 —a V2

V2o _ o5 _ 2 _ 4a’-2a-2
a+1)y++2- ——=2 Qa+)y=2-F—=—";
_ 4a?-2a-2 _ 2(2a%-a-1) _ 2(“"’%)(‘1—1) _ (2a+1)(a-1) _ a-1
Y= a(za-1)(2a+1)  aa-1(2a+1)  aa-1)(2a+1)  a(Za-1)(2a+1) T 2a%2-a
A, . _a-1 V2 _a+V2-1
x—y—z=0; x_y+Z_2a2—a 2a%-a x_ZaZ—a'
., 2a+V2-2 2(a-1 V2 1 .1
Solucion: x = 2822 ,, _2@D , _ ,VaER—{——,O,—}.
2a%-a 2a2—-a 2a%—-a 2 2
1
Resolvemos ahora paraa = -7
x—y—z=0

El sistema resulta 2X — 2y + (‘/E - Z)Z =2 , que es compatible indeterminado y equivalente
2 2V T3
x—y—z=0
al sistema 2x — 2y + (V2 = 2)z = 2,
x—y+z=2VJ2
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Despreciando una ecuacion, por ejemplo, la segunda, y haciendo y = A:

x—z=2
x+z=2V2+21

z=x—-A=\V2+1-1=>z=+2.
Solucion: x =vV2 + 4,y =4,z =+2,VAE€R.

}=>2x=2\/§+21; x =2+
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Problema 2:
Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo

0o 1 -1 t+1 1 t
A=<0 1 t—1>yB=< 0 t —2t+1> (2,5 puntos)

1 t 1 t+1 t+1 —-t—1
SOLUCION

El rango de A - B es maximo cuando |A - B|] # 0.

Sabiendo que |A - B| = |A| - |B|, tiene que cumplirse que |A] - |B] # 0.

00 -1

ar=lo 1 e-1f=2 L =1
1t 1
t+1 1 t

IBl=1] 0 t —2t+ 1=
t+1 t+1 —t—1

=—t(t+1D?’+(t+D(=2t+1)—t?(t+1) - (t+1D?*(-2t+1) =
=+ 1D?*[-t—(-2t+ D]+ +D[(-2t+1)-t?] =
=(t+1)?2(—t+2t—-1D+ @+ 1D(-2t+1—-t?) =
=t+1D?*t-1D+(t+D(—t?>-2t+1) =
=t+D[E+DE-D-t*>*-2t+1]=(0Ct+D{t?*-1-t*=-2t+1) >
= |B| = =2t(t + 1).

|JA-Bl#0=>1-[-2t(t+1)]+#0; 2t(t+1)#0=>t, #0,t, # —1.

Elrango de la matriz (A - B) es maximo Vt € R — {0, —1}.
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Problema 3:

Calcula la ecuacidn continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo:

x—=y—z+2=0 x=2 _ y¥5 _ 2-0
{x—3y+32—8:0 ys 3 = (2,5 puntos)

—4
SOLUCION

La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(x=-y—-z+2=0 _ x—y=—2+A} —x+y=2—/1}
r_{x—3y+32—8=02>z_/1=>x—3y=8—3/1 x—3y=8-31
= -2y=10—-44, y=-5424, x=-5421-24+1=2x=-7+31>

x=-7+31
= rE{y=—5+2/1.

z=2
Un punto y un vector director de la rectar son A(—7,—5,0) y v, = (3,2,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(2,—5,0) y v, = (3,—4,—2).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(2,-5,0) — (=7, -5,0)] = (9,0,0).

Segun que los vectores {v , Vs, Wy S€an 0 no CO lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
Tr»vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

3 2 1
Rang {v;,v;,w}=> |3 —4 —2|=-36+36=0= Rang {v,,v5,W}=2 =
9 0 0

—_— — — .
= v, VU, W son coplanarios =

Lasrectasry s se cortan.

El vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores directores de las rectas r y s.

i j k
U Xve=13 2 1|=-4i+3j—-12k—6k+4i+6j=9j—18k =
3 —4 =2

=7, = (0,1,-2)

., x—2 +5 z—0
La expresién de s = —~ Y

= —, = —, porunas ecuaciones implicitas es la siguiente:

:{4x+3y+7=0
T R2x+3z-4=0

S

x=2 y+5_ﬂ:>{—4x+8=3y+15}
3 -4 -2

- _2x+4=23z
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X—y—z=-2

Las rectas r y s determinan el sistema: Xx—3y+32=8 , que sabemos que es compatible
4x + 3y = =7
2x+3z=4

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolucién eliminamos una de las
ecuaciones, por ejemplo, la segunda, quedando el sistema:

X—y—z=-=2
4x + 3y = —7 (. Resolviendo por la regla de Cramer:
2x+3z=4
-2 -1 -1
-7 3 0
4 0 3 -18+12-21 _ 27
x —_ = —_——— —1.
T -1 -1 9+6+12 27
4 3 0
2 0 3
1 -2 -1
4 -7 0
—21-16—14+24 —-27
y = 2 4 3 = = —= —1
27 27 27
1 -1 -2
4 3 -7
12+14+12+16 _ 54
Z = 2 0 4 = = — = 2

27 27 T 27

El punto de corte es P(—1,—1, 2).

Unas ecuaciones continuas de t son:
x+1 _ y+1  z-2
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Problema 4

SeanP(1,5,—1)ylarectarExz;l=3’__2=ﬂ

a) Calcula el punto Q € r tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3v2. (1,25 puntos)
SOLUCION

a) Un vector directorde r es v, = (2,1, 2).

El haz de planos, 8, perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresién general: f = 2x +
y+2z+D=0.

De los infinitos planos de haz 3, el plano  que contiene al punto P(1,5, —1) es el que satisface

Su ecuacion:
,BEZx+y+22+D=O} o
P(1,5,—1) =22-145+4+2-(-1)+D =0;
24+5-24+D=0; D=-5=2>n=2x+y+2z—-5=0.
x=1+421
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr =y =2+ 1
z=—4+21

El punto Q pedido es la interseccién de la recta r y el plano m:
n=2x+y+2z—-5=0

x=1421 e
r=ly=2+21 =2(14+2)+ Q2+ +2(—4+21) —5=0;
z=-—4+21

24+424+24+21-84+41-5=0; 94-9=0; 1—-1=0=>1=1=>

x=14+2=3
>Q=>{y=2+1=3 =
z=—4+2=-2

Q(3,3,-2).

b) Halla los puntos Q; y Q, pertenecientes a r tales que d(P,Q;) = d(P,Q,) = 3V?2.

x=1+24
Un punto genérico de r = {y =24+ esQ(1+2424+1—-44+24).
z=—4+21

PO=00—-0P=[(1+242+21,—-4+22)—(1,5-1)] =
= PQ = (2, -3 + A, =3 + 22).

|PQ| =3v2 = J@DZ+ (=3 + D2 + (=3 + 21)% = 3VZ;
402 4+9— 61+ A2 +9— 121+ 422 =18; 912 — 181 =0; A% —21=0;
AA—=2)=0; A, =0,1, = 2.
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x=1+2-0=1
/11=0=>Q1=>{y=2+0=2 }=>
z=—4+2-0=—-4
01(1)21_4)'
x=1+42-2=5
/’12=2=>Q2:{y=2+2=4 }:
z=—44+2-2=0

Q,(5,4,0).
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Problema 5:

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) fxii;iz dx (1,25 puntos)
b) [xIn(x)dx. (1,25 puntos)
SOLUCION
2x-5
a) 11 = fxziﬁ -dx.
x> +x—2=0; x=_1i21 8=_12J‘r3 > x; =-2,x, = 1.

x2+x—-2=(x+2)(x-1).

2x=5 _ M N _ Mx—M+Nx+2N _ (M+N)x+(-~M+2N) M+ N =2 } N

XZ4x—2  x+2 @ x—1 x+2)(x-1) x2+x-2 —M + 2N = -5
>3N=-3;, N=-1, M—-1=2 => M =3.

I, = [2S dx:f(x%_ 1 ).dx=3-L|x+2|—L|x—1|+C$

x2+x—2 ' x—1
(x+2)3
x—1

-dx =1L

|+C.

u=Lx—du=--dx 5 5
b)12=fx-Lx-dx:> x . :}Lxx__fx__dx:
x-de=dv-ov==X 2 z
2
xZ

2 2 2
=X - xde=%Ix-2X4c=%.QLx-1)+C.
2 2 2 2 2 4

2
Iz=fx-Lx-dx=xI-(2Lx—1)+C.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:

cos?(mx)—1 .
fx) = 1-x stx<1 (2,5 puntos)
In(x-e*t) —2x six>1

SOLUCION

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = 11 M =0 (x)
x=1=<{x1 1-x
hm fx) = hm[L(x e*t1) —2x] =0 = f(1) (**)

= xlir{l_ f(x) = lir{1+ f(x) = f(1) = La funcién f(x) es continua en R.
- X

(*) lim cos?(mx)—1 _ cos?(m)-1 _ (—1)2—1 1-1 _
x—>1 1-x 1-1 0 0

- => Ind.= {L'Hopital} =

- lim —2-cos(mx)-[m-sen(mx)]
x—1 -1

(**) lirr%[L(x et —2x]=L(1-e'")—2-1=Le?-2=2-Le—2=
X—

= lirq[sen(an)] = sen (2m) = 0.
X—

=2-1-2=2-2=0.
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Problema 7:

Se considera la funcion f(x) = (x + 1)sen(mx)
a) Demuestra que es continuaen R (0,5 puntos)

b) Comprueba que existe un valor a € (0, 1) tal que f(a) = 3/4. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

SOLUCION

a) La funcién f(x) = (x + 1) - sen (mx) es continua en R por ser producto de dos funciones
continuas en R.

b) f(0O)=0+1)-sen(m-0)=1-sen0=0.
f(%)z(%+1)-sen (n'%)zz-seng=§-1=§>z.
fO=0<2<f@=2

Considerando el intervalo (0,%) € (0,1) y teniendo en cuenta que f(x) es continua en R, le es

aplicable el teorema de los valores intermedios (o de Darboux), que dice que “si f(x) es continua en el
intervalo [a, b], entonces para cada valor m tal que f(a) < m < f(b), existe al menos un valor ¢ €
(a, b) tal que f(c) = m”.

3

Queda comprobado que existe un a € (0,1) tal que f(a) = 2
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Problema 8:

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
fx)=2-2x* ygx)=x*—x?
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)

SOLUCION

Notese que las dos funciones, por ser pares, son simétricas con respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices reales de la ecuacién que
resulta de la igualacion de sus expresiones.

f(x)zg(x):>2—2x2:x4—x2; x*+x?=-2=0-x*=a-

»a’+a—-2=0; a= _1J‘r21+8 = _1;5\@: _1;3 >a,=-2,a,=1.
X, = —1— A(-1,0)

x, =1— B(1,0)

La funcién f(x) = 2 — 2x? es una parabola céncava (N) por ser negativo el coeficiente de x2.
Su vértice es el punto V (0, 2).

x2=-2=x¢&R; x2=1:>{

La funcién g(x) = x* — x2, ademas de contener a los puntos A y B también contiene al origen
de coordenadas y sus maximos y minimos son los siguientes:

g'(x) =4x3—2x. g"(x) =12x? - 2.
gx)=0=24x3-2x=0; 2x(2x2—1)=0>x; = 0,x, = — X3 =
g (0) = =2 < 0 = maximo relativo = 0(0,0).
m V2\ _ V2 2 — —
g'(-23)=12-(-2) -2=6-2=4>0=

] V2
= min. absoluto par x = -

. " § V2
Por simetria = min. absoluto par x = -

La representacién grafica de la situacidon se expresa, de
forma aproximada, en la figura adjunta.

En el intervalo de la superficie a calcular, las ordenadas
de f(x) son iguales o mayores que las correspondientes
ordenadas de g(x), por lo cual, y teniendo en cuenta la
simetria de las dos funciones con respecto al eje de ordenadas,
la superficie a calcular es la siguiente:

s=z-f @) - g@)] - dx =
0

2- [yl = 22%) = (x* = x®)] - dx =

=2-f01(2—2x2—x4+x2)-dx=2-f01(—x4—x2+2)-dx=
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—6—10+60

=2{————+m1—2[@i——+21) 0| =-2-244="20s
:S_%uZEZ,QSuZ.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
upnd ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
e GENERAL
CURSO: 2022-2023

MATEMATICAS II
| INSTRUCCIONES GENERALES

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

ar+y—2z=1
3az+a’y—2a22=3
—ar—y+(@-1)z=a+v3-1

Menciona el resultado teorico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:

P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2,5 puntos)
Problema 3:

P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3,—2,3) y que corta a las
rectas r y s, siendo

[ z4+y—2—-1=0 t—3 _y+5_z+3
= =
r—y+2z+1=0

(2,5 puntos)

Problema 4:
P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo

o

g—1 @48 ~2—5
g 4 =1

_{2:r—y+22+7—0 _
y s=

“ | 5r+2y+22—-2=0

(2,5 puntos)
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Problema 5:

P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto = =0:
a) f(x)=1In [COS (rx) - e'*"z“%"]
(1,25 puntos)

b) g (xz) = arctan v'1 + 2z 4 e2*
(1,25 puntos)

Problema 6:

os [T (z — 1
P6) Se considera la funcion f(x) = M .
% — 6z

a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [1,4].
(0,75 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores  y 3 enelintervalo (1,4) tales que f(a) = 5t = f(3).
Enuncia el/los resultado(s) teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,75 puntos)

Problema 7:

P7) Se considera la funcion f (z) = > _gin 2%

2 6
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7,11] y derivable en (7,11).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (7,11) tal que f’(«) = 0. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) La curva de la imagen corresponde a la funcion [ (2) = x-sinz. Tal y como se intuye, la curva
corta el ¢je OX en infinitos puntos:

Encuentra los puntos P y ), v, a continuacién, calcula el drea de la regién del plano sombreada.
(2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compaltible:

ar+y—2z=1
3az+a’y—2a22=3
—az—y+(@-1z=a+v3-1

Menciona el resultado teorico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a 1 -2 a 1 -2 1
M = (3a a? —2a2> yM = (3a a? —2a? 3 )
—a -1 a?*-1 —a -1 a*-1 a++3-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a 1 -2
IM| =|3a a? —2a%|=
—a -1 a*-1

=ad-(a®>-1)+6a+2a®—-2a®—-2a®>—-3a(a*-1) =
=a®—a3+6a—-2a®>—-3a®+3a=a°—-6a®>+9a=0; a(a* —6a%+9) =0;

a, = 0. a*—6a>+9=0; (a*-3)2=0=a,=—V3,a; =V3.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
a+0

Para {a # —/3} = Rang M = Rang M’ = 3 = n? inc6g.= S.C.D.
a++3

o 1 -2 1
Paraa=0=>M’=(0 0 O 3 ):RangM’z{Cz,Cg,C4}=>
0 -1 -1 v¥3-1

1 -2 1 1 2
{0 o 3 =—3-|_1 “’| # 0= Rang M’ =3.
-1 -1 V3-1
Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
-3 1 -2 1
Paraa=—3=>M =|_-3y3 3 —6 3 |=>RangM' =1.
v3 -1 2 -1

Todas las columnas son linealmente dependientes.
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Paraa = —/3 = Rang M = Rang M' = 1 < n%incébg.= S.C.1I.

(Dos grados de libertad, dos parametros)

V31 =2 1
Paraa=V3=>M =(3y3 3 —6 3 = Rang M’ = 2.
—/3 -1 2 2v/3 -1

Las tres primeras columnas son linealmente dependientes.

Paraa =+/3 = Rang M = 1; Rang M’ = 2 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # —V3,a # 0y a # V/3:

a 1 -2 1
(8 3 )6
—a -1 a*>—1 a++vV3-1 3 it

a 1 -2 1 3
=><0 a’—-3 6-—2a? 0 )z(a2—3)2=a+\/§=>z=a .

2_
0 0 a>-3 a++3 o
(@ -3y -2 -3) 4L =0, (@-3)y=2(a+v3)=y=21"2
ax +y—2z=1; ax=1_2(a2+\/_)+2(a2+\/_)=>x=l
a<-3 a“-3 a
2
Solucién: x = 1,y = 223 , _ ‘Fv € R—{-V3,0,V3}.
a a?-3
Resolvemos ahora para a = —/3.

—V3x+y—-2z=1
El sistema resulta —3+/3x + 3y — 6z = 3 ¢, que es compatible indeterminado y equivalente a la
V3x—y+2z=-1
ecuacion V3x —y + 2z = —1.

Como tiene dos grados de libertad, se hace x = 1,z = u:

Solucion: x = A,y =+31+2u+1,z=pu, VA, u €R.
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Problema 2:

P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2,5 puntos)

Solucion:
Una matriz no es regular cuando su determinante es distinto de cero.

Restando en |A| a la primera fila la tercera multiplicada por dos:
3 0 -5 =5

12 0 1 a+3
Al = -3 1 2 2 |
-2 0 2 2
Desarrollando por los menores adjuntos de la segunda columna:
3 -5 =5 3 -5 =5
Al=-1-[-2 1 a+3|=-2-(-2 1 a+3|
-2 2 2 -1 1 1
Sumando la primera columna a las otras dos:
3 -2 =2
Al ==2-1-2 -1 a+1]
-1 0 0
Desarrollando por los menores adjuntos de la tercera fila:
_ -2 =21_ _, 1 1 90_ ., _
=270 Th|=-4l L= 4@rien =02

>a+2=0;, a=-2.

La matriz Ano es regular para a = —2.
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Problema 3:

P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3,—2,3) y que corta a las
rectas r v s, siendo

r

r+y—z—1=10 g___m—S_erS_erS
r—y+2z+1=0 Y °% n n

(2,5 puntos)

Solucion:

La expresién de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

= frty—z-1=0 _ _ x+y=1+2,1} = —2;
r:{x—y+2z+1=o=>Z—2’1=>x_y=_1_4/1 = 2x = —24;
x=-A
x=-Ly=1421—-x=>y=1+31=>r={y=1+31
z=2A

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,1,0) y v, = (—1,3,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(3,—5,-3) y v, = (—1,2,1).

Los vectores U, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(3,-5,-3) — (0,1,0)] = (3,—6,—3).

Segun que los vectores {v,, V;, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-1 3 1
Rang {v,,ve,w}=>|[-1 2 1|=64+64+9-6—-6—-9=0=>
3 -6 -3
= Rang {v,,v,,Ww} =2 = v,.,v,W son coplanarios = r y s se cortan.
., _ x-3 y+5 z+3 . . , . . _ x-3
La expresion de s = —, =, =, Por unas ecuaciones implicitas es la siguiente: s = — =
y+5  z+3 2x—6=-y—5 _(2x+y—1=0
—_—— ﬁ = .
2 1 {x—3=—z—3} S {x+z=0
x+y—z=1
. . x—y+2z=-1 .
Las rectas r y s determinan el sistema: x+y=1( gue sabemos que es compatible

x+z=0
determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolucién eliminamos una de las
ecuaciones, por ejemplo, la tercera, que es la suma de la primera y la ultima, quedando el sistema:
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x+y—z=1
=1 2 =1
X—y+2z=-1t>z=—x> x+y+x_ } x+y_ }$x=&
x—y—2x=-1) x—y=-1
x+z=0

y =1,z =0 = El punto de corte es Q(0, 1, 0).
La recta pedida, t, es la que pasa por los puntos Py Q:
PG =0G-0P =[(0,1,0) - (-3,-2,3)] = (3,3,-3) > % = (1,1,-1)

Unas ecuaciones continuas de t son:
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Problema 4:

P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo

| 2x—y+2:47=0 S:$_17?f+372_5
sx+2y+2z—2=0 Y *=72 T~ 0 =

(2,5 puntos)

Solucion:
La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
2x—y+2z+7=0 _ -y +2z=-7-1221
r={5x+2y+2z—2=0=”“6’1=> 2y + 2z =2 — 301 }
y—2z=7+121
2y +2z=2-304

}:>3y=9—18ﬂ; y=3—-6A; 2z=y—7—-121 =

x = 64
=3—-6A—7—-121=—-4—-184;, z=-2—-91> rE{y=3—6/1.
z=-2-—91

Un punto y un vector director de r son A(0,3,—-2) y v, = (2,—2,-3).
Un punto y un vector director de s son B(1,—3,5) y v, = (2,0,—1).

El vector normal del plano m es perpendicular, simultdaneamente, de los vectores directores de
las rectas r y s, por lo cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores

directores:
. gk
n=vAv,=12 -2 =3|=2i—6j+4k+2j=2i—-4j+4k=>
2 0 -1

>n1n=01,-22).
El plano 7 tiene la siguiente expresién general: m = x — 2y +2z+ D = 0.

La distancia del punto Py(xg, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula

|Axg+Byog+Czoy+D|
d(Po,m) = 2
A24+B2+C?

La distancia del plano m a cualquiera de las rectas es equivalente a la distancia del plano a
cualquier punto de ellas.

_ _ 1:0-2:3+2:(-2)4D| _ , |-104D| _ o | _ _
d(m,r) =d(m,A) =3=> oo S0 v =3; |[-10+D|=09.

—10+D =9
~10+D = -9

d(m,s) =d(m,B) =6=>

17+ D =18
17+ D = —18

El Unico valor de D que satisface las dos condiciones es D = 1, por lo cual, el plano pedido es:

m=x—-2y+2z+1=0.

}=>D1r =19; D,, = 1.

|1-1-2-(=3)+2-5+D|
NG

} = D, =1; D,, = —35.

=6; |17+ D| = 18.
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Problema 5:
P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto x = 0:

a) f(z)=1In [cos (rx) - c’*"z”:"]
(1,25 puntos)

b) g (z) = arctan /1 + 2z + ¢2*
(1,25 puntos)

Solucion:
a) f(x) = L[cos(mx) - e***?*] = Lu = f'(x) = “:’ (*)
u = cos(mx) - X’ 2,
u = —m - sen (mx) - X *2* 4 cos(mx) - 2x + 2) - XX =

>u =eX 2. [2. (x + 1) - cos(mx) — 7 - sen (mx)].
Sustituyendo en (*):

x%+2x
, _e [2:(x+1)-cos(mtx)—m-sen (mx)] / __ 2-(x+1)-cos(mx)—m-sen (mx)
f (JC) - cos(mx)-eX>+2x = f (x) - cos(mx)

2-(0+1)-cos(m-0)—m-sen (1-0) __ 2:cos0—m-sen0 _ 2:1-0
cos(m-0) - cos0 T

£(0) = 2.

f'(0) =

b) g(x) =arctgVi+2x+eZ =arctgu= g'(x) = ——. (%

1+u?’

2+2-e2*  2:(1+e%¥) , 1+e?¥

= U = —=—.
2V1+2x+e2X  2+/1+42x+e2% Vi+2x+e2X

u=v1+2x+e?* u =

Sustituyendo en (*):

1+e2%

[1t2xte2X . 1+e2* . 1+e2¥
1+(‘/—1+2x+ezx)2 (1+Vi+2x+e?®)Vi+2x+e2®  (2+2x+e2%)1+2x+eZ*

g'(x) =

'(0) = 1+e20 _ 1+e° 141 2
9 = 2 01e2 ) Vi12.04e20  (2404e0)Vit04e0  (2+DVIFL 342
22
=—>=
3.2

g'(0) = 2,

=

3
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Problema 6:

cos |Z(x—1
P6) Se considera la funcion f(z) = % .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [1,4].
(0,75 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores a y 3 enelintervalo (1,4) tales que f(a) = 5 = f(9)-
Enuncia el/los resultado(s) teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,75 puntos)

Solucion:
a) cos E (x — 1)] € R,Vx € [1,4].

O S x@&R=x2—6x4+10>0,Vx € R.

x?—6x+10=0; x = =202

La funcién f(x) es continua en [1,4] por ser cociente de dos funciones continuas en [1,4] y
cuyo denominador es distinto de cero para cualquier valor real de x.

b) Teniendo en cuenta que x? — 6x + 10 > 0,Vx € R, se consideran valores negativos de la

funcién g(x) = cos E (x — 1)] en el intervalo [1, 4].
Una forma sencilla que cumple lo anterior es, por ejemplo, parax = 3 € [1,4]:

g(3) = cos E (3 - 1)] = cos = —1. Considerando f(x) parax = 3:
COSTT -1 -1

f@3) = = =21

32-6.3+10  9-18+10 1

2
el teorema de los valores intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una funcion f(x) es
continua en un intervalo [a,b] y un nimero k estd comprendido entre los valores extremos de la
funcion, osea, f(a) <k < f(b) o f(a) = k = f(b), entonces existe un valor ¢ € [a, b] tal que g(c) =
k”.

Teniendo en cuenta que g(1) = cos [n (1 - 1)] = cos0 =1, le es aplicable a la funcion f(x)

Aplicando la propiedad a la funcién f(x) en el intervalo [1, 3] € [1, 4], existe un valor a € [1, 3]
tal que f(a) = _71
Aplicando la propiedad a la funcién f(x) en el intervalo [3,4] € [1, 4], existe un valor 8 € [3,4]
-1

tal que f(B) = —

2

Queda comprobado que existen a, f tales que f(a) = 71 = f(B).
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Problema 7:

L .
P7) Se considera la funcion f (z) = \/5 — sin % :

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7,11] y derivable en (7,11).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (7,11) tal que f’(«) = 0. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Solucion:

a) El dominio de la funcion f(x) es el conjunto de valores reales que satisfacen la desigualdad: >~
X 1 X

sen — > 0; - > sen —.
6 2 6

71T 1
Parax = 7 = sen - =sen 210° = -7

117 1
Parax = 11 = sen — =sen 330° = -5

La funcion f(x) esta definida Vx € [7,11] y, teniendo en cuenta que es la raiz cuadrada de la
suma algebraica de dos funciones continuas y derivables:

Queda demostrado que f(x) es continua en [7,11] y derivable en (7,11).

b) Teniendo en cuenta lo anterior y que que: f(7) = f(11) = E+%= 1, a la funcién f(x) le es
aplicable el teorema de Rolle que dice “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b),
con a,b ERya<b,yse cumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que
f'(e)=0"

Aunque no se pide, se determina el valor de ¢ que verifica el teorema.

T X
—g‘COS? Tc nc T

=2>f'(c)=0=>cos—=0;, —=-+knmkeZ=>
X 6 6 2

2 5~ sen —

f'x) =

La Unica solucidn en el intervalo considerado es ¢ = 9.

c=09.
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Problema 8:

P8) La curva de la imagen corresponde a la funcion f (z) = z-sinz . Tal y como se intuye, la curva
corta el eje OX en infinitos puntos:

Encuentra los puntos P y @, vy, a continuacién, calcula el rea de la region del plano sombreada.

(2,5 puntos)

Solucion:

Las abscisas de los puntos P y Q son los primeros valores positivos mayores que cero que son
raices de la ecuacion x - sen x = 0; estos valores son x = wy x = 2m, por lo cual: P(,0) y Q(2m, 0).

La superficie sombreada pedida es la siguiente:

S = fonf(x) . dx+f27;f(x)-dx.

La integral indefinida de f(x) = x - sen x es la siguiente:

= du =dx
F = . -dx = u=x- =
(x) = [ x-senx-dx {senx-dx=dv—>v=—cosx}
= x-(—cosx)— [—cosx-dx =—x-cosx+ [cosx-dx=
= F(x) =—x-cosx+senx + C.

S=F(m)—F(0)+F(n) —FQ2n) =2F(n) — F(0) — FQ2n) =
=2-(—m-cosm+senm)— (—0-cos0+sen0) — [—27 - cos(2m) + sen(2m)] =
=2[-n-(-1)4+0]-(-0-140)—(-27-14+0)=2r—-0+ 21 =

S = 4w u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

—— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL | CONVOCATORIA:
tﬂ’ ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE | ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
dol Pale vaaad  Gnibertsitates. CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES

Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden hasta llegar al nUmero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A1

Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcion del parametro a:

x+2y+3z=1
{ x+ay+z=1
2x+3y+4z=2
Resuelve el sistema enloscasosa=1ya=2.
Ejercicio B1

Calcula el rango de la matriz A segun los valores del parametro a, siendo

a 0 «a 0
A=|3 a 0 «a
0O 1 -1 2

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2
Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son:

={x+y—z=1
T 2x+ 2y +z =72

a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la rectar.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el punto
P (2, 1, 0), que es exterior ar.

Ejercicio B2

Sean r la recta cuya ecuacién continua es: xT_l = y__—11 = 22;1 , los planos de ecuacionesml=x+y+z=1y
nm2=x+y-z=1, Pl el punto de corte de la recta r con el plano 1 y P2 el punto de corte de la rectar
con el plano n2. Calcula:

a) las coordenadas de los puntos P1y P2;

b) la distancia entre los puntos P1y P2;

¢) la distancia del punto P1 al plano m2.

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
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Ejercicio A3
Sea la funcidn f(x) = x* - 2x® + x2. Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus
maximos y minimos relativos. Calcula la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
Ejercicio B3
La funcion f(x) = Ax? + Bx + C es creciente en el intervalo (-eo, 1) y decreciente en el intervalo (1, o).
Ademas, la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 2 es perpendicular a la recta de
ecuacidony=x+2y f(0) = lirr(l)sezﬁ . Calcula los valores de los parametros A, By C.

X—

MATEMATICAS IICUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4

x2

Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado inferiormente por la curva de ecuacion y = Y

. . 4 , .
superiormente por las curvas de ecuaciones y = = ey= 4. Calcula el area de ese recinto.
Ejercicio B4

Calcula las siguientes integrales:

fﬁdx, [(x + 2)sen(3x)dx.

(x+2)2
QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

La produccion de una empresa la realizan, a partes iguales, cuatro turnos, de los que tres son diurnos y
uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas en cada turno diurno es el 2 % y en el
nocturno es del 10 %.

Si se toma una pieza al azar de un turno al azar,
a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa;

b) si la pieza tomada es defectuosa, calcula la probabilidad de que se haya producido en un turno
diurno.

Ejercicio B5

Los resultados obtenidos en una prueba de matematicas siguen una distribucién normal con media 65
puntos y desviacion tipica 18 puntos. El 15 % del alumnado estd en el nivel avanzado, el 65 % en el nivel
medio y el 20 % restante en el nivel inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel situaremos a
los alumnos o alumnas que han obtenido las siguientes notas:

a) 85,5 puntos,
b) 48 puntos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO
PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A1
Discute la existencia de solucién del siguiente sistema en funcién del parametro a:

x+2y+3z=1
xtay+z=1
2x+3y+4z=2

Resuelve el sistemaenloscasosa=1ya=2.

SOLUCION A1
El determinante de la matriz de coeficientes es 2 — 2a. Por tanto, si a # 1, el
sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.

Si o = 1, el rango de la matriz de coeficientes es 2, y el de la matriz am-
pliada también; por tanto, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.
La solucion del sistema es (1 + z, —2z, z), siendo z € R cualquiera.

Sia = 2, la solucion del sistema es © = 1, yAz = 0.
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Ejercicio B1

Calcula el rango de la matriz A segun los valores del parametro a, siendo
a 0 a O
A=|3 a 0 a«a
0O 1 -1 2

El determinante de la submatriz for
a(3 — a); portanto, sia #0y o #

SOLUCION B1

or las tres ’rimeras columnas es
el rango de A 3.

Sia =0, la primera fila de A

3. Ademas, es facil encontra
es no nulo. En con '

También se puede comenzafCalculando el determinante de la submatriz for-
mada por las tres Ultimas columnas. Ese determinante es —a?, por lo que si
a # 0, el rango de A es 3. Unicamente falta estudiar el caso o = 0, como ya
se ha explicado.
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SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2
Sear la recta cuyas ecuaciones cartesianas son:
_(x+y—z=1
r={2x+ 2y +z = 2
a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la rectar.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el punto
P (2,1, 0), que es exteriorar.

SOLUCION A2

El vector director de la recta es el producto vectorial de los vectores normales
a los planos que definen larecta, (1,1, —1) x (2,2,1) = (3, —3,0), o cualquier
multiplo de éste, por ejemplo, (1, —1,0). Un punto de la recta r es el (0,1,0);
por tanto, las ecuaciones parameétricas de la recta son

{r=t,y=1—1t, z=0}.

Para calcular la recta que pasa por el punto /°(2, 1,0) y corta perpendicular-
mente a r, en primer lugar debemos calcular el plano perpendicular a r que
contiene a P°. La ecuacion de ese plano es + — y — 1 = 0. El punto de corte
del plano de ecuacion x —y — 1 =0 y larecta r es Q(1.0,0). Ahora, el vector
director de la recta buscada es Cﬁ)’ = (1,1,0), y como la recta pasa por el
punto P(2,1,0), las ecuaciones paramétricas de la recta que se pide son:

=248 y=1+3 =0}
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Ejercicio B2

Ly . x-1 __ y-1 _ z-1 . _
Sean r la recta cuya ecuacion continua es: T =5 =5 los planos de ecuacionesml=x+y+z=1y

n2=x+y-z=1, Pl el punto de corte de la recta r con el plano 1 y P2 el punto de corte de la rectar
con el plano m2. Calcula:

a) las coordenadas de los puntos P1y P2;
b) la distancia entre los puntos P1y P2;
c) la distancia del punto P1 al plano 2.
SOLUCION B2

Un punto cualquiera de la recta es de la forma 1 —1%,1+ 2t), siendo
t e R.

sustituimos en la ecuacion
nos dat = —1. Por tanto,

a) Para calcular las coordenadas del punto
del plano m; el punto (
se obtiene el punto P
encontrar las coordenadas, del pUnto /%, es decir, se sustituye el punto

(1+t1-—11 on/del plano 7, y se obtiene ¢ = 0, luego
Py(1,1,1).
b) La distancia entre los s P, y P es el mddulo del vector P, Ijg:
d(P, Py) V(1 —0)2+ (1 —2)24 (1+1)2= 6.

c) La distancia del punto P, al plano m es

042411 2 23
d(Pl,TFQ) = I | = —==——.
JI2+ 12+ (=12 V3 3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3

Sea la funcién f(x) = x* - 2x3 + x2. Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus
maximos y minimos relativos. Calcula la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 2.

SOLUCION A3

. 1
La derivada de f es f'(z) = 42® — 62% + 20 = 4x(z — 1)(2 — 5)? por lo tanto,
f es decreciente en los intervalos (—o0,0) y en (1/2,1) y es creciente en los
intervalos (0,1/2) y (1, +00).
f tiene minimos relativosen z =0y z = 1, siendo f(0) =0y f(1) =0; y un
maximo relativo en x = 1/2, con f(1/2) = 1/16..
La recta tangente a la grafica de [ en el punto de abscisa » = 2 es y =

122 — 20. A
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B3

La funcion f(x) = Ax? + Bx + C es creciente en el intervalo (oo, 1) y decreciente en el intervalo (1, o).
Ademas, la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 2 es perpendicular a la recta de

sen(x)
x

ecuaciony=x+2y f(0) = liné . Calcula los valores de los pardmetros A, By C.
X—

,1) y decretiente en el intervalo
gir: 1 2A4+-B=0.

Como la recta tangente a la unto de abscisa x = 2 es
perpendicular a la recta de e : ebeser f'(2) = 4A+B = —1.
Resolviendo el sistema form: = cuaciones obtenidas, A = —1/2
= 1.

SOLUCION B3

Como f es creciente en el interva
(1,+00), f tiene un maximo en =z =

Finalmente, C = f

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de PAIS VASCO

Autor: Universidad del Pais Vasco

www.apuntesmareaverde.org.es

_——
Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

2
Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado inferiormente por la curva de ecuacién y = x: y
superiormente por las curvas de ecuaciones y = % ey =4. Calcula el area de ese recinto.
SOLUCION A4

| 4 .
Las curvas y = 22/4 e y = 4/2% se cortan cuando z* = 16, es decir, en el
primer cuadrante, cuando = = 2. Ademas, la recta y = 4 corta a la curva
y = 4/2? cuando = = 1. Por tanto, el recinto es el de la imagen:

El area de ese recinto es:

Autor: Universidad del Pais Vasco
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B4
Calcula las siguientes integrales:

fﬁdx, [(x + 2)sen(3x)dx.

(x+2)2

SOLUCION B4

Para calcular la primera integral, descomponemos el integrando como sigue:

2+ 4 4 8

e =1- :
(x4 2)? :1:-|—2+(:Jc—|—2)2

Entonces, ,
e+ 4 8
———dr =1 —41 2] ———+k
/(:r:—|—2)2 re nle+2) :c—|—2+
La segunda integral se resuelve por parte andou = x +2ydv =

sin(3z)dx. Entonces, du = drxy v = —

f(.’li + 2)sin(3z) dr = _ﬁos( : - ( .
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

La produccion de una empresa la realizan, a partes iguales, cuatro turnos, de los que tres son diurnos y
uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas en cada turno diurno es el 2 % y en el
nocturno es del 10 %.

Si se toma una pieza al azar de un turno al azar,
a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa;

b) si la pieza tomada es defectuosa, calcula la probabilidad de que se haya producido en un turno

diurno.

SOLUCION A5
Ejercicio de calcul obwque puede resolverse mediante un
diagrama de arbol abilidad condicionada.

a) P(defectuoso) = P(didr.

+ Pfnocturno) P(defectuoso | nocturno)
3 1
=7 X 0,024 5 % 0,1=0,04.

P(defectuoso | diurno)

P(diurno) P(defectuoso | diurno)
P(defectuoso)

b) P(diurno | defectuoso) =

3
° % 0,02
4

=4 _—0,375
0,04 ;
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B5

Los resultados obtenidos en una prueba de matematicas siguen una distribucién normal con media 65
puntos y desviacion tipica 18 puntos. El 15 % del alumnado estd en el nivel avanzado, el 65 % en el nivel
medio y el 20 % restante en el nivel inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel situaremos a
los alumnos o alumnas que han obtenido las siguientes notas:

a) 85,5 puntos,
b) 48 puntos.
SOLUCION B5

Es un problema de distribuciéon normal donde conocemos las probabilidades
y tenemos que calcular los valores de los extremos de los intervalos que
determinan dichas probabilidades. Sea X una variable que sigue una dis-
tribucion N(65,18). Hay que encontrar z;, la nota maxima para estar en el
nivel inicial, y z5, la nota minima para estar en el nivel avanzado, tales que
P(X <z)=0,2y P(X > zy) =0, 15.

Resolveremos el problema para una variable Z que sigue una distribucién
N(0,1) y, después, “destipificaremos” los v. obtenidos, recordando que

— 65
P(X <z)= P(Z <z 65 + 18-.
Entonces,
P(Z<z)=02= P(Z< —z =0,84
x (—0,84) = 49, 88;
P(z> 2z)=0,15 = z9=1,04

=65+ 18 x 1,04 = 83,72.

Por tanto,

a) El alumno o alumna que & obtenido 85,5 puntos esta en el nivel avan-
zado.

b) El alumno o alumna que ha obtenido 48 puntos esta en el nivel inicial.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

—— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL | CONVOCATORIA:
v ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE | ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
dol Pale vaaad  Gnibertsitates. CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I
INSTRUCCIONES GENERALES

Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una Unica pregunta. En caso de
responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregiran en orden hasta llegar al nimero necesario. No se podran usar
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolucién
de ecuaciones, operaciones con matrices, calculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A1
Se consideran tres planos de ecuaciones:
m=4r+2y—4z2=2, Mm=r—y—2z=2 Yy m=rtay+z=="b

i Existen valores de los parametros a y b para los cuales los tres planos se
cortan en una recta? En caso de que la respuesta sea negativa, razonala.
En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores.

Ejercicio B1

Calcula las dos matrices Ay

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A2
Sean larecta r ¥ el plann o, que se cortan pE[pEﬂdiCLllﬂlTﬂEﬂtE en el pl.l[‘ItD
P(1,-1,2). Si el plano « pasa por el punto ¢J(1,2,3) y contiene al vector
{ﬂ? ﬂl, 2], calcula las ecuaciones de la recta r ¥ del plan{: .

Ejercicio B2

Se consideran tres planos de ecuaciones:

nml=4x+2y-4z=2,mM2=x-y-z=2yn3=x+ay+z=h.

éExisten valores de los parametros a y b para los cuales los tres planos se cortan en una recta? En caso
de que la respuesta sea negativa, razonala.

En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3

Sea f (x) = x/(x? + 1). Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, calcula sus asintotas, y
encuentra la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0. Haz una representacién
aproximada de la grafica de la funcién f

Ejercicio B3

Sea f(r) = »* + Ax* + Bx + C. Encuentra fos v de los parametros A,
By C para que f(0) = 2, 1as rectas tes a la grafica de f en los puntos
de abscisa »r = 1y » = 3 5ean pa tenga xtremo relativo en el
punto x = —1. Ese extremo relativo, %y es ufimaximd o un minimo? Estudia si
[ tiene algun otro extremo relatigg,y deter ing 50N Maximos o minimos.

MATEMATICAS IICUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.

Ejercicio A4
Calcula [(2” + 1)V dx, e‘(plic ndo el método utilizado.
Ejercicio B4

v . - ;
Dibuja el recinto limitado por las parabolas de ecuaciones y — 21 —4r + 3 e
y — r° — 2z + 3y calcula el area de ese recinto.

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

Tenemos dos dados, uno normal y otro trucado. En el trucado hay 4 unos y 2 doses. Se elige un dado al
azary se tira dos veces.

a) éCudl es la probabilidad de obtener un 1 en la primera tirada y un 2 en la segunda?

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido un 1 y el de la segunda ha sido un 2, calcula la
probabilidad de que se haya escogido el dado trucado.

Ejercicio B5

Una caja que contiene 500 monedas es vaciada sobre una mesa. Halla
a) la probabilidad de que el nimero de caras sea mayor que 240;

b) la probabilidad de que el nUmero de caras sea menor que 230;

c) la probabilidad de que el nUmero de caras esté comprendido entre 230 y 240, ambos incluidos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO
PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A1
Se consideran tres planos de ecuaciones:
m=4r+2y—4z2—=2, Mm=r—y—2z=2 y m=rtay+z==b

i Existen valores de los parametros a y b para los cuales los tres planos se
cortan en una recta? En caso de que |a respuesta sea negativa, razénala.
En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores.

SOLUCION A1

El determinante de la matriz de coeficientes es —a? + 1. Entonces, si a distinto de 1y a distinto de -1, el
sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.

Si a = 1, el rango de la matriz de coeficientes es 2, y también el de la matriz ampliada; por tanto, el
sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Si a = -1, el rango de la matriz de coeficientes es 2, y el de la matriz ampliada, en cambio, es 3; por
tanto, el sistema es INCOMPATIBLE.

Sia =0, lasolucidn del sistemaesx=-2,y=6yz=5.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B1

Calcula las dos matrices Ay ue satisfagen siguientes igualdades:

16 6 —
(3;1\23‘ s 13)'

Multiplicamos la matriz A + B purZ‘r sumamos,.el resultado a 34 — 203 para

obtener
—0 4 16 4 18
18 4 12 4 22

f 0 1015 (20
0 30 0 40 o6

SOLUCION B1

3A—-2B+2(A+ B) =

Entonces,
82 9Y (2023 (0806
B““B_"“(z 6 2 11)‘(&6(}3)‘(2 0 2 3)'

También se puede empezar calculando 3(A |+ B) — (34 — 2B) =58,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2
Sean la recta r ¥ el plann o, que se cortan DE[DEH!‘JiCLIlEI'mEFItE en el pU[‘ItD

P(1,-1,2). Si el plano « pasa por el punto @(1,2,3) y contiene al vector
(0,0,2), calcula 1as ecuaciones de la recta r y del plano .

SOLUCION A2
Los puntos Py (Q del plano m definen el vector (0,3,1) y (0,0,2) es otro vector
del plano, por tanto, el vector normal al plano 7 es:
i — (0,3,1) x (0,0,2) = (6,0,0).

Ademas, 7 pasa por el punto P, por tanto, la ecuacionderesr—1 = 0.

Como Ia recta y el plano son perpendiculares, el vector director de Ia recta
es un vector normal al plano, por ejemplo, (1,0,0). Como r pasa por el punto
I’ las ecuaciones parameétricas de la recta son:

{r=1+¢t, y——-1, 2 =2}
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B2

. . . x-1 y—-1 z-1 . _
Sean r la recta cuya ecuacion continua es: T =5 =5 los planos de ecuacionesml=x+y+z=1y

n2=x+y-z=1, Pl el punto de corte de la recta r con el plano 1 y P2 el punto de corte de la rectar
con el plano m2. Calcula:

a) las coordenadas de los puntos P1y P2;
b) la distancia entre los puntos P1y P2;
c) la distancia del punto P1 al plano 2.

SOLUCION B2
Los tres planos forman el sistema de ecuaci

dr + 2y — 4z A2

L]

ble indeterminado. Si M es 7
para que el sistema anterio gtible indeterminado, el rango de M vy
el de M* deben ser j poresijue el numero de incégnitas.

iera valores de ay b, el rango de M, el rango de
3; por tanto, los tres planos se cortan en un

En este caso, para guales
M*y el namero de incogni
punto, no en una recta.

Por tanto, no existen valor€s de los parametros a y & de forma que los tres
planos se corten en una recta.
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3

Sea f (x) = x/(x? + 1). Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, calcula sus asintotas, y
encuentra la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0. Haz una representacién
aproximada de la grafica de la funcién f

SOLUCION A3
iy (1=7)(1+7)
o) ==y

¥ (1,00); y es creciente en el intervalo (—1,1).

. portanto, f es decreciente en los intervalos (—oo, —1)

J no tiene asintotas verticales e y = 0 es asintota horizontal en —ooy en | oo.
La recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa » = 0 es y — .
La grafica de f es
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Ejercicio B3

Sea f(z) = 2* + Az® + Bz + . Encuentra fos v de los parametros A,
By C para que f(0) = 2, |1as rectas tes a la grafica de f en los puntos
de abscisa x — 1y ¢ — 3 sean pa tenga xtremo relativo en el
punto » — —1. Ese extremo relativo 3 es uimaximad o un minimo? Estudia si
[ tiene algun otro extremo rgletiyg,y deter ing SONn Maximos o minimos.

SOLUCION B3
SOLUCION B3 |
Como f{0) = C, se tiene C — 2. Po do, f'(x) 2 +2Ar+ B,y para
que las rectas tangentes a la graficg@ de f'€n los p 5 de abscisas r — 1y
r — 3 sean paralelas, debe cumpli — f'(3). por tanto, debe ser
3+24+ B =27+ 64+ B, de"ali = —6
Por dltimo, f tendra un extre : de abscisa r — —1si f'(-1) —

15+ B = 0, es decir,
Portanto, f(z) = 2% 6x . =3zx+1)(x—5).y f"(z) = 6x—12.
En consecuencia, ftiene irmo relatwn:- Enx=—1yun IT‘III'IIIT‘ID relativo
enr—h.
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

Calcula f (2% + 1)e™M do, e‘plic ndo el método utilizado.
SOLUCION A4

Utilizamos integracion por partes, tomando v — 72 + 1y dv — ™ dz. Asi,
tenemos du — 2rdry v — ", de modo que

[(@* + 1) dr — (22 + 1)e™*! — [2ze™ da.

De nuevo, utilizamos integracion por partes, tomando ahora v — 2ry dv —
ez Entonces, du — 2dz y v — ¢!, de forma que

Jl':;-zc“‘ dr — 2rpe™t! _ fafcﬂ' dr — 2re™! _ 2eTH 4 |
Uniendo los dos resultados,

[(@? 4 1)+ dr — (22 — 22 1 3)e™H k.
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Ejercicio B4

w . R
Dibuja el recinto limitado por las parabolas de ecuaciones y — 2% — 4z + 3e
y — =2 —2r + 3y calcula el area de ese recinto.

SOLUCION B4

El recinto acotado por las dos parébolas e35 el siguiente:

1

El area de ese recinto se ca

A—mm: Ji? — Az 4 3))dz — 3

u’.

=l
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

Tenemos dos dados, uno normal y otro trucado. En el trucado hay 4 unos y 2 doses. Se elige un dado al
azary se tira dos veces.

a) éCudl es la probabilidad de obtener un 1 en la primera tirada y un 2 en la segunda?

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido un 1 y el de la segunda ha sido un 2, calcula la
probabilidad de que se haya escogido el dado trucado.

SOLUCION A5

Ejercicio de calculo de prtﬁabilidades que puede resolverse mediante un
diagrama de arbol y la probabilidad condicionada.

Sea el suceso (1-2) obtener en la primera tirada un 1y en la seqgunda tirada
un 2.

a) P(1 —2) = P(trucado)P{1 — 2 | trucado) + P(normal}P(1 — 2 | normal)
142 111 9 1
T3266'266 T §
1 4 2
~ P(trucado)P(1 — 2 |trucado) 5 5§ 8
P(1-2) 1 9’
]

b) P(trucado | 1 — 2)
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Ejercicio B5

Una caja que contiene 500 monedas es vaciada sobre una mesa. Halla

a) la probabilidad de que el nimero de caras sea mayor que 240;

b) la probabilidad de que el nUmero de caras sea menor que 230;

c) la probabilidad de que el numero de caras esté comprendido entre 230 y 240, ambos incluidos.

SOLUCION B5

La variable numero de caras, X, es discreta y sigue una distribucion binomial
B(500;0,5). Como np = 500 -0,5 = 250 = 5y ng = 500-0,5 = 250 = 5, se
aproxima por una distribucion normal N(250; 11, 18).

a) P(X > 210) = P(X' > 240,5) = P(Z > 24131111 _lgzdﬂ.

— P(Z > —0,85) — P(Z < 0,85) — 0,8023.
b) P(X < 230) = P(X' < 220,5) = P(Z
— P(Z<—1,83) —1— P(Z <1,83) —

c) P(230 < X < 240) — P(X < 240) — <2
=1—P{X:-24D}—PEX-::23{]} 1 40,8023 — 0,0336 — 0, 1641.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

coven | PROVES D’ACCES A LAUNIVERSITAT | “ji0o0s
SVALENCIANA

Assignatura: MATEMATIQUES II

BAREM DE I’EXAMEN:

Heu de resoldre només QUATRE problemes dels VUIT que es proposen.

Cada problema puntua fins a 10.

La qualificacid de I’exercici és la suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 4, aproximada fins a les centésimes.
Es permet 1'"is de calculadores sempre que no siguen grafiques o programables i que no puguen fer calcul simbolic ni
emmagatzemar text ni formules en la memoria. S’use o no la calculadora, els resultats analitics, numerics i grafics han d’estar
sempre degudament justificats.

1 2 0 x m
Problema 1. Donades lesmatrius A={0 m 1], X = (y) iB = (0):

0 3 0 z 9
a) Estudieu quan té soluci6 I’equacié matricial A> X = B en funcio del parametre real m. (4 punts)
b) Trobeu totes les solucions de I’equacio anterior quan aquestes existisquen. (6 punts)

. _/1 0 1 /1 1 1\.._0 ay.
Problema 2. Donades les matrius A = (0 1 1), B = (2 1 0) iC = (—a'z 0).
a) Obteniu la matriu (AB” + 1), on [ és la matriu identitat de les dimensions adequades per fer
I'operacio.
(6 punts)
b) Comproveu que C2 = —a?I, on I és la matriu identitat, i calculeu C13. (4 punts)

x—y=1

X+2y+z2=0 ielspunts P =(0,0,3)1Q = (2,2, a), obtingueu:

Problema 3. Donada la recta 7: {

a) Els valors del parametre real a si existeixen, per als quals sén paral-leles la recta r 1 la recta que passa
pels punts P 1 Q. (6 punts)
b) L’equacio del pla perpendicular a » que passa per P. (4 punts)

S5x+y+7z=16. _ -
Ox —y + 7z = 12 ielpunt P = (0,5,2), es demana:

a) Comproveu que el punt Q = (2,6,0) pertany a la recta r i trobeu la recta s que passa pels punts P i Q.

Problema 4. Donada la recta r: {

(2 punts)
b) Obteniu l'angle que formen la recta 7 i la recta s. (3 punts)
c) Obteniu la projeccio ortogonal del punt P en la recta r. (5 punts)
Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Antonio Menguiano

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5. Considereu la funcio f(x) = % + In(x + 1). Obteniu:

a) El domini i les asimptotes de f(x). (2 punts)
b) Els intervals de creixement 1 decreixement de f(x) 1 els seus maxims 1 minims. (4 punts)
¢) L'area compresa entre lacorbay = f(x)ilesrectesy =0,x=1ix = 2. (4 punts)

Problema 6. El tall vertical de I’entrada a la placa emmurallada de cert poble t¢ forma de parabola, amb
I’equacio y = — x? + 12, en la qual x i ¥ es mesuren en metres i y = 0 representa el sol. Es desitja posar-hi
una porta rectangular de forma que les dues cantonades superiors estiguen en la
parabola 1 les inferiors en el sol. La resta de I’entrada va tancada amb pedra.
Calculeu:

a) Les dimensions de la porta perqué tinga la major superficie possible.
(6 punts)

b) Obtingueu I’area de la part frontal de la porta de ’apartat anterior i
I’area de la part frontal de I’entrada recoberta de pedra. I I

(4 punts)

Problema 7. Tenim dues monedes M, i M,. La probabilitat d’obtenir cara en llangar la moneda M, és x i la
probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M., és y.

a) Si llancem les dues monedes al mateix temps, calculeu les probabilitats de no obtenir cap cara,
d’obtenir-ne només una cara i d’obtenir-ne dues. (3 punts)

b) Després de llangar les dues monedes, tornem a llancar solament les monedes en les quals no hem
obtingut cara. Calculeu les probabilitats que el resultat final siga cap cara, només una cara 1 dues cares.
(7 punts)

Problema 8. Cada cap de setmana arriben a I’aeroport d’Alacant 161 vols. D’aquests vols, 95 procedeixen del
territori nacional, 50 de la Uni6é Furopea i 16 de paisos de fora de la Uni6é Europea. Sabent que es retarden el

5% dels vols de procedéncia nacional, el 4% dels de procedeéncia de la Unid Europea i el 6,25% de la resta:

a) Calculeu la probabilitat que es retarde un vol durant el cap de setmana. (5 punts)
b) Calculeu la probabilitat que un vol que s’ha retardat procedisca de la Unié Europea. (5 punts)

Els resultats s han d’expressar en forma de fraccio o en forma decimal amb quatre decimals d’aproximacio.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
0 GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
& VALENCIANA

CURSO: 2022-2023 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS Il

BAREMO DEL EXAMEN:
El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.

Cada problema se puntuaré hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, v que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numeéricos y graficos deberan estar

siempre debidamente justificados.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

Problema 1:

1 2 0 X m
Problema 1. Dadas las matrices A=[0 m 1},X= (y) yB = (0 ):
0 3 0 4 9

a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A?X = B tiene solucion en funcion del parametro real m.
(4 puntos)

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)

Problema 2:

. _4{1 0 1 i 4 Q@ it B ey
Problema 2. Dadas las matrices A = (0 1 1), B = (2 i 0) yC= (—rxz O)'
a) Obtener la matriz (AB” + 1), donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para

realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C? = —a?I, donde I es la matriz identidad, y calcular C*3. (4 puntos)

Problema 3:

1
Problema 3. Dada la recta r: {x 2y +2=0 y los puntos P = (0,0,3) y @ = (2,2,a), obtener:

a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa por

los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a » y que pasa por P. (4 puntos)

Problema 4:

S5x+y+7z2=16
Problema 4. Dada la recta r: {9)( —y+72=12

a) Comprobar que el punto @ = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los

y el punto P = (0,5,2) se pide:

puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta 7. (5 puntos)
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Problema 5:

Problema 5. Considerar la funcion f(x) = §+ In(x + 1). Obtener:

a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos. (4 puntos)

¢) Elarea comprendida entre lacurvay = f(x) ylasrectasy =0, x =1y x = 2. (4 puntos)
Problema 6:

Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto
pueblo tiene forma de pardbola con ecuacion y = — x% + 12, donde x e y se
miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una puerta
rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la parabola y las
inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie T T
posible. (6 puntos) L
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte
frontal de la puerta y el area de la parte frontal de la entrada recubierta

por piedra. (4 puntos)

Problema 7:

Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M; y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M,
es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna cara,
de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Problema 8:

Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden
del territorio nacional, 50 proceden de la Union Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Union Europea.

Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Union
Europea v el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo proceda de
la Union Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1 2 0 X m
Problema 1. Dadas las matrices A =10 m 1], X = (y) yB = (0 ):
0 3 0 z 9

a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A2X = B tiene solucion en funcion del pardmetro real m.

(4 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)
1 2 0 x m
Problema 1. Donades lesmatrius A =0 m 1], X = (y) 1B = (0):
0 3 0 z 9
a) Estudieu quan té soluci6 1’equacié matricial A> X = B en funci6 del parametre real m. (4 punts)
b) Trobeu totes les solucions de I’equacio anterior quan aquestes existisquen. (6 punts)
Solucion:

1 2 0 1 2 0 1 24+2m 2
a)A2=A-A=<O m 1)-(0 m 1>=<0 m?+3 m).
0 3 0 0 3 0 0 3m 3
1 242m 2 b m
AZ-X=B:>(0 m? +3 m>-<y>=<0>.
0 3m 3 z 9
x+Q2+2m)y+2z=m

De la ecuacién matricial anterior resulta el sistema: (m?2+3)y+mz=0_.
3my+3z=9
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 2+2m 2 1 24+42m 2 m
P=|l0 m*43 m|yP=(0 m?+3 m 0|
0 3m 3 0 3m 3 9

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

1 24+2m 2
IP]=10 m2+3 m|=3m?+3)-3m?=3m?+9-3m?=9#0>
0 3m 3

= Rang P = 3,Ym € R.

Vm e R = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.

b) Resolviendo por la regla de Cramer:

m 2+42m 2
0 m?+3 m
9 3m 3| _ 3m(m?+3)+9m(2+2m)-18(m?+3)-3m3 _

9 - 9 -

X =
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3m3+9m+18m+18m2-18m2-54-3m3 9m+18m-54 27m-54
= = = =3m— 6.
9 9 9
1 m 2
0 0 m .
_lo 9 3l _-9m _
y= 9 =, T Tm
1 2+2m m
0 m2+3 0 o(m2+3)
+
z=10_3m ol _ M7 _p243,
9 9
Solucién:x =3m—6,y=-m,z=m?* + 3,vm € R.
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Problema 2:

Problema 2. Dadas las matrices A = ((1) [1] D, B = G _11 {1]) yC= (_(;2 g):

a) Obtener la matriz (AB” +I)™', donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para
realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C* = —a?I, donde I es la matriz identidad, y calcular €13, (4 puntos)

. /1 0 1 /1 1 1N.._ 0 ay .
Problemaz.DonadeslesmatrlusA—(0 1 1,8—(2 1 O)IC—(_az 0)-

a) Obteniu la matriu (ABT +1)7!, on I és la matriu identitat de les dimensions adequades per fer

l'operacio.
(6 punts)
b) Comproveu que C? = —a?I, on I és la matriu identitat, i calculeu C13. (4 punts)
Solucion:
10 1y (} 2 2 2y, (1 0y_/(3 2
t — . _ — =
) AB+I=(; | ) (1 01>+I G D+ =G o)
t _13 2|_ _4. t t_ (3 2.
Bt +11 =, o] =4 (4B*+1) _(2 o)’
. ¢ e _(0 =2
Adj.de (AB*+ D = (2, )
Adj.de (ABt + )t (02 _32)
AB*+ D)7t = — == =
( ) |ABt + I| —4
_ 1 (0 2
AB + D7 =1 ( )-
( ) G

o ct=cee=(G ) (e o= Jo)=—( D)

Queda comprobado que C* = —a3l.

CB=C-C2=C-(C})=C-(-a®>D°=C-a® [°=qa'® - C=

=a18-(_02 a):>

ac 0
19
c13 = 0 a
_a20 0 :
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Problema 3:
Problema 3. Dada la recta r: {x 42y +2=0 y los puntos P = (0,0,3) y @ = (2,2,a), obtener:
a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa por
los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a » y que pasa por P. (4 puntos)
Problema 3. Donada la rect { ¥y =1 elspunts P =(0,0,3)iQ = (2,2, a), obtingueu:
roblema 3. Donada la recta r: X+ 2y4+7=0 telspunts P = (0,0,3)1Q = (2,2, a), obtingueu:
a) Els valors del parametre real a si existeixen, per als quals son paral-leles la recta r 1 la recta que passa
pels punts P i Q. (6 punts)
b) L’equacio del pla perpendicular a r que passa per P. (4 punts)
Solucion:
a) Laexpresidon de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x—y=1
= SV=A>Xx= . = —x — = —1 =] — =
r {x+2y+z=0 y=A=>x=1+41; z x— 21 1—-—21-221

=>Z=—1—3/1:>r5{y=/1

b)

p=x+y—3z+D=0

x=14+A1

z=—-1-34
Un punto y un vector de r son A(1,0,—1) y v, = (1,1, -3).

PQ =00 —0P =[(2,2,a) —(0,0,3)] = (2,2,a — 3).

Para que la recta r y la recta que pasa por los puntos P y Q sean paralelas es condicion necesaria
—_—
que v, y PQ sean linealmente dependientes, es decir: que sus componentes sean proporcionales.

1_1_ -3
-=-=—>a—-3=-6; a=-3.
2 2 a-3

Para que no sean coincidentes es necesario que los puntos P o Q no pertenezcan a la recta r;
considerando, por ejemplo, al punto P(0, 0, 3):

. xfi” 1+1=0
=)= = A=0 :>/16T
z=-1-31 1-31=3
P(0,0,3) B
Las rectasry s son paralelas para a = —3.

El haz de planos [, perpendiculares a r tiene la siguiente expresion general o implicita: § = x +
y—3z+D =0.

De los infinitos planos del haz B, el plano 7, que contiene al punto P(0, 0, 3) es el que satisface su
ecuacion:

P(O,O,3)}=>O+O_9+D=O=>D=9=>

>mwt=x+y—3z2+9=0.
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Problema 4:

S5x+y+7z=16
Ix—y+7z=12
a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los

Problema 4. Dada la recta r:{ y el punto P = (0,5,2) se pide:

puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r. (5 puntos)

S5x+y+7z=16. _ )
Problema 4. Donada la recta r: {9){ Y+ 7z=12 ielpunt P = (0,5,2), es demana:

a) Comproveu que el punt Q = (2,6,0) pertany a la recta r i trobeu la recta s que passa pels punts P i Q.

(2 punts)
b) Obteniu l'angle que formen la recta 7 i la recta s. (3 punts)
c) Obteniu la projeccio ortogonal del punt P en la recta r. (5 punts)

Solucion:

S5x+y+7z=16
Ix—-—y+7z=12

S5x+y+7z=16 S5x+y=16-71
Ix—-—y+7z=12 Ix—y=12-7A1

Sx=2-2 52-AD)+y=16-74 10-51+y=16—-74 y=6—21=

a) Laexpresionder = { dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

}=>z=/1:> }=>14x=28—15/1:>

x=2—-2
>r={y=6—2A
z=2
Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuacion:
x=2-1
r=jy=6-21 2=2-2
=216=6—-21;=>1=0.
z=2A 0=1
Q(2,6,0) B
Queda comprobado que Q € 1.

PQ =0Q — 0P = [(2,6,0) — (0,5,2)] = (2,1,-2).

La recta pedida, s, expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

b) El angulo que forman las rectas r y s es el menor angulo que forman sus vectores directores, que son
los siguientes: v, = (1,2, —-1) y v, = (2,1,-2).

Por la definicién de producto escalar de dos vectores:

s N —_ Vo Ve (1,2,_1),(2'1’_2)
v, Vs = U] - [Vg] - cosa = cosa = |==| = —
Vr s V12+22+(-1)2/22+12+(-2)?

_ 24242 |_|6|_6_\/E
Vitd+1Va+1+4 V69 3v6é 3

= 0,8165 = a = 35°15' 52"".
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Lasrectasry s forman un dngulo de 35° 15’ 52"

c¢) El haz de planos f3, perpendiculares a r tiene la siguiente expresion general o implicita: f = x +

2y—z+D =0.
De los infinitos planos del haz 3, el plano 7, que contiene al punto P(0, 5, 2) es el que satisface su
ecuacion:

B=x+2y—z+D=0

P(o,s,z)}=>0+2'5—2+0=0;8+D=0=>D=_8=>

>n=x+2y—z—8=0.

El punto P’ pedido, proyeccién ortogonal de P sobre r, es el punto de interseccion del plano vy
larectar:

T=x+2y—z—-8=0

y=6-—21
z=2

2—A4+12-41-1-8=0; 6—-61=0; 1-A=0=>1=1=

—2-2
TE{x > Q2-D)+26-21)—A—8=0;

x=2—-1=1
S>P =2{y=6—-2-1=4;>
z=1

P'(1,4,1).
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Problema 5:

Problema 5. Considerar la funcion f(x) = §+ In(x + 1). Obtener:

a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos. (4 puntos)
c) El area comprendida entre lacurvay = f(x) ylasrectasy = 0,x = 1yx = 2. (4 puntos)

Problema 5. Considereu la funcio f(x) = i + In(x + 1). Obteniu:

a) El domini i les asimptotes de f(x). (2 punts)
b) Els intervals de creixement i decreixement de f(x) i els seus maxims i minims. (4 punts)
c) L'area compresa entre lacorbay = f(x)ilesrectesy =0, x =1ix = 2. (4 punts)
Solucion:
a) Para que exista la funcién f(x) tiene que cumplirsequex #0yx+1>0 , por lo

cual, el dominio de la funcidn es el siguiente:

D(f) = (—1,0) U (0, +00).

1+x-L(x+1)

La funcidn puede expresarse de la forma: f(x) = .

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito. En este caso, atendiendo al dominio de la funcién, Unicamente es posible
cuando x tiendo a mas infinito.

1+x-L(x+1) 1+400-00
m =

k= lim f(x) =l =2 > Ind.= {L'Hopital} =
X—+00 X—+00 o
1
0+1-L(x+1)+x——
S lim SR fim Lo+ D+ =wt1=0=
x—+00 1 X—+00 x+1

= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito. Del dominio de la funcién se deducen las asintotas verticales, que son las siguientes:

Lasrectax =0y x = —1 son asintotas verticales.

Asintotas oblicuas:

Son de la forma y = mx + n, siendo:
f(x)

m = lim—— y n = lim[f(x) — mx], con m finitoym # 0.
x—oo X X—00
£ 1+x-L(x+1) 1 LOx+1) 1
. x v . +x-L(x+ +00-00 0
m = lim — = lim —*— = lim > = =—>=Ind.>
x—o0o X X—00 X X—00 X [ee] [o's]
1 x
. . 0+1-L(x+1)+x— . L(x+1)+—— 0o+1 o
= {L'Hopital} = lim 1 = ]im X+l — =—>Ind.>
X—+00 2x Xx—+00 2x [es) [e9)
1 1(x+D)-x1 e A, 1 X+1+1
= lim x+1 (x+1)2 = lim X+1 (x+1)2 = lim x+1 (x41)2 = lim (x+1)2 —
X—+00 2 X—+o00 2 X—+00 2 X—+00 2
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~ x+ 2 _
_x—1>I-PO<>2 (x4 1) B
No tiene asintotas oblicuas.

0=

b) Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.
f’(x) _ _i+ ro_ —(x4+1)+x2 _ x%-x-1
X% x+1 x2(x+1) x2(x+1)
x%-x-1 1+V1+4 145
flfx)=0= =0; x2—x—1=0; x= = N
x2(x+1) 2 2
1-/5 1+/5
= x1 = T = _0,62,x2 = 2 = 1,62.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién y las raices de la primera derivada, se producen los
siguientes intervalos:

(-157).(57.0).(0457) » (57 +0).

—08¢€ (—1,1‘2—“5) > f/(~08) = ———+ L =5-156 > 0= Crec.
~05€(2,0) = f1(-05) = -+ L =24 <0 Decrec.
1€ (0,1+f) S f'(1) = —3+1=~1+05< 0= Decrec.

) e (1+2\/§'+oo) = f'(2) = _i+§: —0,25+ 0,33 > 0 = Crec.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe€ (—1,%3) U (1+2\/§, +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe€ (%g' O) U (O, 1+2\/§).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento, asi como del dominio de la funcién, se deducen
las abscisas de la funcién en que estan situados sus maximos y minimos relativos, que son las
siguientes:

. . 1-/5 .. . 145
Maximo relativo para x = —— Y minimo relativo para x = S

F(25) = £(-0,62) =

1
-0,62

Maximo relativo: A(—0,62; —2,57).

+ 10,38 = -1,61 - 0,96 = —2,57.

f(1+\/§) =~ (1,62) = 1_162 + 12,62 =0,62+ 0,96 = 1,58.

2

Minimo relativo: B(1,62; 1,58).

c) En el intervalo de la superficie a calcular, (1,2), todas las ordenadas de la funcion f(x) son
positivas, como se deduce de los periodos de crecimiento y decrecimiento y, sobre todo, por tener un
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minimo relativo en B(1,62; 1,58), por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:
S = flzf(x) cdx = ff E+ L(x + 1)] - dx.
Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la funcién.
A=f[i+L(x+1)]-dx=f%-dx+fL(x+1)-dx=M+N. (*)
M= f% -dx = Lx.

1
N=fL(x+1)-dx=>{u=L(x+1)ﬁdu:m}:
dv=dx »v=x

1 = 5. _ . =
:>L(x+1)-x—fx-m-dx—x L(x+1) fo dx =

x+1-1
x+1

=x-Lx+1)—{ -dx=x-L(x+1)—f(x—+1—L)-dx=

x+1 x+1

=x- L+ - [(1-=5) de=x-Llxr+1) - [x—Lx+1)] =

=x-Llx+1)—x+L(x+1)>N=(x+1)-L(x+1)—x.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:
A=M+N=Lx+(x+1) - L(x+1)—x.

S=[Lx+(x+1) -Lx+1)—x]?=(UL2+3-13-2)—(L1+2-12—-1) =

=L2+3-L3—2—L1—2-L2+1=L2+L27—L4—1=L%—1=
27
=L7—1=L13,5—1§2,603—1:>
S =1,603 u?.
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Problema 6:

Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto
pueblo tiene forma de pardbola con ecuacion y = — x% + 12, donde x e y se
miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una puerta
rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la pardbola y las
inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie | - T
posible. (6 puntos) 1 L
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte
frontal de la puerta y el drea de la parte frontal de la entrada recubierta
por piedra. (4 puntos)

Problema 6. E1 tall vertical de ’entrada a la placa emmurallada de cert poble té forma de parabola, amb
I’equacid y = — x% + 12, en la qual x i y es mesuren en metres iy = 0 representa el sol. Es desitja posar-hi
una porta rectangular de forma que les dues cantonades superiors estiguen en la
parabola 1 les inferiors en ¢l sol. La resta de ’entrada va tancada amb pedra.
Calculeu:

a) Les dimensions de la porta perqué tinga la major superficie possible.

(6 punts)
b) Obtingueu 1’area de la part frontal de la porta de I’apartat anterior i T :

I’area de la part frontal de I’entrada recoberta de pedra. I I

(4 punts) L .
Solucion:
a) La pardbolay = f(x) = —x% + 12, que es cdncava (N), por ser negativo el coeficiente de x?, tiene
su vértice en el punto (0,12). Otros puntos de la pardbola son
C(-2,8)yD(2,8); E(-3,3)yF(3,3).

La situacién del ejercicio se expresa, de forma Y v

aproximada, en la figura adjunta.

El punto P, por pertenecer a la parabola, tiene por

2

expresion P(x, —x?2 + 12). ,—x*+12)
La superficie del rectangulo es el producto de su base

por su altura, y tiene que ser maxima. y=—=x?+12

S = base X altura = 2x - (—x?> + 12) =
= S(x) = —2x3 + 24x.

Para que una funcién tenga un maximo relativo es
condicién necesaria que se anule su primera derivada y que sea
negativa la segunda derivada par los valores que anulan la

primera. 4
S'(x) = —6x2 + 24. S"(x) = —12x.
S'(x) =0>—6x2+24=0; x2—4=0>x;, = —2,x, = 2.
La raiz negativa carece de sentido légico, por lo cual: x = 2.
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§"(2) =—-12-2 < 0 = Maximo para x = 2 = Base = 4 metros.

Laalturaesh = —-22+12=12—-4=8.

La puerta tiene 4 metros de base y 8 metros de altura.

b) El dareadelapuertaesS =4-8=32=>
S =32m?.

Para el cdlculo de la superficie frontal de piedra se tiene en cuenta la simetria de |la parabola con
respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte con el eje de abscisas de la parabola son los siguientes:
y=f(x)=0=>—-x?>+12=0; x?=12; x = +V/12=+2V3 =
= M(—3v2,0) y N(3v2,0).

El area frontal de piedra es la siguiente:

s=2-["PF@) dx—32=2 [PP(—x? +12) -dx—32 =
2v3

O —32=2-[(—@+12-2«/§)—o]—32=

=2-[-Z + 124

=2-(—24‘/§+24\/§)—32=48\/§-(—§+1)—32=48\/§-§—32=

ER
=32V3-32=
S =32(V3-1)m? = 23,43 m?.
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Problema 7:

Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M; y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M,
es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna cara,
de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Problema 7. Tenim dues monedes M, i M,. La probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M, és x i la
probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M, és vy.

a) Si llancem les dues monedes al mateix temps, calculeu les probabilitats de no obtenir cap cara,
d’obtenir-ne només una cara i d’obtenir-ne dues. (3 punts)

b) Després de llangar les dues monedes, tornem a llancar solament les monedes en les quals no hem
obtingut cara. Calculeu les probabilitats que el resultat final siga cap cara, només una cara i dues cares.

(7 punts)

Solucion:

a) Ocaras=P=(1-x)-(1—1y).

lcara=P=x-(1-y)+Q—-x)-y=x+y—x-y.

2caras=> P =x-Y.

b) Llamamos A, y A, a obtener cara o no obtenerla, respectivamente, con la primer moneday B; y
B, igual con la segunda moneda.

Resultado final = 0 caras:

{ 18tirada — 228 tirada } N
AoBy - AgBy=> [1—x)A-]A-x)1-y)]

>P=>1-x)?% - (1-y)>2

Resultado final = 1 cara:
(13tirada — 22 tirada
ABy - By > [x(1-y]1-y)
AB; - Ay, = [(1-x)yl(1-x) =
ApBy - AiBy= [(1—x)(1 —y)][x(1—-y)]
AoBy - ApB; = [(1—x)(1 -] —-x)y]

SP=x(1-y)2+yQ1—-x)2+x(1—-x)1—-y)?>+y(1—x)?%1—y).

Resultado final = 2 caras:
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AiBi - Nohay = xy
AiBy - By = [x(1-y)y

L AgBy - A= [(1—-x)ylx J
AoBy — AB;=[1-x)A-y)lxy

>P=xy+xy(1-y)+xy(1—x)+xy(1—x)(1—y).

12tirada — 22 tirada
l =
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Problema 8:

Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden
del territorio nacional, 50 proceden de la Union Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Union Europea.
Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Union
Europea y el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo proceda de
la Union Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fiaccion o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.

Problema 8. Cada cap de setmana arriben a I’aeroport d’Alacant 161 vols. D’aquests vols, 95 procedeixen del
territori nacional, 50 de la Unio Europea i 16 de paisos de fora de la Unio Europea. Sabent que es retarden el
5% dels vols de procedéncia nacional, el 4% dels de procedéncia de la Unio Europea i el 6,25% de la resta:

a) Calculeu la probabilitat que es retarde un vol durant el cap de setmana. (5 punts)
b) Calculeu la probabilitat que un vol que s’ha retardat procedisca de la Unio Europea. (5 punts)

Els resultats s 'han d’expressar en forma de fraccio o en forma decimal amb quatre decimals d’aproximacio.

Solucion:
95 0,05 = 00295
N . =
P=T61 " ’
95
p =17 0.95 = 05606
0 004 = 0,0124
>p=—": =
P=761 ™ ’
50 096 = 0,2981
— - . =
P=T61 " ’

16
->p= el 0,0625 = 0,0062

16
= _—.00375 = 0,0037
“PT 61 ’

a) P=PR)=P(EsNR)+PWUENR)+POtNR) =
= P(Es) - P(R/Es) + P(UE) - P(R/UE) + P(0¢t) - P(R/O¢t) =

=>. 0,05+ 2. 0,04 + =. 0,625 =0,0295 + 0,0124 + 0,0062 = 0,0481.
161 161 161 -

P(UENR P(UE)-P(R/UE 290,04 0,0124
( n )_ ( ) ( / ) 161 ° Y — 0,2578.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
“i;%ﬁ[ﬁéﬂm ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
= GENERAL

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o
programables, y que no puedan realizar célculo simbdlico ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los
pasos del razonamiento utilizado.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

2 a+1 1 x -1
Problema 1. Donat el sistema d’equacions lineals | 1 a 2 (y) =| 1 |,enelqualaésun

1 1 a+2/\z 2
parametre real:

a) Discutiu el sistema en funci6 del parametre a. (6 punts)
b) Obtingueu les soluciones del sistema quan aquest siga compatible indeterminat. (4 punts)

0o -1 -2 1 0 0
Problema 2. Donades les matriusA=|—-1 0 —-2|iI=|0 1 0 ], obtingueu:

1 1 3 0 0 1
a) Lamatriu M = (A — al)?, en la qual « és un parametre real. (6 punts)
b) El valor de o si existeix, per al qual la matriu M és la matriu nul-la. (4 punts)

Problema 3. Donats els punts A = (2, —1,0),B =(1,2,3)1C = (—=1,0,0):

a) Trobeu I’equaci6 implicita de la recta r que conté els punts A 1 B. (3 punts)
b) Trobeu I’equacid del pla m, perpendicular a la recta anterior r i que conté el punt C. (4 punts)
¢) Calculeu la distancia del punt A al pla . (3 punts)

Problema 4. Donada larectar: (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,—1,2) ielplam: 5x + my + z = 2:

a) Obtingueu la posicio relativa de r 1 7 en funcio de m. (6 punts)
b) Perm = 1, calculeu el pla i’ que conté a r i es perpendicular a . (4 punts)
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Problema 5. Considerem la funcié f(x) = —oxlixl

2x245x42
a) Comproven que x = —i és una discontinuitat evitable. (2 punts)
by Calculeu els intervals de creixement i decreixement. (4 punts)
c) Obtingueu [ f(x) dx. (4 punts)

Problema 6. Una finestra rectangular esta coronada per un semicercle fal com s'indica en la figura segiient.

Sabent que el perimetre de la finestra és de 20 metres calculeu:

a) L'area de la finestra en funcid de 1a seua amplaria x. (3 punts)
b) Les dimensions que ha de tenir la finestra perqué permeta la maxima entrada de llum. (5 punts)
c) El valor d'aquesta drea maxima. (2 punts)

Problema 7. En una urna hi ha tres boles verdes, quatre roges i cinc grogues, totes d’igual grandaria

a) S’extran vna bola de 'urna, es mira el color 1 s'hi retorna. Es repeteix 'operacio una altra vegada.
Quina és la probabilitat que el color de les dues boles extretes siga el materx? [ la probabilitat que
siguen diferents?

(3 punts)

b) S’extranen al mateix temps tres boles. Quina és la probabilitat que les tres siguen de colors diferents?

(3 punts)

Els resuliaiy s "han d’expressar en forma de fraccic o en forma decimal amb quaire decimals d’aproximacio.

Problema 8. Una empresa té dues plantes de produccié de telefons portatils. La primera planta en produeix de
defectuosos amb una probabilitat de 0,02 i 1a segona amb una de 0,06. En comprar un portatil de 'empresa, la
probabilitat que siga de 1a primera planta és de 0,7. En comprem un. Determineu:

a) La probabilitat que procedisca de la segona planta de produceid i ziga defectuds. (4 punts)
b) Sabent que el portatil comprat és defectuds, 1a probabilitat que 1"haja fabricat 1a primera planta de
produccio. (6 punts)

Els resuitais 5 han d expressar en forma de fraccié o en forma decimal amb quatre decimals & aproximacio.
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Problema 1. Dado el ziztema de ecuscionsz lineales Ll @ 2 ) (jer = ( 1 ) donde @ ez un
1 1 a+2 2
parametro real:
a) Dascutir el sistema en funcion del pardametro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. (4 puntos)

0 -1 -2 1 0 0
Problema 2. Dadas las mainices 4 = (—1 ] —2) el = (ﬂ 1 u), obtener:

1 1 3 g 0 1
z) Lamatnz M = (A — al)?, donde & es un parametro real. (6 puntos)
b) Elvalor de @, 51 existe, para el cuzl la matnz M ez la matriz nula. (4 puntos)

Problema 3. Dados los puntos 4 = (2,—-1,00, 8 = (1,23} v € = {(—1,0,0%:

a) Hallar la ecuacion implicita de la recta r que contiene a los puntos 4 v B. (3 puntos)
b) Hallar la ecuacién del plano m que es perpendicular a la recta anterior v que contiene al punto C.

(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A al plano . (3 puntos)

Problema 4. Dada larecta r: (x,y.2) = (L1.0) + A{(—1L—-12)y velplano m: 5x + my +z = 2:

a) Obtener la posicion relativa de v y 7 en funcion de m. (6 puntos)

b) Param = 1, calcular el plano m' que conhiene a r v e3 perpendicular a m. (4 puntos)
Problema 5. Consideramos la funcién f(x) = —oorr,

a) Comprobar que x = —E es una disconfimndad evitable. (2 puntos)

b) Calcular los mtervalos de crecimiento v decrecimiento. (4 puntos)

c) Obtener _I'f{x} dx. (4 puntos)

Problema 6. Una ventana rectanpular esta coronada por un semicirculo tal v como se indica en la siguiente
figura.

Sabiende que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el drea de la ventana en fimcion de =u anchura x. (3 puntos)
b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.
(3 puntos)
¢) Calcular el valor de dicha drea maxima. (2 puntos)
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Problema 7. Una uma tiene tres bolas verdes, cuatro rojas v cince amanllas. Todas de 1gual tamafio.

a) Se exirae una bola de la uma, se mira su color v se devuelve a lauma. Se reprte de nuevo, una vez mas,
esta operacion. ;Cual es la probabihdad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el msmo? ;¥

la probabilidad de que sean distintos? (3 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. jCual es la probabilidad de que las tres sean de distinto color?
(3 puntos)

Loz resultado: han de sxprezarse en forma de fraccion o en_forma decimal con cuatro decimaler de aproximacion

Problema 8. Una empreza tiene dos plantaz de preduccion de teléfonos moviles. La primera planta produce
médviles defectuozos con probabibidad 0,02 v la segunda planta con probabilidad 0.06. Al comprar un movil de
esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta ez de 0.7. Comprames un movil. Se pide

determinar:
a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion v sea defectuoso. (4 puntoz)
b) Sablendo que el movil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo hava fabricado la pnmera
planta de produccion.

(6 puntos)
Loz resultados han de sxprezarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuaive decimalsr de aproximacion
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

r CONVOCATORIA:
“59&&5&&5{&3{ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT EXTRAORDINARI
= 2022-2023 A

Assignatura: MATEMATIQUES II

BAREM DE I’EXAMEN:

Heu de resoldre només QUATRE problemes dels VUIT que es proposen.

Cada problema puntua fins a 10.

La qualificacio de I’exercici és la suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 4, aproximada fins a les centésimes.
Es permet 1'is de calculadores sempre que no siguen grafiques o programables i que no puguen fer calcul simbolic ni
emmagatzemar text ni formules en la memoria. S’use o no la calculadora, els resultats analitics, numérics i grafics han d’estar
sempre degudament justificats.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

2 a+1 1 X -1
19) Dado el sistema de ecuaciones lineales (1 a 2 )(y) = ( 1 >, donde a es un

1 1 a+2 z 2
pardmetro real:

a) Discutir el sistema en funcién del pardmetro a.
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

Problema 2:

0o -1 -2 1 0 O
29) Dadas las matricesA=|—-1 0 —-2]el=|0 1 0|, obtener:

1 1 3 0 0 1
a) La matriz M = (4 — al)?, donde a es un pardmetro real.

b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Problema 3:

32) Dados los puntos A(2,—1,0),B(1,2,3) y C(—1,0,0):

a) Hallar la ecuacién implicita de la recta r que contiene a los puntos Ay B.

b) Hallar la ecuacidn del plano  que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.
c¢) Calcular la distancia del punto A al plano .

Problema 4:

49) Dadalarectar = (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,-1,2) yelplanor = 5x + my + z = 2:
a) Obtener la posicion relativa de r y m en funcidn de m.

b) Param = 1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7.

Problema 5:
. Ly —2x%+x+1
59) Consideramos la funcion f(x) = f—x
1 2x4+5x+2
a) Comprobar que x = — S esuna discontinuidad evitable.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Obtener I = [ f(x) - dx.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

62) Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20
metros:

a) Calcular el drea de la ventana en funcién de su anchura x.

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la
maxima entrada de luz.

¢) Calcular el valor de dicha drea maxima.

Problema 7: - X

1

792) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.

a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacion. ¢Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el
mismo? ¢Y la probabilidad de que sean distintos?

b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢ Cudl es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto
color?

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Problema 8:

82) Una empresa tiene dos plantas de produccion de teléfonos moviles. La primera planta produce
moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al comprar un

movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un moévil. Se
pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.

b) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

2 a+1 1 X -1
19) Dado el sistema de ecuaciones lineales (1 a 2 )(y) = ( 1 ), donde a es un

1 1 a+?2 z 2
pardmetro real:

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro a.
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 a+1 1 2 a+1 1 -1
M=\1 a 2 yM =[1 a 2 1|
1 1 a+?2 1 1 a+2 2
El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

2 a+1 1
M| = [1 a 2 |=0>
1 1 a+?2

=>2a(a+2)+1+2(a+1)—a—4—(a+1)(a+2)=0;
20°4+4a—-3+2a+2—-a—a*—-2a—a—-2=0; a*+2a—-3=0;

—2+Va+12  -24+/16  —2+4
5 = 5 = > :—1i2:>a1:—3, a2:1.

Segln el teorema de Rouché-Frébenius:

a+1

Para {a 23

} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.

2 -2 1 -1
Paraa=—3:»RangM’=<1 -3 2 1):{F1<—>F3}=>
1 1 -1 2
:(1 13 _21 i):{Fz_)FZ_Fl}:G) 14 _31 21>=:>
B F. F; — 2F B N
2 -2 1 -1 7B g —4 3 =5
1 1 -1 2
>{F;>F-F}=>(0 -4 3 —-1|=RangM' =3.
0 O 0 —4
Paraa = -3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 21 -1
Paraa=1=>RangM’=(1 1 2 1)=>{Cl=62}=»

1 1 3 2
2 1 -1
={C,,C5,C}=>|1 2 1|=8-3+14+2-6—-2=0=RangM' =2.
1 3 2
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Paraa=1= Rang M = Rang M' =2 <n%incég.= S.C.IL.

2x+2y+z=-1

b) Para a =1 el sistema resulta {x+y+2z=1 , que es compatible indeterminado cuya
x+y+3z=2

solucion es la siguiente:

De las dos ultimas ecuaciones se deduce que z = 1.
x = Ay de lasegunda ecuacién: y = —1 — A.

Solucion:x = A, y=-1—-24,z=1,VAER.
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Problema 2:

0 -1 -2 1 0 0
29)DadaslasmatricesA=<—1 0 —2>el=<0 1 0>,obtener:

1 1 3 0 0 1
a) La matriz M = (A — al)?, donde a es un pardmetro real.

b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Solucion:

0 -1 -2 a 0 0 -a -1 =2
a) A—al = (—1 0 —2) — (O a O) = (—1 -a -2 )
1 1 3 0 0 a 1 1 3-a
-a -1 =2 -a -1 =2
M=(A—-al)?= (—1 -a =2 ) : (—1 -a -2 ) =
1 1 3-a 1 1 3-a

a’?—1 2a — 2 4a — 4 a+1 2 4
=| 2a—-2 a’?—-1 4a — 4 >M=@-1)| 2 a+1 4 .

—2a+4+2 —2a+2 a*—6a+5 -2 -2 a-5

b) De la solucion simplificada de la expresién de M se deduce que:

La matriz M es la matriz nula paraa = 1.
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Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,—1,0),B(1,2,3)y C(—1,0,0):

a) Hallar la ecuacién implicita de la recta r que contiene a los puntos Ay B.

b) Hallar la ecuacidn del plano m que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.
¢) Calcular la distancia del punto A al plano .

Solucion:

Q) ¥, =AB = 0B — 04 = [(1,2,3) — (2,—1,0)] = (-1, 3,3).

rEx_—lzy_—zzﬁ:;‘{3x—3=—y+2}
-1 3 3 y—2=z-3
_ {Bx +y—-5=0
“ly—-z+1=0"
b) El haz de planos, y, perpendiculares a la recta r = % = YT_Z = ? tiene por expresién general y =

—x+3y+3z+D =0.

De los infinitos planos de haz y, el plano  pedido es el que contiene al punto C(—1,0,0).
yz—x+3y+3z+D=0} A _
0(1,2,3) = —-(-1)+4+3:-04+43:0+4D=0;1+D=0=

>D=-1=

n=-x+3y+3z—-1=0.

c¢) La distancia del punto Py(xy, Vo, 2o) al plano Ax + By + Cz+ D = 0 viene dada por la férmula

_ |Ax0+ByO+CZO+D|

d(Pom) = = reiieice

Aplicando la férmula al punto A(2,—1,0) yplanor = —x+3y+3z—1=0:

_ |=243-(=D)+3-0-1| _ |-2-3-1| _ |-6|
ddm) = D321z Jirors Vi
6v19
dA,m)=——u
19
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Problema 4:
49) Dadalarectar = (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,-1,2) yelplanor = 5x + my + z = 2:
a) Obtener la posicion relativa de r y  en funcidn de m.

b) Param = 1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7.

Solucion:
—xt_yt_z_ (x—1=y-1 _(x—y=0
) r_—l_—1_2:>{2x—2:—z}:>r_{2x+z=2'
x—y=0
La recta r y el plano  determinan el sistema 2x+z = 2}.
S5x+my+z=2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 0
M=(2 0 1)yM=(2 0 1 2|
5 m 1 5 m 1 2

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 - Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

1 -1 0
RangM = |2 0 1|=-5-m+2=0>m=-3.
5 m 1
1 -1 0 O
Param=—3=>M’=<2 0 1 2)=>RangM’:>{C4=2C3}=>
5 -3 1 2
= Rang M' = 2.

m+ —3 = RangM = Rang M' =3 = Larectary el plano  son secantes.

m=-3= Rang M = Rang M' = 2 = Larectar esta contenida en el plano

b) Param = 1 el plano resulta™ = 5x + y + z = 2y su vector director es el siguiente: 7 = (5,1, 1).
Por ser el plano 1’ perpendicular a 7, un vector director de 7’ es 1 = (5,1, 1).
Por contener a , también es vector director de ' e vector v, = (—1,—1, 2).
El plano 7', por contener a r, contiene al punto A(1,1,0) € r.

La expresidn general del plano ' es la siguiente:

x—1 y—-1 z
n'(n, v,; A)=| 5 1 1|=0; 2(x—-1)-5z—-(y—-1D+z+(x—-1) —
-1 -1 2

10(y—1)=0;3(x—1)—11(y —1) —4z=0; 3x —3 — 11y + 11 — 4z = 0.
n'=3x—-—11y—-4z+8=0.
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Problema 5:
. Ly —2x%+x+1
59) Consideramos la funcion f(x) = f—x
1 2x4+5x+2
a) Comprobar que x = — S esuna discontinuidad evitable.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Obtener I = [ f(x) - dx.

Solucion:

a) En primer lugar, se estudia el dominio de la funcion f(x). Por tratarse de una funcidn racional su
dominio es el conjunto de valores reales de x, excepto aquellos que anulan el denominador.

—5+V25-16 _ —5+V9  —5+43 1
2x>+5x+2=0; x = — =589 _ — = x =—2,x, = —-.
4 4 4 2
1 L 1 . - .
D(f)=>R— {—2,—5}. Para que la funcién tenga en x = — una discontinuidad evitable
es necesario que el limite de esta funcidn, para x = — 5 sea finito.
1\2 1 11
—ox2axa1 -2:(==) —=+1 —=—+1 ¢
lim f(x) = li f LA 1(22) t—=FF—=->Ind.>
x—>—% x—>—§ 2x°+5x+2 2'(—5) +5'(—E)+2 E_E+2 0
1
, . —4x+1  —A(—5)H1 2+1 3 ..
= {L'Hopital} = lim = (12) =22 =2-1s finito.
yo_L 4X+5 4.(_5)4,5 -245 3
2
5 q q q . 1
Queda comprobado que f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = — >
Teniendo en cuenta la discontinuidad evitable para x = —5 la funcion f(x) puede redefinirse
de la siguiente forma:
—1+VI+8  —1+/9  -1+3
Numerador: —2x?4+x+1=0; x= ‘_4 AL _‘4‘/_ = —Z =

=>x1=1,x2=—§=> —2x2+x+1=—2-(x—1)-(x+%).

Denominador:2x2 +5x +2=0>x;, = —2,x, = _% =

=>2x2+5x+2=2-(x+2)-(x+%).

—2x%+x+1 _2'(9‘—1)'(95"%) —x+1
fx) = 2x245x+2 2-(x+2)-(x+%) = fl) = x+2
—x+1 g 1
) SL X #+ _E
f) =47 1
1si x=—-
2
b) Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,

respectivamente.
Para determinar la derivada, l6gicamente, se utiliza la funcion redefinida.

f'(x) =

-1-(x+2)—(-x+1)1 _ -x—2+x-1 _ -3
(x+2)2 T x+2)2 (x+2)2

< 0,Vx € D(f).
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La funcion f(x) es monoétona decreciente en su dominio.

c) Para la integral, lo mas facil, es integrar la funcién redefinida:
-x+1 x—1 x+2— 3 x+2
[ZH gy = — [ gy =— ] dr=—[(22-2) dx =
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2

=—f(l—x%)-dxz—fdx+3-fm-dx=—x+3-L|x+2|.

—x+3-L|lx+ 2| six;t—%

I={f(x) dx= 1 + C.
X Ssi xX=—z

La integral de la funcidn no simplificada es de la forma siguiente:

—2x2+x+1 2x%-x-1
I = x): dx = —— = — =
ff( ) 2x2+5x+2 f x2+5x+2
2x245x42-6x-3 2x245x42 6x+3
=_f—-dx=—f( - )-dx=
2x2+5x+2 2x2+5x+2  2x2+45x+2

=—f(1—ﬂ)-dx=—fdx+fﬂ-dx=—x+11=I. (1)

2x2+45x+2 2x2+45x+2
6x+3 6x+3 6x+3 _ A B 2Ax+A+Bx+2B _

2x245x+2 2.(x+2).(x+%) T (x+2)-(2x+1) | x+2  2x+1 (x+2)-(2x+1)

_ (2A+B)x+(A+2B) __2A+ B =6 4A+ 2B =12 A . _
T (x+2)(2x+1) :>A+ZB=3} —A—ZB=—6}:>3A_6' A=2z B=1=
6x+3 2 1
2x245x+2  x+2  2x+1

6x+3 2 1 2 1
b= dx=[ (4] dx= [ -dx+ [——-dx =

2x2+5x+2 x+2  2x+1

M=[2dx=2 Llx+2|.
x+2

2x+1=t
¥2 ldx =2 dt

1 1 1 1 1
N_f2x+1.d }ﬁ;f?dt—Ethl—Elex-Fll

Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de My N:
L=M+N=2Llx+2|+-Ll2x +1].
Finalmente, sustituyendo en (1) el valor de I;:

I=—x+1l=—x+2 Llx+2|+2-Ll2x +1] +C.

_ —Zx2+x+1. _ 2
I_f—2x2+5x+2 dx=—x+L(x+2)*+L/|2x + 1| + C.

Notese que para los valores que no estd definida la funcidn los valores de la integral no son

reales.
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Problema 6:

62) Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20
metros:

a) Calcular el drea de la ventana en funcién de su anchura x.

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la
maxima entrada de luz.

¢) Calcular el valor de dicha drea maxima.

Solucion: -
Perimetro =p =x+2y+n-§= 20;
X 40—-2x—TTX 40—-2x—TTX
X/2 2y—20—x—?_ > 'y_ ”
x 2
(3 2
S:x.y.l.ﬁ:x.y.l_ﬂ'
2 8
y Sustituyendo en la expresion anterior el valor de y:
S = x - 40-2x—mx | wx? _ 40x-2x?-mx? | mwx?
4 8 4
80x—4x2%-2mx%+m-x?
X
= 8
441
= S(x) = —sz + 10x.

Y

b) La maxima entrada de luz se produce cuando la superficie de la ventana es méaxima. Para que una
funcién tenga un maximo relativo es condicién necesaria que se anule su primera derivada y sea

negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

4+ 4+1 ;.
S’(x)=—Tx+10. S”(x)=—T<O,VxER:Max1mo.
4+m 4+m 40
S'x)=0>—-——x4+10=0;, —x=10>x=—=5,6m.
4 4 4+
40240 40 20 1om
_ T M _ P adm awm _ 40+10m—20-107 _ 20 _
y = = = =—=28m.
4 1 4+m 4+m

La maxima entrada de luz se produce parax =5,6mey = 2,8m.

2
441 40 40 44w  1.600 400 —-200+400
c) s(ﬂ)z——-(—) +10 - —=——"=. ="
4+ 8 447 4+ 8 (4+m)?  4+m 441
200
=S ="—m? =28m?.
4+
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Problema 7:
72) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.

a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacién. {Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el
mismo? ¢Y la probabilidad de que sean distintos?

b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢ Cudl es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto
color?

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucion:
3 3 4 4 5 5  9+16+25 50
a) P—P(vv)+P(rr)+P(aa)—E-E+E-E 5 3 1 Cim
25
>P=—=0,3472.
72

La probabilidad de que las bolas sean del mismo color, por el suceso contrario, es igual a la
unidad menos la probabilidad de que sean del mismo color:

25 _ 72-25
P=1- 72 72
47
P =—=0,6528.
72
b) En este caso, sin reposicion de las bolas.

P = P(vra) + P(var) + P(rav) + P(rva) + P(avr) + P(arv) =

12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10
3 4 5 6-12-5 6-5 2:-3-5

12 11 10 12-11-10 11-10 11-10

p=2-02727.
11
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Problema 8:

82) Una empresa tiene dos plantas de produccién de teléfonos moviles. La primera planta produce
moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al comprar un

movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un moévil. Se
pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.

b) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucion:

-»p=07-002=0,014

-»p=0,7-098 =0,686

-p=203-006=0,018

-p=03-094=0,282

a) P=P(BND)=03-006=0,018.

_ __P(AnD) _ P(A)-P(D/A) P(4)-P(D/A)
b) P=P(A/D) = P(D) ~ P(AND)+P(BND)  P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)
0,7:0,02 _ 0014 _ 0014 _14 _ 7

= = = =—=—=0,4375.
0,7:0.02+0,3-0.06  0,014+0,018 0,032 32 16
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