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PRUEBA DE EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA 
EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD Y PRUEBAS DE 

ADMISIÓN 

ANDALUCÍA, CEUTA, MELILLA y CENTROS en 
MARRUECOS 

CONVOCATORIA ORDINARIA. CURSO 2022–2023. 

MATEMÁTICAS II 

 

Instrucciones: a) Duración: 1 hora y 30 minutos. 
b) Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en dos bloques (A y B) de 4 

ejercicios cada uno. 
c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2,5 puntos. 
d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que 

pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán únicamente 
los cuatro que aparezcan físicamente en primer lugar.  

e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas, ni con 
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos 
conducentes a la obtención de resultados deben estar suficientemente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0,25 puntos para valorar la 
expresión correcta de los procesos y métodos utilizados. 

 

BLOQUE A
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Solución: 
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Ejercicio 2.A: 

 

Solución: 
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Ejercicio 3.A: 
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Ejercicio 4.A: 

Solución: 
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BLOQUE B 

Ejercicio 5B: 

Solución: 
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Ejercicio 6.B: 

 

Solución: 
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Ejercicio 7.B: 

Solución: 
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Ejercicio 8.B: 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Instrucciones: Este ejercicio consta de 8 ejercicios distribuidos en 2 bloques A y B de 4 ejercicios cada uno. Se realizarán únicamente 
cuatro ejercicios, independientemente del bloque al que pertenezcan. En caso de responder a más de cuatro ejercicios, se corregirán 
únicamente  los cuatro que aparezcan físicamente en primer  lugar. Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni 
gráficas ni con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención del resultado 
deben estar suficientemente justificados. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

BLOQUE A 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

BLOQUE A 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO 
PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD 

(EBAU) FASE GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas 
puntuaciones se indican. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han sido las 5 
preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas que se han 
respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

Sea la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ𝑎𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ

𝑥
൅ 2 𝑠𝑖 𝑥 ് 0

2  𝑠𝑖  𝑥 ൌ 0
, 𝑎 ∈ 𝑅. 

a) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎. 

b) (1 punto) Calcula el valor de 𝑎 para que 𝑓(𝑥) tenga un extremo relativo en x = ‐/2 y di qué tipo de 
extremo es. 

Problema 2: 

Calcula el siguiente límite:  lim
𝑥→൅∞

ቂ
ሺ௫ାଵሻమ

௫మାଷ௫ାଵ
ቃ

୪୬ ሺ௫ሻ
. 

Problema 3: 

Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones f(x) = ‐x2 y la recta de pendiente1/2 

que corta a 𝑓(𝑥) en x = 7/2 

Problema 4: 

Dada la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥െ1
ඥ𝑥2െ𝑥െ2

: 

a) (0,75 puntos) Estudia y escribe su dominio de definición. 

b) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asíntotas y ramas parabólicas, Determina las asíntotas caso de 

existir. 

Problema 5: 
Sean las siguientes matrices: 

𝐴 ൌ ൭
െ2 1
2 0
1 െ1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
1 0
1 1

െ2 0
൱ , 𝐶 ൌ ቀ2 3

1 0
ቁ , 𝐷 ൌ 𝐴 ∙ 𝐵𝑇 െ 2𝐼, 

donde 𝐵𝑇es la matriz traspuesta de 𝐵, e 𝐼 es la matriz identidad de orden 3. 
a) (1 punto) Estudia si la matriz 𝐷 tiene inversa y, en caso afirmativo, calcúlala. 
b) (1 punto) Resuelve la ecuación matricial: CX = AT B, donde 𝐴𝑇es la matriz traspuesta de 𝐴. 
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Problema 6: 

Dado el siguiente sistema: 

൝
െ𝑥 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0

𝑚𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2 ൅ 2𝑚ଶ     
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2𝑚

: 

a) (1,2 puntos) Discute según los valores de m reales, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles 

soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible). 

b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema para el valor m = 2. 

Problema 7: 

Sean las matrices 𝐴 ൌ ൬1/2 1
െ1 െ2

൰ , 𝑦 𝐵 ൌ ቀെ3 5
2 1

ቁ 

a) (1 punto) Calcula la matriz 𝐴𝑛 para 𝑛 ∈ ℕ. 

b) (1 punto) Resuelve la ecuación (A + 2I) X= B, donde 𝐼 es la matriz identidad de orden 2. 

Problema 8: 

El plano:  2x + by  ‐ 2z + 4 = 0, 𝑏 ∈ ℝ y 𝑏 ≠ 0, corta a los ejes de coordenadas en tres puntos A, B y C. 
Calcula los valores de 𝑏 ∈ ℝ tal que el área del triángulo que determinan estos tres puntos A, B y C sea 6 

u2. 

Problema 9: 

Si los vectores {𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ } son linealmente independientes, 

a) (1 punto) Comprueba si los vectores {𝑟⃗, 𝑠, 𝑡} son linealmente dependientes o independientes, siendo 

r = 2u + w; s = u + v – w; t = ‐3u –v ‐ w 

b) (1 punto) Si además, los vectores {𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ } son ortogonales y unitarios, calcula razonadamente 

u r + v s + w t 
donde ∙ representa el producto escalar de dos vectores. 

Problema 10: 

El contenido total en sulfitos (medido en mg/l) del vino que se produce en una bodega, sigue una distri‐
bución normal de media 150 mg/l y desviación típica 30 mg/l. La bodega se compromete a vender so‐
lamente vinos con un contenido total en sulfitos inferior a 200 mg/l, por lo que se desechan para la ven‐
ta aquellos que superen esta cantidad. Se pide, 
a) (1 punto) ¿Cuál es probabilidad de que un vino producido en la bodega se deseche por la elevada 
cantidad total de sulfitos? 
b) (1 punto) ¿Qué porcentaje de los vinos producidos en esta bodega tienen un contenido total en sulfi‐

tos entre 110 y 150 mg/l? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Sea la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ𝑎𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ

𝑥
൅ 2  𝑠𝑖  𝑥 ് 0

2  𝑠𝑖  𝑥 ൌ 0
, 𝑎 ∈ 𝑅. 

a) (1 punto) Estudia su continuidad en ℝ según los valores de 𝑎. 

b) (1 punto) Calcula el valor de 𝑎 para que 𝑓(𝑥) tenga un extremo relativo en x = ‐/2 y di qué tipo de 
extremo es. 

Solución: 
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Problema 2: 

Calcula el siguiente límite:  lim
𝑥→൅∞

ቂ
ሺ௫ାଵሻమ

௫మାଷ௫ାଵ
ቃ

୪୬ ሺ௫ሻ
. 

Solución: 
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Problema 3: 

Calcula el área del recinto limitado por las gráficas de las funciones f(x) = ‐x2 y la recta de pendiente 1/2 

que corta a 𝑓(𝑥) en x = 7/2 

Solución: 
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Problema 4: 

Dada la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥െ1
ඥ𝑥2െ𝑥െ2

: 

a) (0,75 puntos) Estudia y escribe su dominio de definición. 

b) (1,25 puntos) Estudia la existencia de asíntotas y ramas parabólicas, Determina las asíntotas caso de 

existir. 

Solución: 
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Problema 5: 
Sean las siguientes matrices: 

𝐴 ൌ ൭
െ2 1
2 0
1 െ1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
1 0
1 1

െ2 0
൱ , 𝐶 ൌ ቀ2 3

1 0
ቁ , 𝐷 ൌ 𝐴 ∙ 𝐵𝑇 െ 2𝐼, 

donde 𝐵𝑇es la matriz traspuesta de 𝐵, e 𝐼 es la matriz identidad de orden 3. 
a) (1 punto) Estudia si la matriz 𝐷 tiene inversa y, en caso afirmativo, calcúlala. 
b) (1 punto) Resuelve la ecuación matricial: CX = AT B, donde 𝐴𝑇es la matriz traspuesta de 𝐴. 

Solución: 
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Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: JUAN ANTONIO MARTÍNEA GARCÍA 

Comunidad Autónoma de ARAGÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)48 

Problema 6: 

Dado el siguiente sistema: 

൝
െ𝑥 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0

𝑚𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2 ൅ 2𝑚ଶ     
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2𝑚

: 

a) (1,2 puntos) Discute según los valores de m reales, qué tipo de sistema es atendiendo a sus posibles 

soluciones (compatible determinado o indeterminado, incompatible). 

b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema para el valor m = 2. 

Solución: 
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Problema 7: 

Sean las matrices 𝐴 ൌ ൬1/2 1
െ1 െ2

൰ , 𝑦 𝐵 ൌ ቀെ3 5
2 1

ቁ 

a) (1 punto) Calcula la matriz 𝐴𝑛 para 𝑛 ∈ ℕ. 

b) (1 punto) Resuelve la ecuación (A + 2I) X= B, donde 𝐼 es la matriz identidad de orden 2. 

Solución: 
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Problema 8: 

El plano:  2x + by  ‐ 2z + 4 = 0, 𝑏 ∈ ℝ y 𝑏 ≠ 0, corta a los ejes de coordenadas en tres puntos A, B y C. 
Calcula los valores de 𝑏 ∈ ℝ tal que el área del triángulo que determinan estos tres puntos A, B y C sea 6 

u2. 

Solución: 
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Problema 9: 

Si los vectores {𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ } son linealmente independientes, 

a) (1 punto) Comprueba si los vectores {𝑟⃗, 𝑠, 𝑡} son linealmente dependientes o independientes, siendo 

r = 2u + w; s = u + v – w; t = ‐3u –v ‐ w 

b) (1 punto) Si además, los vectores {𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ } son ortogonales y unitarios, calcula razonadamente 

u r + v s + w t 
donde ∙ representa el producto escalar de dos vectores. 

Solución: 
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Problema 10: 

El contenido total en sulfitos (medido en mg/l) del vino que se produce en una bodega, sigue una distri‐
bución normal de media 150 mg/l y desviación típica 30 mg/l. La bodega se compromete a vender so‐
lamente vinos con un contenido total en sulfitos inferior a 200 mg/l, por lo que se desechan para la ven‐
ta aquellos que superen esta cantidad. Se pide, 
a) (1 punto) ¿Cuál es probabilidad de que un vino producido en la bodega se deseche por la elevada 
cantidad total de sulfitos? 
b) (1 punto) ¿Qué porcentaje de los vinos producidos en esta bodega tienen un contenido total en sulfi‐
tos entre 110 y 150 mg/l? 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 
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Problema 2: 
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Problema 3: 
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Problema 4: 
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Problema 5: 
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Problema 6: 
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Problema 7: 
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Problema 8: 
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Problema 9: 
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Problema 10: 

 



72 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.apuntesmareaverde.org.es 

 

Autor: Universidad de Oviedo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2023 

Comunidad autónoma de

ASTURIAS 

 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Universidad de Oviedo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)73 

 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

Responda en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen. Todas las 
preguntas se calificarán con un máximo de 2.5 puntos. Indique en el pliego del examen la agrupación de 
preguntas que responderá: agrupaciones de preguntas que sumen más de 10 puntos conllevarán la anulación de 
la(s) última(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s) 
Problema 1.  

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 1 1
0 2 0
1 1 1

൱ , 𝐵 ൌ ቀ 4 6
െ3 െ5

ቁ  

(a) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices  𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ tales que 𝐴 ∙ 𝑋 ൌ 2𝑋. 

(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices 𝑀 que cumplen 𝑀 ∙ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ ൌ 2𝐼. (I es la matriz identidad 
2 × 2). 

Problema 2.  

Se consideran las matrices 𝐴 ൌ ൭
2 1

െ1 1
0 2

൱ , 𝐵 ൌ ቀ 1 1 1
െ1 0 1

ቁ . Se pide: 

(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se pueda 
realizar el producto A ∙ D ∙ B. 

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M ∙ A = B. 

(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B ∙ A)−1 y calcúlala en caso de que sea posible. 

Problema 3.  

Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1 se pide: 

(a)  (1.25 puntos) Calcula  los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el  recinto  limitado por ambas 
funciones 

(b) (1.25 puntos) Calcula el área de dicho recinto. 

Problema 4. (2.5 puntos) 

Calcula  las  coordenadas  del  punto  P  interior  al  triángulo  y  situado 
sobre  la  altura,  tal  que  la  suma  de  las  distancias  de  P  a  los  tres 
vértices sea mínima.  

Problema 5.  

Dada la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 𝜆

𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆
𝑧 ൌ 1

 y el plano π ≡ ax + 2y + (a − 3)z = 4, 

(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y π sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a π. 

(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano π′ que contiene a r y es perpendicular a π. 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Universidad de Oviedo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)74 

Problema 6.  

Dados los puntos A = (1, 0, 0) y B = (−1, 4, −4), 

(a) (1.5 puntos) Calcula el plano π que hace que A y B sean simétricos 

(b) (0.5 puntos) Calcula la distancia de A a π 

(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuación continua de la recta que pasa por A y B 

Problema 7.  

Una compañía  tiene  tres centrales en Europa en  la que se  fabrica el mismo producto. El 60 % de  las 
unidades de dicho producto se fabrica en España, el 25 % en Francia y el resto en Portugal. Se observa 
que de las unidades fabricadas tienen algún defecto el 1 % de los fabricados en España, el 0.5 % de los 
fabricados  en  Francia  y  el  2 %  de  los  fabricados  en  Portugal.  El  departamento  de  control  de  calidad 
central toma una de las unidades fabricadas al azar. 

(a) (1.25 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algún defecto? 

(b)  (1.25  puntos)  Si  la  unidad  seleccionada  es  defectuosa  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  haya  sido 
fabricada en Portugal? 

Problema 8.  

En  un  examen  de  acceso  a Médico  Interno  Residente  se  realiza  un  test  y  se  supera  la  prueba  si  se 
obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue una distribución 
normal de media 70 y desviación típica 10, calcule: 

(a) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificación de una persona esté en el intervalo [75, 85]. 

(b)  (1.25  puntos)  Tras  resolver  las  reclamaciones  realizadas  por  los  candidatos  se  observa  que  la 
desviación típica se mantiene pero  la probabilidad de obtener más de 90 puntos es 0.05. Decide si  la 
media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido. 

 

∗ Algunos valores de la función de distribución N(0, 1) son: F(x) = P(Z ≤ x), F(0) = 0.5, F(0.5) = 0.6915, 
F(0.95) = 0.8289, F(1.5) = 0.9332, F(1.645) = 0.95, F(1.8) = 0.9641 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1.  

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 1 1
0 2 0
1 1 1

൱ , 𝐵 ൌ ቀ 4 6
െ3 െ5

ቁ ,  

(a) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices  𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ tales que 𝐴 ∙ 𝑋 ൌ 2𝑋. 

(b) (1.25 puntos) Calcula todas las matrices 𝑀 que cumplen 𝑀 ∙ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ ൌ 2𝐼. (I es la matriz identidad 
2 × 2). 

Solución: 
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Problema 2.  

Se consideran las matrices 𝐴 ൌ ൭
2 1

െ1 1
0 2

൱ , 𝐵 ൌ ቀ 1 1 1
െ1 0 1

ቁ . Se pide: 

(a) (0.75 puntos) Calcula, en caso de que sea posible, las dimensiones de una matriz D tal que se pueda 
realizar el producto A ∙ D ∙ B. 

(b) (0.5 puntos) Estudia si puede existir una matriz M tal que M ∙ A = B. 

(c) (1.25 puntos) Estudia si existe (B ∙ A)−1 y calcúlala en caso de que sea posible. 

Solución: 
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Problema 3.  

Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1 se pide: 

(a)  (1.25 puntos) Calcula  los puntos de corte de ambas curvas y dibuja el  recinto  limitado por ambas 
funciones 

(b) (1.25 puntos) Calcula el área de dicho recinto. 

Solución: 
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Problema 4. (2.5 puntos) 

Calcula  las  coordenadas  del  punto  P  interior  al  triángulo  y  situado 
sobre la altura, tal que la suma de las distancias de P a los tres vértices 
sea mínima.  

Solución: 
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Problema 5.  

Dada la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 𝜆

𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆
𝑧 ൌ 1

 y el plano π ≡ ax + 2y + (a − 3)z = 4, 

(a) (1.25 puntos) Calcula a para que r y π sean paralelos y en ese caso, calcula distancia de r a π. 

(b) (1.25 puntos) Para a = 1, calcula el plano π′ que contiene a r y es perpendicular a π. 

Solución: 
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Problema 6.  

Dados los puntos A = (1, 0, 0) y B = (−1, 4, −4), 

(a) (1.5 puntos) Calcula el plano π que hace que A y B sean simétricos 

(b) (0.5 puntos) Calcula la distancia de A a π 

(c) (0.5 puntos) Calcula una ecuación continua de la recta que pasa por A y B 

Solución: 
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Problema 7.  

Una compañía  tiene  tres centrales en Europa en  la que se  fabrica el mismo producto. El 60 % de  las 
unidades de dicho producto se fabrica en España, el 25 % en Francia y el resto en Portugal. Se observa 
que de las unidades fabricadas tienen algún defecto el 1 % de los fabricados en España, el 0.5 % de los 
fabricados  en  Francia  y  el  2 %  de  los  fabricados  en  Portugal.  El  departamento  de  control  de  calidad 
central toma una de las unidades fabricadas al azar. 

(a) (1.25 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que la unidad seleccionada tenga algún defecto? 

(b)  (1.25  puntos)  Si  la  unidad  seleccionada  es  defectuosa  ¿cuál  es  la  probabilidad  de  que  haya  sido 
fabricada en Portugal? 

Solución: 
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Problema 8.  

En  un  examen  de  acceso  a Médico  Interno  Residente  se  realiza  un  test  y  se  supera  la  prueba  si  se 
obtiene al menos 75 puntos. Suponiendo que las puntuaciones de los candidatos sigue una distribución 
normal de media 70 y desviación típica 10, calcule: 

(a) (1.25 puntos) La probabilidad de que la calificación de una persona esté en el intervalo [75, 85]. 

(b)  (1.25  puntos)  Tras  resolver  las  reclamaciones  realizadas  por  los  candidatos  se  observa  que  la 
desviación típica se mantiene pero  la probabilidad de obtener más de 90 puntos es 0.05. Decide si  la 
media de calificaciones ha aumentado, ha disminuido o se ha mantenido. 

 

∗ Algunos valores de la función de distribución N(0, 1) son: F(x) = P(Z ≤ x), F(0) = 0.5, F(0.5) = 0.6915, 
F(0.95) = 0.8289, F(1.5) = 0.9332, F(1.645) = 0.95, F(1.8) = 0.9641 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

Responda en el pliego del examen a cuatro preguntas cualesquiera de entre las ocho que se proponen. Todas las 
preguntas se calificarán con un máximo de 2.5 puntos. Indique en el pliego del examen la agrupación de 
preguntas que responderá: agrupaciones de preguntas que sumen más de 10 puntos conllevarán la anulación de 
la(s) última(s) pregunta(s) seleccionada(s) y/o respondida(s) 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución 
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Problema 2: 

 

Solución 
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Problema 3: 

 

Solución 
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Problema 4: 

 

Solución 
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Problema 5: 

 

Solución 
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Problema 6: 

 

Solución 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Universidad de Oviedo 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)91 

Problema 7: 

 

Solución 
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Problema 8: 

 

Solución 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

ENERALES Y CALIFICACIÓN
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten‐
drán  en  cuesta  las  respuestas  claramente  justificadas  y  razonadas  usando  lenguaje matemático  o  no matemático,  según 
corresponda. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica básica. No se per‐
mite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans‐
mitir o almacenar información. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

Considera la matriu M i el vector b, 

𝑀 ൌ ൭
2 1 𝑎

𝑎 ൅ 1 0 1
1 1 1

൱  𝑦 𝑏 ൌ ൭
0
1
1

൱ 

respectivament. 

(a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M ´es invertible. 

(b) [3 punts] Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M . 

(c) [4 punts] Calcula, per al cas a = 0, el vector x tal que M x = b. 

 

Problema 2: 

Considera les matrius 

𝐴 ൌ ቀ3 െ1
0 3

ቁ , 𝑖 𝐵 ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ A = 

i sigui O la matriu nul∙la d’ordre 2 × 2. 

(a) [4 punts] Calcula totes les matrius X tals que AX − X = B. 

(b) [3 punts] Troba una matriu Y diferent de O tal que (A − B)Y = O. 

(c) [3 punts] Indica totes les matrius Z que compleixen la igualtat AZ = O. 

 

Problema 3: 

Considera el pla π : 2x + 3y + z − 6 = 0. 

(a) [3 punts] Determina els vèrtexs del triangle que ve determinat per la intersecció del pla amb els ei‐
xos de coordenades. 

(b) [3 punts] Calcula l’àrea del triangle anterior. 

(c) [4 punts] Sigui A el vèrtex del triangle sobre l’eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular 
al pla que passa per A. 
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Problema 4: 

Siguin a i b dues constants reals no nul∙les. 

Considerem el pla π : x + ay − 2z = 3 i la recta r ൌ  ൜
x ൅ bz ൌ 1

y ൌ 0  

(a) [4 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és perpendicular al pla π? Per a aquests casos concrets, 
calcula el punt de tall entre r i π, i calcula o justifica quina ´es la distància de la recta al pla. 

(b) [3 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és paral∙lela al pla π? 

(c) [3 punts] Existeixen alguns valors de a i b per als quals la recta r està continguda en el pla π? 

Problema 5: 

La quantitat de tones d’aigua infectada per un bacteri s’espera que segueixi la funció  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫ ൅ 0.15𝑥 ൅ 1𝑠𝑒𝑛𝑡,  x ≥ 0 els dies d’infecci´o i f (x) les tones d’aigua infectada. 

(a) [4 punts] Quantes tones d’aigua hi havia inicialment infectades pel bacteri? Cap a quin valor tendeix 
la quantitat d’aigua infectada? Interpreta els resultats. 

(b) [4 punts] En quin moment hi ha menys quantitat d’aigua infectada? Quantes tones hi ha en aquell 
moment? 

(c) [2 punts] Hi ha algun moment en què l’aigua no estigui infectada? Justifica la resposta. 

Problema 6: 

[10 punts] Representa la regió compresa entre la corba 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫

௫మାଵ
, l’eix d’abscisses (eix OX) i les rec‐

tes x = 0 i x = 7. Calcula’n l’àrea. 

Problema 7: 

Un espai mostral conté dos successos A i B. Sabent que P (A ∩ B) = 0.3, P (A/B) = P (B/A) i P (Ac) = 0.4 
(sent Ac el succés complementari), calcula: 

(a) [2 punts] P (B/A). 

(b) [3 punts] P (B). 

(c) [3 punts] P (Ac ∩ Bc). 

(d) [2 punts] Són A i B successos independents? 

Problema 8: 

El pes dels nadons segueix una distribució normal de mitjana μ = 3.1 kg i desviació típica σ desconegu‐
da. Se sap que només el 30.5% dels nadons pesa més de 3.8 kg. Calcula, arrodonint els resultats a 4 de‐
cimals, 

(a) [4 punts] Quina és la desviació típica? 

(b) [3 punts] Suposant que σ = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadó pesi menys de 2.7 kg? 

(c) [3 punts] Suposant que σ = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadó pesi entre 2.7 i 3.5 kg? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Considera la matriu M i el vector b, 

𝑀 ൌ ൭
2 1 𝑎

𝑎 ൅ 1 0 1
1 1 1

൱  𝑦 𝑏 ൌ ൭
0
1
1

൱ 

respectivament. 

(a) [3 punts] Indica per a quins valors de a la matriu M és invertible. 

(b) [3 punts] Calcula, per a tots els valors de a que sigui possible, la inversa de M . 

(c) [4 punts] Calcula, per al cas a = 0, el vector x tal que M x = b. 

Solución: 
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Problema 2: 

Considera les matrius 

𝐴 ൌ ቀ3 െ1
0 3

ቁ , 𝑖 𝐵 ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ A = 

i sigui O la matriu nul∙la d’ordre 2 × 2. 

(a) [4 punts] Calcula totes les matrius X tals que AX − X = B. 

(b) [3 punts] Troba una matriu Y diferent de O tal que (A − B)Y = O. 

(c) [3 punts] Indica totes les matrius Z que compleixen la igualtat AZ = O. 

Solución: 
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Problema 3: 

Considera el pla π : 2x + 3y + z − 6 = 0. 

(a) [3 punts] Determina els vèrtexs del triangle que ve determinat per la intersecció del pla amb els ei‐
xos de coordenades. 

(b) [3 punts] Calcula l’àrea del triangle anterior. 

(c) [4 punts] Sigui A el vèrtex del triangle sobre l’eix d’abscisses (eix OX). Calcula la recta perpendicular 
al pla que passa per A. 

Solución: 
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Problema 4: 

Siguin a i b dues constants reals no nul∙les. 

Considerem el pla π : x + ay − 2z = 3 i la recta r ൌ  ൜
x ൅ bz ൌ 1

y ൌ 0  

(a) [4 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és perpendicular al pla π? Per a aquests casos concrets, 
calcula el punt de tall entre r i π, i calcula o justifica quina ´es la distància de la recta al pla. 

(b) [3 punts] Per a quins valors de a i b la recta r és paral∙lela al pla π? 

(c) [3 punts] Existeixen alguns valors de a i b per als quals la recta r està continguda en el pla π? 

Solución: 
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Problema 5: 

La quantitat de tones d’aigua infectada per un bacteri s’espera que segueixi la funció  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ି௫ ൅ 0.15𝑥 ൅ 1𝑠𝑒𝑛𝑡,  x ≥ 0 els dies d’infecci´o i f (x) les tones d’aigua infectada. 

(a) [4 punts] Quantes tones d’aigua hi havia inicialment infectades pel bacteri? Cap a quin valor tendeix 
la quantitat d’aigua infectada? Interpreta els resultats. 

(b) [4 punts] En quin moment hi ha menys quantitat d’aigua infectada? Quantes tones hi ha en aquell 
moment? 

(c) [2 punts] Hi ha algun moment en què  l’aigua no estigui infectada? Justifica la resposta. 

Solución: 

 
 

 
 
   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Universidad de las Islas Baleares 

Comunidad Autónoma de BALEARES    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)101 

Problema 6: 

[10 punts] Representa la regió compresa entre la corba 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫

௫మାଵ
, l’eix d’abscisses (eix OX) i les rec‐

tes x = 0 i x = 7. Calcula’n l’`area. 

Solución: 
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Problema 7: 

Un espai mostral conté dos successos A i B. Sabent que P (A ∩ B) = 0.3, P (A/B) = P (B/A) i P (Ac) = 0.4 
(sent Ac el succés complementari), calcula: 

(a) [2 punts] P (B/A). 

(b) [3 punts] P (B). 

(c) [3 punts] P (Ac ∩ Bc). 

(d) [2 punts] Són A i B successos independents? 

Solución: 
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Problema 8: 

El pes dels nadons segueix una distribució normal de mitjana μ = 3.1 kg i desviació típica σ desconegu‐
da. Se sap que només el 30.5% dels nadons pesa més de 3.8 kg. Calcula, arrodonint els resultats a 4 de‐
cimals, 

(a) [4 punts] Quina és la desviació típica? 

(b) [3 punts] Suposant que σ = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadó pesi menys de 2.7 kg? 

(c) [3 punts] Suposant que σ = 1.3725, quina és la probabilitat que un nadó pesi entre 2.7 i 3.5 kg? 

Solución: 
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ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 

CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Conteste de manera clara y razonada cuatro cuestiones cualesquiera, escogidas de entre las ocho, propuestas. Solo se ten‐
drán  en  cuesta  las  respuestas  claramente  justificadas  y  razonadas  usando  lenguaje matemático  o  no matemático,  según 
corresponda. Se valorarán negativamente los errores de cálculo. Se permite utilizar calculadora científica básica. No se per‐
mite el uso de calculadoras gráficas ni programables, ni de dispositivos con acceso a Internet o aparatos que puedan trans‐
mitir o almacenar información. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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  EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A‐1B, 2A‐2B, 3A‐3B y 4A‐4B, correspondientes a 
cada  uno  de  los  bloques  de  contenido.  En  caso  de  presentar  dos  preguntas  de  un  mismo  bloque  de  contenidos,  se 
considerará sólo  la primera pregunta respondida de ese bloque.   En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique  los 
procedimientos  empleados  para  solucionarla.  Se  puede  utilizar  cualquier  calculadora  científica,  no  programable  ni  con 
conexión a internet. Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Bloque 1.‐ Análisis. 

Problema 1A: 

Hallar  la  función  polinómica 𝑓ሺ𝑥ሻ  que  verifica  que  tiene  un  punto  mínimo  en  (1,  2)  y  su  segunda 
derivada es:  𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 3. Dar la expresión de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Problema 1B: 

Se quiere construir una Casa de la Juventud de 240 m2 de superficie, que estará rodeada por una zona 
ajardinada con las dimensiones de la imagen. 

 

Si se quiere minimizar la superficie total de la zona ajardinada, ¿qué dimensiones debe tener la Casa de 
la Juventud? ¿Cuál es el área de la zona ajardinada? 

Bloque 2.‐ Álgebra. 

Problema 2A: 

Dadas las matrices 

𝐴 ൌ ൭
2 1 0

െ1 0 0
1 2 െ1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
െ1 2 1
0 െ1 0
1 0 0

൱  𝑦  𝐶 ൌ ൭
0 1 0
0 3 0

െ1 0 െ1
൱ 

a) Comprobar si la matriz 𝑀 ൌ 2𝐼ଷ ൅  𝐵௧ tiene inversa. Donde 𝐼ଷ la matriz identidad de orden 3. 

b) Justificar que existe la matriz 𝑋 que verifica la ecuación siguiente:  

2𝑋 ൅ 𝐶 ൌ 𝐴 െ 𝑋 ∙ 𝐵௧ 

Calcular razonadamente dicha matriz 𝑋. 

Problema 2B: 

Un bar de tapas canario sólo ofrece tres platos en su menú: escaldón, tollos y carajacas. El precio medio 
de  los  tres  platos  (la  ración)  es  de  5€.  Se  sirven  30  raciones  de  escaldón,  20  raciones  de  tollos  y  10 
raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 255 euros en total. Sabiendo que el triple del precio de 
las caracajas supera en diez euros el doble del precio de los tollos. Calcula el precio de la ración de cada 
producto. 
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Bloque 3.‐ Geometría. 

Problema 3A: 

En el espacio tridimensional consideramos el plano y las rectas siguientes: 

𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 4; 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0

2𝑥 ൅ 5𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0; 𝑆 ≡
𝑥െ1

1
ൌ

𝑦െ2

0
ൌ

𝑧െ3

1
; 

a) Calcular el punto simétrico de (‐2,1,2) respecto de 𝜋. 
b)  Calcular el ángulo que forman r y s 

Problema 3B: 

En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 7𝑧 ൌ 0

2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 12𝑧 ൅ 1 ൌ 0 y 𝑠 ≡ ൜
2𝑥 െ 7𝑦 െ 3𝑧 ൌ 22

𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 . 

𝑎ሻ Estudia la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano que contiene a 𝑟 y es paralelo a 𝑠. 

Problema 4A: 

Bloque 4.‐ Probabilidad. 

Según el estudio TALIS (2018), el 11 % de los docentes de Educación Secundaria en España son menores 
de 30 años. 

a) Elegimos 15 docentes españoles, ¿qué probabilidad hay de que haya menos de 2 docentes menores 
de 30 años? 

b) Supongamos que se seleccionan al azar 200 docentes españoles. ¿Qué probabilidad hay de que entre 
20 y 30 docentes sean menores de 30 años? 

c) En un grupo de 500 docentes españoles, ¿cuántos cabe esperar que sean mayores de 30 años? 

Problema 4B: 

Las estaturas de  las personas que se presentan a una audición para participar en una película siguen 
una distribución normal de media 168 cm y desviación típica 8 cm. 

a) Si se selecciona una persona participante en la audición, averiguar la probabilidad de que tenga una 
estatura mayor a 156 cm. 

b) Se afirma que más del 15 % de los participantes en la audición medían más de 1,82 metros. Justifica 
la veracidad o falsedad de dicha afirmación. 

c) ¿Qué probabilidad hay de que, elegida una persona al azar, su estatura se encuentre entre 166 y 172 
cm? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Bloque 1.‐ Análisis. 

Problema 1A: 

Hallar  la  función  polinómica 𝑓ሺ𝑥ሻ  que  verifica  que  tiene  un  punto  mínimo  en  (1,  2)  y  su  segunda 
derivada es:  𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 3. Dar la expresión de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución: 
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Problema 1B: 

Se quiere construir una Casa de la Juventud de 240 m2 de superficie, que estará rodeada por una zona 
ajardinada con las dimensiones de la imagen. 

 

Si se quiere minimizar la superficie total de la zona ajardinada, ¿qué dimensiones debe tener la Casa de 
la Juventud? ¿Cuál es el área de la zona ajardinada? 

Solución: 
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Bloque 2.‐ Álgebra. 

Problema 2A: 

Dadas las matrices 

𝐴 ൌ ൭
2 1 0

െ1 0 0
1 2 െ1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
െ1 2 1
0 െ1 0
1 0 0

൱  𝑦  𝐶 ൌ ൭
0 1 0
0 3 0

െ1 0 െ1
൱ 

a) Comprobar si la matriz 𝑀 ൌ 2𝐼ଷ ൅  𝐵௧ tiene inversa. Donde 𝐼ଷ la matriz identidad de orden 3. 

b) Justificar que existe la matriz 𝑋 que verifica la ecuación siguiente:  

2𝑋 ൅ 𝐶 ൌ 𝐴 െ 𝑋 ∙ 𝐵௧ 

Calcular razonadamente dicha matriz 𝑋. 

Solución: 
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Problema 2B: 

Un bar de tapas canario sólo ofrece tres platos en su menú: escaldón, tollos y carajacas. El precio medio 
de  los  tres  platos  (la  ración)  es  de  5€.  Se  sirven  30  raciones  de  escaldón,  20  raciones  de  tollos  y  10 
raciones de carajacas, por lo que se ingresaron 255 euros en total. Sabiendo que el triple del precio de 
las caracajas supera en diez euros el doble del precio de los tollos. Calcula el precio de la ración de cada 
producto. 

Solución: 
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Bloque 3.‐ Geometría. 

Problema 3A: 

En el espacio tridimensional consideramos el plano y las rectas siguientes: 

𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 𝑧 ൌ 4; 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0

2𝑥 ൅ 5𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0; 𝑆 ≡
𝑥െ1

1
ൌ

𝑦െ2

0
ൌ

𝑧െ3

1
; 

a) Calcular el punto simétrico de (‐2,1,2) respecto de 𝜋. 
b)  Calcular el ángulo que forman r y s 

Solución: 
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Problema 3B: 

En el espacio tridimensional conocemos las ecuaciones de las rectas siguientes:  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 7𝑧 ൌ 0

2𝑥 ൅ 3𝑦 െ 12𝑧 ൅ 1 ൌ 0 y 𝑠 ≡ ൜
2𝑥 െ 7𝑦 െ 3𝑧 ൌ 22

𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 . 

𝑎ሻ Estudia la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano que contiene a 𝑟 y es paralelo a 𝑠. 

Solución: 
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Problema 4A: 

Bloque 4.‐ Probabilidad. 

Según el estudio TALIS (2018), el 11 % de los docentes de Educación Secundaria en España son menores 
de 30 años. 

a) Elegimos 15 docentes españoles, ¿qué probabilidad hay de que haya menos de 2 docentes menores 
de 30 años? 

b) Supongamos que se seleccionan al azar 200 docentes españoles. ¿Qué probabilidad hay de que entre 
20 y 30 docentes sean menores de 30 años? 

c) En un grupo de 500 docentes españoles, ¿cuántos cabe esperar que sean mayores de 30 años? 

Solución: 
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Problema 4B: 

Las estaturas de  las personas que se presentan a una audición para participar en una película siguen 
una distribución normal de media 168 cm y desviación típica 8 cm. 

a) Si se selecciona una persona participante en la audición, averiguar la probabilidad de que tenga una 
estatura mayor a 156 cm. 

b) Se afirma que más del 15 % de los participantes en la audición medían más de 1,82 metros. Justifica 
la veracidad o falsedad de dicha afirmación. 

c) ¿Qué probabilidad hay de que, elegida una persona al azar, su estatura se encuentre entre 166 y 172 
cm? 

Solución: 
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  EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas entre las parejas 1A‐1B, 2A‐2B, 3A‐3B y 4A‐4B, correspondientes a 
cada  uno  de  los  bloques  de  contenido.  En  caso  de  presentar  dos  preguntas  de  un  mismo  bloque  de  contenidos,  se 
considerará sólo  la primera pregunta respondida de ese bloque.   En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los 
procedimientos  empleados  para  solucionarla.  Se  puede  utilizar  cualquier  calculadora  científica,  no  programable  ni  con 
conexión a internet. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Bloque 1.‐ Análisis. 

Problema 1A: 

 

Problema 1B: 

 

Bloque 2.‐ Álgebra. 

Problema 2A: 

 

Problema 2B: 
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Bloque 3.‐ Geometría. 

Problema 3A: 

 

Problema 3B: 

Bloque 4.‐ Probabilidad. 

Problema 4A: 

 

Problema 4B: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Bloque 1.‐ Análisis. 

Problema 1A: 

 

Solución:  
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Problema 1B: 

 

Solución:  
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Bloque 2.‐ Álgebra. 

Problema 2A: 

 

Solución:  
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Problema 2B: 

 

Solución:  
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Bloque 3.‐ Geometría. 

Problema 3A: 

 

Solución:  
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Problema 3B: 

 

Solución:  
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Bloque 4.‐ Probabilidad. 

Problema 4A: 

 

Solución:  
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Problema 4B: 

 

Solución:  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

 
CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INDICACIONES
1. Debe escoger solo cuatro ejercicios entre los ocho de los que consta el examen. 
2. Si realiza más de cuatro ejercicios solo se corregirán los cuatro primeros, según el orden que aparecen resueltos en el 
cuadernillo de examen. 
3. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resolución. Todas las 
respuestas deben ser razonadas. 
4. Entre corchetes se indica la puntuación máxima de cada apartado. 
5. No se permite el uso de calculadoras gráficas ni programables. Tampoco está permitido el uso de dispositivos con acceso a 
Internet. 

 

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS] 

Considere el sistema de ecuaciones ൝
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ െ3     

 dado en función del parámetro a ∈ R. 

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es compatible. 

2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible. 

 

Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS] 

Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మି௫ାଶ

௫
 . 

1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x). 

2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). 

3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asíntota(s). En caso afirmativo, calcúlela(s). 

 

Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS] 

Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un triángulo que tiene como vértices a los puntos 

A = (0, 0, 1), B = (4, 1, 2) y C = (3, 4, 3). 

 

Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS] 

En cierta región, el 72 % de las mujeres vive al menos 71 años y el 52 % vive al menos 80 años. Si una 
mujer determinada de esa región tiene 71 años, ¿cuál es la probabilidad de que vaya a vivir al menos 
hasta los 80 años? 
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Ejercicio 5 [2,5 PUNTOS] 

Considere la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 𝑎
2 0 3
2 1 െ1

൱ en función del parámetro a ∈ R. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en función del parámetro a. 

2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en función del parámetro a. 

3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa. 

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a ∈ R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A para 
los diferentes valores del parámetro a ∈ B. 

 

Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS] 

Considere la función f(x) = x3 + 1. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f (x). 

2) [1 PUNTO] Calcule los puntos de inflexión de f(x) si los hubiera. 

3) [1 PUNTO] Calcule el área del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x = 1 y x = 2. 

 

Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS] 

Considere los planos 

π1 : 2x − 3y + 5z = a 

π2 : bx + 3y − 5z = 4 

en función de los parámetros a, b ∈ R. Determine si es posible asignar algún valor a los parámetros a y b 
para que los planos π1 y π2 : 

1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS] 

Sean A y B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con  

P(A) = 0,5 y P(B) = 0,25. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A ∪ B). 

2)  [0,5  PUNTOS]  Calcule  P(Ac)  y  P(Bc),  donde  Ac  y  Bc  denotan  el  suceso  contrario  de  A  y  de  B 
respectivamente. 

3) [1 PUNTO] Razone si Ac y Bc son independientes. 

4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(Ac ∪ Bc). 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Ejercicio 1 [2,5 PUNTOS] 

Considere el sistema de ecuaciones ൝
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ െ3     

 dado en función del parámetro a ∈ R. 

1) [1,25 PUNTOS] Determine para qué valores de a el sistema es compatible. 

2) [1,25 PUNTOS] Dado a = 4, resuelva el sistema anterior si es posible. 

Solución: 
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Ejercicio 2 [2,5 PUNTOS] 

Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మି௫ାଶ

௫
 . 

1) [0,5 PUNTOS] Determine el conjunto de puntos de discontinuidad de f(x). 

2) [1 PUNTO] Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). 

3) [1 PUNTO] Determine si f(x) tiene asíntota(s). En caso afirmativo, calcúlela(s). 

Solución: 
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Ejercicio 3 [2,5 PUNTOS] 

Calcule las ecuaciones de las rectas de los lados de un triángulo que tiene como vértices a los puntos 

A = (0, 0, 1), B = (4, 1, 2) y C = (3, 4, 3). 

Solución: 
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Ejercicio 4 [2,5 PUNTOS] 

En cierta región, el 72 % de las mujeres vive al menos 71 años y el 52 % vive al menos 80 años. Si una 
mujer determinada de esa región tiene 71 años, ¿cuál es la probabilidad de que vaya a vivir al menos 
hasta los 80 años? 

Solución: 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Juan Antonio Martínez García 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)153 

Ejercicio 5 [2,5 PUNTOS] 

Considere la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 𝑎
2 0 3
2 1 െ1

൱ en función del parámetro a ∈ R. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule el determinante de A en función del parámetro a. 

2) [0,75 PUNTOS] Calcule el rango de A en función del parámetro a. 

3) [0,5 PUNTOS] Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa. 

4) [0,75 PUNTOS] Sea B el conjunto de los a ∈ R tales que A tiene inversa. Calcule la inversa de A para 
los diferentes valores del parámetro a ∈ B. 

Solución: 
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Ejercicio 6 [2,5 PUNTOS] 

Considere la función f(x) = x3 + 1. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule una primitiva de f (x). 

2) [1 PUNTO] Calcule los puntos de inflexión de f(x) si los hubiera. 

3) [1 PUNTO] Calcule el área del recinto limitado por f(x), el eje OX de abscisas y las rectas x = 1 y x = 2. 

Solución: 
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Ejercicio 7 [2,5 PUNTOS] 

Considere los planos 

π1 : 2x − 3y + 5z = a 

π2 : bx + 3y − 5z = 4 

en función de los parámetros a, b ∈ R. Determine si es posible asignar algún valor a los parámetros a y b 
para que los planos π1 y π2 : 

1) [0,5 PUNTOS] Sean coincidentes. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

2) [1 PUNTO] Sean paralelos. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

3) [1 PUNTO] Se corten en una recta. En caso afirmativo de un valor para a y b. 

Solución: 
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Ejercicio 8 [2,5 PUNTOS] 

Sean A y B dos sucesos independientes asociados a un experimento aleatorio con  

P(A) = 0,5 y P(B) = 0,25. 

1) [0,5 PUNTOS] Calcule P(A ∪ B). 

2) [0,5 PUNTOS] Calcule P(Ac) y P(Bc), donde Ac y Bc denotan el suceso contrario de A y de B respecti‐ 

vamente. 

3) [1 PUNTO] Razone si Ac y Bc son independientes. 

4) [0,5 PUNTOS] Calcule P(Ac ∪ Bc). 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

Indicaciones:
Debe escogerse sólo cuatro ejercicios elegidos entre los ocho de que consta el examen. Si realiza más de cuatro ejercicios 
sólo  se  corregirán  los  cuatro  primeros,  según  el  orden  en  que  aparecen  resueltos  en  el  cuadernillo  del  examen.  Debe 
exponerse  con  claridad el  planteamiento de  la  respuesta o el método utilizado para  su  resolución. Todas  las  respuestas 
deben  ser  razonadas. No  se permite el uso de  calculadoras gráficas ni programables.  Tampoco está permitido el uso de 
dispositivos con acceso a internet. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
 

Problema 1: 

 
 
Problema 2: 

 
 
Problema 3: 
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Problema 4: 

 
Problema 5: 

 
Problema 6: 

 
Problema 7: 

 
Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve más, se corregirán solo los 
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar 
cualquier tipo de calculadora. Cada ejercicio completo puntuará 2,5 puntos. Duración de la prueba: 1 hora y 30 minutos. 

Problema 1: 

Sean las matrices 𝑋 ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 0

ቁ con a, b, c números reales, 𝐴 ൌ ቀ2 1
4 2

ቁ y 𝐵 ൌ ቀ1 0
2 0

ቁ 

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, c para que A ⋅ X = B. 

b) [1 punto] Si además queremos que X sea simétrica, ¿qué se debe cumplir? ¿Cómo es la matriz X re‐
sultante? 

Problema 2: 

a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano. 

b) [1 punto] Sea la función f(x) = x3 + 6x2 + 3x − 10. UƟliza el teorema de Bolzano para jusƟficar que esta 
función tiene al menos una raíz en el intervalo [0, 2]. 

c) [1 punto] ¿Podría f(x) tener más de una raíz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta. 

Problema 3: 

Sean el punto A(1, 1, a) y el plano π ≡ b ⋅ x + y + z = 1, con a, b ∈ ℝ. 

a) [1,5 puntos] ¿Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el plano π y 
éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u⃗ = (1, 2, 0)? 

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuación de la recta perpendicular al 
plano π y que pasa por el punto A. 

Problema 4: 

a) Una empresa de mantenimiento da  servicio a empresas de dos polígonos  industriales  (el polígono 
Campo y el polígono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el polígono Campo mientras que 
el 70 % se realiza en el polígono Llano. Además, en el polígono Campo el 10 % de las reparaciones son 
de tipo mecánico y el 90 % de tipo eléctrico. En el polígono Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo 
mecánico y el resto de tipo eléctrico. 
a.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparación de tipo 
mecánico? 
a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparación de tipo eléctrico, ¿qué probabilidad hay de que se 
haya realizado en el polígono Llano? 
b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en un 
tiempo que sigue una distribución normal de media 1.5 minutos y desviación típica 0,15 minutos. 
b.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35 minutos? 
b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál sería el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos realizados al 
completar una vuelta al circuito? 
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Problema 5: 

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: ׬
ௗ௫

ሺଵିଷ௫ሻ
భ
మିሺଵିଷ௫ሻ

మ
య
 

Puedes utilizar el cambio de variable 1 − 3x = t6. 

b) [1,5 puntos] Sean las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 0 1
0 1 0
2 0 0

൱, y 𝐵 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
2 1 1

൱  

Sin calcular A−1, razona por qué A−1 existe y discute si la matriz A−1 ⋅ B tiene inversa. 

Problema 6: 

a) [1 punto] Calcula el siguiente límite:  lim
௫→ஶ

ቀହ௫ାଵ

ହ௫
ቁ

௫మ

 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es 
perpendicular a los vectores u⃗ = (2, 2, 0) y v ⃗ = (0, 0, −1). 

Problema 7: 

a) [1 punto] Sea la función f(x) = x3 + 3x2 + x + 3. Obtén sus máximos y mínimos relativos. 

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas  sin  reemplaza‐
miento y se obtiene una puntuación igual a la suma de los valores correspondientes. 

b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la puntuación obtenida sea de 3? 

b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la puntuación sea mayor de 3? 

Problema 8: 

a) [1,25 puntos] Sea la matriz 𝐴 ൌ ቆ
1 1 1
0 1 2
2 1 0

    
1
1
1

ቇ. Calcula el rango de A. 

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la intersección de los planos π1 ≡ x + y + z = 1, π2 ≡ y + 2z = 1. 
Por otro lado, consideraremos el plano π3 ≡ 2x + y = 1. Determina la posición relativa de la recta r y el 
plano π3. El resultado del apartado anterior te puede ayudar. 

 

 

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.90 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389 

1.00 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621 

1.10 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830 

1.20 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015 

1.30 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177 

1.40 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319 

1.50 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441 

1.60 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545 

1.70 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Sean las matrices 𝑋 ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 0

ቁ con a, b, c números reales, 𝐴 ൌ ቀ2 1
4 2

ቁ y 𝐵 ൌ ቀ1 0
2 0

ቁ 

a) [1,5 puntos] Determina las condiciones que tienen que cumplir los valores a, b, c para que A ⋅ X = B. 

b) [1 punto] Si además queremos que X sea simétrica, ¿qué se debe cumplir? ¿Cómo es la matriz X re‐
sultante? 

Respuesta: 

a)  

𝑨 ൉ 𝑿 ൌ 𝑩,       ቀ𝟐 𝟏
𝟒 𝟐

ቁ ൉ ቀ𝒂 𝒃
𝒄 𝟎

ቁ ൌ ቀ𝟏 𝟎
𝟐 𝟎

ቁ    como el determinante de A es = 0, no podemos despejar 

X,  

 

Efectuamos el producto ቀ 𝟐𝒂 ൅ 𝒄 𝟐𝒃
𝟒𝒂 ൅ 𝟐𝒄 𝟒𝒃

ቁ ൌ ቀ𝟏 𝟎
𝟐 𝟎

ቁ  igualando, obtenemos el sistema 

 

𝟐𝒂 ൅ 𝒄 ൌ 𝟏
𝟐𝒃 ൌ 𝟎

𝟒𝒂 ൅ 𝟐𝒄 ൌ 𝟐
𝟒𝒃 ൌ 𝟎

ቑ  de donde,    

  𝒃 ൌ 𝟎    𝒚    𝒄 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝒂. 

 

b)     

   

Si X es simétrica, debe ser b = c ,   por tanto,   

  𝒃 ൌ 𝟎   ,    𝒄 ൌ 𝟎     𝒚      𝒂 ൌ
𝟏

𝟐
     

Y la matriz quedaría:    

 𝑿 ൌ ቆ
𝟏

𝟐
𝟎

𝟎 𝟎
ቇ  
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Problema 2: 

a) [0,5 puntos] Enuncia el teorema de Bolzano. 

b) [1 punto] Sea la función f(x) = x3 + 6x2 + 3x − 10. UƟliza el teorema de Bolzano para jusƟficar que esta 
función tiene al menos una raíz en el intervalo [0, 2]. 

c) [1 punto] ¿Podría f(x) tener más de una raíz en el intervalo [0, 2]? Justifica tu respuesta. 

Respuesta: 

 

a) Enuncia el teorema de Bolzano: Si f es una función continua en el intervalo [a, b] y toma valores 

de signo distinto en los extremos, es decir, f(a)∙f(b) < 0, entonces existe un valor, c, perteneciente 

al intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0, es decir, ∃𝒄 𝝐 ሺ𝒂, 𝒃ሻ 𝒇ሺ𝒄ሻ ൌ 𝟎. 

 

b) f es una función continua en [0, 2], pues es una función polinómica que es continua en todos los 

números reales. 

f(0) = ‐ 10   y     f(2) = 28 , valores de signo contrario, luego se cumplen las hipótesis del teorema y 

por tanto existe un valor, c, perteneciente al intervalo abierto (0, 2) tal que f(c) = 0, es decir, c es 

una raíz de f. En particular f(1) = 1 + 6 + 3 – 10 = 0.  

f(1) = 0 

 

c) Supongamos que f tiene 2 raíces en el intervalo, a y b, es decir, f(a) = 0 y f(b) = 0, por tanto  

f(a) = f(b) ,  además f es una función continua en [0, 2], pues es una función polinómica que es 

continua en todos los números reales y f es una función derivable en (0, 2), pues es una función 

polinómica que es derivable en todos los números reales.  

Se cumplen las hipótesis del teorema de Rolle luego debe existir un valor c en (0, 2), donde se 

anule la derivada, es decir, f’(c) = 0, 

f’(x) = 3x2 + 12x + 3 ,         3x2 + 12x + 3 = 0   obtenemos    𝒙 ൌ  െ𝟐 െ √𝟑   𝒚   𝒙 ൌ  െ𝟐 ൅ √𝟑        

que no pertenecen a (0, 2), por tanto,  lo supuesto de que había 2 raíces es falso, es decir solo 

hay una raíz en [0, 2]. 

También podemos ver que desde 𝒙 ൌ  െ𝟐 ൅ √𝟑       en adelante la derivada es positiva, luego la 

función es creciente y no puede cortar dos veces al eje X, es decir, no puede tener dos raíces. 
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Problema 3: 

Sean el punto A(1, 1, a) y el plano π ≡ b ⋅ x + y + z = 1, con a, b ∈ ℝ. 

a) [1,5 puntos] ¿Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el plano π y 
éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u⃗ = (1, 2, 0)? 

b) [1 punto] Con los valores de a, b del apartado anterior, obtén la ecuación de la recta perpendicular al 
plano π y que pasa por el punto A. 

Respuesta: 

 

a) Si el punto está contenido en el plano, debe verificar su ecuación,    b⋅ 1 + 1 + a = 1 

El vector normal del plano es (b, 1, 1) si debe ser perpendicular al (1, 2, 0), su producto escalar 

ha de ser 0,       (b, 1, 1)∙ (1, 2, 0) = 0 ,     b + 2 + 0 = 0  

Obtenemos   

 b = ‐2   y  a = 2   

 

b) a = 2 ,   b = ‐2 ;                   A(1, 1, 2)  ,       vector normal al plano (‐2, 1, 1)  lo utilizamos como vector 

director de la recta y obtenemos:   

  
𝒙ି𝟏

ି𝟐
ൌ

𝒚ି𝟏

𝟏
ൌ

𝒛ି𝟐

𝟏
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Problema 4: 

a) Una empresa de mantenimiento da  servicio a empresas de dos polígonos  industriales  (el polígono 
Campo y el polígono Llano). El 30 % de las reparaciones se realizan en el polígono Campo mientras que 
el 70 % se realiza en el polígono Llano. Además, en el polígono Campo el 10 % de las reparaciones son 
de tipo mecánico y el 90 % de tipo eléctrico. En el polígono Llano el 30 % de las reparaciones son de tipo 
mecánico y el resto de tipo eléctrico. 
a.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que en un momento dado se realice una reparación de tipo 
mecánico? 
a.2) [0,75 puntos] Si se ha realizado una reparación de tipo eléctrico, ¿qué probabilidad hay de que se 
haya realizado en el polígono Llano? 
b) El famoso piloto de carreras Fernando Osnola es capaz de completar una vuelta a un circuito en un 
tiempo que sigue una distribución normal de media 1,5 minutos y desviación típica 0,15 minutos. 
b.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que complete una vuelta en menos de 1,35 minutos? 
b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál sería el tiempo exacto que es mayor que el 85,08 % de los tiempos realizados al 
completar una vuelta al circuito? 

Solución: 

a)      

    C………Campo 

    Ll………Llano 

    M……..Mecánico 

    E………Eléctrico   

a.1)    Aplicamos el teorema de la probabilidad total:  

𝑃ሺ𝑀ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝑀ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐿𝑙 ∩ 𝑀ሻ ൌ 𝑃ሺCሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀/𝐿𝑙ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐿𝑙ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀/𝐿𝑙ሻ ൌ 0,3 ൉ 0,1 ൅ 0,7 ൉ 0,3 ൌ 0,24 

𝑷ሺ𝐌ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟒 
 

a.2)      Aplicamos el teorema de Bayes: 

𝑃ሺ𝐿𝑙/𝐸ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐿𝑙 ∩ Eሻ

𝑃ሺ𝐸ሻ
ൌ

𝑃ሺ𝐿𝑙ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐸/𝐿𝑙ሻ
𝑃ሺ𝐸ሻ

ൌ
0,7 ൉ 0,7

1 െ 𝑃ሺ𝑀ሻ
ൌ

0,49
1 െ 0,24

ൌ
0,49
0,76

ൌ 0,64 

𝑷ሺ𝑳𝒍/𝑬ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟒 

 
b) Sea X la variable aleatoria “tiempo en dar una vuelta”      X … N(1,5 , 0,15) 

b.1) P(x < 1,35) = P(z < ଵ,ଷହିଵ,ହ

଴,ଵହ
ሻ = P(z < ‐1) = 1 – P(z < 1) = 1 – 0,8413 = 0,1587 

Pሺx ൏ 1,35ሻൌ0,1587 

 
b.2)  P(x<k)  =  0,8508    𝑃 ቀ𝑧 ൏ ௞ିଵ,ହ

଴,ଵହ
ቁ ൌ 0,8508    buscando  dentro  de  la  tabla  el  valor  0,8508, 

obtenemos 1,04  luego,     
௞ିଵ,ହ

଴,ଵହ
ൌ 1,04 ,   𝑘 െ 1,5 ൌ 1,04 ൉ 0,15  ,   𝑘 ൌ 1,5 ൅ 1,04 ൉ 0,15    

k ൌ 1,656 segundos   
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Problema 5: 

a) [1 punto] Calcula la siguiente integral: ׬
ௗ௫

ሺଵିଷ௫ሻ
భ
మିሺଵିଷ௫ሻ

మ
య
 

Puedes utilizar el cambio de variable 1 − 3x = t6. 

b) [1,5 puntos] Sean las matrices 𝐴 ൌ ൭
1 0 1
0 1 0
2 0 0

൱, y 𝐵 ൌ ൭
1 0 0
0 0 0
2 1 1

൱  

Sin calcular A−1, razona por qué A−1 existe y discute si la matriz A−1 ⋅ B tiene inversa. 

Respuesta: 

a) Hacemos    1 − 3x = t6 , derivamos, ‐3dx = 6t5dt, de donde, dx = ‐2t5dt,   sustituimos 

 

׬
𝒅𝒙

ሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ
𝟏
𝟐ିሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ

𝟐
𝟑

ൌ ׬
ି𝟐𝒕𝟓𝒅𝒕

൫𝒕𝟔൯
𝟏
𝟐ି൫𝒕𝟔൯

𝟐
𝟑

ൌ ׬
ି𝟐𝒕𝟓𝒅𝒕

𝒕𝟑ି𝒕𝟒 ൌ ׬
ି𝟐𝒕𝟓𝒅𝒕

𝒕𝟑ሺ𝟏ି𝒕ሻ
ൌ ׬

ି𝟐𝒕𝟐𝒅𝒕

𝟏ି𝒕
ൌ 𝟐 ׬

𝒕𝟐𝒅𝒕

𝒕ି𝟏
  

 

Dividimos t2 : (t‐1) ,    obtenemos t +1 de cociente y 1 de resto, luego,  

 

𝟐 ׬
𝒕𝟐𝒅𝒕

𝒕ି𝟏
ൌ 𝟐 ׬ ቀ𝒕 ൅ 𝟏 ൅ 𝟏

𝒕ି𝟏
ቁ 𝒅𝒕 ൌ 𝟐 ቀ𝒕𝟐

𝟐
൅ 𝒕 ൅ 𝑳|𝒕 െ 𝟏|ቁ ൅ 𝑪 ൌ 𝒕𝟐 ൅ 𝟐𝒕 ൅ 𝟐𝑳|𝒕 െ 𝟏| ൅ 𝑪   

 

deshaciendo el cambio, 𝒕 ൌ √𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔    

 

׬
𝒅𝒙

ሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ
𝟏
𝟐ିሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ

𝟐
𝟑

ൌ ൫√𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔  ൯
𝟐

൅ 𝟐√𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔 ൅ 𝟐𝑳ห√𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔 െ 𝟏ห ൅ 𝑪  por tanto, 

 

׬
𝒅𝒙

ሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ
𝟏
𝟐ିሺ𝟏ି𝟑𝒙ሻ

𝟐
𝟑

ൌ √𝟏 െ 𝟑𝒙𝟑 ൅ 𝟐√𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔 ൅ 𝟐𝑳ห√𝟏 െ 𝟑𝒙𝟔 െ 𝟏ห ൅ 𝑪   

 
b)  

|𝑨| ൌ 𝟎 ൅ 𝟎 ൅ 𝟎 െ 𝟐 െ 𝟎 െ 𝟎 ൌ െ𝟐 , como el determinante es distinto de 0, existe 𝑨ି𝟏  

B tiene una fila de 0, por tanto su determinante vale 0 

|𝐴ିଵ ൉ 𝐵| ൌ |𝐴ିଵ||𝐵| ൌ |𝐴ିଵ| ൉ 0 ൌ 0 por tanto, 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 no tiene inversa   
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Problema 6: 

a) [1 punto] Calcula el siguiente límite:  lim
௫→ஶ

ቀହ௫ାଵ

ହ௫
ቁ

௫మ

 

b) [1,5 puntos] Calcula la ecuación de la recta que pasa por el punto A(2, 1, 3) y cuyo vector director es 
perpendicular a los vectores 𝑢ሬ⃗  = (2, 2, 0) y  𝑣⃗= (0, 0, −1). 

Respuesta: 

a) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

ቀ𝟓𝒙ା𝟏

𝟓𝒙
ቁ

𝒙𝟐

ൌ 𝟏ஶ, 𝒊𝒏𝒅𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒄𝒊ón  ,          Calculamos 𝒆 𝒍í𝒎
𝒙→ಮ

𝒙𝟐൉ቀ𝟓𝒙శ𝟏
𝟓𝒙

ି𝟏ቁ
 

 

𝒍í𝒎
𝒙→ஶ

𝒙𝟐 ൉ ቀ𝟓𝒙ା𝟏

𝟓𝒙
െ 𝟏ቁ ൌ 𝒍í𝒎

𝒙→ஶ
𝒙𝟐 ൉ ቀ𝟓𝒙ା𝟏ି𝟓𝒙

𝟓𝒙
ቁ ൌ 𝒍í𝒎

𝒙→ஶ
𝒙𝟐 ൉ ቀ 𝟏

𝟓𝒙
ቁ ൌ 𝒍í𝒎

𝒙→ஶ

𝒙𝟐

𝟓𝒙
ൌ 𝒍í𝒎

𝒙→ஶ

𝒙

𝟓
ൌ ∞  , luego,  

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

൬
𝟓𝒙 ൅ 𝟏

𝟓𝒙
൰

𝒙𝟐

ൌ 𝒆
𝒍í𝒎
𝒙→∞

𝒙𝟐൉ቀ
𝟓𝒙൅𝟏

𝟓𝒙
െ𝟏ቁ

ൌ 𝒆∞ ൌ ∞ 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

൬
𝟓𝒙 ൅ 𝟏

𝟓𝒙
൰

𝒙𝟐

ൌ ∞ 

b) Si  el  vector  director  ha de  ser  perpendicular  a  los  dados,  calculamos  el  producto  vectorial  de 
éstos 

 

𝑢ሬ⃗  x 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
2 2 0
0 0 െ1

อ ൌ െ2𝑖 ൅ 2𝑗 … … … … 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, 2, 0ሻ … … … ሺെ1, 1, 0ሻ 

 

Tenemos A(2, 1, 3)   y    𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 1, 0ሻ   luego la ecuación es  

 

𝒙 െ 𝟐
െ𝟏

ൌ
𝒚 െ 𝟏

𝟏
ൌ

𝒛 െ 𝟑
𝟎
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Problema 7: 

a) [1 punto] Sea la función f(x) = x3 + 3x2 + x + 3. Obtén sus máximos y mínimos relativos. 

b) Una urna contiene cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Se extraen al azar dos bolas  sin  reemplaza‐
miento y se obtiene una puntuación igual a la suma de los valores correspondientes. 

b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la puntuación obtenida sea de 3? 

b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que la puntuación sea mayor de 3? 

Respuesta: 

a) f(x) = x3 + 3x2 + x + 3  ,                f’(x) = 3x2 + 6x + 1     ,      f’’(x) = 6x + 6 

3x2 + 6x + 1 = 0   ,      𝒙 ൌ െ𝟏 ൅ √𝟔

𝟑
           𝒙 ൌ െ𝟏 െ √𝟔

𝟑
 

f’’(െ𝟏 ൅ √𝟔

𝟑
 ) > 0   Mínimo                       f’’(െ𝟏 െ √𝟔

𝟑
 ) < 0      Máximo    de donde, 

ቀെ𝟏 ൅ √𝟔

𝟑
,   𝟒 െ

𝟒√𝟔

𝟗
 ቁ   hay un mínimo  ቀെ𝟏 െ √𝟔

𝟑
,   𝟒 ൅

𝟒√𝟔

𝟗
 ቁ   hay un máximo 

 

b)    

b.1)    A = { 1‐2, 2‐1}  

    𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ1 ∩ 2ሻ ൅ 𝑃ሺ2 ∩ 1ሻ ൌ ଵ

ସ
൉ ଵ

ଷ
൅ ଵ

ସ
൉ ଵ

ଷ
ൌ ଶ

ଵଶ
ൌ ଵ

଺
 

𝑷ሺ𝑨ሻ ൌ
𝟏
𝟔

 

         b.2)    B = { 1‐3, 3‐1, 2‐3, 3‐2, 1‐4, 4‐1, 2‐4, 4‐2, 3‐4, 4‐3} = {mayor que 3} 

      𝐵ത  = {menor o igual que 3} = {igual que 3} , menos no se puede obtener 

      P(B) = 1 – P(𝐵ത) = 1 െ ଵ

଺
ൌ ହ

଺
 

𝑷ሺ𝑩ሻ ൌ
𝟓
𝟔
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Problema 8: 

a) [1,25 puntos] Sea la matriz 𝐴 ൌ ቆ
1 1 1
0 1 2
2 1 0

    
1
1
1

ቇ. Calcula el rango de A. 

b) [1,25 puntos] Sea la recta r definida por la intersección de los planos π1 ≡ x + y + z = 1, π2 ≡ y + 2z = 1. 
Por otro lado, consideraremos el plano π3 ≡ 2x + y = 1. Determina la posición relativa de la recta r y el 
plano π3. El resultado del apartado anterior te puede ayudar. 

Respuesta: 

 

a) ൭
𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐
𝟐 𝟏 𝟎

    
𝟏
𝟏
𝟏

൱    ‐2F1 + F3  ൭
𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 െ𝟏 െ𝟐

    
𝟏
𝟏

െ𝟏
൱    F2 + F3   ൭

𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 𝟎

    
𝟏
𝟏
𝟎

൱     

 

El rango de A es 2 

 

b) Escribimos las 2 ecuaciones de la recta y la del plano como un sistema de ecuaciones 

𝒙 ൅  𝒚 ൅  𝒛 ൌ  𝟏
        𝒚 ൅  𝟐𝒛 ൌ  𝟏
𝟐𝒙 ൅ 𝒚         ൌ 𝟏

ൡ 

La matriz ampliada se corresponde con la del apartado a) ,  los rangos de ambas matrices es 2, 

por tanto: 

 la recta está contenida en el plano. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EvAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Instrucciones: El estudiante deberá resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve más, se corregirán solo los 
cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Se podrá utilizar 
cualquier tipo de calculadora.  
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
Problema 1: 

Sea el sistema de ecuaciones lineales: ൝
െ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
െ𝑥 ൅ 𝑎 ൉ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎 ൉ 𝑧 ൌ 3

    ,    con  𝑎 ∈ 𝑅 

a) [1,75 punto] Discute cómo es el sistema en función de los valores del parámetro a. 
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible. 

Problema 2: 
Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera que la 
región resultante sea un rectángulo más medio círculo,  tal y como se ve en  la  figura adjunta. EI  rec‐
tángulo tiene de  lados h, r  ∈ 𝑅, de manera que el radio del semicírculo es h/2. La empresa tiene so‐
lamente presupuesto para comprar una valla de 80 metros de longitud, que ha de ser el perímetro 
del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor área posible con ese 
perímetro de 80 metros. 
 
 
 
 
 
 

a) [1 punto] Escribe el área del aparcamiento en función del valor h. 
b) [1,5 puntos] ¿Cuánto deben valer h y r para que el área del aparcamiento sea lo mayor posi‐

ble? 
Problema 3: 
a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas ro‐
jas y 10 bolas negras. Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado y si 
sale un número múltiplo de 4 se extrae una bola de la urna A. Si sale otro número se extrae una bola 
de la urna B. Calcula razonadamente: 

a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja. 
a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraída es roja, la probabilidad de que haya sido ex‐

traída de la urna A. 
b) Una empresa de mensajería sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se 

pueda hacer la entrega) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de en‐
tregar 6 paquetes. 

b.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el 
destinatario esté ausente? 

b.2) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paque‐
tes? 
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n
p

k 
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45 0.55 0.65 0.75 0.85 0.95 

6 0 0.7351 0.3771 0.1780 0.0754 0.0277 0.0083 0.0018 0.0002 0.0000 0.0000
 1 0.2321 0.3993 0.3560 0.2437 0.1359 0.0609 0.0205 0.0044 0.0004 0.0000
 2 0.0305 0.1762 0.2966 0.3280 0.2780 0.1861 0.0951 0.0330 0.0055 0.0001
 3 0.0021 0.0415 0.1318 0.2355 0.3032 0.3032 0.2355 0.1318 0.0415 0.0021
 4 0.0001 0.0055 0.0330 0.0951 0.1861 0.2780 0.3280 0.2966 0.1762 0.0305
 5 0.0000 0.0004 0.0044 0.0205 0.0609 0.1359 0.2437 0.3560 0.3993 0.2321
 6 0.0000 0.0000 0.0002 0.0018 0.0083 0.0277 0.0754 0.1780 0.3771 0.7351

 
Problema 4: 
Sean el plano 𝜋 ≡ 𝑎 ൉ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1, con  𝑎 ∈ 𝑅, y los puntos A(1, 0, 0)  y B(b, 1, ‐1) con b∈ 𝑅. 

a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sea perpendicular al plano 𝜋 y el punto A 
esté contenido en el plano 𝜋. 

b) [1 puntos] Con  los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe  la ecuación de  la recta 
que pasa por A y es perpendicular al plano 𝜋. 

Problema 5: 
a) [1 punto] Encontrar  el  área encerrada por  la  recta  x  =  ‐1  y  las  gráficas de  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ

2𝑥 ൅ 3 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ

ଶ
𝑥ଶ ൅ 1 

b) [1,5 puntos] Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
െ2 1 𝑎
െ1 0 0
െ1 𝑎 ൅ 1 𝑎 ൅ 1

൱ con 𝑎 ∈ 𝑅. Estudia el rango de A en función de los 

valores de 𝑎 

Problema 6: 

a) [1 punto] Calcula el límite siguiente  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙𝟑ି𝟑𝒙𝟐ା𝟑𝒙ି𝟗

𝟑𝒙ି𝟗
 

b) [1,5 puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano 𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒚 ൌ 𝟏. Calcula la distancia del punto A al plano  𝝅 

Problema 7: 

      a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: ׬ሺ𝒙 ൅ 𝟑ሻ𝒆ି𝟐𝒙𝒅𝒙 
      b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro resul‐

tado deja  de tirar y la puntuación obtenida es el número de unos obtenidos durante las tiradas. 

b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de no obtener ningún uno? ¿Cuál es la probabilidad de 

obtener una puntuación de uno? ¿Y la de obtener una puntuación de tres? 

b.2) [0,75 puntos] ¿Podrías dar la probabilidad de obtener una puntuación de 𝑛 ∈ 𝑁? 

Problema 8: 

a) [1,25 puntos] Sabiendo que  อ
1 3 5
𝑎 𝑏 𝑐
𝑥 𝑦 𝑧

อ ൌ 6  con a, b,  c,  x,  y,  z ∈ 𝑅. Calcula  ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
𝑎 ൅ 2 𝑏 ൅ 6 𝑐 ൅ 10

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ e 

indica en cada paso las propiedades que utilizas. 
b) [1,25 puntos] Calcula el ángulo que forman los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ  y   𝑣⃗ ൌ ሺ3, 2, 3ሻ 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

Sea el sistema de ecuaciones lineales: ൝
െ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
െ𝑥 ൅ 𝑎 ൉ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎 ൉ 𝑧 ൌ 3

    ,    con  𝑎 ∈ 𝑅 

a) [1,75 punto] Discute cómo es el sistema en función de los valores del parámetro a. 
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible. 

 

Respuesta: 

 

a) Escribimos la matriz ampliada  y la de coeficientes ൭
െ𝟐
െ𝟏
𝟐

𝟏
𝒂
𝟏

െ𝟏
𝟏
𝒂

െ𝟏
𝟐
𝟑

൱  ൭
െ𝟐
െ𝟏
𝟐

𝟏
𝒂
𝟏

െ𝟏
𝟏
𝒂

൱ 

Calculamos อ
െ𝟐
െ𝟏
𝟐

𝟏
𝐚
𝟏

െ𝟏
𝟏
𝐚

อ ൌ െ2𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 2 ൅ 2𝑎 ൅ 2 ൅ 𝑎 ൌ െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 5  

െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 5 ൌ 0  ;     𝑎 ൌ െ1   ,   𝑎 ൌ ହ

ଶ
    

1. Si 𝒂 ് െ𝟏   𝒚   𝒂 ് 𝟓

𝟐
   el rango de matriz de coeficientes es 3 y por tanto, el de la ampliada tam‐

bién, Sistema Compatible Determinado. 

2. Si 𝒂 ൌ െ𝟏   el rango de la matriz de coeficientes es 2 ,    ቚെ2 1
െ1 െ1

ቚ ൌ 3 

sustituimos la tercera columna por los términos independientes 

  อ
െ2
െ1
2

1
െ1
1

െ1
2
3

อ ൌ 6 ൅ 1 ൅ 4 ൅ 2 ൅ 4 ൅ 3 ൌ 20 ് 0  , el rango de la matriz ampliada es 3, por 

tanto, Sistema Incompatible. 

3. Si 𝒂 ൌ 𝟓

𝟐
  el rango de la matriz de coeficientes es 2 ,    ቚെ2 1

െ1 െ1
ቚ ൌ 3 

sustituimos la tercera columna por los términos independientes 

  ቮ
െ2
െ1
2

1
ହ

ଶ
1

െ1
2
3

ቮ ൌ െ15 ൅ 1 ൅ 4 ൅ 5 ൅ 4 ൅ 3 ൌ 2 ് 0    , el rango de la matriz ampliada es 3, por 

tanto, Sistema Incompatible. 
 

b)  Si a = 2 ;   ൭
െ2
െ1
2

1
2
1

െ1
1
2

െ1
2
3

൱  F1 – 2F2   , F1 + F3   ൭
െ2
0
0

1
െ3
2

െ1
െ3
1

െ1
െ5
2

൱  2F2 + 3F3 

 

൭
െ2
0
0

1
െ3
0

െ1
െ3
െ3

െ1
െ5
െ4

൱  െ3z ൌ െ4  ;    z ൌ ସ

ଷ
     െ3y െ 3z ൌ െ5  ;   െ3y െ 3 ൉ ସ

ଷ
ൌ െ5  , y ൌ ଵ

ଷ
 

 

െ2x ൅ y െ z ൌ െ1   െ2x ൅ ଵ

ଷ
െ ସ

ଷ
ൌ െ1   ;     x ൌ 0  

De donde, 

  𝒙 ൌ 𝟎  ,    𝐲 ൌ
𝟏

𝟑
    ,   𝐳 ൌ

𝟒

𝟑
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Problema 2: 

Una empresa desea construir un aparcamiento para sus empleados y necesita vallarlo de manera que la región resultante sea 
un rectángulo más medio círculo, tal y como se ve en la figura adjunta. EI rectángulo tiene de lados h, r  ∈ 𝑅, de manera 
que el  radio del  semicírculo es h/2.  La empresa  tiene  solamente presupuesto para  comprar una  valla de 80 metros de 
longitud, que ha de ser el perímetro del aparcamiento. La empresa desea construir un aparcamiento con el mayor área 
posible con ese perímetro de 80 metros. 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) [1 punto] Escribe el área del aparcamiento en función del valor h. 
b) [1,5 puntos] ¿Cuánto deben valer h y r para que el área del aparcamiento sea lo mayor posible? 

 

Respuesta: 

a) Área total = área del rectángulo + área semicírculo :  

𝐀ሺ𝐫, 𝐡ሻ ൌ 𝐫 ൉ 𝐡 ൅
𝟏

𝟐
൉ 𝛑 ൉ ቀ

𝐡

𝟐
ቁ

𝟐
     

 

b) Como el perímetro ha de ser de 80 m, 𝑃ሺ𝑟, ℎሻ ൌ 2𝑟 ൅ ℎ ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝜋 ൉ ℎ ൌ 80    

Despejamos r,  𝑟 ൌ ଵ

ଶ
൬80 െ ℎ ቀ1 ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝜋ቁ൰   sustituimos en el área 

𝑓ሺℎሻ ൌ ଵ

ଶ
൬80 െ ℎ ቀ1 ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝜋ቁ൰ ൉ ℎ ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝜋 ൉ ቀ௛

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ 40ℎ ൅ ℎଶ ቀିସିగ

଼
ቁ  derivamos    

𝑓ᇱሺℎሻ ൌ 40 െ ℎ ቀସାగ

ସ
ቁ  igualamos a 0 y despejamos h, ℎ ൌ ଵ଺଴

గାସ
≅ 22,4 

𝑓ᇱᇱሺℎሻ ൌ െ ቀସାగ

ସ
ቁ ൏ 0   por tanto , para ℎ ≅ 22,4  hay un máximo 

𝑟 ൌ ଵ

ଶ
൬80 െ 22,4 ൉ ቀ1 ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝜋ቁ൰ ≅ 11,21    

El área es máxima para: 

     h = 22,4    y   r = 11,21 
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Problema 3: 

a) Tenemos dos urnas con bolas. La urna A tiene 6 bolas rojas y 8 negras y la urna B tiene 8 bolas rojas y 10 bolas negras. 
Disponemos de un dado de 12 caras numeradas del 1 al 12. Lanzamos el dado y si sale un número múltiplo de 4 se extrae una 
bola de la urna A. Si sale otro número se extrae una bola de la urna B. Calcula razonadamente: 

a.1) [0,5 puntos] La probabilidad de obtener una bola roja. 
a.2) [0,75 puntos] Sabiendo que la bola extraída es roja, la probabilidad de que haya sido extraída de la urna A. 

b) Una empresa de mensajería sabe que la probabilidad de que el destinatario esté ausente (y no se pueda hacer la entre‐
ga) durante el reparto es del 25 %. Un repartidor de esta empresa ha de entregar 6 paquetes. 

b.1) [0,5 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que no pueda entregar uno de ellos porque el destinatario esté 
ausente? 
b.2)  [0,75 puntos] ¿Cuál es la probabilidad de que pueda entregar al menos uno de los paquetes? 

 

Respuesta: 

a)       

 A={6R, 8N}             

B={8R, 10N} 

 D1={4, 8, 12}       

D2={1, 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11} 

 
 

 

                     a.1) Aplicando el teorema de la Probabilidad Total 

P(R) = 𝑃ሺ𝐴 ∩ Rሻ ൅ 𝑃ሺB ∩ 𝑅ሻ = P(A)∙P(R/A) + P(B)∙P(R/B) = 0,25∙6/14 + 0,75∙8/18 = 37/84 = 0,44 

                     a.2) Aplicando la Regla de Bayes 

P(A/R) = 
௉ሺ஺∩ୖሻ

௉ሺோሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺோ/஺ሻ

௉ሺோሻ
ൌ

଴,ଶହ൉ ల
భర

଴,ସସ
ൌ 𝟎, 𝟐𝟒       

 

b)    Sea X la variable aleatoria nº de paquetes no entregados por estar el destinatario ausente 

                       P(X) = 0,25 = p  ;   nº de paquetes,  n = 6   ; X sigue una binomial  B(6, 0,25)         

                    b.1)    P(X=1) = ቀ6
1

ቁ ൉ 0,25ଵ ൉ 0,75ହ ൌ 𝟎, 𝟑𝟓𝟔𝟎    (ver en la tabla) 

                   b.2)   Entregar al menos 1 es lo mismo que no entregar 5 o menos 

                             𝐏ሺ𝐗 ൑ 𝟓ሻ ൌ 1 െ PሺX ൌ 6ሻ ൌ 1 െ ቀ6
6

ቁ ൉ 0,25଺ ൉ 0,75଴ ൌ 1 െ 0,0002 ൌ 𝟎, 𝟗𝟗𝟗𝟖 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: LUIS CARLOS VIDAL DEL CAMPO 

Comunidad Autónoma de CASTILLA LA MANCHA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)186 

Problema 4: 

Sean el plano 𝜋 ≡ 𝑎 ൉ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1, con  𝑎 ∈ 𝑅, y los puntos A(1, 0, 0)  y B(b, 1, ‐1) con b∈ 𝑅. 
a) [1,5 puntos] Determina el valor de a, b para que el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sea perpendicular al plano 𝜋 y el punto A esté 

contenido en el plano 𝜋. 
b) [1 puntos] Con los valores de a, b obtenidos en el apartado anterior, escribe la ecuación de la recta que pasa 

por A y es perpendicular al plano 𝜋. 

 

Respuesta: 

a) Si 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ha de ser perpendicular al plano    𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ //𝑛గሬሬሬሬ⃗     ,  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑏 െ 1, 1, െ1ሻ  ,      𝑛గሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑎, 1, െ1ሻ 

y si A debe pertenecer al plano, tiene que cumplir su ecuación.              

            𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ //𝑛గሬሬሬሬ⃗     . … . ௕ିଵ

௔
ൌ ଵ

ଵ
ൌ ିଵ

ିଵ
   ;                 nos queda   ,       

                                            b – 1 = a          y     𝑎 ൉ 1 ൅ 0 െ 0 ൌ 1  ,   a = 1    , de donde,   b = 2 .       

b) 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1         A(1, 0, 0)   

𝑛గሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ1ሻ  

Ecuación vectorial:     ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ ൅ 𝜆ሺ1,1, െ1ሻ           o  

Ecuación continua:     

   
𝐱ି𝟏

𝟏
ൌ

𝐲

𝟏
ൌ

𝐳

ି𝟏
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Problema 5: 

a) [1 punto] Encontrar  el  área  encerrada  por  la  recta  x  =  ‐1  y  las  gráficas  de  las  funciones       𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 3      y    
𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ

ଵ

ଶ
𝑥ଶ ൅ 1 

b) [1,5 puntos] Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
െ2 1 𝑎
െ1 0 0
െ1 𝑎 ൅ 1 𝑎 ൅ 1

൱ con 𝑎 ∈ 𝑅. Estudia el rango de A en función de los valores de 𝒂 

 

Respuesta: 

a) Las dos funciones tienen por gráfica una parábola abierta hacia arriba, f más cerrada que g  

    

Por tanto el área es: ׬ ቂሺ𝑥2 െ 2𝑥 ൅ 3ሻ െ ቀ1

2
𝑥2 ൅ 1ቁቃ

ଶ
ିଵ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ1

2
𝑥2 െ 2𝑥 ൅ 2ቁ

ଶ
ିଵ 𝑑𝑥 ൌ ቀ1

2

𝑥3

3
െ 𝑥2 ൅ 2𝑥ቁቚ

ିଵ

ଶ
ൌ   

ൌ ቀ1

2

23

3
െ 22 ൅ 2 ൉ 2ቁ െ ൬

1

2

ሺെ1ሻ3

3
െ ሺെ1ሻ2 ൅ 2 ൉ ሺെ1ሻ൰ ൌ ଽ

ଶ
ൌ 𝟒, 𝟓  𝐮. 𝐚.  

Área = 𝟒, 𝟓  𝐮. 𝐚 

 

b) Calculamos el determinante  

|𝐴| ൌ ቤ
െ2 1 𝑎
െ1 0 0
െ1 𝑎 ൅ 1 𝑎 ൅ 1

ቤ ൌ 𝑎 ൅ 1 െ 𝑎 ൉ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൉ ሺ1 െ 𝑎ሻ   

ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൉ ሺ1 െ 𝑎ሻ ൌ 0   ;      𝑎 ൌ 1    𝑦   𝑎 ൌ െ1    por tanto, 

1. Si 𝐚 ് 𝟏    𝐲    𝐚 ് െ𝟏    ;     𝐫𝐚𝐧𝐠𝐨ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑     

2. Si  𝒂 ൌ 𝟏 nos queda  𝐴 ൌ ൭
െ2 1 1
െ1 0 0
െ1 2 2

൱  ;   ቚെ2 1
െ1 0

ቚ ൌ 1 ് 0  por tanto, 𝐫𝐚𝐧𝐠𝐨ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟐     

3. Si 𝒂 ൌ െ𝟏 nos queda  𝐴 ൌ ൭
െ2 1 െ1
െ1 0 0
െ1 0 0

൱;  ቚെ2 1
െ1 0

ቚ ൌ 1 ് 0  por tanto, 𝐫𝐚𝐧𝐠𝐨ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟐    
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Problema 6: 

a) [1 punto] Calcula el límite siguiente  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙𝟑ି𝟑𝒙𝟐ା𝟑𝒙ି𝟗

𝟑𝒙ି𝟗
 

b) [1,5 puntos] Sean el punto A(1, 2, 1) y el plano 𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝒚 ൌ 𝟏. Calcula la distancia del punto A al plano  𝝅 

 

Respuesta: 

a) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟑

𝒙𝟑ି𝟑𝒙𝟐ା𝟑𝒙ି𝟗

𝟑𝒙ି𝟗
ൌ 𝟑𝟑ି𝟑൉𝟑𝟐ା𝟑൉𝟑ି𝟗

𝟑൉𝟑ି𝟗
ൌ 𝟎

𝟎
  

Podemos descomponer factorialmente o aplicar la Regla de L’Hôpital 

lim
୶→ଷ

୶యିଷ୶మାଷ୶ିଽ

ଷ୶ିଽ
ൌ lim

୶→ଷ

൫୶మାଷ൯൉ሺ୶ିଷሻ

ଷ൉ሺ୶ିଷሻ
ൌ lim

୶→ଷ

൫୶మାଷ൯

ଷ
ൌ

൫ଷమାଷ൯

ଷ
ൌ ଵଶ

ଷ
ൌ 4  

lim
୶→ଷ

୶యିଷ୶మାଷ୶ିଽ

ଷ୶ିଽ
ൌ lim

୶→ଷ

ଷ୶మି଺୶ାଷ

ଷ
ൌ ଷ൉ଷమି଺൉ଷାଷ

ଷ
ൌ ଵଶ

ଷ
ൌ 4        

𝐥𝐢𝐦
𝐱→𝟑

𝐱𝟑 െ 𝟑𝐱𝟐 ൅ 𝟑𝐱 െ 𝟗
𝟑𝐱 െ 𝟗

ൌ 𝟒 

 

b) Si Aሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ   y  𝛑 ≡ 𝐴𝑥 ൅ By ൅ Cz ൅ D ൌ 0      𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஽మ  

𝒅ሺ𝑨, 𝝅ሻ ൌ
|1 ൉ 1 െ 1 ൉ 2 ൅ 0 ൉ 1 െ 1|

ඥ1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 0ଶ
ൌ

2

√2
ൌ √𝟐 
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Problema 7: 

      a) [1 punto] Resuelve la siguiente integral: ׬ሺ𝒙 ൅ 𝟑ሻ𝒆ି𝟐𝒙𝒅𝒙 
      b) En un juego de azar cada jugador tira un dado de seis caras. Si sale un 1 vuelve a tirar. Si sale otro resultado deja  de 

tirar y la puntuación obtenida es el número de unos obtenidos durante las tiradas. 

b.1) [0,75 puntos] ¿Cuál es  la probabilidad de no obtener ningún uno? ¿Cuál es  la probabilidad de obtener 

una puntuación de uno? ¿Y la de obtener una puntuación de tres? 

b.2) [0,75 puntos] ¿Podrías dar  la probabilidad de obtener una puntuación de 𝑛 ∈ 𝑁? 

 

Respuesta: 

a) La resolvemos por el método de integración por partes: 

Llamamos        𝑢 ൌ ሺx ൅ 3ሻ   ,   𝑑𝑣 ൌ eିଶ୶dx      ;    𝑑𝑢 ൌ dx     ,    𝑣 ൌ െ ଵ

ଶ
eିଶ୶         de donde, 

ሺ𝑥׬  ൅ 3ሻ𝑒ିଶ௫𝑑𝑥 ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ቀെ ଵ

ଶ
eିଶ୶ቁ െ ׬ ቀെ ଵ

ଶ
𝑒ିଶ௫ቁ 𝑑𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
eିଶ୶ሺ𝑥 ൅ 3ሻ െ ଵ

ସ
eିଶ୶ ൅ 𝐶  

Luego, 

ሺ𝒙׬  ൅ 𝟑ሻ𝒆ି𝟐𝒙𝒅𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
𝒆ି𝟐𝒙ሺ𝒙 ൅ 𝟑ሻ െ

𝟏

𝟒
𝒆ି𝟐𝒙 ൅ 𝑪 

 

b) Sea X la variable aleatoria, “número de unos que saca un jugador” 

La probabilidad de sacar un 1 al lanzar un dado es 1/6 y la de no sacar 1 es 5/6 

  b.1)       P(X=0) = 
𝟓

𝟔
          ;     P(X=1) = 

𝟏

𝟔
൉ 𝟓

𝟔
    , sacar 1 y no sacar 1. 

                           P(X=3) = 
𝟏

𝟔
൉ 𝟏

𝟔
൉ 𝟏

𝟔
൉ 𝟓

𝟔
    ,   sacar 1 tres veces y no sacar 1. 

  b.2)        P(X=n) = 
𝟏

𝟔
൉ 𝟏

𝟔
൉ 𝟏

𝟔
൉ 𝟏

𝟔
… … … 𝟓

𝟔
ൌ 𝟓

𝟔𝒏శ𝟏  , sacar n veces 1 y no sacar 1 
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Problema 8: 

a) [1,25 puntos] Sabiendo que อ
1 3 5
𝑎 𝑏 𝑐
𝑥 𝑦 𝑧

อ ൌ 6 con a, b, c, x, y, z ∈ 𝑅. Calcula ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
𝑎 ൅ 2 𝑏 ൅ 6 𝑐 ൅ 10

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ e indica en cada 

paso las propiedades que utilizas. 
b) [1,25 puntos] Calcula el ángulo que forman los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 1ሻ  y   𝑣⃗ ൌ ሺ3, 2, 3ሻ 

 

Respuesta: 

a) ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
𝑎 ൅ 2 𝑏 ൅ 6 𝑐 ൅ 10

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ ൌ ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
𝑎 𝑏 𝑐

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ ൅ ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
2 6 10

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ ൌ  

descomposición de un determinante en suma de dos,  

ൌ ቮ

ଵ

ଶ

ଷ

ଶ

ହ

ଶ
𝑎 𝑏 𝑐

4𝑥 4𝑦 4𝑧

ቮ ൅ 0 ൌ      ;      la segunda fila es igual a la primera multiplicada por 4,  

ൌ 4 ൉ ଵ

ଶ
൉ อ

1 3 5
a b c
x y z

อ     ;    sacar factor común de una fila, 

                ቮ

𝟏

𝟐

𝟑

𝟐

𝟓

𝟐
𝒂 ൅ 𝟐 𝒃 ൅ 𝟔 𝒄 ൅ 𝟏𝟎

𝟒𝒙 𝟒𝒚 𝟒𝒛

ቮ ൌ 𝟒 ൉ 𝟏

𝟐
൉ อ

𝟏 𝟑 𝟓
𝒂 𝒃 𝒄
𝒙 𝒚 𝒛

อ ൌ 𝟐 ൉ 𝟔 ൌ 𝟏𝟐     ;   

 ቮ

𝟏

𝟐

𝟑

𝟐

𝟓

𝟐
𝒂 ൅ 𝟐 𝒃 ൅ 𝟔 𝒄 ൅ 𝟏𝟎

𝟒𝒙 𝟒𝒚 𝟒𝒛

ቮ ൌ 𝟏𝟐 

 

b) 𝒖ሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟏, 𝟏, 𝟏ሻ  y   𝒗ሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟑, 𝟐, 𝟑ሻ 

𝒄𝒐𝒔ሺ𝜶ሻ ൌ 𝒄𝒐𝒔ሺ𝒖ሬሬ⃗ , 𝒗ሬሬ⃗ ሻ ൌ
|𝒖ሬሬ⃗ ൉𝒗ሬሬ⃗ |

|𝒖ሬሬ⃗ |൉|𝒗ሬሬ⃗ |
ൌ

|𝟏൉𝟑ା𝟏൉𝟐ା𝟏൉𝟑|

ඥ𝟏𝟐ା𝟏𝟐ା𝟏𝟐൉ඥ𝟑𝟐ା𝟐𝟐ା𝟑𝟐
ൌ 𝟖

√𝟔𝟔
ൌ 𝟎, 𝟗𝟖    

                   𝜶 ൌ 𝒂𝒓𝒄 𝒄𝒐𝒔ሺ𝟎, 𝟗𝟖ሻ ൌ 𝟏𝟏, 𝟒𝟔° 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 
Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolución de ecuaciones, ni para resolución de  integrales, ni 
para representaciones gráficas. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver, justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y 
coherencia en la exposición, precisión de los cálculos y en las anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan 
reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

E1 .‐ (Álgebra) 

Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝜇

𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ െ1

, tenga infinitas soluciones. 

 (2 puntos) 

E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ቌ
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

ቍ  𝑦 C ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ,  calcular los valores de 𝑥, 

𝑦, 𝑧 ∈ ℝ para que 𝐴𝐵 sea igual a la inversa 𝐶 −1 de la matriz 𝐶. (2 puntos) 

E3. (Geometría) 

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 y pasa por los puntos 
𝑃 = (0, 0, 0) y 𝑄 = (0, 1, 1). (2 puntos) 

E4.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
, se pide: 

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋. (1 punto) 

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋. (1 punto) 

E5.‐ (Análisis) 

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑒𝑥 tomen el mismo valor en 
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto) 

b) Demostrar que la función 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sen 𝑥 solo se anula en el punto 𝑥 = 0. (1 punto) 

E6.‐ (Análisis) 

a) Determínense el dominio de definición,  intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y 
mínimos relativos, si existen, de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥 (ln 𝑥 − 1). (1 punto) 

b) Calcúlese ∫ 𝑥 (ln 𝑥 − 1) 𝑑𝑥. (1 punto) 
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E7.‐ (Análisis) 

Calcular lim
𝑥→2

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
. (2 puntos) 

E8.‐ (Análisis) 

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 y el eje de abscisas cuando 𝑥 
varía en el intervalo [−1, 0]. (2 puntos) 

E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 
30 % son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 
españoles,  la mitad de  los europeos no españoles y un tercio de  los no europeos no pasan de  los 40 
años. 

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos) 

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular  la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 
(0,7 puntos) 

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 
que sea español? (0,7 puntos) 

E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 
número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente? (2 puntos) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

E1 .‐ (Álgebra) 

Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝜇

𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ െ1

, tenga infinitas soluciones. 

Solución: 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

    
𝜇
1

െ1
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝜆 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

อ ൌ 𝜆 ൅ 𝜆 െ 2𝜆ଶ ൌ 2𝜆 െ 2𝜆ଶ ൌ 0;   2𝜆ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 1. 

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝜆 ് 0
𝜆 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

  Para que el sistema tenga infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado), es necesario 
que 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 1
0 1 0
0 1 0

    
𝜇
1

െ1
൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 2 𝜇
0 1 1
0 1 െ1

อ ൌ െ1 െ 1 ൌ െ2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 ൜
𝜆 ൌ 0
𝜇 ∈ 𝑅ൠ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 1
1 1 0
0 1 1

    
𝜇
1

െ1
൱ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵሽ ⇒  

⇒ ൭
1 2 1
0 െ1 െ1
0 1 1

    
𝜇

1 െ 𝜇
െ1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ → െ𝐹ଶሽ ⇒ ൭
1 2 1
0 1 1
0 1 1

    
𝜇

𝜇 െ 1
െ1

൱ ⇒   

⇒ ൜
𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 2𝐹ଶ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଶ

ൠ ⇒ ൭
1 0 െ1
0 1 1
0 0 0

    
2 െ 𝜇
𝜇 െ 1

െ𝜇
൱ ⇒ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜇 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑬𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒊𝒏𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝝀 ൌ 𝟏 𝒚 𝝁 ൌ 𝟎. 
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E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ቌ
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

ቍ  𝑦 C ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ,  calcular los valores de 𝑥, 

𝑦, 𝑧 ∈ ℝ para que 𝐴𝐵 sea igual a la inversa 𝐶 −1 de la matriz 𝐶.  

Solución: 

  𝐴 ൉ 𝐵 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ ൉ ൭
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

൱ ൌ ൬
𝑥 ൅ 𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

െ𝑥 ൅ 𝑦 1 ൰. 

|𝐶| ൌ ቚ 1 െ1
െ1 2

ቚ ൌ 1;  𝐶௧ ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐶௧ ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ.  

  𝐶ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஼೟

|஼|
ൌ

ቀଶ ଵ
ଵ ଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  𝐶ିଵ ൌ ቀ2 1

1 1
ቁ. 

  𝐴 ൉ 𝐵 ൌ 𝐶ିଵ ⇒ ൬
𝑥 ൅ 𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

െ𝑥 ൅ 𝑦 1 ൰ ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ ⇒
   𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
   𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1

ൡ ⇒ 

⇒ De las dos últimas ecuaciones se deduce que 𝑦 ൌ 1. 

  𝑥 ൅ 1 ൌ 1;   𝑥 ൌ 0;   0 ൅ 𝑧 ൌ 2;   𝑧 ൌ 2. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟎, 𝒚 ൌ 𝟏, 𝒛 ൌ 𝟐. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)196 

E3. (Geometría) 

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 y pasa por los puntos 
𝑃 = (0, 0, 0) y 𝑄 = (0, 1, 1).  

Solución: 

  Los puntos 𝑃ሺ0, 0, 0ሻ y 𝑄ሺ0, 1, 1ሻ determinan el vector: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 1ሻ െ ሺ0, 0, 0ሻሿ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

  Un vector normal del plano 𝜎 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

  Considerando,  por  ejemplo,  el  punto 𝑃ሺ0, 0, 0ሻ,  la  ecuación  general  del  plano 𝜋  pedido  es  la 
siguiente: 

        𝜋൫𝑃; 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑛ሬ⃗  ൯ ≡ ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
0 1 1
1 2 3

ቤ ൌ 0;   3𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 െ 2𝑥 ൌ 0 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟎. 
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E4.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
, se pide: 

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋.  

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋.  

Solución: 

𝑎ሻ   Una recta y un plano son paralelos cuando el vector normal del plano y el vector director de la 
recta son perpendiculares. 

  Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ. 

  Un vector de la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, 2, 1ሻ. 

  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. 

  𝑛ሬ⃗ ൉ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 0 ⇒ ሺ1, 2, െ2ሻ ൉ ሺെ2, 2, 1ሻ ൌ െ2 ൅ 4 െ 2 ൌ 0. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒚 𝒍𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒐𝒔. 

𝑏ሻ   La distancia de un plano a una recta paralela a él es la misma que la distancia de cualquier punto 
de la recta al plano. 

  Un punto de la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
 es 𝑃ሺ0, 4, 1ሻ. 

La distancia del punto 𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ al plano 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 viene dada por la fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ . Aplicando la fórmula al punto 𝑃ሺ0, 4, 1ሻ y al plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0: 

  𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଵ൉଴ାଶ൉ସିଶ൉ଵ|

ඥଵమାଶమାሺିଶሻమ
ൌ

|଴ା଼ିଶ|

√ଵାସାସ
ൌ ଺

√ଽ
ൌ ଺

ଷ
⇒ 𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 2 𝑢. 

  El haz de planos paralelos a 𝜋, sin ser coincidente con él,  tiene  la siguiente expresión general: 
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, 𝐷 ∈ 𝑅 െ ሼ0ሽ. 

  La  distancia  entre  los  planos  paralelos  ൜
𝜋ଵ ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷ଵ ൌ 0
𝜋ଶ ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷ଶ ൌ 0ൠ  viene  dado  por  la 

expresión: 𝑑ሺ𝜋ଵ, 𝜋ଶሻ ൌ
|஽భି஽మ|

√஺మା஻మା஼మ. 

  Aplicando la fórmula a los planos ൜
𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷1 ൌ 0         

 𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷2 ൌ 0 ൠ: 

𝑑ሺ𝜋, 𝛽ሻ ൌ 4 ⇒
|஽ଵି஽ଶ|

ඥଵమାଶమାሺିଶሻమ
ൌ 4;  

|஽ଵି஽ଶ|

√ଽ
ൌ 4;  |𝐷1 െ 𝐷2| ൌ 12 ⇒ 𝐷ଵ ൌ 0, 𝐷ଶ ൌ െ12. 

Uno de los planos obtenido es el dado. El otro es: 

𝜷𝟏 ≡ 𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝟐𝒛 െ 𝟏𝟐 ൌ 𝟎. 
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E5.‐ (Análisis) 

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑒𝑥 tomen el mismo valor en 
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.  

b) Demostrar que la función 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sen 𝑥 solo se anula en el punto 𝑥 = 0.  

Solución: 

𝑎ሻ   La  condición  necesaria  para  que  una  función  tenga  un  extremo  relativo  es  que  se  anule  su 
primera derivada, por lo cual, se nos piden los valores de 𝑎 y 𝑏 para que las primeras derivadas de las 
funciones se anulen. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥.      𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 0. 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ 𝑒௫ ൅ ሺ𝑥 െ 𝑏ሻ ൉ 𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑏ሻ. 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑏ሻ ൌ 0;  𝑒௫ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 1 ൅ 𝑥 െ 𝑏 ൌ 0; 

𝑏 ൌ 1 ൅ 𝑥. 

  Para 𝑥 ൌ 0, de la derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑏 ൌ 1. 

  La función resulta   𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ 𝑒௫. 

  Para 𝑥 ൌ 0 ⇒ ൜
𝑔ሺ0ሻ ൌ ሺ0 െ 1ሻ ൉ 𝑒଴ ൌ െ1
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ଶ െ 𝑎 ൌ െ𝑎         

ൠ ⇒ െ𝑎 ൌ െ1;   𝑎 ൌ 1. 

𝑳𝒂𝒔 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒚 𝒈ሺ𝒙ሻ 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 𝒚 𝒃 ൌ 𝟏. 

𝑏ሻ  La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  es  continua  y  derivable  en  R  por  ser  la  suma  de  dos  funciones 
continuas y derivables en R. 

Aplicando el teorema de Bolzano a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾെ𝜋, 𝜋ሿ: 

𝑓ሺെ𝜋ሻ ൌ െ2𝜋 ൅ 𝑠𝑒𝑛 ሺെ𝜋ሻ ൌ െ2𝜋 ൅ 0 ൏ 0. 

𝑓ሺ𝜋ሻ ൌ 2𝜋 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝜋 ൌ 2𝜋 ൅ 0 ൐ 0. 

Lo anterior prueba que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene, al menos, una raíz real en el intervalo ሺെ𝜋, 𝜋ሻ, y, 
en consecuencia, tiene, al menos, una raíz. 

Si  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  tuviera otra raíz 𝑥 ൌ 𝛽,  tal que 𝑓ሺ𝛽ሻ ൌ 0, se podría aplicar el 
teorema de Rolle a la función 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾ0, 𝛽ሿ. 

El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, con 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 y 𝑎 ൏ 𝑏, y se cumple que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ, existe al menos un valor c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏 tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ
0”. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൅ cos 𝑥 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

𝑳𝒐 𝒂𝒏𝒕𝒆𝒓𝒊𝒐𝒓 𝒅𝒆𝒎𝒖𝒆𝒔𝒕𝒓𝒂 𝒒𝒖𝒆 𝒙 ൌ 𝟎 𝒆𝒔 𝒍𝒂 𝒓𝒂í𝒛 ú𝒏𝒊𝒄𝒂 𝒅𝒆 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟐𝒙 ൅ 𝒔𝒆𝒏 𝒙. 
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E6.‐ (Análisis) 

a) Determínense el dominio de definición,  intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y 
mínimos relativos, si existen, de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥 (ln 𝑥 − 1).  

b) Calcúlese ∫ 𝑥 (ln 𝑥 − 1) 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   El dominio de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ es el conjunto de valores reales de 𝑥 que cumplen la condición: 
𝑥 ൐ 0. 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

  Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑥 ൉ ଵ

௫
ൌ 𝐿𝑥 െ 1 ൅ 1 ൌ 𝐿𝑥. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟏, ൅∞ሻ. 

 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟎, 𝟏ሻ. 

  La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo o mínimo, es 
que se anule su primera derivada. 

  Para  diferenciar  los máximos de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda  derivada:  si  es  negativa 
para los valores que anulan la primera se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1. 

  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫
.    𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ ଵ

ଵ
൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1. 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 ൉ ሺ𝐿1 െ 1ሻ ൌ 1 ൉ ሺ0 െ 1ሻ ൌ െ1 ⇒ 

𝑴í𝒏. ⇒ 𝑷ሺ𝟏, െ𝟏ሻ.  

𝑏ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቐ
𝑢 ൌ 𝐿𝑥 െ 1 → 𝑑𝑢 ൌ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥

𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ ௫మ

ଶ

ቑ ⇒  

⇒ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൉ ௫మ

ଶ
െ ׬

௫మ

ଶ
൉ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫మ

ଶ
൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ ଵ

ଶ
൉ ׬ 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ௫మ

ଶ
൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ ଵ

ଶ
൉ ௫మ

ଶ
൅ 𝐶 ൌ ௫మ

ସ
൉ ሾ2ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ 1ሿ ൅ 𝐶 ൌ ௫మ

ସ
൉ ሺ𝐿𝑥ଶ െ 3ሻ ൅ 𝐶. 

𝑰 ൌ ׬ 𝒙 ൉ ሺ𝑳𝒙 െ 𝟏ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝒙𝟐

𝟒
൉ ሺ𝑳𝒙𝟐 െ 𝟑ሻ ൅ 𝑪. 
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E7.‐ (Análisis) 

Calcular lim
𝑥→2

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
. (2 puntos) 

Solución: 

lim
௫→ଶ

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
ൌ √଼ାଶିଵି√଼ାଵ

ଶିଶ
ൌ √ଽି√ଽ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

 

⇒ lim
௫→ଶ

൫√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ൯൉൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

൫√௫యା௫ିଵ൯
మ

ି൫√௫యାଵ൯
మ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ  

 

ൌ lim
௫→ଶ

௫యା௫ିଵି൫௫యାଵ൯

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

௫యା௫ିଵି௫యିଵ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ  

 

ൌ lim
௫→ଶ

௫ିଶ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

ଵ

√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ
ൌ ଵ

√ଶయାଶିଵା√ଶయାଵ
ൌ ଵ

√ଽା√ଽ
ൌ  

 

ൌ
1

2√9
ൌ

1
6

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

ඥ𝒙𝟑ା𝒙ି𝟏ିඥ𝒙𝟑ା𝟏

𝒙ି𝟐
ൌ

ଵ

଺
.  
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E8.‐ (Análisis) 

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 y el eje de abscisas cuando 𝑥 
varía en el intervalo [−1, 0]. (2 puntos) 

Solución: 

  En el intervalo ሺെ1, 0ሻ todas las ordenadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൌ ௫

௘ೣ son negativas, por 

lo cual, la superficie pedida es la siguiente: 

  𝑆 ൌ െ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ିଵ

଴ ൉ 𝑑𝑥.     (*) 

  Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida. 

𝐴 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ⇒ ቄ 𝑢 ൌ 𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫ ൉ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ െ𝑒ି௫ቅ  ⇒  

⇒ 𝑥 ൉  ሺെ𝑒ି௫ሻ െ ׬ െ𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൅ ׬ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൉ 𝑒ି௫ െ 𝑒ି௫ ൅ 𝐶 ⇒  

⇒ 𝐴 ൌ െ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝐶.  Sustituyendo en (*): 

  𝑆 ൌ ሾെ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿ଴
ିଵ ൌ ሾ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿିଵ

଴ ൌ ሾ𝑒଴ሺ0 ൅ 1ሻሿ െ ሾ𝑒ଵሺെ1 ൅ 1ሻሿ ൌ 

 

ൌ 1 െ 0 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟏 𝒖𝟐. 
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E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 
30 % son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 
españoles,  la mitad de  los europeos no españoles y un tercio de  los no europeos no pasan de  los 40 
años. 

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos) 

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular  la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 
(0,7 puntos) 

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 
que sea español? (0,7 puntos) 

Solución: 

𝐸𝑠 → 𝐸𝑠𝑝𝑎ñ𝑜𝑙𝑒𝑠.     𝐸𝑢 → 𝐸𝑢𝑟𝑜𝑝𝑒𝑜𝑠 𝑛𝑜 𝑒𝑠𝑝𝑎ñ𝑜𝑙𝑒𝑠.     𝑅𝑚 → 𝑅𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑚𝑢𝑛𝑑𝑜. 

    𝑀𝑎 → 𝑀𝑎𝑦𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 40 𝑎ñ𝑜𝑠.    𝑀𝑒 → 𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 40 𝑎ñ𝑜𝑠.   

𝑎ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑀𝑒ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸𝑢 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑅𝑚 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝐸𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸𝑢ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝐸𝑢ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑅𝑚ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝑅𝑚ሻ ൌ  

ൌ 0,5 ൉ ଶ

ଷ
൅ 0,3 ൉ ଵ

ଶ
൅ 0,2 ൉ ଵ

ଷ
ൌ 0,3333 ൅ 0,1500 ൅ 0,0267 ൌ 0,5500.  

𝑷ሺ𝑴𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟓𝟓𝟎𝟎. 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠/𝑀𝑒ሻ ൌ ௉ሺா௦∩ெ௘ሻ

௉ሺெ௘ሻ
ൌ ௉ሺா௦ሻ൉௉ሺெ௘/ா௦ሻ

௉ሺெ௘ሻ
ൌ

଴,ହ൉మ
య

଴,ହହ଴଴
ൌ ଴,ଷଷଷଷ

଴,ହହ଴଴
ൌ 0,606. 

𝑷ሺ𝑬𝒔/𝑴𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟎𝟔 

   

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉
2
3

ൌ 0,3333

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉
1
2

ൌ 0,1500

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉
1
3

ൌ 0,1667

0,5 

0,3 

0,2 
𝑅𝑚 

𝐸𝑢 

𝐸𝑠 

𝑀𝑎

𝑀𝑎

𝑀𝑒

𝑀𝑒

𝑀𝑒

𝑀𝑎
1
3
 

2
3
 

1
2
 

1
2
 

2
3
 

1
3
 

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉
1
2

ൌ 0,1500

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉
2
3

ൌ 0,1333

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉
1
3

ൌ 0,0267
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E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 
número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente? (2 puntos) 

Solución: 

El espacio muestral es el siguiente: 𝐸 ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

11, 12, 13, 14, 15, 16
21, 22, 23, 24, 25, 26
31, 32, 33, 34, 35, 36
41, 42, 43, 44, 45, 46
51, 52, 53, 54, 55, 56
61, 62, 63, 64, 65, 66⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

. 

Las sucesivas sumas que se obtienen son las siguientes: 

𝑆 ൌ 2 → ሾሺ11ሻሿ → 1.   

𝑆 ൌ 3 → ሾሺ12ሻ, ሺ21ሻሿ → 2.    

𝑆 ൌ 4 → ሾሺ13ሻ, ሺ22ሻ, ሺ31ሻሿ → 3.    

𝑆 ൌ 5 → ሾሺ14ሻ, ሺ23ሻ, ሺ32ሻ, ሺ41ሻሿ → 4.    

 𝑆 ൌ 6 → ሾሺ15ሻ, ሺ24ሻ, ሺ33ሻ, ሺ42ሻ, ሺ51ሻሿ → 5.  

𝑆 ൌ 7 → ሾሺ16ሻ, ሺ25ሻ, ሺ34ሻ, ሺ43ሻ, ሺ52ሻ, ሺ61ሻሿ → 6.  

𝑆 ൌ 8 → ሾሺ26ሻ, ሺ35ሻ, ሺ44ሻ, ሺ53ሻ, ሺ62ሻሿ → 5.  

𝑆 ൌ 9 → ሾሺ36ሻ, ሺ45ሻ, ሺ54ሻ, ሺ63ሻሿ → 4.  

𝑆 ൌ 10 → ሾሺ46ሻ, ሺ55ሻ, ሺ64ሻሿ → 3.    

𝑆 ൌ 11 → ሾሺ56ሻ, ሺ65ሻሿ → 2.  

𝑆 ൌ 12 → ሾሺ66ሻሿ → 1.  

Como  se  observa,  la  suma  más  frecuente  es  7,  y  el  número  de  veces  que  se  repite  es  6. 
Aplicando la regla de Laplace: 

𝑷 ൌ
𝒄𝒂𝒔𝒐𝒔 𝒇𝒂𝒗𝒐𝒓𝒂𝒃𝒍𝒆𝒔

𝒄𝒂𝒔𝒐𝒔 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆𝒔
ൌ

𝟔

𝟑𝟔
ൌ

𝟏

𝟔
. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
se  corregirán  los  5  primeros  que  estén  resueltos  (según  el  orden  de  numeración  de  pliegos  y  hojas  de  cada  pliego)  y  que  no  aparezcan  totalmente 
tachados.  Podrán  usarse  calculadoras  no  programables,  que  no  admitan memoria  para  texto,  ni  para  resolución  de  ecuaciones,  ni  para  resolución  de 
integrales, ni para representaciones gráficas. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones 
y  propiedades  relacionadas  con  la naturaleza de  la  situación que  se  trata de  resolver,  justificaciones  teóricas  que  se  aporten para  el  desarrollo  de  las 
propuestas, claridad y coherencia en la exposición, precisión de los cálculos y en las anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, 
de modo que puedan reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 

 

 

Problema 9: 
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Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ቀ1 1 1
1 2 െ1

ቁ  𝑦 𝑀′ ൌ ቀ1 1 1
1 2 െ1

    1
3

ቁ. 

Por existir ቚ1 1
1 2

ቚ ൌ 2 െ 1 ൌ 1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

Para resolver el sistema se hace 𝑧 ൌ 𝜆: 

   𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 െ 𝜆
 𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 3 ൅ 𝜆 ൠ  

െ𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 3 ൅ 𝜆   ൠ ⇒ 𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆. 

𝑥 ൅ 2 ൅ 2𝜆 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑥 ൌ െ1 െ 3𝜆.  

 𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝟏 െ 𝟑𝝀, 𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝟐𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

𝑏ሻ   Teniendo  en  cuanta  que  las  dos  primeras  ecuaciones  constituyen  el  sistema  del  apartado 
anterior: 

  Para que 𝑥 ൌ 5, 𝑦 ൌ െ2, 𝑧 ൌ െ2 ⇒ 𝜆 ൌ െ2. 

  Los  valores  𝑥 ൌ 5, 𝑦 ൌ െ2, 𝑧 ൌ െ2  son  solución  del  sistema  formado  por  las  dos  primeras 
ecuaciones del sistema; para que sean solución del sistema completo tienen que satisfacer a la tercera 
ecuación: 

  𝑎 ൉ 5 ൅ 2𝑎 ൉ ሺെ2ሻ ൅ 𝑏 ൉ ሺെ2ሻ ൌ 𝑏;   5𝑎 െ 4𝑎 െ 2𝑏 ൌ 𝑏;   𝑎 ൌ 3𝑏. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟑𝒃 𝒆𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒍𝒂 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 𝒙 ൌ 𝟓, 𝒚 ൌ െ𝟐, 𝒛 ൌ െ𝟐. 

  La solución es única, según el teorema de Rouché‐Fröbenius, cuando los rangos de las matrices 
de coeficientes y ampliada son iguales e iguales a 3, que es el número de incógnitas. 

  𝑀 ൌ ൭
1 1 1
1 2 െ1
𝑎 2𝑎 𝑏

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
1 2 െ1
𝑎 2𝑎 𝑏

    
1
3
𝑏

൱. 

  Teniendo en cuenta que 𝑎 ൌ 3𝑏: 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de CASTILLA Y LEÓN    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)208 

  |𝑀| ൌ อ
1 1 1
1 2 െ1

3𝑏 6𝑏 𝑏
อ ൌ 2𝑏 ൅ 6𝑏 െ 3𝑏 െ 6𝑏 ൅ 6𝑏 െ 𝑏 ൌ 4𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൌ 0. 

   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷.  

𝑬𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 ú𝒏𝒊𝒄𝒂 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒃 ് 𝟎. 
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Problema 2: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La dimensión de 𝐶 es la siguiente: 

Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el número de columnas 
de la primera matriz sea igual que el número de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene 
las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: 𝑀ሺ௔,௕ሻ ൉ 𝑁ሺ௕,௠ሻ ൌ 𝑃ሺ௔,௠ሻ.  

  En el caso que nos ocupa: 𝐴ሺଷ,ଶሻ ൉ 𝐶ሺ௫,௬ሻ ൌ 𝐵ሺଷ,ଶሻ ⇒ 𝐶ሺଶ,ଶሻ. 

       𝐴 ൉ 𝐶 ൌ 𝐷 ⇒ ൭
1 1
0 𝑎
1 1

൱ ൉ ൬
2 𝑥
𝑦 𝑧൰ ൌ ൭

3 െ1
𝑎 0
3 െ1

൱ ;  ൭
2 ൅ 𝑦 𝑥 ൅ 𝑧

𝑎𝑦 𝑎𝑧
2 ൅ 𝑦 𝑥 ൅ 𝑧

൱ ൌ ൭
3 െ1
𝑎 0
3 െ1

൱ ⇒  

⇒ 𝑦 ൌ 1;   𝑧 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ1 ⇒ 

𝑪 ൌ ቀ𝟐 െ𝟏
𝟏 𝟎

ቁ. 

𝑏ሻ   𝐷 ൌ 𝐵௧ ൉ 𝐴 ൌ ቀ 3 𝑎 3
െ1 0 െ1

ቁ ൉ ൭
1 1
0 𝑎
1 1

൱ ⇒ 𝐷 ൌ ቀ 6 𝑎ଶ ൅ 6
െ2 െ2

ቁ. 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero: 

  |𝐷| ൌ ቚ 6 𝑎ଶ ൅ 6
െ2 െ2

ቚ ൌ െ12 ൅ 2ሺ𝑎ଶ ൅ 6ሻ ൌ 0; െ6 ൅ ሺ𝑎ଶ ൅ 6ሻ ൌ 0; 

𝑎ଶ ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 0. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑫 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒂 ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟎ሽ. 
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Problema 3: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que un plano 𝜋, perpendicular a 𝑟ଶ, contenga a 𝑟ଵ es necesario que las rectas 𝑟ଵ 𝑦 𝑟ଶ sean 
perpendiculares. 

  Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 

Un vector director de 𝑟ଵ es 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ. 

Un vector director de 𝑟ଶ es 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, 2ሻ. 

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 

𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ ൉ ሺ3, 2, 2ሻ ൌ 3 ൅ 4 ൅ 2 ൌ 9 ് 0 ⇒ 𝑟ଵ 𝑛𝑜 𝑒𝑠 ⊥ 𝑎 𝑟ଶ. 

𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒏𝒊𝒏𝒈ú𝒏 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒂 𝒓𝟐 𝒒𝒖𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒈𝒂 𝒂 𝒓𝟏. 

 

𝑏ሻ   Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea  linealmente dependiente 
del producto vectorial de los dos vectores. 

  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 1
3 2 2

อ ൌ 4𝑖 ൅ 3𝑗 ൅ 2𝑘 െ 6𝑘 െ 2𝑖 െ 2𝑗 ൌ 2𝑖 ൅ 𝑗 െ 4𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ4ሻ. 

  La recta 𝑠 pedida, dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas, es la siguiente: 

𝒔 ≡
𝒙ି𝟏

𝟐
ൌ

𝒚

𝟏
ൌ

𝒛

ି𝟒
. 
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𝑣௥ሬሬሬ⃗  

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗

𝑆

𝑟

𝐴

𝑃P

ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ 

Problema 4: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 1ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺെ1, 1, 2ሻ ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ𝜆       
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆  
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆

. 

  𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 1ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺെ1, 0, 2ሻ. 

  La expresión general del plano 𝜋 pedido es la siguiente: 

    𝜋൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ;   𝑃൯ ≡ อ
𝑥 𝑦 𝑧 െ 1

െ1 1 2
െ1 0 2

อ ൌ 0;   2𝑥 െ 2𝑦 ൅ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ 2𝑦 ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝝅 ≡ 𝟐𝒙 ൅ 𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ  La  distancia  de  un  punto  a  una  recta  puede  determinarse  teniendo  en  cuenta  que  el  área  del 
paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, 
es el producto de la base por la altura. 

  Para una mejor comprensión del proceso se hace un esquema de la situación. 

Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝐴ሺെ1, 0, 1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 1, 2ሻ. 

𝑆 ൌ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห
𝑆 ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ

ቋ ⇒ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ ⇒ ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧஺௉ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. 

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, 2ሻ. 

 Aplicando la fórmula al punto 𝑃 y a la recta 𝑟: 

𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧஺௉ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
ൌ

ะ
௜ ௝ ௞

ିଵ ଵ ଶ
ିଵ ଴ ଶ

ะ

ඥሺିଵሻమାଵమାଶమ
ൌ  

 

ൌ
|2𝑖 െ 2𝑗 ൅ 𝑘 ൅ 2𝑗|

√1 ൅ 1 ൅ 4
ൌ

|2𝑖 ൅ 𝑘|

√6
ൌ

√2ଶ ൅ 1ଶ

√6
ൌ

√4 ൅ 1

√6
ൌ

√5

√6
ൌ

√5 ൉ √6
6

⇒ 

𝒅ሺ𝑷, 𝒓ሻ ൌ √𝟑𝟎

𝟔
 𝒖.   
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Problema 5: 

 

Solución: 

𝑎ሻ  Para  que una  función  sea derivable  en un punto  es  condición necesaria  que  sea  continua  en  ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ ൝
lim

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ

ଵ

ଶି௫
ൌ 1             

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝐿𝑥 ൌ 0 ൌ 𝑓ሺ1ሻ
⇒ 

⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ് lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒏𝒊 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒏𝒊 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ 𝟏. 

𝑏ሻ Asíntotas horizontales: son de la forma 𝑦 ൌ 𝑘 y son los valores finitos de la función cuando 𝑥 tiende 
a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିஶ

ଵ

ଶି௫
ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 ሺ𝑒𝑗𝑒 𝑋ሻ 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑛 ሺെ∞, 1ሻ. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

𝐿𝑥 ൌ ∞ ⇒ No tiene asíntotas horizontales en ሺ1, ൅∞ሻ. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito; en las funciones racionales son los valores que anulan el denominador. 

  En  ሺെ∞, 1ሻ ⇒ 2 െ 𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ∉ ሺെ∞, 1ሻ ⇒  No  tiene  asíntotas  verticales  en  el  intervalo 

ሺെ∞, 1ሻ. 

En ሺ1, ൅∞ሻ ⇒ lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 

𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 
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Problema 6: 

 

Solución: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ. 

  Por tratarse de una función polinómica: 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅. 

  Los puntos de corte con los ejes son los siguientes: 

  𝐸𝑗𝑒 𝑋 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒ ቊ
𝑥ଵ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ      

𝑥ଶ ൌ െ3 → 𝐴ሺെ3, 0ሻ. 

  𝐸𝑗𝑒 𝑌 ⇒ 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 3𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൌ 0;   3𝑥ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ െ2  

  Por ser 𝑓ሺ𝑥ሻ polinómica, las raíces de la derivada dividen al dominio de la función, que es R, en 
los intervalos ሺെ∞, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻ 𝑦 ሺ0, ൅∞ሻ, donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa. 

  Considerando, por ejemplo, el valor 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, ൅∞ሻ es: 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 3 ൅ 6 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la función, que son los 
siguientes:  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺെ𝟐, 𝟎ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺെ∞, െ𝟐ሻ ∪ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su derivada en ese punto.  

De los periodos de crecimiento se deducen las abscisas de los máximos y mínimos relativos; no 
obstante, se procede a su cálculo por derivadas. 

  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

      𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥 ൅ 6. 

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 6 ൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛. 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0.  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑀í𝑛: 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

  𝑓ᇱᇱሺെ2ሻ ൌ െ12 ൅ 6 ൌ െ6 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥. 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ2.  𝑓ሺെ2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑀á𝑥: 𝐴ሺെ2, 0ሻ. 

𝑴í𝒏: 𝑶ሺ𝟎, 𝟎ሻ; 𝑴á𝒙: 𝑨ሺെ𝟐, 𝟎ሻ. 
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Problema 7: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   

lim
௫→଴

௦௘௡ ൫௫మ൯

௫యାସ௫మ ൌ ௦௘௡ ଴

଴యାସ൉଴మ ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→଴

ଶ௫൉௖௢௦ ൫௫మ൯

ଷ௫మା଼௫
ൌ   

 

ൌ lim
௫→଴

2 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ሺ𝑥ଶሻ

3𝑥 ൅ 8
ൌ

2 ൉ 𝑐𝑜𝑠 0
3 ൉ 0 ൅ 8

ൌ
2 ൉ 1

0 ൅ 8
ൌ

2
8

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒆𝒏 ൫𝒙𝟐൯

𝒙𝟑ା𝟒𝒙𝟐 ൌ
𝟏

𝟒
.  

 

𝑏ሻ   

𝐼 ൌ ׬ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠ଷ 𝑥
ഏ
మ

଴ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ cos 𝑥 ൌ 𝑡
𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑑𝑡

ቤ𝑥 ൌ గ

ଶ
→ 𝑡 ൌ 0

𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 1
ቋ ⇒  

 

⇒ 𝐼 ൌ െ ׬ 𝑡ଷ଴
ଵ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ׬ 𝑡ଷଵ

଴ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ቂ௧ర

ସ
ቃ

଴

ଵ
ൌ ଵర

ସ
െ ଴ర

ସ
ൌ ଵ

ସ
െ 0 ⇒  

 

⇒ 𝑰 ൌ ׬ 𝒔𝒆𝒏 𝒙 ൉ 𝒄𝒐𝒔𝟑 𝒙
𝝅
𝟐

𝟎 ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝟏

𝟒
. 
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Problema 8: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Las  abscisas de  los puntos de  corte de dos  funciones  son  las  raíces  reales de  la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 

        𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ െ𝑥ଶ ൌ 𝑥ଷ;  𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 

𝒙𝟏 ൌ 𝟎, 𝒙𝟐 ൌ െ𝟏. 

  Por ser ambas funciones continuas por ser polinómicas, no existen otras raíces reales en ሾെ1, 0ሿ.  

  Para determinar cual de las funciones es mayor en ሾെ1, 0ሿ basta comprobar sus valores para un 

valor perteneciente a ሾെ1, 0ሿ, por ejemplo: 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
. 

 
𝑓൫ିభ

మ
൯ ൌ െ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ െ ଵ

ସ
ൌ െ0,25

𝑔൫ିభ
మ
൯ ൌ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ

ଷ
ൌ െ ଵ

଼
ൌ െ0,125

ቑ ⇒ െ0,125 ൐ െ0,25 ⇒ 

𝒈ሺ𝒙ሻ ൒ 𝒇ሺ𝒙ሻ. 

𝑏ሻ   𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶሻ଴

ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂ௫ర

ସ
൅ ௫య

ଷ
ቃ

ିଵ

଴
ൌ 

ൌ 0 െ ቈ
ሺെ1ሻସ

4
൅

ሺെ1ሻଷ

3
቉ ൌ െ

1
4

൅
1
3

ൌ
െ3 ൅ 4

12
⇒ 

𝑺 ൌ
𝟏

𝟏𝟐
 𝒖𝟐. 
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Problema 9: 

 

Solución: 

Si los sucesos A y B son independientes:  

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,3 ൉ 0,4 ൌ 0,12. 

 

Si los sucesos A y C son incompatibles: 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0. 

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,3. 

 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,3 ൅ 0,4 െ 0,12 ൌ 0,58.  

  𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 𝑃൫𝐴 ∩ 𝐵൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 1 െ 0,12 ൌ 0,88. 
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Problema 10: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐶1ሻ ൌ 0,45.    𝑃ሺ𝐶2ሻ ൌ 0,30.    𝑃ሺ𝐶3ሻ ൌ 0,25. 

  𝑃ሺ𝐴/𝐶1ሻ ൌ 0,02.    𝑃ሺ𝐴/𝐶2ሻ ൌ 0,05.    𝑃ሺ𝐴/𝐶3ሻ ൌ 0,04. 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶1ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶2ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶3ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐶1ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶1ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶2ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶2ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶3ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶3ሻ ൌ  

ൌ 0,45 ൉ 0,02 ൅ 0,30 ൉ 0,05 ൅ 0,25 ൉ 0,04 ൌ 0,0090 ൅ 0,0150 ൅ 0,0100 ൌ 0,0340.  

𝑷ሺ𝑨𝒗𝒆𝒓𝒊𝒂𝒓𝒔𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟎𝟑𝟒𝟎. 

𝑐ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐶3/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஼ଷሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ ௉ሺ஼ଷሻ൉௉ሺ஺/஼ଷሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ ଴,ଶହ൉଴,଴ସ

଴,଴ଷସ଴
ൌ ଴,଴ଵ଴଴

଴,଴ଷସ଴
ൌ 0,2941. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES 
Responde a CUATRO de  las  seis  cuestiones  siguientes.  En  las  respuestas,  explique  siempre qué desea hacer  y  por  qué.  Puede utilizar 
calculadora que no puedan almacenar, transmitir o recibir información. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

 

Problema 2: 
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Problema 3: 

 

 

Problema 4: 

 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 
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Problema 2: 
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Problema 3: 
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Problema 4: 
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Problema 5: 
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Problema 6: 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
El examen consta de 10 preguntas cuyo valor es de 2 puntos. Es estudiante ha de elegir 5 preguntas. En ningún caso deberá responder a 
un número mayor del indicado porque en la corrección del examen sólo se tendrán en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. 
Se seguirá el orden en el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en 
cuenta, el estudiante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, además de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se 
corregirá la que ocupe el siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

 

Problema 1: 

Encontrar  la matriz X que verifica (A – 3I).X = 2I, donde A ൌ ൭
3 0 1
0 0 0
1 0 3

൱ e  I es  la matriz  identidad de 

orden 3. (2 puntos) 

 

Problema 2: 

Determinar todos  los números x ∈ R para  los que el determinante อ
1 0 െ1
0 x 3
4 1 െx

อ es mayor o  igual que 

cero . (2 puntos) 

 

Problema 3: 

Estudiar la posición relativa de los siguientes planos en función del parámetro b (2 puntos) 

ቐ
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2

𝑥 ൅ ሺ1 ൅ 𝑏ሻ𝑦 െ 𝑏𝑧 ൌ 2𝑏
𝑏𝑦 ൅ ሺ1 ൅ 𝑏ሻ𝑧 ൌ 1

 

 

Problema 4: 

Hallar un vector de módulo 5 que sea ortogonal a los vectores 𝑢ሬ⃗  = (1, 2, 0) y  𝑣⃗ = (−1, 0, 1). (2 puntos) 

 

Problema 5: 

a) Comprobar que hay alguna solución positiva y alguna negativa de la ecuación (1.5 puntos) 

x ∙ cos(2x) = x2 − 1. 

b) Aproximar la solución positiva encontrada con un error menor que una décima. (0.5 puntos) 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Antonio Menguiano 

Comunidad Autónoma de ESTREMADURA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)244 

Problema 6: 

Calcular a, b y c para que la función  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏  𝑠𝑖  0 ൑ 𝑥 ൏ 1
     𝑐𝑥     𝑠𝑖  1 ൑ 𝑥 ൑ 4

 

cumpla las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. (2 puntos) 

 

Problema 7: 

Calcular la integral (2 puntos) 

න
17 െ 𝑥

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 

 

Problema 8: 

Hallar el área encerrada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥 y el eje de abscisas. (2 puntos) 

 

Problema 9: 

Al 80 % de  los alumnos de una clase  les gusta el  fútbol; al 40 %  les gusta el balonmano y al 30 %  les 
gustan ambos deportes. Si se elige un alumno al azar,  

a) ¿Cuál es la probabilidad de que le guste alguno de los dos deportes (uno o los dos)? (0.5 puntos)  

b) ¿Cuál es la probabilidad de que le guste solo el fútbol? (0.75 puntos) 

c) Si  sabemos que no  le gusta el  fútbol, ¿cuál es  la probabilidad de que  le guste el balonmano?(0.75 
puntos) 

 

Problema 10: 

Durante el día de hoy una persona va a escribir 15 mensajes en Facebook. Cada mensaje que escribe 
tiene errores ortográficos con una probabilidad de 0.3. Calcular:  

a) La probabilidad de que escriba exactamente 5 mensajes con errores ortográficos. (0.75 puntos)  

b) La probabilidad de que escriba 4 o más mensajes con errores. (0.75 puntos) 

c) La media y la desviación típica de la distribución. (0.5 puntos) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Encontrar  la matriz X que verifica (A – 3I).X = 2I, donde A ൌ ൭
3 0 1
0 0 0
1 0 3

൱ e  I es  la matriz  identidad de 

orden 3. (2 puntos) 

Solución: 

ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ ൉ 𝑋 ൌ 2𝐼;  ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ ൉ 2𝐼;  

𝐼 ൉ 𝑋 ൌ 2 ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ  ⇒ 𝑋 ൌ 2 ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ.   (*) 

   𝐴 െ 3𝐼 ൌ ൭
3 0 1
0 0 0
1 0 3

൱ െ ൭
3 0 0
0 3 0
0 0 3

൱ ൌ ൭
0 0 1
0 െ3 0
1 0 0

൱. 

|𝐴 െ 3𝐼| ൌ อ
0 0 1
0 െ3 0
1 0 0

อ ൌ 3.   ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ௧ ൌ ൭
0 0 1
0 െ3 0
1 0 0

൱. 

       𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚെ3 0
0 0

ቚ െ ቚ0 0
1 0

ቚ ቚ0 െ3
1 0

ቚ

െ ቚ0 1
0 0

ቚ ቚ0 1
1 0

ቚ െ ቚ0 0
1 0

ቚ

ቚ 0 1
െ3 0

ቚ െ ቚ0 1
0 0

ቚ ቚ0 0
0 െ3

ቚ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ ൭
0 0 3
0 െ1 0
3 0 0

൱. 

ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ሺ஺ିଷூሻ೟

|஺ିଷூ|
ൌ

൭
଴ ଴ ଷ
଴ ିଵ ଴
ଷ ଴ ଴

൱

ଷ
 ⇒  ሺ𝐴 െ 3ሻିଵ ൌ ଵ

ଷ
൭

0 0 3
0 െ1 0
3 0 0

൱. 

  Sustituyendo en la expresión (*): 𝑋 ൌ 2 ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻିଵ ⇒ 

 𝑿 ൌ
𝟐

𝟑
൉ ൭

𝟎 𝟎 𝟑
𝟎 െ𝟏 𝟎
𝟑 𝟎 𝟎

൱. 
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Problema 2: 

Determinar todos  los números x ∈ R para  los que el determinante อ
1 0 െ1
0 x 3
4 1 െx

อ es mayor o  igual que 

cero . (2 puntos) 

Solución: 

  อ
1 0 െ1
0 𝑥 3
4 1 െ𝑥

อ ൒ 0; െ𝑥ଶ ൅ 4𝑥 െ 3 ൒ 0;  𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3 ൑ 0. 

 

  Teniendo en cuenta que  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3 es una parábola convexa ሺ∪ሻ, por ser 
positivo el coeficiente de 𝑥ଶ y cuyos puntos de corte con el eje X son los siguientes: 

 

  𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3 ൌ 0;   𝑥 ൌ ସേ√ଵ଺ିଵଶ

ଶ
ൌ ସേ√ସ

ଶ
ൌ ସേଶ

ଶ
ൌ 2 േ 1 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 3,  la  solución  pedida, 

que se deduce de lo anterior es la siguiente: 

 

อ
𝟏 𝟎 െ𝟏
𝟎 𝒙 𝟑
𝟒 𝟏 െ𝒙

อ ൒ 𝟎, ∀𝒙 ∈ ሾ𝟏, 𝟑ሿ. 
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Problema 3: 

Estudiar la posición relativa de los siguientes planos en función del parámetro b (2 puntos) 

ቐ
𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2

𝑥 ൅ ሺ1 ൅ 𝑏ሻ𝑦 െ 𝑏𝑧 ൌ 2𝑏
𝑏𝑦 ൅ ሺ1 ൅ 𝑏ሻ𝑧 ൌ 1

 

Solución: 

Las  matrices  de  coeficientes  y  ampliadas  del  sistema  que  forman  los  tres  planos  son  las 
siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 2 െ1
1 1 ൅ 𝑏 െ𝑏
1 𝑏 1 ൅ 𝑏

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 െ1
1 1 ൅ 𝑏 െ𝑏
1 𝑏 1 ൅ 𝑏

   
2

2𝑏
1

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒  Los planos son secantes. Se cortan en un punto. 

2. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒  Los planos se cortan en una recta. 

(dos de los planos pueden ser coincidentes) 

3. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ⇒   Los tres planos son coincidentes. 

4. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒  Hay planos paralelos. 

(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos) 

  (si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero) 

5. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒  Hay planos secantes. 

(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma) 

  (si dos planos son paralelos son secantes al tercero) 

        |𝑀| ൌ อ
1 2 െ1
1 1 ൅ 𝑏 െ𝑏
1 𝑏 1 ൅ 𝑏

อ ൌ ሺ1 ൅ 𝑏ሻଶ െ 𝑏 െ 2𝑏 ൅ 1 ൅ 𝑏 ൅ 𝑏ଶ െ 2ሺ1 ൅ 𝑏ሻ ൌ 0; 

1 ൅ 2𝑏 ൅ 𝑏ଶ െ 2𝑏 ൅ 1 ൅ 𝑏ଶ െ 2 െ 2𝑏 ൌ 0;   2𝑏ଶ െ 2𝑏 ൌ 0;   2𝑏ሺ𝑏 െ 1ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑏ଵ ൌ 0, 𝑏ଶ ൌ 1. 

ቄ𝑏 ് 0
𝑏 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑃𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠; 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 െ1
1 1 0
1 0 1

   
2
0
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 2 2
1 1 0
1 0 1

อ ൌ 1 െ 2 െ 2 ൌ െ3 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐻𝑎𝑦 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

𝑁𝑜 ℎ𝑎𝑦 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠; 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑑𝑜𝑠 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑢𝑛 𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎. 
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  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 െ1
1 2 െ1
1 1 2

   
2
2
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ 𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝒃 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ⇒ 𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂. 

 

  Nótese que los dos primeros planos son coincidentes. 
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Problema 4: 

Hallar un vector de módulo 5 que sea ortogonal a los vectores 𝑢ሬ⃗  = (1, 2, 0) y  𝑣⃗ = (−1, 0, 1). (2 puntos) 

Solución: 

  Un  vector  perpendicular  común  a  dos  vectores  dados  es  cualquiera  que  sea  linealmente 
dependiente del producto vectorial de los dos vectores. 

  𝑢ሬ⃗ ∧ 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 0

െ1 0 1
อ ൌ 2𝑖 ൅ 2𝑘 െ 𝑗 ൌ 2𝑖 െ 𝑗 ൅ 2𝑘 ⇒ 𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 2ሻ. 

  Un vector perpendicular común a 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ es 𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 2ሻ. 

  El  vector  unitario  de  un  vector  dado  (versor)  es  el  vector  que  se  obtiene  al  dividir  las 
componentes del vector por su módulo: 

  ห𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 2ଶ ൌ √4 ൅ 1 ൅ 4 ൌ √9 ൌ 3. 

  El vector (unitario) de 𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗  es 𝑤ଵ
ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀଶ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, ଶ

ଷ
ቁ y el vector pedido, de módulo 5 es el siguiente:  

𝒘ሬሬሬ⃗ ൌ 𝟓 ൉ 𝒘𝟏
ᇱሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ

𝟏𝟎

𝟑
, െ

𝟓

𝟑
,

𝟏𝟎

𝟑
ቁ. 

 

  También es solución el opuesto: 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀെ ଵ଴

ଷ
, ହ

ଷ
, െ ଵ଴

ଷ
ቁ. 
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Problema 5: 

a) Comprobar que hay alguna solución positiva y alguna negativa de la ecuación (1.5 puntos) 

x ∙ cos(2x) = x2 − 1. 

b) Aproximar la solución positiva encontrada con un error menor que una décima. (0.5 puntos) 

Solución: 

𝑎ሻ Comprobar que la ecuación 𝑥 ൉ cosሺ2𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 1 es equivalente a comprobar que la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥 ൉ cosሺ2𝑥ሻ െ 𝑥ଶ ൅ 1 tiene una raíz positiva y otra negativa. 

La función 𝑔ሺ𝑥ሻ es continua en R por ser producto o suma de funciones continuas en R, por lo 
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere. 

El  teorema de Bolzano dice que “si 𝑔ሺ𝑥ሻ  es una  función continua en  ሾ𝑎, 𝑏ሿ  y  toma valores de 
distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑔ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Considerando, por ejemplo, el intervalo ሾ0, 𝜋ሿ: 

𝑔ሺ0ሻ ൌ 0 ൉ cos 0 െ 0ଶ ൅ 1 ൌ 1 ൐ 0. 

𝑔ሺ𝜋ሻ ൌ 𝜋 ൉ cosሺ2𝜋ሻ െ 𝜋ଶ ൅ 1 ൌ 𝜋 െ 𝜋ଶ ൅ 1 ൏ 0. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒍𝒂 𝒆𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝒅𝒂𝒅𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒓𝒂í𝒛 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒂 𝒆𝒏 ሺ𝟎, 𝝅ሻ. 

Considerando, por ejemplo, el intervalo ሾെ𝜋, 0ሿ: 

𝑔ሺ0ሻ ൌ 0 ൉ cos 0 െ 0ଶ ൅ 1 ൌ 1 ൐ 0. 

𝑔ሺିగሻ ൌ െ𝜋 ൉ cosሺെ2𝜋ሻ െ ሺെ𝜋ሻଶ ൅ 1 ൌ െ𝜋 െ 𝜋ଶ ൅ 1 ൏ 0.  

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒍𝒂 𝒆𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊ó𝒏 𝒅𝒂𝒅𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒓𝒂í𝒛 𝒏𝒆𝒈𝒂𝒕𝒊𝒗𝒂 𝒆𝒏 ሺെ𝝅, 𝟎ሻ 

b)  
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La mejor aproximación es 0,8962 
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Problema 6: 

Calcular a, b y c para que la función  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏  𝑠𝑖  0 ൑ 𝑥 ൏ 1
     𝑐𝑥     𝑠𝑖  1 ൑ 𝑥 ൑ 4

 

cumpla las hipótesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]. (2 puntos) 

Solución: 

El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, con 𝑎, 𝑏 ∈
𝑅 y 𝑎 ൏ 𝑏, y se cumple que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ, existe al menos un valor c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏 tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

  Tiene que cumplirse que 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ: 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ଶ ൅ 𝑎 ൉ 0 ൅ 𝑏 ൌ 𝑏.    𝑓ሺ4ሻ ൌ 4 ൉ 𝑐 ൌ 4𝑐. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ4ሻ ⇒ 𝑏 ൌ 4𝑐;   𝑏 െ 4𝑐 ൌ 0.    (1) 

  La función tiene que ser continua y derivable en el intervalo considerado.  

La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en ሾ0, 4ሿ, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa y se van a 
determinar los valores reales de 𝑎, 𝑏 𝑦 𝑐 para que lo sea. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ ൝
lim

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ ൌ 1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ሺ𝑐𝑥ሻ ൌ 𝑐 ൌ 𝑓ሺ1ሻ                   
ൡ ⇒ 

⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ⇒ 1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 𝑐;   𝑎 ൅ 𝑏 െ 𝑐 ൌ െ1.    (2) 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y son iguales. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቄ2𝑥 ൅ 𝑎  𝑠𝑖  0 ൑ 𝑥 ൏ 1
    𝑐    𝑠𝑖   1 ൑ 𝑥 ൑ 4

⇒ ൜
𝑓ᇱሺ1ିሻ ൌ 2 ൅ 𝑎
𝑓ᇱሺ1ାሻ ൌ 𝑐        

ൠ ⇒ 𝑓ᇱሺ1ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ1ାሻ ⇒ 

⇒ 2 ൅ 𝑎 ൌ 𝑐;   𝑎 െ 𝑐 ൌ െ2.    (3) 

  Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3): 

         𝑏 െ 4𝑐 ൌ 0
𝑎 ൅ 𝑏 െ 𝑐 ൌ െ1
        𝑎 െ 𝑐 ൌ െ2

ൡ ⇒ ቄ𝑎 ൌ 𝑐 െ 2
𝑏 ൌ 4𝑐

ቅ ⇒ ሺ𝑐 െ 2ሻ ൅ ሺ4𝑐ሻ െ 𝑐 ൌ െ1;    

𝑐 െ 2 ൅ 4𝑐 െ 𝑐 ൌ െ1;   4𝑐 ൌ 1;   𝑐 ൌ ଵ

ସ
.  𝑎 ൌ ଵ

ସ
െ 2 ൌ െ ଻

ସ
.     𝑏 ൌ 4𝑐 ൌ 1. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒂 ൌ െ
𝟕

𝟒
, 𝒃 ൌ 𝟏, 𝒄 ൌ

𝟏

𝟒
. 
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Problema 7: 

Calcular la integral (2 puntos) 

Solución: 

 

න
17 െ 𝑥

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିଵേ√ଵାଶସ

ଶ
ൌ ିଵേ√ଶହ

ଶ
ൌ ିଵേହ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ െ3, 𝑥ଶ ൌ 2. 

  𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6 ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 2ሻ. 

 
ଵ଻ି௫

௫మା௫ି଺
ൌ ெ

௫ାଷ
൅ ே

௫ିଶ
ൌ ெ௫ିଶெାே௫ାଷே

ሺ௫ାଷሻሺ௫ିଶሻ
ൌ

ሺெାேሻ௫ାሺିଶெାଷேሻ

௫మା௫ି଺
⇒   𝑀 ൅ 𝑁 ൌ െ1

െ2𝑀 ൅ 3𝑁 ൌ 17
ቅ ⇒   

⇒   2𝑀 ൅ 2𝑁 ൌ െ2
െ2𝑀 ൅ 3𝑁 ൌ 17

ቅ ⇒ 5𝑁 ൌ 15;   𝑁 ൌ 3;   𝑀 ൅ 3 ൌ െ1 ⇒ 𝑀 ൌ െ4. 

  𝐼 ൌ ׬
ଵ଻ି௫

௫మା௫ି଺
൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ ିସ

௫ାଷ
൅ ଷ

௫ିଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ4 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 3| ൅ 3 ൉ 𝐿|𝑥 െ 2| ൅ 𝐶 ⇒ 

 

⇒ 𝑰 ൌ ׬
𝟏𝟕ି𝒙

𝒙𝟐ା𝒙ି𝟔
൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝑳

หሺ𝒙ି𝟐ሻ𝟑ห

ሺ𝒙ା𝟑ሻ𝟒 ൅ 𝑪. 
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Problema 8: 

Hallar el área encerrada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 4𝑥 y el eje de abscisas. (2 puntos) 

Solución: 

El dominio de la función es R por ser polinómica. 

  Conviene tener en cuenta que, por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ, la función es simétrica con respecto al 
origen. 

  Los puntos de corte de la función con el eje de abscisas son los siguientes: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଷ െ 4𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ െ 4ሻ ൌ 0 ⇒ ቐ
𝑥ଵ ൌ െ2 → 𝐴ሺെ2, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ      
𝑥ଷ ൌ 2 → 𝐵ሺ2, 0ሻ      

. 

  La representación gráfica de la situación se expresa en la figura adjunta. 

  Teniendo  en  cuenta  la  simetría  de  la  función  y  de  la  observación  de  la  figura  se  deduce  la 
superficie a calcular, que es la siguiente: 

 

𝑆 ൌ െ2 ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

଴ ൌ െ2 ׬ ሺ𝑥ଷ െ 4𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

଴ ൌ  

 

ൌ െ2 ൉ ቂ௫ర

ସ
െ ସ௫మ

ଶ
ቃ

଴

ଶ
ൌ 2 ൉ ቂ2𝑥ଶ െ ௫ర

ସ
ቃ

଴

ଶ
ൌ   

 

ൌ 2 ൉ ቂቀ2 ൉ 2ଶ െ ଶర

ସ
ቁ െ 0ቃ ൌ 16 െ 8 ൌ 8.  

 

𝑺 ൌ 𝟖 𝒖𝟐. 

 

   

2
𝑂  𝑋𝐵െ2

𝑆

𝐴

െ2 

2 

െ1 
1 

𝑓ሺ𝑥ሻ 
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Problema 9: 

Al 80 % de  los alumnos de una clase  les gusta el  fútbol; al 40 %  les gusta el balonmano y al 30 %  les 
gustan ambos deportes. Si se elige un alumno al azar,  

a) ¿Cuál es la probabilidad de que le guste alguno de los dos deportes (uno o los dos)? (0.5 puntos)  

b) ¿Cuál es la probabilidad de que le guste solo el fútbol? (0.75 puntos) 

c) Si  sabemos que no  le gusta el  fútbol, ¿cuál es  la probabilidad de que  le guste el balonmano?(0.75 
puntos) 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝐹ሻ ൌ 0,8;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,4;   𝑃ሺ𝑅 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,3. 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐹 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐹ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐹 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,8 ൅ 0,4 െ 0,3 ൌ 0,9. 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐹ሻ െ 𝑃ሺ𝐹 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,8 െ 0,3 ൌ 0,5. 

 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃൫𝐵/𝐹൯ ൌ
௉൫஻∩ி൯

௉൫ி൯
ൌ ௉ሺ஻ሻି௉ሺி∩஻ሻ

ଵି௉ሺிሻ
ൌ 

ൌ ଴,ସି଴,ଷ

ଵି଴,଼
ൌ ଴,ଵ

଴,ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ 0,5. 

   

𝐹

𝐵 

𝑃൫𝐵 ∩ 𝐹൯ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐹 ∩ 𝐵ሻ 
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Problema 10: 

Durante el día de hoy una persona va a escribir 15 mensajes en Facebook. Cada mensaje que escribe 
tiene errores ortográficos con una probabilidad de 0.3. Calcular:  

a) La probabilidad de que escriba exactamente 5 mensajes con errores ortográficos. (0.75 puntos)  

b) La probabilidad de que escriba 4 o más mensajes con errores. (0.75 puntos) 

c) La media y la desviación típica de la distribución. (0.5 puntos) 

Solución: 

Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

𝑛 ൌ 15;   𝑝 ൌ 0,3;   𝑞 ൌ 1 െ 0,3 ൌ 0,7.   

La fórmula de la probabilidad binomial de 𝑛 elementos de los cuales se produczan 𝑟 viene dada 

por la fórmula: 𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥. 

 

𝑎ሻ   𝑝 ൌ 𝑃ሺ5ሻ ൌ ቀ15
5

ቁ ൉ 0,3ହ ൉ 0,7ଵହିହ ൌ ଵହ!

ሺଵହିହሻ!൉ହ!
൉ 0,3ହ ൉ 0,7ଵ଴ ൌ 

ൌ ଵହ൉ଵସ൉ଵଷ൉ଵଶ൉ଵଵ൉ଵ଴!

ଵ଴!൉ହ൉ସ൉ଷ൉ଶ
൉ 0,00243 ൉ 0,02825 ൌ 21 ൉ 13 ൉ 11 ൉ 0,0000686 ൌ 0,2060. 

 

𝑏ሻ Por el suceso contrario, la probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos las probabilidades 
de 0, 1, 2 y tres mensajes con errores. 

         𝑃 ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ0ሻ ൅ 𝑃ሺ1ሻ ൅ 𝑃ሺ2ሻ ൅ 𝑃ሺ3ሻሿ ൌ  

ൌ 1 െ ቂቀ15
0

ቁ ൉ 0,3଴ ൉ 0,7ଵହ ൅ ቀ15
1

ቁ ൉ 0,3ଵ ൉ 0,7ଵସ ൅ ቀ15
2

ቁ ൉ 0,3ଶ ൉ 0,7ଵଷ ൅ ቀ15
3

ቁ ൉ 0,3ଷ ൉ 0,7ଵଶቃ ൌ  

 ൌ 1 െ ሺ0,00475 ൅ 15 ൉ 0,00203 ൅ 105 ൉ 0,00087 ൅ 455 ൉ 0,00037ሻ ൌ  

ൌ 1 െ ሺ0,00475 ൅ 0,03052 ൅ 0,09156 ൅ 0,17004ሻ ൌ 1 െ 0,29687 ൌ 0,7031.  

 

𝑐ሻ 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎 → 𝜇 ൌ 𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 15 ൉ 0,3 ൌ 4,5.         

𝐷𝑒𝑠𝑣𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑡í𝑝𝑖𝑐𝑎 → 𝜎 ൌ ඥ𝑛 ൉ 𝑝 ൉ 𝑞 ൌ ඥ15 ൉ 0,3 ൉ 0,7 ൌ ඥ3,15 ≅ 1,775. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES 
El  examen consta de 10 preguntas.  Es estudiante ha de elegir  5 preguntas.  En ningún  caso deberá  responder a un número mayor del 
indicado porque en la corrección del examen sólo se tendrán en cuenta las cinco primeras preguntas respondidas. Se seguirá el orden en 
el que las respuestas aparezcan desarrolladas por el estudiante. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estudiante ha 
de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, además de las cuatro primeras preguntas sin tachar, se corregirá la que ocupe el 
siguiente lugar. Justificar las respuestas y las soluciones. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 
Problema 2: 

Problema 3: 

Problema 4: 

 
Problema 5: 
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Problema 6: 

 
Problema 7: 

 
Problema 8: 

 
Problema 9: 

 
Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Solución: 

  𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
0 0 2
1 0 1

െ1 0 3
൱ െ ൭

𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

൱ ൌ ൭
െ𝜆 0 2
1 െ𝜆 1

െ1 0 3 െ 𝜆
൱. 

  |𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ อ
െ𝜆 0 2
1 െ𝜆 1

െ1 0 3 െ 𝜆
อ ൌ 𝜆ଶሺ3 െ 𝜆ሻ െ 2𝜆 ൌ 0;   𝜆ሾ𝜆ሺ3 െ 𝜆ሻ െ 2ሿ ൌ 0; 

𝜆ሺ3𝜆 െ 𝜆ଶ െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝜆ଵ ൌ 0;  െ𝜆ଶ ൅ 3𝜆 െ 2 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 3𝜆 ൅ 2 ൌ 0;  

𝜆 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ 𝜆ଶ ൌ 1, 𝜆ଷ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൝
𝝀 ് 𝟎
𝝀 ് 𝟏
𝝀 ് 𝟐

ൡ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 െ 𝝀𝑰 ൌ 𝟑. 

 

𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
0 0 2
1 0 1

െ1 0 3
൱ ⇒ ቚ 1 1

െ1 3
ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 2. 

𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
െ1 0 2
1 െ1 1

െ1 0 2
൱ ⇒ ቚ 0 2

െ1 1
ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 2. 

𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
െ2 0 2
1 െ2 1

െ1 0 1
൱ ⇒ ቚെ2 1

0 1
ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൝
𝝀 ൌ 𝟎
𝝀 ൌ 𝟏
𝝀 ൌ 𝟐

ൡ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑨 െ 𝝀𝑰 ൌ 𝟐. 
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Problema 2: 

 

Solución: 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
1 1 1
2 1 𝑎
1 𝑎 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
2 1 𝑎
1 𝑎 1

   
2𝑎 െ 1

𝑎
1

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 1 1
2 1 𝑎
1 𝑎 1

อ ൌ 1 ൅ 2𝑎 ൅ 𝑎 െ 1 െ 𝑎ଶ െ 2 ൌ 0; െ𝑎ଶ ൅ 3𝑎 െ 2 ൌ 0;  

𝑎ଶ െ 3𝑎 ൅ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ 𝑎ଵ ൌ 1;  𝑎ଶ ൌ 2.    

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ് 𝟏
𝒂 ് 𝟐

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 1
1 1 1

    
1
1
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 2
1 2 1

    
3
2
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 3
2 1 2
1 2 1

อ ൌ 1 ൅ 12 ൅ 2 െ 3 െ 4 െ 2 ൌ 15 െ 9 ൌ 6 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟐 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

 

  Para 𝑎 ൌ 1 el sistema resulta ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1  
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1  

, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema: ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1  
2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1. 

  Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆 y restando, miembro a miembro, a la segunda ecuación la primera, se deduce la 
solución del sistema, que es la siguiente: 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟎, 𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 3: 

Solución: 

𝑎ሻ   Los vectores ሼ𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son linealmente dependientes cuando son coplanarios, es decir: 
cuando el rango del determinante que forman es cero. 

 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗, 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
0 0 2
1 1 0
2 െ1 1

อ ൌ െ2 െ 4 ൌ െ6 ് 0. 

𝑳𝒐𝒔 𝒗𝒆𝒄𝒕𝒐𝒓𝒆𝒔 ሼ𝒖ሬሬ⃗ , 𝒗ሬሬ⃗ , 𝒘ሬሬሬ⃗ ሽ 𝒔𝒐𝒏 𝒍𝒊𝒏𝒆𝒂𝒍𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒊𝒏𝒅𝒆𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒆𝒏𝒆𝒔. 

 

𝑏ሻ El área del triángulo que determinan dos vectores es la mitad del módulo del producto vectorial de 
los dos vectores: 

  𝑆஺஻஼ ൌ ଵ

ଶ
൉ |𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗| ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
0 0 2
1 1 0

ะ ൌ ะ
𝑖 𝑗 𝑘
0 0 1
1 1 0

ะ ൌ |𝑗 െ 𝑖| ൌ |െ𝑖 ൅ 𝑗| 

ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ √1 ൅ 1 ⇒ 

𝑺 ൌ √𝟐 𝒖𝟐. 

 

𝑐ሻ Un vector perpendicular común a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente dependiente 
del producto vectorial de los dos vectores. 

  𝑣⃗ ∧ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 1 0
2 െ1 1

อ ൌ 𝑖 െ 𝑘 െ 2𝑘 െ 𝑗 ൌ 𝑖 െ 𝑗 െ 3𝑘. 

  Un vector perpendicular común a 𝑣⃗ 𝑦 𝑤ሬሬ⃗  es 𝑎⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ3ሻ. El vector unitario de un vector dado 
(versor) es el vector que se obtiene al dividir las componentes del vector por su módulo: 

  |𝑎⃗| ൌ ඥ1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 3ଶ ൌ √1 ൅ 1 ൅ 9 ൌ √11. 

 

𝑬𝒍 𝒗𝒆𝒓𝒔𝒐𝒓 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒂 𝒗ሬሬ⃗  𝒚 𝒘ሬሬሬ⃗  𝒆𝒔 𝒂𝟏ሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ
𝟏

√𝟏𝟏
,

ି𝟏

√𝟏𝟏
,

ି𝟑

√𝟏𝟏
ቁ  𝒐 𝒂𝟐ሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ

ି𝟏

√𝟏𝟏
,

𝟏

√𝟏𝟏
,

𝟑

√𝟏𝟏
ቁ. 
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𝑣௥ሬሬሬ⃗ 𝑌

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗

𝑆

𝑟

𝑃

𝐴P

ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ 

Problema 4: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 0ሻ െ ሺ0, 0, 2ሻሿ ൌ ሺ1, 1, െ2ሻ. 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1
𝑦 ൌ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑃ሺ1, 0, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ.  

  La expresión general del plano 𝜋 pedido es la siguiente: 

  𝜋൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ;   𝑃൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 𝑧

1 1 െ2
0 1 1

อ ൌ 0;  ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑧 ൅ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 𝑦 ൌ 0; 

3ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0;   3𝑥 െ 3 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝟑𝒙 െ 𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟑 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ  La  distancia  de  un  punto  a  una  recta  puede  determinarse  teniendo  en  cuenta  que  el  área  del 
paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, 
es el producto de la base por la altura. 

Para una mejor comprensión del proceso se hace un esquema de la situación. 

𝑆 ൌ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ห
𝑆 ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ

ቋ ⇒ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ ⇒ ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧௉஺ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. 

 

𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 2ሻ െ ሺ1, 0, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, 0, 2ሻ. 

 

Aplicando la fórmula al punto 𝐴 y a la recta 𝑟: 

 

𝑑ሺ𝐴, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧௉஺ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
ൌ

ะ
௜ ௝ ௞
଴ ଵ ଵ

ିଵ ଴ ଶ
ะ

√଴మାଵమାଵమ ൌ  

ൌ
|2𝑖 െ 𝑗 ൅ 𝑘|

√0 ൅ 1 ൅ 1
ൌ

ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ

√2
ൌ

√4 ൅ 1 ൅ 1

√2
ൌ

√6

√2
⇒ 

𝒅ሺ𝑨, 𝒓ሻ ൌ √𝟑 𝒖. 
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Problema 5: 

 

Solución: 

Por contener 𝑝ሺ𝑥ሻ al punto 𝑂ሺ0, 0ሻ es 𝑝ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 0. 

Por tener un punto de inflexión en 𝑂ሺ0, 0ሻ es 𝑝ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 0: 

𝑝ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏 ൅ 2𝑐𝑥 ൅ 3𝑑𝑥ଶ.    𝑝ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑐 ൅ 6𝑑𝑥. 

𝑝ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 2𝑐 ൅ 6𝑑 ൉ 0 ൌ 0;   2𝑐 ൅ 0 ൌ 0 ⇒ 𝑐 ൌ 0. 

La función resulta: 𝑝ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏𝑥 ൅ 𝑑𝑥ଷ y su derivada: 𝑝ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏 ൅ 3𝑑𝑥ଶ. 

  Por tener un máximo relativo en 𝑥 ൌ െ1 es 𝑝ᇱሺെ1ሻ ൌ 0: 

  𝑝ᇱሺെ1ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൅ 3𝑑 ൉ ሺെ1ሻଶ ൌ 0;   𝑏 ൅ 3𝑑 ൌ 0.     (1) 

  La  pendiente  de  la  tangente  a  una  función  en  un  punto  es  igual  que  el  valor  de  su  primera 
derivada en ese punto, por lo cual: 𝑝ᇱሺ2ሻ ൌ 3. 

  𝑝ᇱሺ2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൅ 3𝑑 ൉ 2ଶ ൌ 3;   𝑏 ൅ 12𝑑 ൌ 3.     (2) 

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 

  𝑏 ൅ 3𝑑 ൌ 0
𝑏 ൅ 12𝑑 ൌ 3

ቅ  െ𝑏 െ 3𝑑 ൌ 0
𝑏 ൅ 12𝑑 ൌ 3

ቅ ⇒ 9𝑑 ൌ 3;   3𝑑 ൌ 1 ⇒ 𝑑 ൌ ଵ

ଷ
.   

𝑏 ൅ ଷ

ଷ
ൌ 0;   𝑏 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൌ െ1. 

La función resulta: 𝒑ሺ𝒙ሻ ൌ െ𝒙 ൅
𝟏

𝟑
𝒙𝟑. 
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Problema 6: 

 

Solución: 

La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa y se van a 
determinar los valores reales de 𝑎 𝑦 𝑏 para que lo sea. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ ൝
lim

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ2𝑥ଶ ൅ 𝑎𝑥 ൅ 𝑏ሻ ൌ 2 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 𝑓ሺ1ሻ

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝐿𝑥 ൌ 𝐿1 ൌ 0                                           
⇒ 

⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ⇒ 2 ൅ 𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0;   𝑎 ൅ 𝑏 ൌ െ2.     (1) 

  Por pasar su gráfica pase por el punto 𝑃ሺെ1, 5ሻ es 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 5. 

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ 5 ⇒ 2 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 𝑎 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝑏 ൌ 5;  െ𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 3.     (2) 

  Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 

𝑎 ൅ 𝑏 ൌ െ2
െ𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 3

ቅ ⇒ 2𝑏 ൌ 1 ⇒ 

𝒃 ൌ
𝟏

𝟐
.   

𝑎 ൅
1
2

ൌ െ2;   2𝑎 ൅ 1 ൌ െ4;   2𝑎 ൌ െ5 ⇒ 

𝒂 ൌ െ
𝟓

𝟐
. 
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Problema 7: 

 

Solución: 

 

  𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሺ𝑥׬ ൅ 1ሻ𝑒௫ାଵ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቄ 𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑢 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒௫ାଵ ൉ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ 𝑒௫ାଵቅ ⇒ 

 

⇒ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑒௫ାଵ െ ׬ 𝑒௫ାଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑒௫ାଵ െ 𝑒௫ାଵ ⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ାଵ ൅ 𝐶.  

 

  𝐹ሺ0ሻ ൌ െ1 ⇒ 0 ൉ 𝑒଴ାଵ ൅ 𝐶 ൌ െ1;   𝐶 ൌ െ1. 

 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ାଵ െ 1. 
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Problema 8: 

 

Solución: 

  Las  abscisas  de  los  puntos  de  corte  de  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  y  la  recta 𝑦 ൌ 𝑥  son  las  raíces  de  la 
ecuación que se obtienen de la igualación de sus expresiones: 

       𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ⇒ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൌ 𝑥;  𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑥ଵ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ.    𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;    𝑥 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ ൜

𝑥ଶ ൌ 1 → 𝐴ሺ1, 1ሻ
𝑥ଷ ൌ 2 → 𝐵ሺ2, 2ሻ. 

 

  Teniendo  en  cuenta  que  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ∞  y  que 

lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൅∞,  la  representación  gráfica  de  la  situación, 

aproximada, es la que se expresa en la figura adjunta. 

 

  De  la  observación  de  la  figura  se  deduce  la  superficie  a 
calcular, que es la siguiente: 

 

𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

 

ൌ ׬ ሾሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 3𝑥ሻ െ 𝑥ሿ𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾ𝑥 െ ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 3𝑥ሻሿ𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ׬ ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሺെ𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ   

ൌ ׬ ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

ଶ ൌ ሾ𝐹ሺ𝑥ሻሿ଴
ଵ ൅ ሾ𝐹ሺ𝑥ሻሿଶ

ଵ ൌ   

ൌ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ ൅ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ2ሻ ⇒ 𝑆 ൌ 2 ൉ 𝐹ሺ1ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ െ 𝐹ሺ2ሻ.     (*) 

  𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥ଷ׬ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫ర

ସ
െ ଷ௫య

ଷ
൅ ଶ௫మ

ଶ
⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ర

ସ
െ 𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ. 

  Sustituyendo este valor en la expresión (*): 

  𝑆 ൌ 2 ൉ ቀଵర

ସ
െ 1ଷ ൅ 1ଶቁ െ 0 െ ቀଶర

ସ
െ 2ଷ ൅ 2ଶቁ ൌ ଵ

ଶ
െ 4 ൅ 8 െ 4 ⇒ 

𝑺 ൌ
𝟏

𝟐
 𝒖𝟐. 

   

𝑌 

2𝑂 

𝑋

𝑆 

𝐴 

െ2 

4 

െ1 
1 

𝑓ሺ𝑥ሻ

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 

𝐵2 
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𝐸 

𝐵 

𝐸 ∩ 𝐵 ൌ 𝐵 െ ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ 

Problema 9: 

 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝐸ሻ ൌ 0,70;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,60;   𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,45. 

 

𝑎ሻ  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸 ∪ 𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ ൌ ሾ𝑃ሺ𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻሿ െ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 2 ൉ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,70 ൅ 0,60 െ 2 ൉ 0,45 ൌ 1,30 െ 0,90 ൌ 0,40.  

 

𝑏ሻ  𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐸 ∪ 𝐵ሻ ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻሿ ൌ 

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐸ሻ െ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸 ∩ 𝐵ሻ ൌ 1 െ 0,70 െ 0,60 ൅ 0,45 ൌ 1,45 െ 1,30 ൌ 0,15.  

 

𝑐ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃൫𝐸/𝐵൯ ൌ
௉൫ா∩஻൯

௉ሺ஻ሻ
ൌ ௉ሺ஻ሻି௉ሺா∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
ൌ 

 

ൌ ଴,଺଴ି଴,ସହ

଴,଺଴
ൌ ଴,ଵହ

଴,଺଴
ൌ 0,25.  
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Problema 10: 

 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 10;   𝜎 ൌ 2. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ10, 2ሻ.         Tipificando la variable:  𝑍 ൌ ௑ିଵ଴

ଶ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ9 ൑ 𝑋 ൑ 12ሻ ൌ 𝑃 ቀଽିଵ଴

ଶ
൑ 𝑍 ൑ ଵଶିଵ଴

ଶ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିଵ

ଶ
൑ 𝑍 ൑ ଶ

ଶ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ0,5 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ0,5ሻ ൌ  

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,5ሻ ൌ 0,8413 െ 1 ൅ 0,6915 ൌ 1,5328 െ 1 ൌ 0,5328. 

𝑷ሺ𝟗 ൑ 𝑿 ൑ 𝟏𝟐ሻ ൌ 𝟎, 𝟓𝟑𝟐𝟖 

𝑏ሻ   Se pide el valor 𝛽 que hace: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 0,9ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ఉିଵ଴

ଶ
ቁ ൌ 0,9.   

Mirando en  la  tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ  de  forma  inversa,  al  valor 0,9  le  corresponde,  aproximadamente, 
1,28: 

ఉିଵ଴

ଶ
ൌ 1, 28;   𝛽 െ 10 ൌ 2 ൉ 1,28 ൌ 2,56;   𝛽 ൌ 10 ൅ 2,56 ൌ 12,56. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒅𝒖𝒓𝒂𝒓 𝒎á𝒔 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒍 𝒏𝒖𝒆𝒔𝒕𝒓𝒐 𝒆𝒍 𝒓𝒆𝒍𝒐𝒋 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒒𝒖𝒆 𝒅𝒖𝒓𝒂𝒓 𝟏𝟐, 𝟓𝟔 𝒂ñ𝒐𝒔. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II  

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MÁXIMO DE 5, combinadas 
como quiera. Si responde más preguntas de las permitidas, solo serán corregidas las 5 primeras 
respondidas 

Problema 1: 

1.Números y Álgebra: 

Despeje la matriz 𝑋 de la ecuación 𝑋𝐴 ൌ 𝐴 ൅ 𝑋𝐵 si 𝐴 y 𝐵 son matrices cuadradas tales que 𝐴 െ 𝐵 es 

invertible. Luego, calcule X si 𝐴 ൌ ቀ1 2
0 0

ቁ y 𝐵 ൌ ሺ𝐴ଶ െ 𝐴 െ 𝐼ሻିଵdonde 𝐼 es la matriz identidad de orden 

2. 

 

Problema 2: 

2. Números y Álgebra: 

Discuta, según los valores de 𝑚, el sistema ቐ
𝑚𝑥 ൅ ሺ2 ൅ 𝑚ଶሻ𝑦

𝑚𝑦
𝑚𝑥 ൅ 2𝑦

ൌ
െ 𝑧 ൌ
൅ ሺ2𝑚 െ 4ሻ𝑧 ൌ

1 ൅ 𝑚
1
5

 

 

Problema 3: 

3. Análisis: 

a) Si 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑒௫ ൅ 𝑏, diga qué valores deben tener 𝑎 y 𝑏 para que se cumplan 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 y  lim
௫→଴

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ 3 

b) Estudie si la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ sin ሺ𝑥ሻ tiene extremos o puntos de inflexión en el intervalo ሺ0,2𝜋ሻ, 
diga dónde están en caso de que existan y esboce la gráfica de 𝑓 en ese intervalo. 

Problema 4: 

4. Análisis: 

Calcule el área de la región determinada por las desigualdades 𝑥 ൒ 1, 𝑦 ൑  𝑥 e y ൒ 𝑓ሺ𝑥ሻ, con 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ
𝑥𝑙𝑛𝑥. Haga un esbozo gráfico de la región. Nota: 𝑙𝑛𝑥 es el logaritmo neperiano de 𝑥. 

Problema 5: 

5. Geometría: 

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta 𝑟 que pasa por los puntos 𝑃ሺ2, െ1,0ሻ y 𝑄ሺ3,0,0ሻ y la 

ecuación implícita o general del plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑅ሺ0,4, െ2ሻ y es paralelo a los vectores 

 𝑢ሬ⃗ ሺ1,0, െ1ሻ y  𝑣⃗ሺ2,1, െ2ሻ. 

b) Calcule el ángulo agudo que forma la recta 𝑟: ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭

଴
  con el plano 𝜋: 𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 
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Problema 6: 

6. Geometría: 

a) Calcule el punto simétrico de 𝑃ሺ2, െ1,0ሻ con respecto al plano 𝜋: 𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 

b) Estudie la posición relativa de las rectas 𝑟: ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭

଴
 y 𝑠: ௫ିଶ

ଶ
ൌ ௬ାଶ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଵ
. Si se cortan, calcule el 

punto de corte. 

 

Problema 7: 

7. Estadística y Probabilidad: 

a)  Calcule  las  cuatro  probabilidades  𝑃ሺ𝐴ሻ, 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ, 𝑃ሺ𝐴 𝐵⁄ ሻ  y  𝑃ሺ𝐵 𝐴⁄ ሻ  sabiendo  que  𝑃ሺ𝐴𝐵ሻ ൌ
0.8, 𝑃ሺ𝐴𝐵ሻ ൌ 0.2 y 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 2𝑃ሺ𝐵ሻ. Nota: 𝐵ത  es el suceso contrario o complementario de 𝐵. 

b) En un conocido congreso, el 60% de  los  científicos  inscritos participan online y el  resto asisten en 
persona. Además, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también 
lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo y, a la vez, 
participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo. 

 

Problema 8: 

8. Estadística y Probabilidad: 

a)  En  un  cierto  humedal,  la  probabilidad  de  que  un  renacuajo  llegue  a  rana  adulta  es  del  2%.  Si  se 
escogen al azar 2500 de esos renacuajos, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a 
ranas adultas? 

b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora  los méritos presentados y asigna a cada 
candidato una puntuación que  indica más méritos cuanto mayor es  su valor. Este año,  la puntuación 
sigue una distribución normal de media 100 y desviación típica 20, y se toma la decisión de conceder la 
beca  al  5% mejor  del  conjunto  de  solicitantes.  ¿Qué  puntuación  es  preciso  alcanzar  para  obtener  la 
beca?  
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Proba de Avaliación do Bacharelato para o 
Acceso á Universidade 

CURSO: 2022–2023 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

1. Números y Álgebra: 

Despeje la matriz 𝑋 de la ecuación 𝑋𝐴 ൌ 𝐴 ൅ 𝑋𝐵 si 𝐴 y 𝐵 son matrices cuadradas tales que 𝐴 െ 𝐵 es 

invertible. Luego, calcule X si 𝐴 ൌ ቀ1 2
0 0

ቁ y 𝐵 ൌ ሺ𝐴ଶ െ 𝐴 െ 𝐼ሻିଵdonde 𝐼 es la matriz identidad de orden 

2. 

 

Solución: 

𝑿𝑨 ൌ 𝑨 ൅ 𝑿𝑩 ⟹ 𝑿𝑨 െ 𝑿𝑩 ൌ 𝑨 ⟹ 𝑿ሺ𝑨 െ 𝑩ሻ ൌ 𝑨 ⟹ 𝑿 ൌ 𝑨ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏 

𝑿 ൌ 𝑨ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏 

Cálculo de 𝑩 ൌ ሺ𝑨𝟐 െ 𝑨 െ 𝑰ሻି𝟏 

𝑩 ൌ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ െ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ െ ቀ𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

ቁ ൌ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ െ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ െ ቀ𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

ቁ ൌ ቀെ𝟏 𝟎
𝟎 െ𝟏

ቁ 

 

Cálculo de ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏 

𝑨 െ 𝑩 ൌ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ െ ቀെ𝟏 𝟎
𝟎 െ𝟏

ቁ ൌ ቀ𝟐 𝟐
𝟎 𝟏

ቁ 

|𝑨 െ 𝑩| ൌ ቚ𝟐 𝟐
𝟎 𝟏

ቚ ൌ 𝟐 

ሺ𝑨 െ 𝑩ሻ𝒕 ൌ ቀ𝟐 𝟎
𝟐 𝟏

ቁ 

ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏 ൌ
𝟏
𝟐

ቀ𝟏 െ𝟐
𝟎 𝟐

ቁ ൌ ൭
𝟏
𝟐

െ𝟏

𝟎 𝟏
൱ 

Cálculo de 𝑿 ൌ 𝑨ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏  

𝑿 ൌ 𝑨ሺ𝑨 െ 𝑩ሻି𝟏 ൌ ቀ𝟏 𝟐
𝟎 𝟎

ቁ ൭
𝟏
𝟐

െ𝟏

𝟎 𝟏
൱ ൌ ൭

𝟏
𝟐

𝟏

𝟎 𝟎
൱ 

𝑿 ൌ ൭
𝟏
𝟐

𝟏

𝟎 𝟎
൱ 
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Problema 2: 

2. Números y Álgebra: 

Discuta, según los valores de 𝑚, el sistema ቐ
𝑚𝑥 ൅ ሺ2 ൅ 𝑚ଶሻ𝑦

𝑚𝑦
𝑚𝑥 ൅ 2𝑦

ൌ
െ 𝑧 ൌ
൅ ሺ2𝑚 െ 4ሻ𝑧 ൌ

1 ൅ 𝑚
1
5

 

 

Solución: 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son 

𝑨 ൌ ൭
𝒎 𝟐 ൅ 𝒎𝟐 𝟎
𝟎 𝒎 െ𝟏
𝒎 𝟐 𝟐𝒎 െ 𝟒

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝒎
𝟎
𝒎

𝟐 ൅ 𝒎𝟐

𝒎
𝟐

𝟎
െ𝟏

𝟐𝒎 െ 𝟒

𝟏 ൅ 𝒎
𝟏
𝟓

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝒎 𝟐 ൅ 𝒎𝟐 𝟎
𝟎 𝒎 െ𝟏
𝒎 𝟐 𝟐𝒎 െ 𝟒

อ ൌ 𝒎𝟐ሺ𝟐𝒎 െ 𝟒ሻ െ 𝒎ሺ𝟐 െ 𝒎𝟐ሻ ൅ 𝟐𝒎 ൌ 𝒎𝟐ሺ𝒎 ൅ 𝟒ሻ 

Si 𝑚 ് ሼ0,4ሽ el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada 
también es  tres, porque no puede ser mayor. Como  los  rangos coinciden y  son  iguales al número de 
incógnitas,  por  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  el  sistema es  compatible determinado,  con  solución 
única. 

Si 𝑚 ൌ 0 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟎 𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 െ𝟏
𝟎 𝟐 െ𝟒

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟎
𝟎
𝟎

𝟐
𝟎
𝟐

𝟎
െ𝟏
െ𝟒

𝟏
𝟏
𝟓

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ2 0
0 െ1

ቚ ൌ െ2 es distinto de cero. 

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada 

อ
2 0 1
0 െ1 1
2 െ4 5

อ ൌ 0 

Por  tanto el  rango de  la matriz ampliada también es 2. Por el  teorema de Rouché‐Fröbenius al ser el 
rango coincidente y  menor que el número de incógnitas y el sistema es compatible indeterminado, con 
infinitas soluciones. 

Si 𝑚 ൌ 4 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟒 െ𝟏𝟒 𝟎
𝟎 𝟒 െ𝟏
𝟒 𝟐 𝟒

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟒
𝟎
𝟒

െ𝟏𝟒
𝟒
𝟐

𝟎
െ𝟏
𝟒

𝟓
𝟏
𝟓

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ4 0
0 െ1

ቚ ൌ െ4 es distinto de cero. 

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada añadiendo la columna de 
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los términos independientes del sistema 

อ
4 0 5
0 െ1 1
4 4 5

อ ൌ െ16 

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de 
Rouché‐Fröbenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible. 

En resumen 

𝒎  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗  Sistema

് ሼ𝟎, 𝟒ሽ  3  3  Compatible 
determinado 

0  2  2  Compatible 
indeterminado 

4  2  3  Incompatible
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Problema 3: 

3. Análisis: 

a) Si 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑒௫ ൅ 𝑏, diga qué valores deben tener 𝑎 y 𝑏 para que se cumplan 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 y  lim
௫→଴

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ 3 

b) Estudie si la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ sen ሺ𝑥ሻ tiene extremos o puntos de inflexión en el intervalo ሺ0,2𝜋ሻ, 
diga dónde están en caso de que existan y esboce la gráfica de 𝑓 en ese intervalo. 

 

Solución: 

Como 

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑎 𝑒଴  ൅ 𝑏 ൌ 0 ⟹ 𝑏 ൌ െ𝑎  

la función debe ser del tipo 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑒௫ െ 𝑎 

lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑥

ൌ lim
௫→଴

𝑎𝑒௫ െ 𝑎
𝑥

 

El límite es 
଴

଴
. Para que el límite sea 3, tenemos que resolver esta indeterminación utilizando la regla 

de L'Hôpital 

lim
௫→଴

𝑎𝑒௫ െ 𝑎
𝑥

ൌ lim
௫→଴

𝑎𝑒௫

1
ൌ 𝑎 

y en consecuencia 𝑎 ൌ 3. 

La función es 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟑𝒆𝒙 െ 𝟑  

b) 

Las derivadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ son 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൅ cos ሺ𝑥ሻ 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ 

𝑓ᇱᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െcos ሺ𝑥ሻ 

Para hallar los extremos hay que hallar los valores en los que se anula la primera derivada en el 
intervalo ሺ0,2𝜋ሻ. 

1 ൅ cosሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⟹ cosሺ𝑥ሻ ൌ െ1 ⟹ 𝑥 ൌ 𝜋 

𝑓ᇱᇱሺ𝜋ሻ ൌ െ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋ሻ ൌ 0 

𝑓ᇱᇱᇱሺ𝜋ሻ ൌ െ cosሺ𝜋ሻ ൌ 1 

Como la primera derivada que no se anula es de orden impar, la función tiene un punto de inflexión 
en ሺ𝜋, 𝜋ሻ 

Además 1 ൅ cos ሺ𝑥ሻ ൒ 0 en todo el intervalo ሺ0,2𝜋ሻ, con lo que la función es creciente en ese 
intervalo. 
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La gráfica de la función es 

 

La función tiene un punto de inflexión en ሺ𝝅, 𝝅ሻ 
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Problema 4: 

4. Análisis: 

Calcule el área de la región determinada por las desigualdades 𝑥 ൒ 1, 𝑦 ൑  𝑥 e y ൒ 𝑓ሺ𝑥ሻ, con 𝑓ሺ𝑥ሻ  ൌ
𝑥𝑙𝑛𝑥. Haga un esbozo gráfico de la región. Nota: 𝑙𝑛𝑥 es el logaritmo neperiano de 𝑥. 

 

Solución: 

𝑥 ൌ 1; 𝑦 ൌ 𝑥 son dos rectas y por lo tanto 𝑥 ൒ 1, 𝑦 ൑  𝑥 son dos semiplanos. 

Hay que estudiar la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ 

Esta función solo existe para valores 𝑥 ൒ 0. Como 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lnሺ𝑥ሻ ൅ 1 

lnሺ𝑥ሻ ൅ 1 ൌ 0 ⟹ lnሺ𝑥ሻ ൌ െ1 ⟹ 𝑥 ൌ 𝑒ିଵ ൌ
1
𝑒
 

La segunda derivada es 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫
 

𝑓ᇱᇱ ൬
1
𝑒

൰ ൌ 𝑒 ൐ 0 

Por tanto en el punto ቀଵ

௘
, െ𝑒ቁ hay un mínimo. 

Además 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൞
൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൏

1
𝑒

൐ 0 𝑠𝑖 𝑥 ൐
1
𝑒

⟹ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൞
𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൏

1
𝑒

𝐶𝑟𝑒𝑐𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ൐
1
𝑒

 

Un esbozo de la región es 

 

Hay que hallar los puntos de corte entre la recta 𝑦 ൌ 𝑥 y la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

ቄ
𝑦 ൌ 𝑥

𝑦 ൌ 𝑥𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ ⟹ 𝑥 ൌ 𝑥𝑙𝑛ሺ𝑥ሻ ⟹ ቄ𝑥 ൌ 0
𝑥 ൌ 𝑒

 

Hallamos la integral 
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නሺ𝑥 െ 𝑥𝑙𝑛ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 ൌ න 𝑥ሺ1 െ 𝑙𝑛ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑢 ൌ 1 െ ln ሺ𝑥ሻ

𝑑𝑣 ൌ 𝑥𝑑𝑥

𝑑𝑢 ൌ െ
1
𝑥

𝑑𝑥

𝑣 ൌ
𝑥ଶ

2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ
𝑥ଶ

2
൅ න

𝑥ଶ

2
1
𝑥

𝑑𝑥 ൌ 

ൌ ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ
𝑥ଶ

2
൅ න

𝑥
2

𝑑𝑥 ൌ ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ
𝑥ଶ

2
൅

𝑥ଶ

4
൅ 𝐶 

Con lo que el área es 

න ሺ𝑥 െ 𝑥𝑙𝑛ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥
௘

ଵ
ൌ ቈሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ

𝑥ଶ

2
൅

𝑥ଶ

4
቉

ଵ

௘

ൌ
𝑒ଶ

4
െ ൬

1
2

൅
1
4

൰ ൌ
𝑒ଶ െ 3

4
~1.0973 

El área de la región es  
𝒆𝟐ି𝟑

𝟒
 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Francisco Barrientos Fernández 

Comunidad Autónoma de GALICIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)280 

Problema 5: 

5. Geometría: 

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta 𝑟 que pasa por los puntos 𝑃ሺ2, െ1,0ሻ y 𝑄ሺ3,0,0ሻ y la 

ecuación implícita o general del plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑅ሺ0,4, െ2ሻ y es paralelo a los vectores 

 𝑢ሬ⃗ ሺ1,0, െ1ሻ y  𝑣⃗ሺ2,1, െ2ሻ. 

b) Calcule el ángulo agudo que forma la recta 𝑟: ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭

଴
  con el plano 𝜋: 𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 

 

Solución: 

a) El vector director de la recta que pasa por los puntos 𝑃ሺ2, െ1,0ሻ y 𝑄ሺ3,0,0ሻ es 

PQሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3,0,0ሻ െ ሺ2, െ1,0ሻ ൌ ሺ1,1,0ሻ 

Las ecuaciones paramétricas de la recta son 

𝒓: ൝
𝒙 ൌ 𝟐 ൅ 𝒕

𝒚 ൌ െ𝟏 ൅ 𝒕
𝒛 ൌ 𝟎

 

La ecuación general del plano que pasa por 𝑅ሺ0,4, െ2ሻ y tiene como vectores directores  𝑢ሬ⃗ ሺ1,0, െ1ሻ y 
 𝑣⃗ሺ2,1, െ2ሻ es 

𝜋: อ
𝑥 𝑦 െ 4 𝑧 ൅ 2
1 0 െ1
2 1 െ2

อ ൌ 𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0 

El plano es 𝝅: 𝒙 ൅ 𝒛 ൅ 𝟐 ൌ 𝟎 

b) 

Para calcular el ángulo entre la recta y el plano hay que calcular el ángulo entre los vectores  
PQሬሬሬሬሬ⃗ ሺ1,1,0ሻ y r⃗ ൌ ሺ1,0,1ሻ , (que es un vector perpendicular a 𝜋). El ángulo entre la recta y el plano será el 
complementario del obtenido. 

Utilizando la fórmula del producto escalar: 

PQሬሬሬሬሬ⃗ ∙  r⃗ ൌ หPQሬሬሬሬሬ⃗ ห|r⃗| cosሺ𝛼ሻ ⟹ cosሺ𝛼ሻ ൌ
PQሬሬሬሬሬ⃗ ∙  r⃗

หPQሬሬሬሬሬ⃗ ห|r⃗|
ൌ

1 ∙ 1 ൅ 1 ∙ 0 ൅ 0 ∙ 1

√1ଶ ൅ 1ଶ ൅ 0ଶ√1ଶ ൅ 0ଶ ൅ 1ଶ
ൌ

1
2
 

El ángulo cuyo coseno es 
ଵ

ଶ
 es 60º.  

El ángulo entre la recta y el plano es el complementario, es decir 90º െ 60º ൌ 30º 

El ángulo entre la recta y el plano es 30º 
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Problema 6: 

6. Geometría: 

a) Calcule el punto simétrico de 𝑃ሺ2, െ1,0ሻ con respecto al plano 𝜋: 𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0. 

b) Estudie la posición relativa de las rectas 𝑟: ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭

଴
 y 𝑠: ௫ିଶ

ଶ
ൌ ௬ାଶ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଵ
. Si se cortan, calcule el 

punto de corte. 

 

Solución: 

a)  Dado  un  vector  𝑣⃗;  perpendicular  al  plano,  hay  que  hallar  la  ecuación  de  la  recta  𝑟  que  tiene  la 
dirección de 𝑣⃗; y pasa por el punto 𝑃 . La recta 𝑟 corta al plano 𝜋 en un punto X . El punto simétrico 𝑃′ 
es tal que 𝑋 es el punto medio el segmento 𝑃𝑃′ . 

Un vector perpendicular a 𝜋 es 𝑣⃗ ( 1,0,1 ) . La recta 𝑟 se puede escribir como 

൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 𝑡
𝑦 ൌ െ1

𝑧 ൌ 𝑡
 

El punto de corte con el plano π resulta de la solución del sistema de ecuaciones 

ቐ ൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 𝑡
𝑦 ൌ െ1

𝑧 ൌ 𝑡
𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0

⟹ 2 ൅ 𝑡 ൅ 𝑡 ൅ 2 ൌ 0 ⟹ 𝑡 ൌ െ2 ⟹ 𝑋 ൌ ሺ0, െ1, െ2ሻ 

El punto 𝑃ᇱሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ simétrico de 𝑃 debe cumplir que 

൬
𝑎 ൅ 2

2
,
𝑏 െ 1

2
,
𝑐 ൅ 0

2
൰ ൌ ሺ0, െ1, െ2ሻ ⟹ ൝

𝑎 ൌ െ2
𝑏 ൌ െ1
𝑐 ൌ െ4

 

El punto simétrico es 𝑷ᇱሺെ𝟐, െ𝟏, െ𝟒ሻ 

b)  Si  ሺ𝐴, vሬ⃗ ሻ  y  ሺ𝐵, wሬሬሬ⃗ ሻ  son  un  punto  y  un  vector  director  de  las  rectas 𝑟  y 𝑠  ,  hay  que  calcular  el 
determinante ൣvሬ⃗ , wሬሬሬ⃗ , ABሬሬሬሬሬ⃗ ൧ . Si este determinante es 0, el vector ABሬሬሬሬሬ⃗  es una combinación lineal de vሬ⃗  y wሬሬሬ⃗  (o 
las rectas son paralelas, que no es el caso) y las rectas se cortan en un punto. Si es distinto de cero, las 
rectas se cruzan. 

Un punto y un vector director de cada una de las rectas son 

𝑟: ൜
𝐴ሺ2, െ1,0ሻ

vሬ⃗ ሺ1,1,0ሻ
; 𝑠: ൜

𝐵ሺ2, െ2, െ1ሻ
wሬሬሬ⃗ ሺ2,1, െ1ሻ

 

ABሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ2, െ1ሻ െ ሺ2, െ1,0ሻ ൌ ሺ0, െ1, െ1ሻ 

อ
1 1 0
2 1 െ1
0 െ1 െ1

อ ൌ 0 

Como vሬ⃗  y wሬሬሬ⃗  no son proporcionales, las dos rectas se cortan en un punto. 
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Para hallar el punto de corte, X , tenemos que resolver el sistema de ecuaciones: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧൝

𝑥 ൌ 2 ൅ 𝑡
𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝑡

𝑧 ൌ 0

൝
𝑥 ൌ 2 ൅ 2𝑠
𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝑠
𝑧 ൌ െ1 െ 𝑠

⟹ ቄ𝑠 ൌ െ1
𝑡 ൌ െ2

⟹ 𝑋ሺ0, െ3,0ሻ 

Las rectas se cortan en el punto 𝑿ሺ𝟎, െ𝟑, 𝟎ሻ 
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Problema 7: 

7. Estadística y Probabilidad: 

a)  Calcule  las  cuatro  probabilidades  𝑃ሺ𝐴ሻ, 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ, 𝑃ሺ𝐴 𝐵⁄ ሻ  y  𝑃ሺ𝐵 𝐴⁄ ሻ  sabiendo  que  𝑃ሺ𝐴𝐵ሻ ൌ
0.8, 𝑃ሺ𝐴𝐵ሻ ൌ 0.2 y 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 2𝑃ሺ𝐵ሻ. Nota: 𝐵ത  es el suceso contrario o complementario de 𝐵. 

b) En un conocido congreso, el 60% de  los  científicos  inscritos participan online y el  resto asisten en 
persona. Además, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también 
lo son. Si se elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo y, a la vez, 
participe online; luego, la de que participe online si se sabe que es europeo. 

 

Solución: 

a) 

Como  

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑝ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ⟹ 0.8 ൌ 2𝑃ሺ𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 0.2 ⟹ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ
1
3

⟹ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ
2
3
 

Por tanto, sustituyendo 0.2 ൌ ଵ

ହ
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵തሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩  𝐵ሻ ൌ
2
3

െ
1
5

ൌ
7

15
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ ⟹ 𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐵ሻ
ൌ

1
5
1
3

ൌ
3
5
 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ𝑃ሺ𝐵/𝐴ሻ ⟹ 𝑃ሺ𝐵/𝐴ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐴ሻ
ൌ

1
5
2
3

ൌ
3

10
 

Las soluciones son 𝑷ሺ𝑨ሻ ൌ
𝟐

𝟑
, 𝑷ሺ𝑨 ∩ 𝑩ഥሻ ൌ

𝟕

𝟏𝟓
, 𝑷ሺ𝑨 𝑩⁄ ሻ ൌ

𝟑

𝟓
; 𝑷ሺ𝑩 𝑨⁄ ሻ ൌ

𝟑

𝟏𝟎
 

b) 

Sean los sucesos  

O={ participar on line }  

E={ ser europeo }  

El enunciado proporciona las siguientes probabilidades: 

𝑝ሺ𝑂ሻ ൌ 0.6 ⟹  𝑝ሺ𝑂ത ሻ ൌ 1 െ 𝑝ሺ𝑂ሻ ൌ 1 െ 0.6 ൌ 0.4  

𝑝ሺ𝐸ሻ ൌ 0.65  
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𝑝ሺ 𝐸/  ሻ ൌ 0.8  

Por tanto  

𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝑂ത ሻ ൌ 𝑝ሺ 𝑂ത ሻ ⋅  𝑝ሺ𝐸/𝑂ത ሻ  ⇒  𝑝ሺ 𝐸 ∩ 𝑂ത ሻ ൌ 0.4 ⋅  0.8 ൌ 0.32  

Podemos formar la siguiente tabla de doble entrada con los datos que tenemos: 

  On line  Presencial  

Europeo    0.32  0.65 

no europeo       

  0.6  0.4  1 

Podemos completar la tabla: 

  On line  Presencial  

Europeo  0.33  0.32  0.65 

no europeo  0.27  0.08  0.35 

  0.6  0.4  1 

Por tanto la probabilidad de que sea europeo y, a la vez participe on line es 

𝑝ሺ𝐸 ∩ 𝑂ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐸ሻ െ 𝑝ሺ𝐸/𝑂ത ሻ ൌ 0.65 െ 0.32 ൌ 0.33 

La probabilidad de que participe online si se sabe que es europeo 

𝑝ሺ 𝑂/𝐸 ሻ ൌ  
𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝑂 ሻ 

𝑝ሺ𝐸ሻ
 ൌ  

0.33
0.65

ൌ 0.51  

La probabilidad de que sea europeo y, a la vez, participe online es 0.33.  

La de que participe online si se sabe que es europeo es 0.51. 
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Problema 8: 

8. Estadística y Probabilidad: 

a)  En  un  cierto  humedal,  la  probabilidad  de  que  un  renacuajo  llegue  a  rana  adulta  es  del  2%.  Si  se 
escogen al azar 2500 de esos renacuajos, ¿cuál es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a 
ranas adultas? 

b)  Para  conceder  becas  de  estudio,  un  organismo  valora  los  méritos  presentados  y  asigna  a  cada 
candidato una puntuación que  indica más méritos cuanto mayor es  su valor. Este año,  la puntuación 
sigue una distribución normal de media 100 y desviación típica 20, y se toma la decisión de conceder la 
beca  al  5% mejor  del  conjunto  de  solicitantes.  ¿Qué  puntuación  es  preciso  alcanzar  para  obtener  la 
beca?. 

 

Solución: 

a) 

Es una binomial Bሺ 2500,0.02 ሻ porque son experiencias todas idénticas con la misma probabilidad 

. Una binomial Bሺ n, p ሻ se puede aproximar mediante una distribución normal Nሺ np, ඥnpq ሻ , con q ൌ
1 െ p . En este caso  

N൫np, ඥnpq൯ ൌ N൫2500 ∙ 0.02, √2500 ∙ 0.02 ∙ 0.98൯ ൌ Nሺ50,7ሻ 

Hay que calcular PሺX ൒ 55ሻ que debemos completar mediante la aproximación de Yates. 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 54.5ሻ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൒
54.5 െ 50

7
൰ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 0.7ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.7ሻ ൌ 1 െ 0.7580 ൌ 0.242 

La probabilidad de que al menos 55 renacuajos lleguen a ranas adultas es 0.242 

b) 

Es una distribución normal 𝑁ሺ100,20ሻ. Hay que calcular 𝑘 tal que 𝑃ሺ𝑋 ൒ 𝑘ሻ ൌ 0.05 

𝑃ሺ𝑋 ൒ 𝑘ሻ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൒
𝑘 െ 100

20
൰ ൌ 1 െ 𝑃 ൬𝑍 ൏

𝑘 െ 100
20

൰ ൌ 0.05 ⟹ 𝑃 ൬𝑍 ൏
𝑘 െ 100

20
൰ ൌ 0.95 ⟹ 

⟹
𝑘 െ 100

20
ൌ 1.65 ⟹ 𝑘 ൌ 1.65 ∙ 20 ൅ 100 ൌ 133 

La puntuación que es preciso alcanzar para obtener la beca es 133 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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Proba de Avaliación do Bacharelato para 
o Acceso á Universidade 

CURSO: 2022–2023 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

 

Solución: 

a) Si A ൌ ቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ  

ሺ𝐴𝐵ሻ்  ൌ ቆቀ𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ ቀ 1 1
െ1 1

ቁቇ
்

ൌ ቀ𝑎 െ 𝑏 𝑎 ൅ 𝑏
𝑐 െ 𝑑 𝑐 ൅ 𝑑

ቁ
்

ൌ ቀ𝑎 െ 𝑏 𝑐 െ 𝑑
𝑎 ൅ 𝑏 𝑐 ൅ 𝑑

ቁ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ⇒ 

⇒ ቐ

𝑎 െ 𝑏 ൌ 1
𝑐 െ 𝑑 ൌ 0
𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 2
𝑐 ൅ 𝑑 ൌ 1

⇒

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝑎 ൌ

3
2

𝑏 ൌ
1
2

𝑐 ൌ
1
2

𝑑 ൌ
1
2

 

La matriz A es ቌ

𝟑

𝟐

𝟏

𝟐
𝟏

𝟐

𝟏

𝟐

ቍ 

 

b) Como A es inversible, su determinante es distinto de cero y por tanto  

ฬ
3 𝑥
𝑦 𝑧ฬ ൌ 3𝑧 െ 𝑥𝑦 ്  0  

Además 

𝐴 െ 3𝐼 ൌ ൬
3 𝑥
𝑦 𝑧൰ െ 3 ቀ1 0

0 1
ቁ ൌ ൬

3 𝑥
𝑦 𝑧൰ െ ቀ3 0

0 3
ቁ ൌ ൬

0 𝑥
𝑦 𝑧 െ 3൰ 

𝑑𝑒𝑡 ሺ 𝐴 െ 3𝐼 ሻ ൌ 0  ⇒  ฬ
0 𝑥
𝑦 𝑧 െ 3ฬ ൌ 0 ⇒  𝑥𝑦 ൌ 0 

Como 3𝑧 െ 𝑥𝑦 ്  0 resulta que 𝑧 ് 0  
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Hay que calcular 𝐴ିଵ  

𝐴 ൌ ൬
3 𝑥
𝑦 𝑧൰ 

ฬ
3 𝑥
𝑦 𝑧ฬ ൌ 3𝑧 െ 𝑥𝑦 ൌ 3𝑧 

𝐴் ൌ ቀ3 𝑦
𝑥 𝑧

ቁ 

𝐴ିଵ ൌ
1

3𝑧
ቀ

𝑧 െ𝑥
െ𝑦 3 ቁ ൌ ൮

𝑧
3𝑧

െ
𝑥

3𝑧

െ
𝑦

3𝑧
3

3𝑧

൲ ൌ ൮

1
3

െ
𝑥

3𝑧

െ
𝑦

3𝑧
1
𝑧

൲ 

ሺ3𝑧ሻ𝐴ିଵ ൅ 𝐼 ൌ 3𝑧 ൮

1
3

െ
𝑥

3𝑧

െ
𝑦

3𝑧
1
𝑧

൲ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ 

=ቀ
𝑧 െ𝑥

െ𝑦 3 ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ൬
𝑧 ൅ 1 െ𝑥

െ𝑦 4 ൰ ൌ ቀ 2 0
െ1 4

ቁ ⇒ ൝
𝑧 ൅ 1 ൌ 2

െ𝑥 ൌ 0
െ𝑦 ൌ െ1

⇒ ൝
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 1
𝑧 ൌ 1

 

Los valores son 𝒙 ൌ 𝟎; 𝒚 ൌ 𝟏; 𝒛 ൌ 𝟏 
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Problema 2: 

 

 

Solución: 

Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son 

𝑨 ൌ ൭
𝒎 ൅ 𝟏 𝟎 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏 𝟏 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏 𝒎 𝒎 െ 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝒎 ൅ 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏

𝟎
𝟏
𝒎

𝟏
𝟏

𝒎 െ 𝟏

𝟏
𝒎 ൅ 𝟏

𝒎
൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝒎 ൅ 𝟏 𝟎 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏 𝟏 𝟏
𝒎 ൅ 𝟏 𝒎 𝒎 െ 𝟏

อ ൌ ሺ𝒎 ൅ 𝟏ሻ อ
𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟏
𝟏 𝒎 𝒎 െ 𝟏

อ ൌ ሺ𝒎 ൅ 𝟏ሻሺ𝒎 െ 𝟐ሻ 

Si 𝑚 ് ሼെ1,2ሽ  el  rango  de  la  matriz  de  los  coeficientes,  A,  es  3,  y  por  tanto  el  rango  de  la  matriz 
ampliada  también  es  tres,  porque  no  puede  ser mayor.  Como  los  rangos  coinciden  y  son  iguales  al 
número de incógnitas, por el teorema de Rouché‐Fröbenius el sistema es compatible determinado, con 
solución única. 

Si 𝑚 ൌ െ1 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟏 𝟏
𝟎 െ𝟏 െ𝟐

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟎
𝟎
𝟎

𝟎
𝟏

െ𝟏

𝟏
𝟏

െ𝟐

𝟏
𝟎

െ𝟏
൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ0 1
1 1

ቚ ൌ െ1 es distinto de cero. 

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada 

อ
0 1 1
1 1 0

െ1 െ2 െ1
อ ൌ െ2 ൅ 1 ൅ 1 ൌ 0 

Por  tanto el  rango de  la matriz ampliada también es 2. Por el  teorema de Rouché‐Fröbenius al ser el 
rango coincidente y  menor que el número de incógnitas y el sistema es compatible indeterminado, con 
infinitas soluciones. 

Si 𝑚 ൌ 2 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
𝟑 𝟎 𝟏
𝟑 𝟏 𝟏
𝟑 𝟐 𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝟑
𝟑
𝟑

𝟎
𝟏
𝟐

𝟏
𝟏
𝟏

𝟏
𝟑
𝟐

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ0 1
1 1

ቚ ൌ െ1 es distinto de cero. 

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada añadiendo la columna de 
los términos independientes del sistema 
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อ
0 1 1
1 1 3
2 1 2

อ ൌ 3 

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de 
Rouché‐Fröbenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible. 

En resumen 

𝒎  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema 

് ሼെ𝟏, 𝟐ሽ 3  3 Compatible determinado 

‐1  2  2 Compatible indeterminado 

2  2  3 Incompatible 
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Problema 3: 

 

 

Solución 

a) El teorema de Rolle dice: 

"Si una función f contínua en el intervalo cerrado ሾ 𝑎, 𝑏 ሿ , derivable en ሺ 𝑎, 𝑏 ሻ y con 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ , 
entonces existe, al menos un punto 𝑐 perteneciente al intervalo ሺ 𝑎, 𝑏 ሻ de modo que la derivada en él 
se anula, 𝑓′ሺ𝑐ሻ ൌ 0 .” 

b) 

La función 𝑓ሺ𝑥ሻ en los extremos del intervalo es 

𝑓ሺ0ሻ ൌ ඥ1 െ 0ଶ ൌ 1 

𝑓ሺ1ሻ ൌ ඥ1 െ 1ଶ ൌ 0 

 

 Como 𝑓ሺ0ሻ  ്  𝑓ሺ1ሻ , no se dan las condiciones que exige el teorema de Rolle, por lo que el 
teorema no asegura la existencia del punto 𝑐 . De hecho este punto no existe porque 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫

ଶ√ଵି௫మ ൌ 0 ⇒  𝑥 ൌ 0  

El único punto donde se anula la derivada es en 𝑥 ൌ 0 , pero 0 ∉  ሺ 0, 1 ሻ  

No se dan las condiciones del teorema de Rolle y además el punto c no existe. 
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Problema 4: 

 

 

Solución 

a) ׬ 𝑠𝑒𝑛ହሺ𝑥ሻcos ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ൤
u ൌ senሺxሻ

du ൌ cos ሺxሻdx൨ ൌ ׬ 𝑢ହ𝑑𝑢 ൌ ௨ల

଺
൅ 𝐶 ൌ ௦௘௡లሺ௫ሻ

଺
൅ 𝐶 

න
ln ሺ𝑥ሻ

𝑥
𝑑𝑥 ൌ ൥

u ൌ ln ሺxሻ

du ൌ
1
x

dx
൩ ൌ න udu ൌ

uଶ

2
൅ C ൌ

lnଶሺxሻ
2

൅ C 

න 𝐬𝐞𝐧𝟓ሺ𝐱ሻ𝐜𝐨𝐬 ሺ𝐱ሻ𝐝𝐱 ൌ
𝐬𝐞𝐧𝟔ሺ𝐱ሻ

𝟔
൅ 𝐂 

න
𝐥𝐧 ሺ𝐱ሻ

𝐱
𝐝𝐱 ൌ

𝐥𝐧𝟐ሺ𝐱ሻ
𝟐

൅ 𝐂 

 

b) 𝐼 ൌ ׬
୪୬ ሺ௫ሻ

௫
𝑑𝑥 ൌ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑢 ൌ ln ሺ𝑥ሻ

𝑑𝑢 ൌ ௗ௫

௫

𝑑𝑣 ൌ ௗ௫

௫
𝑣 ൌ ln ሺ𝑥ሻ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

ൌ  lnሺ𝑥ሻ lnሺ𝑥ሻ െ ׬ ln ሺ𝑥ሻ ௗ௫

௫
 

Por tanto 

𝐼 ൌ lnሺ𝑥ሻ lnሺ𝑥ሻ െ 𝐼 ⇒ 2𝐼 ൌ lnሺ𝑥ሻ lnሺ𝑥ሻ ൅ 𝐶 ⇒ 𝐼 ൌ
𝑙𝑛ଶሺ𝑥ሻ

2
൅ 𝐶 

න
ln ሺ𝑥ሻ

𝑥
𝑑𝑥 ൌ ቈ

𝑙𝑛ଶሺ𝑥ሻ
2

቉
௘

஻

ൌ
𝑙𝑛ଶሺ𝐵ሻ

2

஻

௘
െ

𝑙𝑛ଶሺ𝑒ሻ
2

ൌ
𝑙𝑛ଶሺ𝐵ሻ

2
െ

1
2
 

Para que sea igual a 
ଷ

ଶ
 

𝑙𝑛ଶሺ𝐵ሻ
2

െ
1
2

ൌ
3
2

⇒
𝑙𝑛ଶሺ𝐵ሻ

2
ൌ 2 ⇒ 𝑙𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൌ 4 ⇒ ൜

lnሺ𝐵ሻ ൌ 2
lnሺ𝐵ሻ ൌ െ2

⇒ ቄ B ൌ 𝑒ଶ

𝐵 ൌ 𝑒ିଶ 

 

Los valores de B son 𝐞𝟐 y 𝐞ି𝟐. 
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Problema 5: 

 

 

Solución 

La recta 𝑟 puede ponerse como corte de dos planos 

൜
3𝑥 െ 3 ൌ 2𝑦
3𝑦 ൌ 3𝑧 ൅ 3 ⇒ ൜

3𝑥 െ 2𝑦 ൌ 3
𝑦 െ 𝑧 ൌ 1  

Podemos saber la posición relativa de la recta y el plano, estudiando el sistema de ecuaciones: 

൝
𝑎𝑥
3𝑥

൅
െ

𝑦
2𝑦
𝑦

൅

െ

𝑧

𝑧

ൌ
ൌ
ൌ

1
3
1
 

 Las matrices asociadas al sistema de ecuaciones son 

𝑨 ൌ ൭
𝒂 𝟏 𝟏
𝟑 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟏 െ𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
𝒂
𝟑
𝟎

𝟏
െ𝟐
𝟏

𝟏
𝟎

െ𝟏

𝟏
𝟑
𝟏

൱ 

|𝑨| ൌ อ
𝒂 𝟏 𝟏
𝟑 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟏 െ𝟏

อ ൌ 𝟐𝒂 ൅ 𝟔 

Si 𝑎 ് ሼെ3ሽ el rango de la matriz de los coeficientes, A, es 3, y por tanto el rango de la matriz ampliada 
también es  tres, porque no puede ser mayor. Como  los  rangos coinciden y  son  iguales al número de 
incógnitas,  por  el  teorema de Rouché‐Fröbenius  el  sistema es  compatible determinado,  con  solución 
única. La recta y el plano se cortan en un punto. 

Si 𝑎 ൌ െ3 las matrices son 

𝑨 ൌ ൭
െ𝟑 𝟏 𝟏
𝟑 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟏 െ𝟏

൱ ; 𝑨∗ ൌ ൭
െ𝟑
𝟑
𝟎

𝟏
െ𝟐
𝟏

𝟏
𝟎

െ𝟏

𝟏
𝟑
𝟏

൱ 

El rango de la matriz A es 2, porque el menor ቚ 1 1
െ2 0

ቚ ൌ 2 es distinto de cero. 

Calculamos el determinante de un menor de orden tres de la matriz ampliada 

อ
1 1 1

െ2 0 3
1 െ1 1

อ ൌ 10 

Como hay al menos un determinante de orden 3 en la matriz ampliada, su rango es 3. Por el teorema de 
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Rouché‐Fröbenius, al tener las dos matrices distinto rango, el sistema es incompatible. La recta y el 
plano son paralelos. 

En resumen 

𝒂  𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝑨 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐𝑨∗ Sistema Posición relativa

് െ𝟑  3  3  Compatible 

determinado 

La recta y el plano se 
cortan en un punto 

2  2  3  Incompatible La recta y el plano son 
paralelos 

 

Un vector perpendicular al plano es 𝑢ሬ⃗ ሺ 𝑎, 1,1 ሻ . Un vector director de la recta 𝑟 es 𝑣⃗ሺ 2,3,3 ሻ . La 
recta es perpendicular al plano cuando los vectores 𝑢ሬ⃗  y 𝑣⃗ son proporcionales. 

𝑎
2

ൌ
1
3

ൌ
1
3

⇒ 𝑎 ൌ
2
3
 

El valor de 𝒂 que hace que 𝝅 y 𝒓 sean perpendiculares es 𝒂 ൌ
𝟐

𝟑
 

𝑟 no puede estar contenida en 𝜋 . Según se ha visto mas arriba, la recta y el plano solo pueden 
cortarse en un punto o ser paralelas. 

𝒓 no puede estar contenida en 𝝅 porque la recta y el plano solo pueden cortarse en un 
punto o ser paralelas. 

 

b) Un vector perpendicular a 𝜋 es 𝑤ሬሬ⃗ ሺ െ3,1,1 ሻ  . Un punto y un vector director de  la  recta 𝑟  son 
𝐵ሺ 1, 𝑏, െ1 ሻ y 𝑟ሺ 2,3,3 ሻ . 

Para que la recta esté contenida en el plano, los vectores 𝑤ሬሬ⃗  y 𝑟 deben ser perpendiculares y 
además el punto B debe estar en el plano π . Para que los vectores sean perpendiculares, su producto 
escalar debe ser cero. 

𝑤ሬሬ⃗ ∙ 𝑟 ൌ 0 ⇒ ሺെ3ሻ2 ൅ 1 ∙ 3 ൅ 1 ∙ 3 ൌ 0 

Los vectores son perpendiculares entre sí 

Para que el punto B pertenezca al plano 

െ3 ∙ 1 ൅ 𝑏 ൅ ሺെ1ሻ ൌ 1 ⇒ 𝑏 ൌ 5 

Para 𝐛 ൌ 𝟓 la recta está contenida en el plano 
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Problema 6: 

 

 

Solución 

El punto de corte 𝑋 , de las dos rectas resulta de la solcuión del sistema de ecuaciones: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ൝

𝑥 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 0

𝑧 ൌ െ1 െ 𝜆

ቊ
𝑥 ൌ 𝜇

𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜇
𝑧 ൌ 0

⇒ ൝
2 ൅ 𝜆 ൌ 𝜇

0 ൌ െ1 ൅ 𝜇
െ1 െ 𝜆 ൌ 0

⇒ ൜
𝜆 ൌ െ1
𝜇 ൌ 1 ⇒ 𝑋ሺ1,0,0ሻ 

La distancia de π a 𝑋 es 

𝑑ሺ𝜋, 𝑋ሻ ൌ
|ଶ∙ଵି଴ା଴ିଵ|

ඥଶమାሺିଵሻమାଵమ ൌ ଵ

√଺
ൌ √଺

଺
  

La distancia del punto al plano es 
√𝟔

𝟔
 

 

b)  Para hallar el punto simétrico 𝑃′ de 𝑃 con respecto a π , hay que hallar una recta s 
perpendicular a π pasando por P . Después el punto de corte Y entre la recta s y el plano π . El punto P' 
será el punto tal que Y sea el punto medio del segmento PP' . 

Un vector perpendicular a π es 𝑢തሺ 2, െ1,1 ሻ . La recta s tiene por ecuación 

 ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝑡

𝑦 ൌ െ𝑡
𝑧 ൌ 𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ 

El punto de corte con π resulta de la solución del sistema de ecuaciones: 

൞
൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝑡

𝑦 ൌ െ𝑡
𝑧 ൌ 𝑡

2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

⇒ 2ሺ1 ൅ 2𝑡ሻ െ ሺെ𝑡ሻ ൅ 𝑡 ൌ 1 ⇒ 𝑡 ൌ െ
1
6

⇒ 𝑌 ൬
2
3

,
1
6

, െ
1
6

൰ 

El punto 𝑃ᇱሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ es tal que 
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൬
𝑎 ൅ 1

2
,
𝑏 ൅ 0

2
,
𝑐 ൅ 0

2
൰ ൌ ൬

2
3

,
1
6

, െ
1
6

൰ ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ൌ

1
3

𝑦 ൌ
1
3

𝑧 ൌ െ
1
3

 

El punto simétrico de P respecto de 𝛑 es 𝐏′ ቀ
𝟏

𝟑
,

𝟏

𝟑
, െ

𝟏

𝟑
ቁ 
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Problema 7: 

 

 

Solución 

a) Puesto que 𝐵 ⊂  𝐴 , si ocurre el hecho B , ocurre el hecho A y por tanto 𝑝ሺ 𝐴/𝐵 ሻ ൌ 1 . 

También puede demostrarse: 

Como 𝑝ሺ 𝐴 ∩  𝐵 ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐵ሻ  

𝑝ሺ 𝐴/𝐵 ሻ ൌ  ௣ሺ ஺ ∩ ஻ ሻ 

 ௣ሺ஻ሻ
 ൌ   ௣ሺ஻ሻ

 ௣ሺ஻ሻ
 ൌ 1  

C y D no pueden ser incompatibles, porque 

𝑝ሺ 𝐶 ∪  𝐷 ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐷ሻ െ 𝑝ሺ 𝐶 ∩ 𝐷 ሻ  

Como 𝑝ሺ 𝐶 ∪  𝐷 ሻ es como máximo 1 (el suceso seguro): 

𝑝ሺ𝐶ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐷ሻ െ 𝑝ሺ 𝐶 ∩  𝐷 ሻ  ൑  1 ⇒ 0.5 ൅ 0.6 െ 𝑝ሺ 𝐶 ∩  𝐷 ሻ  ൑  1  ⇒ 𝑝ሺ 𝐶 ∩  𝐷 ሻ  ൒  0.1  

Si E y F son independientes  

𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝐹 ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐸ሻ  ⋅  𝑝ሺ𝐹ሻ ൌ 0.3 ⋅  0.2 ൌ 0.06  

𝑝ሺ 𝐸 ∪  𝐹 ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐸ሻ ൅ 𝑝ሺ𝐹ሻ െ 𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝐹 ሻ ൌ 0.3 ൅ 0.2 െ 0.06 ൌ 0.44  

𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝐹ത ሻ ൌ 𝑝ሺ𝐸ሻ െ 𝑝ሺ 𝐸 ∩  𝐹 ሻ ൌ 0.3 െ 0.06 ൌ 0.24  

𝑷ሺ𝑨/𝑩ሻ ൌ 𝟏 

𝑷ሺ 𝑬 ∪  𝑭 ሻ ൌ 𝟎. 𝟒𝟒 

𝑷ሺ 𝑬 ∩  𝑭ഥ ሻ ൌ 𝟎. 𝟐𝟒 

 

b) Es una binomial 𝐵 ቀ7, ଵ

଺
ቁ donde se considera éxito a sacar un seis 

𝑝ሺ 𝑋 ൌ 2 ሻ ൌ ቀ7
2

ቁ ቀଵ

଺
ቁ

ଶ
ቀହ

଺
ቁ

ହ
 ൌ 0.2344  

La probabilidad de que salgan exactamente dos seises es 0.2344 
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Problema 8: 

 

 

Solución: 

Es una distribución normal 𝑁ሺ 123.6; 17.8 ሻ . Hay que calcular 𝑝ሺ 100 ൏ 𝑋 ൏ 120 ሻ  

𝑝ሺ 100 ൑  𝑋 ൑  120 ሻ ൌ 𝑝 ൬ 
100 െ 123.6

17.8
 ൑  𝑍 ൑  

120 െ 123.6
17.8

൰ ൌ 𝑝ሺ െ1.33 ൑  𝑍 ൑  െ0.20 ሻ ൌ  

ൌ 𝑝ሺ 0.2 ൑  𝑍 ൑  1.33 ሻ ൌ 𝑝ሺ 𝑍 ൑  1.33 ሻ െ 𝑝ሺ 𝑍 ൑  0.2 ሻ ൌ 0.9082 െ 0.5793 ൌ 0.3289  

La probabilidad de que un paciente elegido al azar tenga una tensión comprendida 
entre 100 y 120 mmHg es 0.3289 

 

Hay que calcular 𝑎 tal que 𝑝ሺ 𝑋 ൐ 𝑎 ሻ ൌ 0.67 . Como la probabilidad es mayor que 0.5, el valor de 
𝑎 debe ser menor que la media. 

𝑝ሺ 𝑋 ൐ 𝑎 ሻ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൐  
𝑎 െ 123.6

17.8
൰ ൌ 𝑝 ൬𝑍 ൑  

െ𝑎 ൅ 123.6
17.8

 ൰ ൌ 0.67 ⇒ 

 ⇒  
െ𝑎 ൅ 123.6

17.8
 ൌ 0.44  ⇒  𝑎 ൌ 123.6 െ 0.44 ⋅  17.8 ൌ 115.768  

El valor de la tensión que es superado por el 67 % de los pacientes es a = 115.728. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El  alumno  contestará  a  SÓLO  CINCO  ejercicios  de  entre  los  planteados.  En  caso  contrario,  el  corrector  corregirá  los  cinco  que  haya 
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuación. Es necesario justificar las respuestas. 
Se  permite  el  uso  de  calculadoras  científicas  siempre  que  no  sean  programables  ni  gráficas  ni  calculen  integrales.  Si  algún  alumno  es 
sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga 
derecho a que le proporcionen otra. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

 
Problema 2: 

 
Problema 3: 

 
Problema 4: 

 
Problema 5: 
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Problema 6: 

 
Problema 7: 

 
Problema 8: 

 
Problema 9: 

 
Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

Solución 

𝑎ሻ Por ser una función racional su dominio en el conjunto de  los números reales, excepto  los valores 
reales de 𝑥 que anulan el denominador. 

  ሺ𝑥 െ 2ሻሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 2 ⇒ 

 𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝑹 െ ሼ𝟏, 𝟐ሽ. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

௫

ሺ௫ିଶሻሺ௫ିଵሻ
ൌ 0. 

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒚 ൌ 𝟎 ሺ𝒆𝒋𝒆 𝑿ሻ 𝒆𝒔 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒙 ൌ 𝟏 𝒚 𝒙 ൌ 𝟐 𝒔𝒐𝒏 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 

 

𝑏ሻ  Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

ሺ௫ିଶሻሺ௫ିଵሻ
ൌ ௫

௫మିଷ௫ାଶ
.  

       𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ൉൫௫మିଷ௫ାଶ൯ି௫൉ሺଶ௫ିଷሻ

ሺ௫ିଶሻమሺ௫ିଵሻమ ൌ ௫మିଷ௫ାଶିଶ௫మାଷ௫

ሺ௫ିଶሻమሺ௫ିଵሻమ ൌ ି௫మାଶ

ሺ௫ିଶሻమሺ௫ିଵሻమ. 

  Por ser ሺ𝑥 െ 2ሻଶሺ𝑥 െ 1ሻଶ ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷ሺ𝑓ሻ, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ será positiva o negativa cuando sea positivo o 
negativo la expresión െ𝑥ଶ ൅ 2. 

  െ𝑥ଶ ൅ 2 ൌ 0;  𝑥ଶ ൌ 2 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ√2, 𝑥ଶ ൌ √2. 

  Siendo la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 2 una parábola cóncava ሺ∩ሻ por ser negativo el coeficiente de 
𝑥ଶ, que corta el eje de abscisas en los puntos 𝑃ଵ൫െ√2, 0൯ y 𝑃ଶ൫√2, 0൯. Teniendo en cuenta lo anterior y 
el dominio de la función, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
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𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐൫െ∞, െ√𝟐൯ ∪ ൫√𝟐, 𝟐൯ ∪ ሺ𝟐, ൅∞ሻ. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐൫െ√𝟐, 𝟏൯ ∪ ൫𝟏, √𝟐൯. 

  De  los  periodos  de  crecimiento  y  decrecimiento  se  deduce  que  la  función  tiene  un  mínimo 

relativo para 𝑥 ൌ െ√2 y un máximo relativo para 𝑥 ൌ √2. 

𝑓൫െ√2൯ ൌ ି√ଶ

൫ି√ଶିଶ൯൫ି√ଶିଵ൯
ൌ ି√ଶ

ଶା√ଶାଶ√ଶାଶ
ൌ ି√ଶ

ସାଷ√ଶ
ൌ

ି√ଶ൉൫ସିଷ√ଶ൯

൫ସାଷ√ଶ൯൉൫ସିଷ√ଶ൯
ൌ  

ൌ
െ√2 ൉ ൫4 െ 3√2൯

16 െ 18
ൌ

െ√2 ൉ ൫4 െ 3√2൯
െ2

ൌ
√2 ൉ ൫4 െ 3√2൯

2
⇒ 

𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐:  𝑨 ൤െ√𝟐, √𝟐൉൫𝟒ି𝟑√𝟐൯

𝟐
൨. 

 𝑓൫√2൯ ൌ √ଶ

൫√ଶିଶ൯൫√ଶିଵ൯
ൌ √ଶ

ଶି√ଶିଶ√ଶାଶ
ൌ √ଶ

ସିଷ√ଶ
ൌ √ଶ൉൫ସାଷ√ଶ൯

൫ସିଷ√ଶ൯൉൫ସାଷ√ଶ൯
ൌ  

ൌ
√2 ൉ ൫4 ൅ 3√2൯

16 െ 18
ൌ

√2 ൉ ൫4 ൅ 3√2൯
െ2

ൌ െ
√2 ൉ ൫4 ൅ 3√2൯

2
⇒ 

𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐:  𝑩 ൤√𝟐, െ √𝟐൉൫𝟒ା𝟑√𝟐൯

𝟐
൨. 
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Problema 2: 

 

Solución 

Los puntos de corte de las dos parábolas tienen por abscisas las raíces de la ecuación que resulta 
de la igualación de sus expresiones: 

𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1 ൌ െ2𝑥ଶ ൅ 2𝑥;   

3𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 1 ൌ 0;  𝑥 ൌ ସേ√ଵ଺ିଵଶ

଺
ൌ ସേଶ

଺
ൌ  

ൌ ଶേଵ

ଷ
⇒ ቊ

𝑥ଵ ൌ ଵ

ଷ
→ 𝐴 ቀଵ

ଷ
, ସ

ଽ
ቁ

𝑥ଶ ൌ 1 → 𝐵ሺ1, 0ሻ
.  

La parábola 𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1 ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻଶ es convexa ሺ∪ሻ por ser positivo el coeficiente de 𝑥ଶ y 
cuyo vértice es 𝐵ሺ1, 0ሻ.  

La parábola 𝑦 ൌ െ2𝑥ଶ ൅ 2𝑥 es cóncava ሺ∩ሻ por ser negativo el coeficiente de 𝑥ଶ cuyo vértice es 
el siguiente: 

𝑦ᇱ ൌ െ4𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
⇒ 𝐶 ቀଵ

ଶ
, ଵ

ଶ
ቁ. 

  La  situación  se  expresa,  de  forma  aproximada,  en  la  figura  adjunta,  de  la  cual  se  deduce  la 
superficie a calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾሺെ2𝑥ଶ ൅ 2𝑥ሻ െ ሺ𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

భ
య

ൌ ׬ ሺെ3𝑥ଶ ൅ 4𝑥 െ 1ሻଵ
భ
య

൉ 𝑑𝑥 ൌ 

ൌ ቂെ ଷ௫య

ଷ
൅ ସ௫మ

ଶ
െ 𝑥ቃభ

య

ଵ
ൌ ሾെ𝑥ଷ ൅ 2𝑥ଶ െ 𝑥ሿభ

య

ଵ ൌ  

ൌ ሺെ1ଷ ൅ 2 ൉ 1ଶ െ 1ሻ െ ൤െ ቀଵ

ଷ
ቁ

ଷ
൅ 2 ൉ ቀଵ

ଷ
ቁ

ଶ
െ ଵ

ଷ
൨ ൌ ଵ

ଶ଻
െ ଶ

ଽ
൅ ଵ

ଷ
ൌ ଵି଺ାଽ

ଶ଻
ൌ ସ

ଶ଻
⇒   

⇒ 𝑺 ൌ
𝟒

𝟐𝟕
 𝒖𝟐 ≅ 𝟎. 𝟏𝟒𝟖 𝒖𝟐. 
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Problema 3: 

  

Solución 

𝑎ሻ lim
௫→଴

ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥ଷሻ
భ
ೣ ൌ ሺ𝑒଴ ൅ 0ଷሻ

భ
బ ൌ ሺ1 ൅ 0ሻஶ ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑. 𝑑𝑒𝑙 𝑛º 𝑒 ⇒     

⇒ 𝐴 ൌ lim
௫→଴

ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥ଷሻ
భ
ೣ ;   𝐿𝐴 ൌ 𝐿 ቂlim

௫→଴
ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥ଷሻ

భ
ೣቃ ൌ lim

௫→଴
ቂLሺ𝑒௫ ൅ 𝑥ଷሻ

భ
ೣቃ ൌ  

ൌ lim
௫→଴

ቂଵ

௫
൉ 𝐿ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥ଷሻቃ ൌ lim

௫→଴

௅൫௘ೣା௫య൯

௫
ൌ

௅൫௘బା଴య൯

଴
ൌ ௅ሺଵା଴ሻ

଴
ൌ ௅ଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→଴

೐ೣశయೣమ

೐ೣశೣయ

ଵ
ൌ lim

௫→଴

௘ೣାଷ௫మ

௘ೣା௫య ൌ ௘బାଷ൉଴మ

௘బା଴య ൌ ଵା଴

ଵା଴
ൌ 1 ⇒  

  ⇒ 𝐿𝐴 ൌ 1 ⇒ 𝐴 ൌ 𝑒ଵ ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

ሺ𝒆𝒙 ൅ 𝒙𝟑ሻ
𝟏
𝒙 ൌ 𝒆. 

 

bሻ  lim
௫→ାஶ

ቀ௫మିଵ

௫ାଶ
െ ௫మାଵ

௫ିଶ
ቁ ൌ ∞ െ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ lim

௫→ାஶ

൫௫మିଵ൯ሺ௫ିଶሻି൫௫మାଵ൯ሺ௫ାଶሻ

ሺ௫ାଶሻሺ௫ିଶሻ
ൌ   

ൌ lim
௫→ାஶ

𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2 െ 𝑥ଷ െ 2𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2
𝑥ଶ െ 4

ൌ lim
௫→ାஶ

െ4𝑥ଶ െ 2𝑥
𝑥ଶ െ 4

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

ቀ
𝒙𝟐ି𝟏

𝒙ା𝟐
െ

𝒙𝟐ା𝟏

𝒙ି𝟐
ቁ ൌ െ𝟒.  

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)307 

Problema 4: 

 

Solución 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 𝑎 ൅ 1 1
1 1 𝑎 ൅ 1

𝑎 ൅ 1 1 1
൱ y 𝑀′ ൌ ൭

1 𝑎 ൅ 1 1
1 1 𝑎 ൅ 1

𝑎 ൅ 1 1 1
    

𝑎
𝑎
𝑎

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

       |𝑀| ൌ อ
1 𝑎 ൅ 1 1
1 1 𝑎 ൅ 1

𝑎 ൅ 1 1 1
อ ൌ 

ൌ 1 ൅ 1 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻଷ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 2 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻଷ െ 3ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 

ൌ 2 ൅ 𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 1 െ 3𝑎 െ 3 ൌ 𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൌ 𝑎ଶሺ𝑎 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒ ൜
𝑎ଵ ൌ 0   
𝑎ଶ ൌ െ3.   

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ 𝒂 ് 𝟎
𝒂 ് െ𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

    
0
0
0

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟏 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

(Con dos grados de libertad, o sea, dos parámetros). 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ2 1
1 1 െ2

െ2 1 1
    

െ3
െ3
െ3

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ଷሽ ⇒  

⇒ อ
1 െ2 െ3
1 1 െ3

െ2 1 െ3
อ ൌ െ3 െ 3 െ 12 െ 6 ൅ 3 െ 6 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

 

Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ3: 

  Resolviendo por la regla de Cramer: 

𝑥 ൌ
อ
௔ ௔ାଵ ଵ
௔ ଵ ௔ାଵ
௔ ଵ ଵ

อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ

௔൉อ
ଵ ௔ାଵ ଵ
ଵ ଵ ௔ାଵ
ଵ ଵ ଵ

อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ ଵାଵାሺ௔ାଵሻమିଵିሺ௔ାଵሻିሺ௔ାଵሻ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ  
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ൌ ଵା௔మାଶ௔ାଵି௔ିଵି௔ିଵ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔మ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔

௔ାଷ
. 

 𝑦 ൌ
อ

ଵ ௔ ଵ
ଵ ௔ ௔ାଵ

௔ାଵ ௔ ଵ
อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ

௔൉อ
ଵ ଵ ଵ
ଵ ଵ ௔ାଵ

௔ାଵ ଵ ଵ
อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ ଵାଵାሺ௔ାଵሻమିሺ௔ାଵሻିሺ௔ାଵሻିଵ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ 

ൌ ଵାሺ௔ାଵሻమିଶሺ௔ାଵሻ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ  ଵା௔మାଶ௔ାଵିଶ௔ିଶ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔మ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔

௔ାଷ
. 

𝑧 ൌ
อ

ଵ ௔ାଵ ௔
ଵ ଵ ௔

௔ାଵ ଵ ௔
อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ

௔൉อ
ଵ ௔ାଵ ଵ
ଵ ଵ ଵ

௔ାଵ ଵ ଵ
อ

௔మሺ௔ାଷሻ
ൌ ଵାଵାሺ௔ାଵሻమିሺ௔ାଵሻିଵିሺ௔ାଵሻ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ  

ൌ ଵାሺ௔ାଵሻమିଶሺ௔ାଵሻ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ଵା௔మାଶ௔ାଵିଶ௔ିଶ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔మ

௔ሺ௔ାଷሻ
ൌ ௔

௔ାଷ
. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝒚 ൌ 𝒛 ൌ
𝒂

𝒂ା𝟑
, ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟎, െ𝟑ሽ. 

 

Para  𝑎 ൌ 0  el  sistema  resulta 

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ,  que  es  homogéneo  y  también  compatible 

indeterminado, equivalente a 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0. 

Haciendo 𝑦 ൌ 𝜆, 𝑧 ൌ 𝜇; 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝝀 െ 𝝁;   𝒚 ൌ 𝝀;   𝒛 ൌ 𝝁, ∀𝝀, 𝝁 ∈ 𝑹. 
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Problema 5: 

 

Solución 

  El  determinante  de  una matriz  es  igual  que  el  determinante  de  su  traspuesta,  por  lo  cual,  el 
apartado (1) no produce variación en el valor del determinante. 

  Si se intercambian dos líneas de una matriz, el valor de su determinante cambia de signo, por lo 
cual, el aparado (2) cambia de signo el valor del determinante. 

  Si  se multiplica  una  línea  de  una matriz  por  un  número  real,  el  valor  del  determinante  de  la 
matriz  queda  multiplicado  por  dicho  número,  por  lo  cual,  el  apartado  (3)  multiplica  el  valor  del 
determinante por െ4. 

  Como se multiplica  la matriz por un número, y  la matriz es de dimensión 4 ൈ 4, por  lo cual, el 
apartado (4) multiplica el valor del determinante de la matriz por 4ସ. 

  Teniendo en cuenta lo anterior, el valor resultante es el siguiente: 

  𝐷 ൌ 2 ൉ ሺെ1ሻ ൉ ሺെ4ሻ ൉ 4ସ ൌ 2 ൉ 4ହ ⇒ 

𝑫 ൌ 𝟐. 𝟎𝟒𝟖. 
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Problema 6: 

 

Solución 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ อ
1 1 0

𝑎 െ 1 𝑎ଶ െ 1 1
𝑎ଶ െ 1 𝑎 െ 1 𝑎 ൅ 1

อ ൌ 

ൌ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ െ ሺ𝑎 െ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 െ 1ሻ ൌ  

ൌ 𝑎ଷ ൅ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 1 ൅ 𝑎ଶ െ 1 െ 𝑎 ൅ 1 െ 𝑎ଶ ൅ 1 ൌ 𝑎ଷ ൅ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ  

ൌ 𝑎ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 0;  𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ିଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ିଵേଷ

ଶ
⇒   

⇒ 𝑎ଶ ൌ െ2, 𝑥ଷ ൌ 1. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒆𝒔 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼെ𝟐, 𝟎, 𝟏ሽ. 

Para 𝑎 ൌ 2 la matriz es 𝐴 ൌ ൭
1 1 0
1 3 1
3 1 3

൱.  

Se obtiene su inversa por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ൭
1 1 0
1 3 1
3 1 3

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ൜
𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵ

𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 3𝐹ଵ
ൠ ⇒  

⇒ ൭
1 1 0
0 2 1
0 െ2 3

อ
1 0 0

െ1 1 0
െ3 0 1

൱ ⇒ ቄ𝐹ଶ → ଵ

ଶ
𝐹ଶቅ ⇒ ൭

1 1 0
0 1 భ

మ

0 െ2 3
อ

1 0 0
ష

భ
మ

భ
మ 0

െ3 0 1
൱ ⇒  

⇒ ൜
𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଶ

𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 2𝐹ଶ
ൠ ⇒ ቌ

1 0 ష
భ
మ

0 1 భ
మ

0 0 4
ቮ

య
మ

ష
భ
మ 0

ష
భ
మ

భ
మ 0

െ4 1 1
ቍ ⇒ ቄ𝐹ସ → ଵ

ସ
𝐹ସቅ ⇒  

⇒ ቌ
1 0 ష

భ
మ

0 1 భ
మ

0 0 1
ቮ

య
మ

ష
భ
మ 0

ష
భ
మ

భ
మ 0

െ1 భ
ర

భ
ర

ቍ ⇒ ቐ
𝐹ଵ → 𝐹ଵ ൅ ଵ

ଶ
𝐹ଷ

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ ଵ

ଶ
𝐹ଶ

ቑ ⇒ ቌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቮ
1 ష

య
ఴ

భ
ఴ

0 య
ఴ ష

భ
ఴ

െ1 భ
ర

భ
ర

ቍ ⇒  

⇒ 𝑨ି𝟏 ൌ ቌ
𝟏 ష

𝟑
𝟖

𝟏
𝟖

𝟎 𝟑
𝟖 ష

𝟏
𝟖

െ𝟏 𝟏
𝟒

𝟏
𝟒

ቍ ൌ
𝟏

𝟖
൉ ൭

𝟖 െ𝟑 𝟏
𝟎 𝟑 െ𝟏

െ𝟖 𝟐 𝟐
൱. 
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Problema 7: 

 

Solución 

La expresión de la recta 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

𝑟 ≡ ௫ିଷ

଴
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭ିହ

ଵ
⇒ 𝑟 ≡ ൜

𝑥 െ 3 ൌ 0       
𝑦 ൅ 1 ൌ 𝑧 െ 5;   𝑟 ≡ ൜

𝑥 െ 3 ൌ 0       
𝑦 െ 𝑧 ൅ 6 ൌ 0. 

La recta 𝑟 el plano 𝜋 determinan el sistema 
                             𝑥 ൌ 3
                  𝑦 െ 𝑧 ൌ െ6
3𝑥 ൅ 2𝑦 െ 11𝑧 ൌ െ3

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 0 0
0 1 െ1
3 2 െ11

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 െ1
3 2 െ11

     
3

െ6
െ3

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ La recta está contenida en el plano. 

2º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es paralela al plano. 

3º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es secante al plano. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 0 0
0 1 െ1
3 2 െ11

อ ൌ െ11 ൅ 2 ൌ െ9 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 3. 

 

𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 
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Problema 8: 

 

Solución 

La  recta  𝑡  que  pasa  por 𝐴ሺ0, 2, 3ሻ  y  es  perpendicular  al  plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4  tiene  como 
vector director al vector normal de 𝜋: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ1ሻ. 

La expresión de 𝑡 dada por unas ecuaciones paramétricas es: 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆        
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 𝜆

.  

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 es la solución del sistema que forman: 

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4

      𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆        
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 𝜆

ൢ ⇒ 𝜆 ൅ ሺ2 ൅ 𝜆ሻ െ ሺ3 െ 𝜆ሻ ൌ 4;    

𝜆 ൅ 2 ൅ 𝜆 െ 3 ൅ 𝜆 ൌ 4;   3𝜆 ൌ 5 ⇒ 𝜆 ൌ ହ

ଷ
⇒  

⇒ 𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ ହ

ଷ
                 

𝑦 ൌ 2 ൅ ହ

ଷ
ൌ ଵଵ

ଷ

𝑧 ൌ 3 െ ହ

ଷ
ൌ ସ

ଷ
  ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 ቀହ

ଷ
, ଵଵ

ଷ
, ସ

ଷ
ቁ. 

  Tiene que cumplirse que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

  𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂቀହ

ଷ
, ଵଵ

ଷ
, ସ

ଷ
ቁ െ ሺ0, 2, 3ሻቃ ൌ ቀହ

ଷ
, ହ

ଷ
, െ ହ

ଷ
ቁ. 

  𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ቀହ

ଷ
, ଵଵ

ଷ
, ସ

ଷ
ቁቃ ൌ ቀ𝑥 െ ହ

ଷ
, 𝑦 െ ଵଵ

ଷ
, 𝑧 െ ସ

ଷ
ቁ. 

ቀହ

ଷ
, ହ

ଷ
, െ ହ

ଷ
ቁ ൌ ቀ𝑥 െ ହ

ଷ
, 𝑦 െ ଵଵ

ଷ
, 𝑧 െ ସ

ଷ
ቁ ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 െ ହ

ଷ
ൌ ହ

ଷ
→ 𝑥 ൌ ଵ଴

ଷ
      

𝑦 െ ଵଵ

ଷ
ൌ ହ

ଷ
→ 𝑦 ൌ ଵ଺

ଷ
    

𝑧 െ ସ

ଷ
ൌ െ ହ

ଷ
→ 𝑧 ൌ െ ଵ

ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒  

⇒ 𝑨′ ቀ
𝟏𝟎

𝟑
,

𝟏𝟔

𝟑
, െ

𝟏

𝟑
ቁ. 

   

𝐴ᇱሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝐴ሺ0, 2, 3ሻ
𝑡 

𝜋 

𝑀 
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Problema 9: 

 

Solución 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐷ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐷/𝐶ሻ ൌ  

ൌ 0,80 ൉ 0,10 ൅ 0,10 ൉ 0,20 ൅ 0,10 ൉ 0,05 ൌ 0,080 ൅ 0,020 ൅ 0,005 ൌ 0,105. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐷ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ଴,଼଴൉଴,ଵ଴

଴,ଵ଴ହ
ൌ ଴,଴଼଴

଴,ଵ଴ହ
ൌ 0,7619. 

   

0,10
0,90

0,80
0,20

0,05
0,95

0,80 

0,10 

0,10 
𝐶 

𝐵 

𝐴 

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

𝐷

→ 𝑝 ൌ 0,80 ൉ 0,90 ൌ 0,7200 

→ 𝑝 ൌ 0,80 ൉ 0,10 ൌ 0,0800 

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,20 ൌ 0,0200 

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,80 ൌ 0,0800 

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,05 ൌ 0,0050 

→ 𝑝 ൌ 0,10 ൉ 0,95 ൌ 0,0950 
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Problema 10: 

 
Solución 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 26;   𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ26, 5ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ଺

ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 31ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଷଵିଶ଺

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 1ሻ ൌ  

ൌ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻሿ ൌ 1 െ 0,8413 ൌ 0,1587. 

𝑷ሺ𝑿 ൒ 𝟑𝟏ሻ ൌ 𝟎, 𝟏𝟓𝟖𝟕. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ21 ൏ 𝑋 ൏ 31ሻ ൌ 𝑃 ቀଶଵିଶ଺

ହ
൏ 𝑍 ൏ ଷଵିଶ଺

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିହ

ହ
൏ 𝑍 ൏ ହ

ହ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ1 ൏ 𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0,8413 െ 1 ൌ 1,6826 െ 1 ൌ 0,6826. 

𝑷ሺ𝟐𝟏 ൏ 𝑿 ൏ 𝟑𝟏ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟖𝟐𝟔. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
El  alumno  contestará  a  SÓLO  CINCO  ejercicios  de  entre  los  planteados.  En  caso  contrario,  el  corrector  corregirá  los  cinco  que  haya 
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuación. Es necesario justificar las respuestas. 
Se  permite  el  uso  de  calculadoras  científicas  siempre  que  no  sean  programables  ni  gráficas  ni  calculen  integrales.  Si  algún  alumno  es 
sorprendido con una calculadora no autorizada, podrá ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirará la calculadora sin que tenga 
derecho a que le proporcionen otra. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 
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Problema 9: 

 

 

Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución 

𝑎ሻ   El dominio de una función racional es el conjunto de valores reales, excepto los valores reales de 
𝑥 que anulan el denominador, por lo cual: 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼ0ሽ. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

        𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ േ∞ ⇒ 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador (sin que se anule el numerador). 

  Asíntota vertical: 𝒙 ൌ 𝟎 ሺ𝑬𝒋𝒆 𝒀ሻ. 

Asíntotas oblicuas:   Son de la forma 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, siendo: 

𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
  y  𝑛 ൌ lim

௫→ஶ
ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ, con 𝑚 finito y 𝑚 ് 0. 

  𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

భశరೣరషೣమ

ೣ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

ଵାସ௫రି௫మ

௫మ ൌ ∞. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂𝒔. 

 

𝑏ሻ   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
൫ଵ଺௫యିଶ௫൯൉௫ି൫ଵାସ௫రି௫మ൯൉ଵ

௫మ ൌ ଵ଺௫రିଶ௫మିଵିସ௫రା௫మ

௫మ ൌ ଵଶ௫రି௫మିଵ

௫మ . 

      𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଵଶ௫రି௫మିଵ

௫మ ൌ 0;  12𝑥ସ െ 𝑥ଶ െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 𝑥ଶ ⇒ 

⇒ 12𝑎ଶ െ 𝑎 െ 1 ൌ 0;   𝑎 ൌ 𝑥 ൌ ଵേ√ଵାସ଼

ଶସ
ൌ ଵേ√ସଽ

ଶସ
ൌ ଵേ଻

ଶସ
⇒ 𝑎ଵ ൌ ଵ

ଷ
, 𝑎ଶ ൌ െ ଵ

ସ
. 

  Deshaciendo el cambio de variable: 

   𝑎ଵ ൌ ଵ

ଷ
⇒ 𝑥ଶ ൌ ଵ

ଷ
⇒ 𝑥ଵ ൌ െ √ଷ

ଷ
, 𝑥ଶ ൌ √ଷ

ଷ
.        𝑎ଶ ൌ െ ଵ

ସ
⇒ 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ସ
⇒ 𝑥 ∉ 𝑅. 
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  Por ser 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ la función es simétrica con respecto al origen. 

  Considerando, por ejemplo, el valor 𝑥 ൌ 1 ∈ ቀ√ଷ

ଷ
, ൅∞ቁ: 

  𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ ଵଶ൉ଵరିଵమିଵ

ଵమ ൌ 12 െ 1 െ 1 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

.  Teniendo en cuenta lo anterior, el dominio de la función y la simetría con respecto al origen, los 
periodos de crecimiento y decrecimiento de la función son los siguientes: 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ቀെ∞, െ √𝟑

𝟑
ቁ ∪ ቀ√𝟑

𝟑
, ൅∞ቁ. 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ቀെ √𝟑

𝟑
, 𝟎ቁ ∪ ቀ𝟎, √𝟑

𝟑
ቁ. 

La condición necesaria para que una función tenga un máximo o un mínimo relativo es que se 
anule su primera derivada.  

Para  diferenciar  los máximos  de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda derivada:  si  es  negativa 
para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
൫ସ଼௫యିଶ௫൯൉௫మି൫ଵଶ௫రି௫మିଵ൯൉ଶ௫

௫ర ൌ ସ଼௫రିଶ௫మିଶସ௫రାଶ௫మାଶ

௫య ൌ ଶସ௫రାଶ

௫య . 

𝑓ᇱᇱ൫ି√య
య

൯ ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ √ଷ

ଷ
. 

𝑓 ቀି
√ଷ
ଷ

ቁ ൌ
1 ൅ 4

81 െ 1
9

െ √3
3

ൌ

81 ൅ 4 െ 9
81

െ √3
3

ൌ െ
76

27√3
ൌ െ

76√3
81

⇒ 

𝑴í𝐧.  𝑨 ቀെ √𝟑

𝟑
, െ

𝟕𝟔√𝟑

𝟖𝟏
ቁ.  

Por simetría con respecto al origen: ⇒ 

𝑴á𝐱.  𝑩 ቀ√𝟑

𝟑
,

𝟕𝟔√𝟑

𝟖𝟏
ቁ. 
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Problema 2: 

 

Solución 

Los  puntos  de  corte  de  las  parábolas  se  obtienen  teniendo  en  cuenta  que  las  abscisas  de  los 
puntos de intersección de las parábolas son las soluciones de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 

       𝑥ଶ െ 8𝑥 ൌ 10 െ 𝑥ଶ;   

2𝑥ଶ െ 8𝑥 െ 10 ൌ 0;  𝑥ଶ െ 4𝑥 െ 5 ൌ 0;   

𝑥 ൌ ସേ√ଵ଺ାଶ଴

ଶ
ൌ ସേ√ଷ଺

ଶ
ൌ ସേ଺

ଶ
ൌ 2 േ 3 ⇒  

⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ െ1, → 𝐴ሺെ1, 9ሻ
𝑥ଶ ൌ 5, → 𝐵ሺ5, െ15ሻ.    

La  parábola  𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 8𝑥,  que  es  convexa  ሺ∪ሻ  por  ser 
positivo  el  coeficiente  de  𝑥ଶ,  tiene  su  vértice  en  el  punto 
siguiente: 

𝑦ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 4 ൌ 0;  𝑥 െ 4 ൌ 0;  

𝑥 ൌ 4 ⇒ 𝑉ଵሺ4, െ16ሻ. 

  Otros puntos de la parábola son 𝑂ሺ0, 0ሻ y 𝐶ሺ8, 0ሻ. 

La  parábola  𝑦 ൌ 10 െ 𝑥ଶ,  que  es  cóncava  ሺ∩ሻ,  por  ser 
negativo  el  coeficiente  de  𝑥ଶ,  tiene  su  vértice  en  el  punto 
𝑉ଶሺ0, 10ሻ. 

  La  representación  gráfica  de  la  situación  se  expresa,  de 
forma aproximada, en la figura adjunta. 

La superficie pedida es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾሺ10 െ 𝑥ଶሻ െ ሺ𝑥ଶ െ 8𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ହ

ିଵ ൌ ׬ ሺെ2𝑥ଶ ൅ 8𝑥 ൅ 10ሻହ
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ቂെ ଶ௫య

ଷ
൅ ଼௫మ

ଶ
൅ 10𝑥ቃ

ିଵ

ହ
ൌ ቂെ ଶ௫య

ଷ
൅ 4𝑥ଶ ൅ 10𝑥ቃ

ିଵ

ହ
ൌ  

ൌ ቀെ ଶ൉ହయ

ଷ
൅ 4 ൉ 5ଶ ൅ 10 ൉ 5ቁ െ ቂെ ଶ൉ሺିଵሻయ

ଷ
൅ 4 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 10 ൉ ሺെ1ሻቃ ൌ   

ൌ െ
250

3
൅ 100 ൅ 50 െ

2
3

െ 4 ൅ 10 ൌ െ
252

3
൅ 154 ൌ െ84 ൅ 156 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟕𝟐 𝒖𝟐.   

𝑌 

𝑂 
𝑋

𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 8𝑥

8 

െ3

െ10

4 

6

𝑆 

𝐵
𝑉ଵ

< 

𝐴 

𝐶

𝑉ଶ 

3 

െ5

𝑦 ൌ 10 െ 𝑥ଶ

െ15
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Problema 3: 

 

Solución 

𝑎ሻ lim
௫→଴

ሺcos 2𝑥ሻ
య

ೣమ ൌ ሺcos 0ሻ
య

బమ ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. 𝑑𝑒𝑙 𝑛º 𝑒. 

         𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥 ൌ cos 2𝑥
𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 ൌ 1          

ൠ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥 ൌ cos 2𝑥
െ𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥 െ 𝑐𝑜𝑠ଶ𝑥 ൌ െ1   

ቅ ⇒ cos 2𝑥 ൌ 1 െ 2𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥.  

  lim
௫→଴

ሺcos 2𝑥ሻ
య

ೣమ ൌ 𝐴.   Tomando logaritmos neperianos: 

𝐿𝐴 ൌ 𝐿 ቂlim
௫→଴

ሺcos 2𝑥ሻ
య

ೣమቃ ൌ lim
௫→଴

ቂ𝐿 ሺcos 2𝑥ሻ
య

ೣమቃ ൌ lim
௫→଴

ቂ ଷ

௫మ ൉ 𝐿 ሺcos 2𝑥ሻቃ ൌ  

ൌ 3 ൉ lim
௫→଴

௅ ሺୡ୭ୱ ଶ௫ሻ

௫మ ൌ 3 ൉ ௅ ሺୡ୭ୱ ଴ሻ

଴మ ൌ 3 ൉ ௅ଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 ൌ 3 ൉ lim
௫→଴

షమ൉ೞ೐೙ మೣ
ౙ౥౩ మೣ

ଶ௫
ൌ െ6 ൉ lim

௫→଴

ଵ

ୡ୭ୱ ଶ௫
൉ lim

௫→଴

௦௘௡ ଶ௫

ଶ௫
ൌ െ6 ൉ 1 ൉ 1 ൌ െ6 ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 ൌ െ6 ⇒ 

𝑨 ൌ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

ሺ𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙ሻ
𝟑

𝒙𝟐 ൌ 𝒆ି𝟔 ൌ
𝟏

𝒆𝟔.  

 

bሻ  lim
௫→ஶ

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
భ
ೣ ൌ ሺ1 ൅ ∞ሻ

భ
ಮ ൌ ∞଴ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ lim

௫→ஶ
ሺ1 ൅ 𝑥ሻ

భ
ೣ ൌ 𝐴 ⇒  

⇒ Tomando logaritmos neperianos: 

 

       𝐿𝐴 ൌ 𝐿 ቂ lim
௫→ஶ

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
భ
ೣቃ ൌ lim

௫→ஶ
ቂ𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ሻ

భ
ೣቃ ൌ lim

௫→ஶ
ቂଵ

௫
൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ሻቃ ൌ lim

௫→ஶ

௅ሺଵା௫ሻ

௫
ൌ  

ൌ ௅ሺଵାஶሻ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→ஶ

భ
ೣశభ

ଵ
ൌ lim

௫→ஶ

ଵ

௫ାଵ
ൌ ଵ

ஶାଵ
ൌ ଵ

ஶ
ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝐿𝐴 ൌ 0 ⇒ 𝐴 ൌ 𝑒଴ ൌ 1 ⇒ 

𝑨 ൌ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→ஶ

ሺ𝟏 ൅ 𝒙ሻ
𝟏
𝒙 ൌ 𝟏. 
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Problema 4: 

 

Solución 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ อ
1 𝑎 ൅ 1 1
1 1 𝑎 ൅ 1

𝑎 ൅ 1 1 1
อ ൌ 0; 

1 ൅ 1 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻଷ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0;  

2 ൅ 𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 1 െ 3𝑎 െ 3 ൌ 0;  𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൌ 0;  𝑎ଶሺ𝑎 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑎ଵ ൌ 0, 𝑎ଶ ൌ െ3.  

 𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒆𝒏 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟎, െ𝟑ሽ. 

 

  Para 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝐴 ൌ ൭
1 3 1
1 1 3
3 1 1

൱.      |𝐴| ൌ อ
3 3 0
2 4 2
7 0 െ6

อ ൌ 2ଶ ൉ ሺ2 ൅ 3ሻ ൌ 20. 

𝐴௧ ൌ ൭
1 1 3
3 1 1
1 3 1

൱.       𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚ1 1
3 1

ቚ െ ቚ3 1
1 1

ቚ ቚ3 1
1 3

ቚ

െ ቚ1 3
3 1

ቚ ቚ1 3
1 1

ቚ െ ቚ1 1
1 3

ቚ

ቚ1 3
1 1

ቚ െ ቚ1 3
3 1

ቚ ቚ1 1
3 1

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ 

ൌ ൭
െ2 െ2 8
8 െ2 െ2

െ2 8 െ2
൱ ൌ െ2 ൉ ൭

1 1 4
4 1 1
1 4 1

൱.  

𝐴ିଵ ൌ
𝐴𝑑𝑗.  𝑑𝑒 𝐴௧

|𝐴|
ൌ

െ2 ൉ ൭
1 1 4
4 1 1
1 4 1

൱

20
 ⇒ 

𝑨ି𝟏 ൌ െ
𝟏

𝟏𝟎
൉ ൭

𝟏 𝟏 𝟒
𝟒 𝟏 𝟏
𝟏 𝟒 𝟏

൱. 
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Problema 5: 

 

Solución 

𝑎ሻ   𝑀𝑀௧ ൌ ൬
2 𝑥
0 𝑦൰ ൉ ൬

2 0
𝑥 𝑦൰ ൌ ቀ5 1

1 1
ቁ ;  ൬

4 ൅ 𝑥ଶ 𝑥𝑦
𝑥𝑦 𝑦ଶ൰ ൌ ቀ5 1

1 1
ቁ ⇒ 

⇒ 𝑦ଶ ൌ 1 ⇒ 𝑦 ൌ േ1;   4 ൅ 𝑥ଶ ൌ 5;  𝑥ଶ ൌ 1 ⇒ 𝑥 ൌ േ1.  𝑥𝑦 ൌ 1. 

𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒𝑟𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: ൜
𝑥 ൌ 1
𝑦 ൌ 1ൠ ⇒ 𝑀ଵ ൌ ቀ2 1

0 1
ቁ;   𝑆𝑒𝑔𝑢𝑛𝑑𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: ൜

𝑥 ൌ െ1
𝑦 ൌ െ1ൠ ⇒ 𝑀ଶ ൌ ቀ2 െ1

0 െ1
ቁ. 

𝑏ሻ     ቄ𝐴𝑋 ൅ 𝐵𝑌 ൌ 𝐶
𝐴𝑋 ൌ 𝑌           

;   𝐴𝑋 ൅ 𝐵𝑌 ൌ 𝐶
െ𝐴𝑋 ൌ െ𝑌

ቅ ⇒ 𝐵𝑌 ൌ 𝐶 െ 𝑌;   𝐵𝑌 ൅ 𝑌 ൌ 𝐶;  ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ ൉ 𝑌 ൌ 𝐶;  

ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൉ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ ൉ 𝑌 ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐶;   𝐼 ൉ 𝑌 ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐶;   𝑌 ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐶. 

   𝐵 ൅ 𝐼 ൌ ቀ2 0
1 1

ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ3 0
1 2

ቁ.  |𝐵 ൅ 𝐼| ൌ ቚ3 0
1 2

ቚ ൌ 6. 

ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ3 1
0 2

ቁ.  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ 2 0
െ1 3

ቁ. 

ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ሺ஻ାூሻ೟

|஻ାூ|
ൌ

ቀ ଶ ଴
ିଵ ଷ

ቁ

଺
 ⇒ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൌ ଵ

଺
൉ ቀ 2 0

െ1 3
ቁ. 

𝑌 ൌ ሺ𝐵 ൅ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐶 ൌ ଵ

଺
൉ ቀ 2 0

െ1 3
ቁ ൉ ቀ15 3

7 3
ቁ ൌ ଵ

଺
൉ ቀ30 6

6 6
ቁ ⇒ 𝑌 ൌ ቀ5 1

1 1
ቁ. 

𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝑌;  𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝑌;   𝐼 ൉ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝑌 ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝑌.  

|𝐴| ൌ ቚ2 1
0 1

ቚ ൌ 2;  𝐴௧ ൌ ቀ2 0
1 1

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀ1 െ1
0 2

ቁ.  

𝐴ିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ஺೟

|஺|
ൌ

ቀଵ ିଵ
଴ ଶ

ቁ

ଶ
 ⇒ 𝐴ିଵ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀ1 െ1

0 2
ቁ. 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝑌 ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀ1 െ1

0 2
ቁ ൉ ቀ5 1

1 1
ቁ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀ4 0

2 2
ቁ ⇒ 𝑋 ൌ ቀ2 0

1 1
ቁ.   
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Problema 6: 

 

Solución 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ൭
0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଶሽ ⇒  

⇒ ൭
1 െ4 െ5
0 3 4

െ1 3 4
อ
0 1 0
1 0 0
0 0 1

൱ ⇒ ൜
𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 𝐹ଵ

𝐹ଶ → భ
య
𝐹ଶ

ൠ ⇒ ൭
1 െ4 െ5
0 1 ర

య

0 െ1 െ1
อ
0 1 0
భ
య 0 0
0 1 1

൱ ⇒  

⇒ ൜
𝐹ଵ → 𝐹ଵ ൅ 4𝐹ଶ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 𝐹ଶ

ൠ ⇒ ቌ
1 0 భ

య

0 1 ర
య

0 0 భ
య

ቮ

ర
య

1 0
భ
య 0 0
భ
య 1 1

ቍ ⇒ ሼ𝐹ଷ → 3𝐹ଷሽ ⇒  

⇒ ቌ
1 0 భ

య

0 1 ర
య

0 0 1
ቮ

ర
య

1 0
భ
య 0 0
1 3 3

ቍ ⇒ ቊ
𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ భ

య
𝐹ଷ

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ ర
య
𝐹ଷ

ቋ ⇒ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
1 0 െ1

െ1 െ4 െ4
1 3 3

൱ ⇒  

⇒ 𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟏 𝟎 െ𝟏

െ𝟏 െ𝟒 െ𝟒
𝟏 𝟑 𝟑

൱.  

 

  Se comprueba que 𝐴ଷ ൌ െ𝐼. 

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൉ ൭

0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൌ ൭

െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱. 

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
െ1 0 1
1 4 4

െ1 െ3 െ3
൱ ൉ ൭

0 3 4
1 െ4 െ5

െ1 3 4
൱ ൌ ൭

െ1 0 0
0 െ1 0
0 0 െ1

൱. 

Queda comprobado que 𝐴ଷ ൌ െ𝐼. 

𝐴ଶ଴ ൌ ሺ𝐴ଷሻ଺ ൉ 𝐴ଶ ൌ ሺെ𝐼ሻ଺ ൉ 𝐴ଶ ൌ 𝐼 ൉ 𝐴ଶ ⇒ 

𝑨𝟐𝟎 ൌ 𝑨𝟐 ൌ ൭
െ𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟒 𝟒

െ𝟏 െ𝟑 െ𝟑
൱.  
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Problema 7: 

 

Solución 

  El  vector  normal  del  plano 𝜋  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  que 
determinan los puntos 𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ y 𝑄ሺെ3, 2, 5ሻ. 

         𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ3, 2, 5ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺെ4, 2, 6ሻ ⇒ 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, െ3ሻ. 

  La expresión general del plano es 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  Para determinar el valor de 𝐷 se tiene en cuenta que 𝜋 contiene a 𝑄ሺെ3, 2, 5ሻ: 

 
𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                           𝑄ሺെ3, 2, 5ሻൠ ⇒ 2 ൉ ሺെ3ሻ െ 2 െ 3 ൉ 5 ൅ 𝐷 ൌ 0;  

െ6 െ 2 െ 15 ൅ 𝐷 ൌ 0; െ23 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝐷 ൌ 23 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝟐𝒙 െ 𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟐𝟑 ൌ 𝟎.  

La recta 𝑡 que pasa por 𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ y es perpendicular al plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 െ 3𝑧 ൅ 23 ൌ 0 tiene 
como  vector  director  al  vector  normal  de  𝜋:  𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, െ3ሻ.  La  expresión  de  𝑡  dada  por  unas 

ecuaciones paramétricas es 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ െ𝜆         
𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆

. 

El punto 𝑄ሺെ3, 2, 5ሻ es la intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡. 

  Tiene que cumplirse que 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑄𝑃ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ4, 2, 6ሻ. 

  𝑄𝑃ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺെ3, 2, 5ሻሿ ൌ 

ൌ ሺ𝑥 ൅ 3, 𝑦 െ 2, 𝑧 െ 5ሻ. 

  ሺെ4, 2, 6ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3, 𝑦 െ 2, 𝑧 െ 5ሻ ⇒ 

 

⇒ ൝
𝑥 ൅ 3 ൌ െ4 → 𝑥 ൌ െ7
𝑦 െ 2 ൌ 2 → 𝑦 ൌ 4      
𝑧 െ 5 ൌ 6 → 𝑧 ൌ 11    

ൡ ⇒ 

𝑷′ሺെ𝟕, 𝟒, 𝟏𝟏ሻ. 

   

𝑃ᇱሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ 
𝑡 

𝜋 

𝑄ሺെ3, 2, 5ሻ 
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Problema 8: 

 

Solución 

Las  matrices  de  coeficientes  y  ampliadas  del  sistema  que  forman  los  tres  planos  son  las 
siguientes: 

  𝐴 ൌ ൭
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

൱ y 𝐴ᇱ ൌ ൭
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

    
1
𝑚

𝑚ଶ
൱. 

  Según sean los rangos de 𝐴 𝑦 𝐴ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3 ⇒  Los planos son secantes. Se cortan en un punto. 

2. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 2 ⇒  Los planos se cortan en una recta. 

(dos de los planos pueden ser coincidentes) 

3. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 1 ⇒   Los tres planos son coincidentes. 

4. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 2 ⇒  Hay planos paralelos. 

(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos) 

  (si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero) 

5. ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3 ⇒  Hay planos secantes. 

(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma) 

  (si dos planos son paralelos son secantes al tercero) 

|𝐴| ൌ อ
𝑚 1 1
1 𝑚 1
1 1 𝑚

อ ൌ 𝑚ଷ ൅ 1 ൅ 1 െ 𝑚 െ 𝑚 െ 𝑚 ൌ  

ൌ 𝑚ଷ െ 3𝑚 ൅ 2 ൌ 0. 

  Resolviendo por Ruffini: 𝑚ଵ ൌ 𝑚ଶ ൌ 1, 𝑚ଷ ൌ െ2. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ 𝑚 ് 1
𝑚 ് െ2

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3. 

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔 𝒚 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 1 ⇒ 𝐴ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

    
1
1
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 1.  

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒄𝒐𝒊𝒏𝒄𝒊𝒅𝒆𝒏𝒕𝒆𝒔. 

െ3 1
െ2

 െ2  െ2

െ2 

 0 

 1
2

 1 

 1 1

 1 

 1 

  2 

1

1

1 0 

0  2 

0
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  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 2 ⇒ 𝐴ᇱ ൌ ൭
2 1 1
1 2 1
1 1 2

    
1
2
4

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
2 1 1
1 2 2
1 1 4

อ ൌ 16 ൅ 1 ൅ 2 െ 2 െ 4 െ 4 ൌ 9 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3.  

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ 2 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝐴ᇱ ൌ 3. 

  No hay planos paralelos. 

𝑳𝒐𝒔 𝒕𝒓𝒆𝒔 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒅𝒐𝒔 𝒂 𝒅𝒐𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒖𝒏 𝒑𝒓𝒊𝒔𝒎𝒂. 
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Problema 9: 

 

Solución 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑇ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐽23 ∩ 𝑇ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐽6 ∩ 𝑇ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝐽 ∩ 𝑇ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐽23ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑇/𝐽23ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐽6ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑇/𝐽6ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝐽ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑇/𝑂𝐽ሻ ൌ  

ൌ 0,45 ൉ 0,65 ൅ 0,15 ൉ 0,25 ൅ 0,40 ൉ 0,10 ൌ 0,2925 ൅ 0,0375 ൅ 0,0400 ൌ 0,3700.  

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐽23/𝑇ሻ ൌ ௉ሺ௃ଶଷ∩்ሻ

௉ሺ்ሻ
ൌ ௉ሺ௃ଶଷሻ൉௉ሺ்/௃ଶଷሻ

௉ሺ்ሻ
ൌ ଴,ସହ൉଴,଺ହ

଴,ଷ଻
ൌ ଴,ଶଽଶହ

଴,ଷ଻
ൌ 0,7905.  

   

0,65
0,35

0,75

0,25

0,10
0,90

0,45 

0,15 

0,40 
𝑂𝐽 

𝐽6 

𝐽23 

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

𝑇

→ 𝑝 ൌ 0,45 ൉ 0,35 ൌ 0,1575 

→ 𝑝 ൌ 0,45 ൉ 0,65 ൌ 0,2925 

→ 𝑝 ൌ 0,15 ൉ 0,25 ൌ 0,0375 

→ 𝑝 ൌ 0,15 ൉ 0,75 ൌ 0,1125 

→ 𝑝 ൌ 0,40 ൉ 0,10 ൌ 0,0400 

→ 𝑝 ൌ 0,40 ൉ 0,90 ൌ 0,3600 
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Problema 10: 

 

Solución 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 180;   𝜎 ൌ 10. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ180, 10ሻ.       Tipificando la variable:  𝑍 ൌ ௑ିଵ଼଴

ଵ଴
. 

 

𝑎ሻ  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 200ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ଴଴ିଵ଼଴

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ଴

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 2ሻ ൌ  

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0,9772 ൌ 0,0228. 

𝑷ሺ𝑿 ൒ 𝟐𝟎𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟎𝟐𝟐𝟖. 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ170 ൏ 𝑋 ൏ 190ሻ ൌ 𝑃 ቀଵ଻଴ିଵ଼଴

ଵ଴
൏ 𝑍 ൏ ଵଽ଴ିଵ଼଴

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃 ቀିଵ଴

ଵ଴
൏ 𝑍 ൏ ଵ଴

ଵ଴
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ1 ൏ 𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻሿ ൌ   

 ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0,8413 െ 1 ൌ  

ൌ 1,6826 െ 1 ൌ 0,6826. 

𝑷ሺ𝟏𝟕𝟎 ൏ 𝑿 ൏ 𝟏𝟗𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟖𝟐𝟔. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho 
que se proponen. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
 

 

Problema A1: 

En una obra, para transportar la tierra extraída para la construcción de los cimientos de un edificio, se 
usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habría que traer un camión 
más de  tipo A para  igualar  al  número de  camiones  restantes.  El  10 % de  la  capacidad de  todos  los 
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un único viaje cada 
camión a máxima capacidad, se han extraído de la obra 302 toneladas de tierra. ¿Cuánta tierra ha sido 
transportada hoy por los camiones de cada tipo? 

Problema A2: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ
, se pide: 

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar. 
b)  (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1. 
c)  (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos. 

Problema A3: 

Sean los puntos A(1, −2, 3), B(0, 2, −1) y C(2, 1, 0). Se pide: 

a) (1.25 puntos) Comprobar que  forman un  triángulo T y hallar una ecuación del plano que  los 
contiene. 

b)  (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. 
c)  (0.5 puntos) Determinar el perímetro del triángulo T. 

Problema A4: 

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3. 
a) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A ∪ B). 
b) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A ∩ 𝐶̅). 
c) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(𝐴̅ | D) = 0.2 y P(D | A) = 0.5, calcule P(D). 
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Problema B1: 

Dado el sistema: 
(a + 1)x + 4y = 0 
(a − 1)y + z = 3 
4x + 2ay + z = 3, se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro a. 
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3. 
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5. 

Problema B2: 

Dada la función real de variable real definida sobre su dominio como 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

௫మ

ଶା௫మ  𝑠𝑖 𝑥 ൑ െ1
ଶ௫మ

ଷିଷ௫
 𝑠𝑖 𝑥 ൐ െ1

, 

 se pide: 
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la función en R. 

b) (1 punto) Calcular el siguiente límite:  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻଶ௫మିଵ 

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
଴

ିଵ  

Problema B3: 

Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
 ,  el plano π : x − z = 2 y el punto A(1, 1, 1), se pide: 

a) (0.75 puntos) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe. 
b) (0.75 puntos) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π. 
c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r. 

Problema B4: 

La  longitud  de  la  sardina  del  Pacífico  (Sardinops  sagax)  se  puede  considerar  que  es  una  variable 
aleatoria con distribución normal de media 175 mm y desviación típica 25.75 mm. 

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de 
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¿Qué porcentaje de las sardinas capturadas 
por un buque pesquero serán de la calidad que espera la empresa envasadora? 

b) (0.5 puntos) Hallar  una  longitud  t  <  175 mm  tal  que entre  t  y  175 mm estén el  18 % de  las 
sardinas capturadas. 

c) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al 
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequeñas. ¿Cuál es 
la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeña? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema A1: 

En una obra, para transportar la tierra extraída para la construcción de los cimientos de un edificio, se 
usan tres  tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habría que traer un camión 
más  de  tipo  A  para  igualar  al  número  de  camiones  restantes.  El  10 %  de  la  capacidad  de  todos  los 
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un único viaje cada 
camión a máxima capacidad, se han extraído de la obra 302 toneladas de tierra. ¿Cuánta tierra ha sido 
transportada hoy por los camiones de cada tipo? 

Solución: 

  Sean  𝑥, 𝑦, 𝑧  el  número  de  camiones  de  los  tipos  A,  B  y  C,  que  trabajan  en  la  obra, 
respectivamente. 

  El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 

      

                    𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑦 ൅ 𝑧
                             2,4𝑦 ൌ 4𝑧
14𝑥 ൅ 24𝑦 ൅ 28𝑧 ൌ 302

ൡ  
              𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
                  0,6𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
7𝑥 ൅ 12𝑦 ൅ 14𝑧 ൌ 151

ൡ  
              𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
                    3𝑦 െ 5𝑧 ൌ 0
7𝑥 ൅ 12𝑦 ൅ 14𝑧 ൌ 151

ൡ. 

Resolviendo por la regla de Cramer: 

 

  𝑥 ൌ
อ

ିଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ିହ

ଵହଵ ଵଶ ଵସ
อ

อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ିହ
଻ ଵଶ ଵସ

อ

ൌ ିସଶା଻ହହାସହଷି଺଴

ସଶାଷହାଶଵା଺଴
ൌ ଵ.ଶ଴଼ିଵ଴ଶ

ଵହ଼
ൌ ଵ.ଵ଴଺

ଵହ଼
ൌ 7.     

 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଴ ିହ
଻ ଵହଵ ଵସ

อ

ଵହ଼
ൌ ଷହା଻ହହ

ଵହ଼
ൌ ଻ଽ଴

ଵହ଼
ൌ 5.     

 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ଴
଻ ଵଶ ଵହଵ

อ

ଵହ଼
ൌ ସହଷାଶଵ

ଵହ଼
ൌ ସ଻ସ

ଵହ଼
ൌ 3.    

  Tierra transportada hoy: ቐ
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐴 → 7 ൉ 14 ൌ 98 𝑇𝑚   
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐵 → 5 ൉ 24 ൌ 120 𝑇𝑚
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐶 → 3 ൉ 28 ൌ 84 𝑇𝑚   

. 

 

𝑬𝒏 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 𝒉𝒐𝒚 𝒔𝒆 𝒉𝒂𝒏 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒑𝒐𝒓𝒕𝒂𝒅𝒐 𝟑𝟎𝟐 𝒕𝒐𝒏𝒆𝒍𝒂𝒅𝒂𝒔 𝒅𝒆 𝒕𝒊𝒆𝒓𝒓𝒂. 
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Problema A2: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ
, se pide: 

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar. 
b)  (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1. 
c)  (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Una  función  es  par  cuando  se  cumple  que 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y  es  impar  cuando  se  cumple  que 
𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. 

  𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ ඥሾሺെ𝑥ሻଶ െ 1ሿଶయ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒑𝒂𝒓. 

𝑏ሻ  

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ 0. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua para 𝑥 ൌ 1. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es derivable en R, excepto para 𝑥 ൌ 1 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ
మ
య. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

ଷ
൉ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ

మ
య

ିଵ ൉ 2𝑥 ൌ ସ௫

ଷ
൉ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻିభ

య ൌ ସ௫

ଷ൉ √௫మିଵ
య ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
. 

  lim
௫→ଵష

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵష

൤ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൨ ൌ ସ

ଷ
൉ lim

௫→ଵష

௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଴

଴ష ൌ െ∞. 

lim
௫→ଵశ

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

൤ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൨ ൌ ସ

ଷ
൉ lim

௫→ଵశ

௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଴

଴శ ൌ ൅∞. 

lim
௫→ଵష

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ് lim
௫→ଵశ

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟏 
𝑐ሻ  

  Una función tiene un máximo o un mínimo relativo cuando se anula su primera derivada en ese 
punto  y  es negativa o positiva,  respectivamente,  su  segunda derivada para  los  valores que anulan  la 
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primera. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ସ௫

ଷ൉ √௫మିଵ
య ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ1, 𝑥ଶ ൌ 0, 𝑥ଷ ൌ 1. No es derivable en x = 1 

ni en x = -1. Sólo se anula la derivada en x = 0. 

Para la obtención de la segunda derivada se procede por derivación logarítmica. 

𝐿ሾ𝑓ᇱሺ𝑥ሻሿ ൌ ସ

ଷ
൉ ቂ𝐿𝑥 െ ଵ

ଷ
൉ 𝐿ሺ𝑥ଶ െ 1ሻቃ. 

௙ᇲᇲሺ௫ሻ

௙ᇲሺ௫ሻ
ൌ ସ

ଷ
൉ ቀଵ

௫
െ ଵ

ଷ
൉ ଶ௫

௫మିଵ
ቁ ൌ ସ

ଷ
൉

ଷ൫௫మିଵ൯ିଶ௫మ

ଷ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଷ௫మିଷିଶ௫మ

ଷ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ

ସ൉൫௫మିଷ൯

ଽ௫ሺ௫మିଵሻ
⇒  

⇒ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൉

ସ൉൫௫మିଷ൯

ଽ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ ଵ଺

ଶ଻
൉

൫௫మିଷ൯൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

ሺ௫మିଵሻమ .  

  Teniendo en cuenta que la función es continua en su dominio, que es R, su 
simetría  y  que  lim

௫→േஶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൅∞,  la  función  tiene  dos  mínimos  absolutos  para 

𝑥 ൌ െ1 y para 𝑥 ൌ 1, a pesar de no ser derivable en dichos puntos:  

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ൌ 0 ⇒ 

𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐𝒔 𝒂𝒃𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒐𝒔: 𝑨ሺെ𝟏, 𝟎ሻ 𝒚 𝑩ሺ𝟏, 𝟎ሻ. 

  𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ଵ଺

ଶ଻
൉

ሺିଷሻ൉ √ଵయ

ଵ
൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ √1య ൌ 1 ⇒ 

𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑪ሺ𝟎, 𝟏ሻ. 
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Problema A3: 

Sean los puntos A(1, −2, 3), B(0, 2, −1) y C(2, 1, 0). Se pide: 

d) (1.25  puntos)  Comprobar  que  forman  un  triángulo  T  y  hallar  una  ecuación  del  plano  que  los 
contiene. 

e)  (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. 
f)  (0.5 puntos) Determinar el perímetro del triángulo T. 

Solución: 

𝑎ሻ   Tres puntos forman un triángulo cuando no están alineados, es decir: para que A, B y C formen 

un triángulo los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  tienen que ser linealmente independientes: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 2, െ1ሻ െ ሺ1, െ2, 3ሻሿ ൌ ሺെ1, 4, െ4ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 1, 0ሻ െ ሺ1, െ2, 3ሻሿ ൌ ሺ1, 3, െ3ሻ. 
ିଵ

ଷ
് ସ

ଷ
⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  son linealmente independientes. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒍𝒐𝒔 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐𝒔 𝑨, 𝑩 𝒚 𝑪 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏 𝒖𝒏 𝒕𝒓𝒊á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝑻. 

𝑏ሻ La ecuación de la recta 𝑟 que pasa por los puntos A y B tiene la siguiente expresión dada por unas 

ecuaciones paramétricas: 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆     
𝑦 ൌ െ2 ൅ 4𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 4𝜆   

. 

 El punto P de corte de la recta 𝑟 con el plano 𝑧 ൌ 1 es el siguiente: 

                        𝑧 ൌ 1

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆     
𝑦 ൌ െ2 ൅ 4𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 4𝜆   

ൢ ⇒ 3 െ 4𝜆 ൌ 1;   4𝜆 ൌ 2;   2𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝜆 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑃 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ 1 െ ଵ

ଶ
         

𝑦 ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵ

ଶ

𝑧 ൌ 3 െ 4 ൉ ଵ

ଶ
   ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ ቐ
𝑥 ൌ ଵ

ଶ
           

𝑦 ൌ െ2 ൅ 2
𝑧 ൌ 3 െ 2   

ቑ ⇒ 𝑃 ቀଵ

ଶ
, 0, 1ቁ. 

𝑐ሻ   𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 1, 0ሻ െ ሺ0, 2, െ1ሻሿ ൌ ሺ2, െ1, 1ሻ. 

  𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 ൌ 𝑝 ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൅ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൅ ห𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ 

ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 4ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൅ ඥ1ଶ ൅ 3ଶ ൅ ሺെ3ሻଶ ൅ ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ  

ൌ √1 ൅ 16 ൅ 16 ൅ √1 ൅ 9 ൅ 9 ൅ √4 ൅ 1 ൅ 1 ൌ √33 ൅ √19 ൅ √6 ≅  

≅ 5,74 ൅ 4,36 ൅ 2,45 ⇒. 

𝒑 ≅ 𝟏𝟐, 𝟓𝟓 𝒖 
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Problema A4: 

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3. 
d) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A ∪ B). 
e) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A ∩ 𝐶̅). 
f) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(𝐴̅ | D) = 0.2 y P(D | A) = 0.5, calcule P(D). 

Solución: 

𝑎ሻ  

  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ. 

  Si dos sucesos son independientes se cumple que 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ: 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,3 ൅ 0,5 െ 0,3 ൉ 0,5 ൌ 0,8 െ 0,15 ⇒ 

𝑷ሺ𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟓 

𝑏ሻ  

  𝑃ሺ𝐶/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஼ሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ 0,5 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 

 

ൌ 0,5 ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,5 ൉ 0,3 ൌ 0,15.  

 

  𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0,3 െ 0,15 ൌ 0,15 

  𝑷൫𝑨 ∩ 𝑪൯ ൌ 𝟎, 𝟏𝟓 

 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝐷/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ 0,5 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൌ  

 

ൌ 0,5 ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,5 ൉ 0,3 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൌ 0,15.  

𝑃൫𝐴/𝐷൯ ൌ
௉൫஺∩஽൯

௉ሺ஽ሻ
ൌ 0,2 ⇒ ௉ሺ஽ሻି௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ 0,2;   𝑃ሺ𝐷ሻ െ 0,15 ൌ 0,2 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ;  

𝑃ሺ𝐷ሻ െ 0,2 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0,15;   0,8 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0,15;   𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ
0,15
0,8

⇒ 

𝑷ሺ𝑫ሻ ൌ 𝟎, 𝟏𝟖𝟕𝟓.  

   

𝐶 

𝐴

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ 

𝐷 

𝐴

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐷൯ ൌ 𝑃ሺ𝐷ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ 
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Problema B1: 

Dado el sistema: 
(a + 1)x + 4y = 0 
(a − 1)y + z = 3 
4x + 2ay + z = 3, se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro a. 
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3. 
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5. 

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

     
0
3
3

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

อ ൌ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ 16 െ 2𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0;  

𝑎ଶ െ 1 ൅ 16 െ 2𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0; െ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 15 ൌ 0;  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 15 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ିଶേ√ସା଺଴

ଶ
ൌ ିଶേ√଺ସ

ଶ
ൌ ିଶേ଼

ଶ
ൌ െ1 േ 4 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ5;  𝑎ଶ ൌ 3.   

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ് െ𝟓
𝒂 ് 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ5 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ4 4 0
0 െ6 1
4 െ10 1

     
0
3
3

൱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 3𝐶ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
4 4 0
0 3 1
4 6 1

     
0
3
3

൱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 3𝐶ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ൌ െ𝟓
𝒂 ൌ 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

𝑏ሻ   Para  𝑎 ൌ 3  el  sistema  resulta  ൝
4𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0       
2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3          
4𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

⇒ ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0            
2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3          
4𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

,  que  es  compatible 

indeterminado cuya solución es la siguiente:  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝝀, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟑 െ 𝟐𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

𝑐ሻ   Para  𝑎 ൌ 5  el  sistema  resulta  ൝
6𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0          
4𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3            
4𝑥 ൅ 10𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

⇒ ൝
3𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 0          
4𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3             
4𝑥 ൅ 10𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

,  que  es  compatible 

determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:  
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𝑥 ൌ
อ
଴ ଶ ଴
ଷ ସ ଵ
ଷ ଵ଴ ଵ

อ

อ
ଷ ଶ ଴
଴ ସ ଵ
ସ ଵ଴ ଵ

อ

ൌ ଺ି଺

ଵଶା଼ିଷ଴
ൌ ଴

ିଵ଴
ൌ 0.   𝑦 ൌ

อ
ଷ ଴ ଴
଴ ଷ ଵ
ସ ଷ ଵ

อ

ିଵ଴
ൌ ଽିଽ

ିଵ଴
ൌ 0.   

 

𝑧 ൌ
อ
ଷ ଶ ଴
଴ ସ ଷ
ସ ଵ଴ ଷ

อ

ିଵ଴
ൌ ଷ଺ାଶସିଽ଴

ିଵ଴
ൌ ିଷ଴

ିଵ଴
ൌ 3.   

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ  𝒚 ൌ 𝟎, 𝒛 ൌ 𝟑. 
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Problema B2: 

Dada la función real de variable real definida sobre su dominio como 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

௫మ

ଶା௫మ  𝑠𝑖 𝑥 ൑ െ1
ଶ௫మ

ଷିଷ௫
 𝑠𝑖 𝑥 ൐ െ1

, 

 se pide: 
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la función en R. 

b) (1 punto) Calcular el siguiente límite:  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻଶ௫మିଵ 

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
଴

ିଵ  

Solución: 

𝑎ሻ   2 ൅ 𝑥ଶ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅.  3 െ 3𝑥 ൌ 0;   3ሺ1 െ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1. 

  La función no es continua para 𝑥 ൌ 1. Para 𝑥 ൌ െ1  la continuidad de la función es dudosa; se 
estudia a continuación. 

Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ1 ⇒ ቐ
lim

௫→ିଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ

௫మ

ଶା௫మ ൌ ଵ

ଶାଵ
ൌ ଵ

ଷ
        

lim
௫→ିଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ଶ௫మ

ଷିଷ௫
ൌ ଶ

ଷାଷ
ൌ ଶ

଺
ൌ ଵ

ଷ

ቑ ⇒ 

⇒ lim
௫→ିଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺെ1ሻ ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ1. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒆𝒏 𝑹 െ ሼ𝟏ሽ. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ିஶ

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻሿଶ௫మିଵ ൌ lim
௫→ିஶ

ቀ ௫మ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑.  𝑡𝑖𝑝𝑜 𝑛º 𝑒 ⇒   

⇒ lim
௫→ିஶ

ቀଶା௫మିଶ

ଶା௫మ ቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቀଶା௫మ

ଶା௫మ ൅ ିଶ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቀ1 ൅ ିଶ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ  

ൌ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ
൫ଶ௫మିଵ൯൉మశೣమ

షమ
൉ షమ
మశೣమ

ൌ  

ൌ lim
௫→ିஶ

቎ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ

మశೣమ

షమ

቏

൫ଶ௫మିଵ൯൉ షమ
మశೣమ

ൌ ቎ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ

మశೣమ

షమ

቏

షరೣమశమ
మశೣమ

ൌ  

ൌ 𝑒 ୪୧୫
ೣ→షಮ

ିସ௫మାଶ
ଶା௫మ ൌ 𝑒ିସ ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

ሾ𝒇ሺ𝒙ሻሿ𝟐𝒙𝟐ି𝟏 ൌ
𝟏

𝒆𝟒. 
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𝑐ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଶ௫మ

ଷିଷ௫

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ׬ ቀെ ଶ

ଷ
𝑥 െ ଶ

ଷ
൅ ଶ

ିଷ௫ାଷ
ቁ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂെ ଶ

ଷ
൉ ௫మ

ଶ
െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥ቃ

ିଵ

଴
൅ ׬

ଶ

ିଷ௫ାଷ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ⇒   

⇒ 𝐼 ൌ ቂെ ௫మ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥ቃ

ିଵ

଴
൅ 𝐼ଵ ൌ 0 െ ቂെ

ሺିଵሻమ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൉ ሺെ1ሻቃ ൅ 𝐼ଵ ൌ ଵ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൅ 𝐼ଵ ൌ

െ ଵ

ଷ
൅ 𝐼ଵ.  

𝐼ଵ ൌ ׬
ଶ

ିଷ௫ାଷ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൝

െ3𝑥 ൅ 3 ൌ 𝑡
െ3 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡
2 ൉ 𝑑𝑥 ൌ െమ

య
൉ௗ௧

อ 𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 3
𝑥 ൌ െ1 → 𝑡 ൌ 6

ൡ ⇒ െ ଶ

ଷ
൉ ׬

ଵ

௧

ଷ
଺ ൉ 𝑑𝑡 ൌ  

ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿𝑡ሿ଺

ଷ ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿3 െ 𝐿6ሿ ൌ െ ଶ

ଷ
൉ 𝐿 ଷ

଺
ൌ െ ଶ

ଷ
൉ 𝐿 ଵ

ଶ
ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿1 െ 𝐿2ሿ ൌ  

ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ0 െ 𝐿2ሿ ⇒ 𝐼ଵ ൌ ଶ௅ଶ

ଷ
ൌ ௅ସ

ଷ
.  

  𝐼 ൌ െ ଵ

ଷ
൅ 𝐼ଵ ൌ െ ଵ

ଷ
൅ ௅ସ

ଷ
⇒ 

𝑰 ൌ ׬ 𝒇ሺ𝒙ሻ𝟎
ି𝟏 ൉ 𝒅𝒙 ൌ

𝑳𝟒ି𝟏

𝟑
 𝒖𝟐. 

   

2𝑥ଶ      െ3𝑥൅3

െ2𝑥ଶ ൅2𝑥   െଶ
ଷ
𝑥 െଶ

ଷ

    0  ൅2𝑥      

െ2𝑥൅2
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Problema B3: 

Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
 ,  el plano π : x − z = 2 y el punto A(1, 1, 1), se pide: 

a) (0.75 puntos) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe. 
b) (0.75 puntos) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π. 
c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r. 

Solución: 

𝑎ሻ Un punto y un vector director de la recta son 𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

  Un vector normal del plano es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ. 

  Los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes, 
lo cual supone que:  

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 

  Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
⇒ 𝑥 െ 1 ൌ 2𝑦  

െ2𝑥 ൅ 2 ൌ 2𝑧 ൅ 2
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0   
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1
  𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0
  𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

   
1
0
2

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

อ ൌ 2 ൅ 2 ൌ 4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

El punto 𝑄 de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 es el siguiente: 

 

       𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

ൢ ⇒ ሺ1 ൅ 2𝜆ሻ െ ሺെ1 െ 2𝜆ሻ ൌ 2;   1 ൅ 2𝜆 ൅ 1 ൅ 2𝜆 ൌ 2; 

4𝜆 ൌ 0;   𝜆 ൌ 0 ⇒ 

𝑸ሺ𝟏, 𝟎, െ𝟏ሻ. 

𝑏ሻ  La  recta 𝑡  que pasa por 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ  y es perpendicular  al plano 𝜋  tiene  como vector director al 
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vector normal del plano: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ.  𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 1       
𝑧 ൌ 1 െ 𝜆

. 

El punto pedido 𝐴ᇱ, es la intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡: 

 

𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 1       
𝑧 ൌ 1 െ 𝜆

ൢ ⇒ ሺ1 ൅ 𝜆ሻ െ ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ 2; 

1 ൅ 𝜆 െ 1 ൅ 𝜆 ൌ 2;   2𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ 1.  

𝐴ᇱ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2
𝑦 ൌ 1               
𝑧 ൌ 1 െ 1 ൌ 0

ൡ ⇒ 

𝑨ᇱሺ𝟐, 𝟏, 𝟎ሻ.  

 

𝑐ሻ   La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

. 

  El haz de planos perpendiculares a 𝑟 es 𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  El plano 𝛼 ∈ 𝛽 que contiene al punto 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ es el que satisface su ecuación: 

       
𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                               𝐴ሺ1, 1, 1ሻൠ ⇒ 2 ൅ 1 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   1 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ1 ⇒ 

⇒  𝛼 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 1 ൌ 0. 

  El punto 𝑀 intersección de 𝑟 y 𝛼 es el siguiente: 

𝛼 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 1 ൌ 0

             𝑟 ≡  ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

ൢ ⇒  

2 ൅ 4𝜆 ൅ 𝜆 ൅ 2 ൅ 4𝜆 െ 1 ൌ 0 ⇒ 9𝜆 ൅ 3 ൌ 0;  

3𝜆 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ െ ଵ

ଷ
. 

𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ 1 െ ଶ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
       

𝑦 ൌ െ ଵ

ଷ
                   

𝑧 ൌ െ1 ൅ ଶ

ଷ
ൌ െ ଵ

ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 ቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ. 

  Para que 𝐴ᇱ sea el simétrico de 𝐴 con respecto a 𝑟 tiene que cumplirse lo siguiente: 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   

𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ െ ሺ1, 1, 1ሻቃ ൌ ቀെ ଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, െ ସ

ଷ
ቁ.  

𝑀𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁቃ ൌ ቀ𝑥 െ ଵ

ଷ
, 𝑦 ൅ ଵ

ଷ
, 𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ቁ.  

𝐴ሺ1, 1, 1ሻ
𝑡 

𝜋 

𝐴ᇱ
 

𝑀 

𝐴ᇱሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝑟

𝛼 

𝐴ሺ1, 1, 1ሻ
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ቀെ ଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, െ ସ

ଷ
ቁ ൌ ቀ𝑥 െ ଵ

ଷ
, 𝑦 ൅ ଵ

ଷ
, 𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ቁ ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 െ ଵ

ଷ
ൌ െ ଶ

ଷ
→ 𝑥 ൌ െ ଵ

ଷ

𝑦 ൅ ଵ

ଷ
ൌ െ ସ

ଷ
→ 𝑦 ൌ െ ହ

ଷ

𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ൌ െ ସ

ଷ
→ 𝑧 ൌ െ ହ

ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

.  

𝑨′ ቀെ
𝟏

𝟑
, െ

𝟓

𝟑
, െ

𝟓

𝟑
ቁ. 
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Problema B4: 

La  longitud  de  la  sardina  del  Pacífico  (Sardinops  sagax)  se  puede  considerar  que  es  una  variable 
aleatoria con distribución normal de media 175 mm y desviación típica 25.75 mm. 

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de 
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¿Qué porcentaje de las sardinas capturadas 
por un buque pesquero serán de la calidad que espera la empresa envasadora? 

b) (0.5  puntos)  Hallar  una  longitud  t  <  175 mm  tal  que  entre  t  y  175 mm  estén  el  18 %  de  las 
sardinas capturadas. 

c) (1 punto) En altamar  se procesan  las  sardinas en  lotes de 10. Posteriormente se devuelven al 
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequeñas. ¿Cuál es la 
probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeña? 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 175;   𝜎 ൌ 25,75. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ175;  25,75ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 160ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଺଴ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ିଵହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ െ0,58ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,58ሻ ൌ 0,7190. 

𝑷ሺ𝑿 ൏ 𝟏𝟔𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟕𝟏𝟗𝟎. 

𝑏ሻ       El gráfico de la izquierda muestra la situación del ejercicio. 

 

          𝑃 ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 0,32 𝑐𝑜𝑛 𝑋 ൏ 0. 

 

Como tiene que ser 𝑋 ൐ 0 se ha de considerar el valor 1 െ 0,32 ൌ 0,68: 

  𝑃 ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 0,68 𝑐𝑜𝑛 𝑋 ൐ 0. 

 

  Mirando  en  la  tabla  𝑁ሺ0, 1ሻ  de  forma  inversa,  el  valor  más 
próximo que corresponde a 0,6800 es 0,465, por lo cual:  

 
௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ൌ 0,465;   𝑋 െ 175 ൌ 0,465 ൉ 25,75 ൌ 11,97;   𝑋 ൌ 11,97 ൅ 175 ⇒ 

⇒ 𝑋 ൌ 186,97.  Teniendo en cuenta que la longitud está por debajo de la media y por simetría, el 
valor pedido resulta ser: 175 െ 11,97 ൌ 163,03. 

𝟏𝟔𝟑, 𝟎𝟑 ൑ 𝒕 ൑ 𝟏𝟕𝟓. 

𝑐ሻ   La probabilidad de que una sardina sea devuelta es la siguiente: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 150ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵହ଴ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିଶହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ0,97ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 0,97ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,97ሻ ൌ 1 െ 0,8340 ൌ 0,1660.  

  Se tiene ahora una distribución binomial con las siguientes características: 

0 𝑡 

32 %  18 % 

0 

68 % 
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𝑛 ൌ 10;   𝑝 ൌ 0,1660;   𝑞 ൌ 1 െ 0,1660 ൌ 0,8340. 

La probabilidad de que haya al menos una sardina pequeña en un lote de 10 es equivalente, por 
el suceso contrario, a la unidad menos la probabilidad de que no haya ninguna sardina pequeña en el 
lote:  

𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥ ⇒ 𝑝 ൌ 1 െ 𝑃ሺ0ሻ ൌ 1 െ ቂቀ10

0
ቁ ൉ 0,166଴ ൉ 0,834ଵ଴ቃ ൌ  

ൌ 1 െ 1 ൉ 1 ൉ 0,1628 ൌ 1 െ 0,1628 ⇒ 

𝒑 ൌ 𝟎, 𝟖𝟑𝟕𝟐. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.Tiempo máximo:   1 
horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 
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Problema A.4: 

 

Problema B.1: 

 

Problema B.2: 

 

Problema B.3: 

 

Problema B.4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema A.1: 

 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴௧ ൉ 𝐴 ൌ ൭
2 െ1
1 0
0 2

൱ ൉ ቀ 2 1 0
െ1 0 2

ቁ ൌ ൭
5 2 െ2
2 1 0

െ2 0 4
൱.      

|𝐴௧ ൉ 𝐴| ൌ อ
5 2 െ2
2 1 0

െ2 0 4
อ ൌ 20 െ 4 െ 16 ⇒ 

|𝑨𝒕 ൉ 𝑨| ൌ 𝟎. 

𝑏ሻ 𝐵 ൉ 𝐴 ൌ ቀ𝑏 0
1 𝑏

ቁ ൉ ቀ 2 1 0
െ1 0 2

ቁ ൌ ቀ 2𝑏 𝑏 0
2 െ 𝑏 1 2𝑏

ቁ. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝐵 ൉ 𝐴 ൌ ቀ0 0 0
2 1 0

ቁ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐵 ൉ 𝐴ሻ ൌ 1. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ് 0 ⇒ ቚ𝑏 0
1 12

ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐵 ൉ 𝐴ሻ ൌ 2. 

⇒ 𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒃 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሺ𝑩 ൉ 𝑨ሻ ൌ 𝟏;   𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒃 ് 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሺ𝑩 ൉ 𝑨ሻ ൌ 𝟐. 

𝑐ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 2 ⇒ 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 2

ቁ.  |𝐵| ൌ ቚ2 0
1 2

ቚ ൌ 4.     𝐵௧ ൌ ቀ2 1
0 2

ቁ. 

𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐵௧ ൌ ቀ 2 0
െ1 2

ቁ.   𝐵ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஻೟

|஻|
ൌ

ቀ ଶ ଴
ିଵ ଶ

ቁ

ସ
 ⇒ 

 𝑩ି𝟏 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ቀ 𝟐 𝟎

െ𝟏 𝟐
ቁ. 

𝑑ሻ   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 1 ⇒ 𝐵 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ. 𝐵ଶ ൌ 𝐵 ൉ 𝐵 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ ൉ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ. 

  𝐵ଷ ൌ 𝐵ଶ ൉ 𝐵 ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ൉ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
3 1

ቁ. 

  𝐵ସ ൌ 𝐵ଶ ൉ 𝐵ଶ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ൉ ቀ1 0
2 1

ቁ ൌ ቀ1 0
4 1

ቁ 

𝑩𝟓 ൌ ቀ𝟏 𝟎
𝟓 𝟏

ቁ. 
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Problema A.2: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para  𝑣 ൒ 3 ⇒ 𝑐ሺ𝑣ሻ ൌ 14 െ 4𝑣 ൅ ௩మ

ଷ
,  que  es  una  parábola  convexa  ሺ∪ሻ,  por  ser  positivo  el 

coeficiente de 𝑣ଶ y cuyo vértice (mínimo) es el punto siguiente: 

  𝑐ᇱሺ𝑣ሻ ൌ െ4 ൅ ଶ

ଷ
൉ 𝑣. 

  𝑐ᇱሺ𝑣ሻ ൌ 0 ⇒ െ4 ൅ ଶ

ଷ
൉ 𝑣 ൌ 0; െ12 ൅ 2𝑣 ൌ 0; െ6 ൅ 𝑣 ൌ 0;   𝑣 ൌ 6. 

  𝑐ሺ6ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 6 ൅ ଺మ

ଷ
ൌ 14 െ 24 ൅ 18 ൌ 8 ⇒ 𝑉ሺ6, 8ሻ. 

𝑬𝒍 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒆𝒔 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒍𝒂 𝒗𝒆𝒍𝒐𝒄𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟔𝟎 𝒌𝒎 𝒑𝒐𝒓 𝒉𝒐𝒓𝒂. 

𝑏ሻ   𝑐ሺ1ሻ ൌ ହ൉ଵ

ଷ
ൌ ହ

ଷ
ൌ 1,67. 

  𝑐ሺ3ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 3 ൅ ଷమ

ଷ
ൌ 14 െ 12 ൅ ଽ

ଷ
ൌ ଽ

ଷ
൅ 2 ൌ ଵହ

ଷ
ൌ 5. 

  𝑐ሺ8ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 8 ൅ ଼మ

ଷ
ൌ 14 െ 32 ൅ ଺ସ

ଷ
ൌ ଺ସ

ଷ
െ 18 ൌ ଺ସିହସ

ଷ
ൌ ଵ଴

ଷ
ൌ 3,33. 

𝑬𝒍 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒂 𝟏𝟎 𝒌𝒎 ൉ 𝒉 𝒚 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟏, 𝟔𝟕 𝒍𝒊𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒄𝒂𝒅𝒂 𝟏𝟎𝟎 𝒌𝒎. 

 

𝑬𝒍 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒂 𝟑𝟎 𝒌𝒎 ൉ 𝒉 𝒚 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟓 𝒍𝒊𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒄𝒂𝒅𝒂 𝟏𝟎𝟎 𝒌𝒎. 
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Problema A.3: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuación: 

 
𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1
 𝑃ሺ1, 1, 1ሻൠ ⇒ 1 ൌ 1 ⇒ 

𝑷 ∈ 𝝅.   

 
𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1
 𝑄ሺ0, 0, 1ሻൠ ⇒ 1 ൌ 1 ⇒ 

𝑸 ∈ 𝝅.   

𝑏ሻ   𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺ0, 0, 1ሻሿ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ⇒ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. 

  Sea 𝑡 la recta paralela a 𝑟 y contenida en el plano 𝛽 ≡ 𝑧 ൌ 0 que se pide. 

  Una recta está contenida en un plano cuando todos los puntos de la recta pertenecen al plano. 

  Por ser 𝑟 y 𝑡 paralelas: 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. Un punto de 𝑧 ൌ 0 es 𝑂ሺ0, 0, 0ሻ. 

  La expresión de 𝑡 por unas ecuaciones paramétricas es: 

 𝒕 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝝀
𝒚 ൌ 𝝀
𝒛 ൌ 𝟎

. 

𝑐ሻ   El ángulo de 
గ

ସ
 radianes equivale a 45°. 

 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ. 

 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ⊥  𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

 

 

  El esquema adjunto refleja  la situación planteada en el ejercicio y pretende clarificar  lo que se 
hace a continuación. 

        El vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ0, 0, 1ሻ. 

𝑛ሬ⃗  

𝑟

45° 

𝑠

𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 

𝑁ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ 

𝑃ሺ1, 1, 1ሻ 
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        El  vector  𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  por  ser  linealmente  dependiente  del  vector  𝑛ሬ⃗ ,  es  de  la  forma  siguiente:    𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ
ሺ0, 0, 𝑎ሻ, y el punto N es de la forma 𝑁ሺ0, 0, 𝑎ሻ. 

  𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 𝑎ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ1, െ1, 𝑎 െ 1ሻ. 

  Aplicando el concepto de producto escalar: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos 45° ⇒ 

ሺെ1, െ1, 0ሻሺെ1, െ1, 𝑎 െ 1ሻ ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൉ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൉ √ଶ

ଶ
; 

1 ൅ 1 ൅ 0 ൌ √1 ൅ 1 ൉ √1 ൅ 1 ൅ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 1 ൉ √ଶ

ଶ
;   2 ൌ √2 ൉ √𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3 ൉ √ଶ

ଶ
;  

2 ൌ √𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3;   4 ൌ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3;  𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 1 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଶേ√ସାସ

ଶ
ൌ ଶേ√଼

ଶ
ൌ  

ൌ ଶേଶ√ଶ

ଶ
ൌ 1 േ √2 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 1 ൅ √2, 𝑎ଶ ൌ 1 െ √2. Los puntos que cumplen la condición son 𝑁ଵ൫0, 0, 1 ൅

√2൯ y 𝑁ଶ൫0, 0, 1 െ √2൯. 

  𝑣௦ଵሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑃𝑁ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൣ൫0, 0, 1 ൅ √2൯ െ ሺ1, 1, 1ሻ൧ ൌ ൫െ1, െ1, √2൯. 

𝒔𝟏 ≡ ቐ
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝝁     
𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁     

𝒛 ൌ 𝟏 ൅ √𝟐𝝁
, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 

𝑣௦ଶሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑃𝑁ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൣ൫0, 0, 1 െ √2൯ െ ሺ1, 1, 1ሻ൧ ൌ ൫െ1, െ1, െ√2൯. 

𝒔𝟐 ≡ ቐ
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝝁     
𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁     

𝒛 ൌ 𝟏 െ √𝟐𝝁
, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

𝑟 

45°

𝑠ଵ 

𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 

𝑁ଵ൫0, 0, 1 ൅ √2൯ 

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ 

𝑃ሺ1, 1, 1ሻ  𝑁ଶ൫0, 0, 1 െ √2൯ 

𝑠ଶ 
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Problema A.4: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ. 

  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ; 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻሿ ⇒ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ௉ሺ஺∪஻ሻି௉ሺ஺ሻ

ଵି௉ሺ஺/஻ሻ
ൌ ଴,଺ହି଴,ହ଴

ଵି଴,଺ଶହ
ൌ  

ൌ
0,15

0,375
⇒ 

𝑷ሺ𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟒𝟎.  

  𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,625 ൉ 0,4 ⇒ 

𝑷ሺ𝑨 ∩ 𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟓. 

𝑏ሻ 𝑃ሺ𝐴/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ௉ሾ஺∩ሺ஺∪஻ሻሿ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ଴,ହ଴

଴,଺ହ
⇒ 𝑃ሺ𝐴/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ଵ଴

ଵଷ
ൌ 0,7692.  

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ௉ሾሺ஺∩஻ሻ∩ሺ஺∪஻ሻሿ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ଴,ଶହ

଴,଺ହ
⇒  

⇒ 𝑷ሺ𝑨 ∩ 𝑩/𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ
𝟓

𝟏𝟑
ൌ 𝟎, 𝟑𝟖𝟒𝟔.  
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 

 

Solución:  

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

     
1
0
3

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑘 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

อ ൌ 2ሺ𝑘 െ 1ሻ െ 𝑘ଶ ൅ 2 െ 𝑘ሺ𝑘 െ 1ሻ ൌ 0;  

2𝑘 െ 2 െ 𝑘ଶ ൅ 2 െ 𝑘ଶ ൅ 𝑘 ൌ 0; െ2𝑘ଶ ൅ 3𝑘 ൌ 0; െ𝑘ሺ2𝑘 െ 3ሻ ൌ 0;    

⇒ 𝑘ଵ ൌ 0;  𝑘ଶ ൌ ଷ

ଶ
.   Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൜
𝒌 ് 𝟎

𝒌 ് 𝟑/𝟐ൠ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 0
0 െ1 െ1
0 െ1 െ1

     
1
0
3

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
െ2 1 1
0 െ1 0
0 െ1 3

อ ൌ 6 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒌 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘 ൌ ଷ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

െ2 1 య
మ

య
మ െ1 െ1
0 െ1 భ

మ

     
1
0
3

ቍ.  

A efectos de rango, 𝑀ᇱ es equivalente a 𝑀ᇱᇱ ൌ 2𝑀ᇱ ൌ ൭
െ4 2 3
3 െ2 െ2
0 െ2 1

   
2
0
6

൱. 

Se determina el rango de 𝑀ᇱᇱ por el procedimiento de Gauss‐Jordan: 

𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
െ4 2 3
3 െ2 െ2
0 െ2 1

     
2
0
6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ ൅ 𝐹ଶሽ ⇒ ൭
െ1 0 1
3 െ2 െ2
0 െ2 1

     
2
0
6

൱ ⇒  
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⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ ൅ 3𝐹ଵሽ ⇒ ൭
െ1 0 1
0 െ2 1
0 െ2 1

     
2
6
6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒌 ൌ 𝟑/𝟐 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

𝑏ሻ   Para 𝑘 ൌ 3 el sistema resulta ൝
െ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1
3𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0     
െ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3          

, que es compatible determinado. Resolviendo 

por la regla de Cramer:  

𝑥 ൌ
อ
ଵ ଵ ଷ
଴ ିଵ ିଵ
ଷ ିଵ ଶ

อ

ିଶ൉ଷమାଷ൉ଷ
ൌ ିଶିଷାଽିଵ

ିଽ
ൌ ଷ

ିଽ
ൌ െ ଵ

ଷ
.     

 

𝑦 ൌ
อ
ିଶ ଵ ଷ
ଷ ଴ ିଵ
଴ ଷ ଶ

อ

ିଽ
ൌ ଶ଻ି଺ି଺

ିଽ
ൌ ଵହ

ିଽ
ൌ െ ହ

ଷ
.   

 

𝑧 ൌ
อ
ିଶ ଵ ଵ
ଷ ିଵ ଴
଴ ିଵ ଷ

อ

ିଽ
ൌ ଺ିଷିଽ

ିଽ
ൌ ି଺

ିଽ
ൌ ଶ

ଷ
.   

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟑
, 𝒚 ൌ െ

𝟓

𝟑
, 𝒛 ൌ

𝟐

𝟑
. 

𝑐ሻ   Para  𝑘 ൌ 3/2  el  sistema  resulta 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧െ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ଷ

ଶ
𝑧 ൌ 1

ଷ

ଶ
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0     

െ𝑦 ൅ ଵ

ଶ
𝑧 ൌ 3          

⇒ ൝
െ4𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 2
3𝑥 െ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0   
െ2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 6             

,  que  es 

compatible  indeterminado.  Para  su  resolución  se  desprecia  una  de  las  ecuaciones,  por  ejemplo,  la 
primera y se hace 𝑦 ൌ 𝜆. 

  𝑧 ൌ 6 ൅ 2𝜆.    3𝑥 െ 2𝜆 െ 2 ൉ ሺ6 ൅ 2𝜆ሻ ൌ 0;   3𝑥 െ 2𝜆 െ 12 െ 4𝜆 ൌ 0; 

 3𝑥 െ 6𝜆 െ 12 ൌ 0;   𝑥 െ 2𝜆 െ 4 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2𝜆 ൅ 4. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟐𝝀 ൅ 𝟒, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟔 ൅ 𝟐𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

  Si tiene que ser 𝑥 ൌ 2𝜆 ൅ 4 ൌ 2;   𝜆 ൅ 2 ൌ 1 ⇒ 𝜆 ൌ െ1. 

  La solución sería: ൝
𝑥 ൌ 2               
𝑦 ൌ െ1            
𝑧 ൌ 6 െ 2 ൌ 4

ൡ ⇒ 

𝒙 ൌ 𝟐, 𝒚 ൌ െ𝟏, 𝒛 ൌ 𝟒. 
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Problema B.2: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  una  parábola  cóncava  ሺ∩ሻ,  por  ser  negativo  el  coeficiente  de  𝑥ଶ,  cuyos 
puntos de corte con el eje de abscisas son los siguiente: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶ െ 𝑥 െ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଵേ√ଵାସ

ଶ
ൌ ଵേ√ହ

ଶ
⇒ 

⇒ 𝑥ଵ ൌ ଵି√ହ

ଶ
⇒ 𝐴 ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ , 𝑥ଶ ൌ ଵା√ହ

ଶ
⇒ 𝐵 ቀଵା√ହ

ଶ
, 0ቁ. 

  Teniendo  en  cuanta  lo  anterior,  la  función  ℎሺ𝑥ሻ ൌ |𝑓ሺ𝑥ሻ|  puede  expresarse  de  la  forma 

siguiente: ℎሺ𝑥ሻ ൌ |2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ| ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൏ ଵି√ହ

ଶ

2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  ଵି√ହ

ଶ
൑ 𝑥 ൑ ଵା√ହ

ଶ

െ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൐ ଵା√ହ

ଶ

. 

  La función ℎሺ𝑥ሻ es continua y derivable en su dominio, que es R, excepto para los valores de 𝑥 ൌ
ଵି√ହ

ଶ
 y 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
, cuya continuidad y derivabilidad son dudosas y se estudian a continuación. 

  Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto; por eso se estudia primero la continuidad. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→భష√ఱ

మ

ሺെ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൌ 0                   

lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→భష√ఱ
మ

ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ ൌ 0 ൌ ℎ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

⇒ 

⇒ lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ ℎ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ ⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
. 

  𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→భశ√ఱ

మ

ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ ൌ 0                   

lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→భశ√ఱ
మ

ሺെ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൌ 0 ൌ ℎ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

⇒ 
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⇒ lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ ℎ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ ⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

  ℎᇱሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െ2 ൅ 4𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ൏ ଵି√ହ

ଶ

2 െ 4𝑥  𝑠𝑖  ଵି√ହ

ଶ
൑ 𝑥 ൑ ଵା√ହ

ଶ

െ2 ൅ 4𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ൐ ଵା√ହ

ଶ

. 

  ℎᇱ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

ି
ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵି√ହ

ଶ
ൌ െ2 ൅ 2 െ 2√5 ൌ െ2√5. 

ℎᇱ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

ା
ൌ 2 െ 4 ൉ ଵି√ହ

ଶ
ൌ 2 െ 2 ൅ 2√5 ൌ 2√5. 

ℎᇱ ቆ
1 െ √5

2
ቇ

ି

് ℎᇱ ቆ
1 െ √5

2
ቇ

ା

⇒ 

𝒉ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ
𝟏ି√𝟓

𝟐
. 

  ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ି
ൌ 2 െ 4 ൉ ଵା√ହ

ଶ
ൌ 2 െ 2 െ 2√5 ൌ െ2√5. 

ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ା
ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵା√ହ

ଶ
ൌ െ2 ൅ 2 ൅ 2√5 ൌ 2√5. 

ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ି
് ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ା
⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒉ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝑹 െ ቄ
𝟏ି√𝟓

𝟐
,

𝟏ା√𝟓

𝟐
ቅ. 

𝑏ሻ  Las  abscisas de  los puntos de  intersección de  las  funciones  son  las  soluciones de  la  ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ ൌ 2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷ;   2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ െ 8𝑥 ൌ 0;  

 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 4𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 4ሻ ൌ 0;  𝑥ଵ ൌ 0;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 4 ൌ 0;  

𝑥 ൌ ିଷേ√ଽାଵ଺

ଶ
ൌ ିଷേ√ଶହ

ଶ
ൌ ିଷേହ

ଶ
⇒ 𝑥ଶ ൌ െ4, 𝑥ଷ ൌ 1. 

  Los puntos de corte son los siguientes: 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 2 ⇒ 𝐶ሺ0, 2ሻ. 

   𝑓ሺെ4ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ ሺെ4ሻ െ 2 ൉ ሺെ4ሻଶ ൌ 2 െ 8 െ 32 ൌ െ38 ⇒ 𝐷ሺെ38, െ4ሻ. 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ 1 െ 2 ൉ 1ଶ ൌ 2 ൅ 2 െ 2 ൌ 2 ⇒ 𝐸ሺ1, 2ሻ. 

  Se pide el área limitada por las funciones y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 2 y uno de los puntos de corte 
es 𝑥 ൌ 1, por  lo cual, hemos de determinar cual de  las  funciones tiene mayores  las ordenadas en  los 
intervalo ሺ0, 1ሻ y ሺ1, 2ሻ. 

  𝑓൫భ
మ
൯ ൌ 2 ൅ 2 ൉ ଵ

ଶ
െ 2 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ 2 ൅ 1 െ ଵ

ଶ
ൌ ହ

ଶ
ൌ 2,5. 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO Y JAVIER RODRIGO HITOS 

Comunidad Autónoma de MADRID    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)358 

𝑔൫భ
మ
൯ ൌ 2 െ 6 ൉ ଵ

ଶ
൅ 4 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ 2 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଷ
ൌ 2 െ 3 ൅ ଵ

ଶ
൅ ଵ

ସ
ൌ ିସାଶାଵ

ସ
ൌ െ ଵ

ସ
. 

 𝑓൫భ
మ
൯ ൐  𝑔൫భ

మ
൯. 

Para el estudio del intervalo ሺ1, 2ሻ puede, por comodidad, tomarse el valor 2. 

𝑓ሺ2ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ 2 െ 2 ൉ 2ଶ ൌ 2 ൅ 4 െ 8 ൌ െ2. 

  𝑔ሺ2ሻ ൌ 2 െ 6 ൉ 2 ൅ 4 ൉ 2ଶ ൅ 2 ൉ 2ଷ ൌ 2 െ 12 ൅ 16 ൅ 16 ൌ 22. 

𝑔ሺ2ሻ ൐ ℎሺ2ሻ. 

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ׬ ሾሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ െ ሺ2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅  

൅ ׬ ሾሺ2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻ െ ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ׬ ሾሺെ2𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ ൅ 8𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾሺ2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ െ 8𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ቂെ ଶ௫ర

ସ
െ ଺௫య

ଷ
൅ ଼௫మ

ଶ
ቃ

଴

ଵ
൅ ቂଶ௫ర

ସ
൅ ଺௫య

ଷ
െ ଼௫మ

ଶ
ቃ

ଵ

ଶ
ൌ  

 ൌ ቂെ ௫ర

ଶ
െ 2𝑥ଷ ൅ 4𝑥ଶቃ

଴

ଵ
൅ ቂ௫ర

ଶ
൅ 2𝑥ଷ െ 4𝑥ଶቃ

ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ቀെ ଵర

ଶ
െ 2 ൉ 1ଷ ൅ 4 ൉ 1ଶቁ ൅ ቂቀଶర

ଶ
െ 2 ൉ 2ଷ ൅ 4 ൉ 2ଶቁ െ ቀଵర

ଶ
൅ 2 ൉ 1ଷ െ 4 ൉ 1ଶቁቃ ൌ  

ൌ െ
1
2

െ 2 ൅ 4 ൅ 8 െ 16 ൅ 16 െ
1
2

െ 2 ൅ 4 ൌ െ1 ൅ 4 ൅ 8 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟏𝟏 𝒖𝟐.   
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Problema B.3: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 2ሻ. 

La recta 𝑟, perpendicular al plano 𝜋 y que pasa por el origen de coordenadas es la siguiente: 

 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆  
𝑦 ൌ 3𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

. 

  El punto P más próximo del plano 𝜋 al origen de coordenadas es el punto de corte de la recta 𝑟 
con el plano 𝜋, que es el siguiente: 

        

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 

                            𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆  
𝑦 ൌ 3𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

ൢ ⇒ 𝜆 ൅ 3 ൉ 3𝜆 ൅ 2 ൉ 2𝜆 ൅ 14 ൌ 0;   14𝜆 ൅ 14 ൌ 0;  

𝜆 ൅ 1 ൌ 0;   𝜆 ൌ െ1 ⇒ ൝
𝑥 ൌ െ1
𝑦 ൌ െ3
𝑧 ൌ െ2

ൡ ⇒ 

𝑷ሺെ𝟏, െ𝟑, െ𝟐ሻ. 

𝑏ሻ   La recta 𝑠, proyección del eje OZ sobre el plano 𝜋, se consigue obteniendo la proyección de dos 
puntos del eje OZ sobre el plano 𝜋. 

  Un punto de OZ es el origen, cuya proyección sobre el plano 𝜋 ya conocemos, que es el punto 
𝑃ሺെ1, െ3, െ2ሻ. 

  Otro punto  de OZ  es 𝑄ሺ0, 0, 1ሻ.  La  recta  𝑡,  perpendicular  al  plano 𝜋  y  que pasa por  el  punto 

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ es la siguiente: 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜇         
𝑦 ൌ 3𝜇       
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜇

. 

El punto 𝑀 de corte de la recta 𝑡 con el plano 𝜋, que es el siguiente: 

        

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 

                     𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜇         
𝑦 ൌ 3𝜇       
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜇

ൢ ⇒ 𝜇 ൅ 3 ൉ 3𝜇 ൅ 2 ൉ ሺ1 ൅ 2𝜇ሻ ൅ 14 ൌ 0;    

𝜇 ൅ 9𝜇 ൅ 2 ൅ 4𝜇 ൅ 14 ൌ 0;   14𝜇 ൅ 16 ൌ 0;   7𝜇 ൅ 8 ൌ 0;   𝜇 ൌ െ ଼

଻
.  
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𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ െ ଼

଻
                 

𝑦 ൌ െ ଶସ

଻
               

𝑧 ൌ 1 െ ଵ଺

଻
ൌ െ ଽ

଻⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁ. 

  La recta 𝑠 pedida es la que pasa por 𝑃ሺെ1, െ3, െ2ሻ y 𝑀 ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁ. 

  Un  vector  director  de  𝑠  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  que 
determinan los puntos M y P: 

𝑀𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺെ1, െ3, െ2ሻ െ ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁቃ ൌ ቀଵ

଻
, ଷ

଻
, െ ହ

଻
ቁ ⇒  

⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ5ሻ. 

  Considerando, por ejemplo, el punto P:   

𝒔 ≡ ൝
𝒙 ൌ െ𝟏 ൅ 𝜹   
𝒚 ൌ െ𝟑 ൅ 𝟑𝜹
𝒛 ൌ െ𝟐 െ 𝟓𝜹

. 

𝑐ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2
𝑦 ൌ 𝛾
𝑧 ൌ 5

. 

  Un vector director de 𝑟 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, 0ሻ y un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 2ሻ. 

  El vector normal de un plano es perpendicular a todas las rectas contenidas en el plano, por lo 
cual, el vector director de la recta pedida, 𝑞, es perpendicular, simultáneamente a los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗ . 

  Un vector director de 𝑞 es cualquiera que sea  linealmente dependiente del producto vectorial 
de los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗ : 

  𝑣௤ሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 1 0
1 3 2

อ ൌ 2𝑖 െ 𝑘 ⇒ 𝑣௤ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 0, െ1ሻ. 

  El eje OZ tiene por ecuación 𝛽 ≡ ൜
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0. 

  El punto de corte del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 con el eje OZ es el siguiente: 

 
𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0

                            𝛽 ≡ ൜
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0

ൡ ⇒ 0 ൅ 0 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0;   𝑧 ൅ 7 ൌ 0; 𝑧 ൌ െ7 ⇒ 

⇒ 𝑁ሺ0, 0, െ7ሻ. 

  La recta 𝑞 pedida es la siguiente: 

𝒒 ≡ ൜
𝒙 ൌ െ𝟏𝟒 ൅ 𝟐𝒕

𝒚 ൌ 𝟎 . 
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Problema B.4: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

  𝑛 ൌ 10;   𝑝 ൌ 0,65;   𝑞 ൌ 1 െ 0,65 ൌ 0,35.    𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥. 

  Se pide la probabilidad de que 3 de ellos no aprueban a la primera: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ3ሻ ൌ ቀ10
3

ቁ ൉ 0,35ଷ ൉ 0,65଻ ൌ ଵ଴!

ሺଵ଴ିଷሻ!൉ଷ!
൉ 0,042875 ൉ 0,049022 ൌ  

ൌ
10 ൉ 9 ൉ 8

3 ൉ 2
൉ 0,00210 ൌ 120 ൉ 0,00210 ൌ 

𝑷ሺ𝟑ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟓𝟐𝟐.  

 

𝑏ሻ   La probabilidad pedida es equivalente a  la unidad menos  la probabilidad de que ninguno haya 
necesitado más  de  un  intento,  o  sea,  la  unidad menos  la  probabilidad  de  que  aprueben  todos  a  la 
primera: 

  𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ10ሻ ൌ 1 െ ቀ10
10

ቁ ൉ 0,65ଵ଴ ൉ 0,35଴ ൌ 1 െ 1 ൉ 0,0135 ൉ 1 ൌ  

ൌ 1 െ 0,0135 ൌ 

𝑷 ൌ 𝟎, 𝟗𝟖𝟔𝟓. 

𝑐ሻ Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

  𝑛 ൌ 60;   𝑝 ൌ 0,65;   𝑞 ൌ 0,35.   

  Por  ser 
𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 60 ൉ 0,65 ൌ 39 ൐ 5
𝑛 ൉ 𝑞 ൌ 60 ൉ 0,35 ൌ 21 ൐ 5ൠ  puede  aproximarse  la  distribución  binomial  a  una 

distribución normal de las siguientes características: 

𝜇 ൌ 𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 60 ൉ 0,65 ൌ 39.         

𝜎 ൌ ඥ𝑛 ൉ 𝑝 ൉ 𝑞 ൌ ඥ60 ൉ 0,65 ൉ 0,36 ൌ ඥ13,65 ≅ 3,69. 

𝑋 ൌ 𝐵ሺ60;  0,65ሻ ൎ 𝑁ሺ39;  3,69ሻ.   
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Tipificando la variable: 𝑋 → ௑ିఓ

ఙ
⇒ ௑ିଷଽ

ଷ,଺ଽ
.  Aplicando la corrección de Yates: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 30ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶଽ,ହିଷଽ

ଷ,଺ଽ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ିଽ,ହ

ଷ,଺ଽ
ቁ ≅ 𝑃ሺ𝑍 ൒ െ2,57ሻ ൌ  

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,57ሻ ൌ 0,9949. 

𝑷ሺ𝑿 ൒ 𝟑𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟗𝟗𝟒𝟗. 
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MATEMÁTICAS II 
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A 

 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un máximo de 4 cuestiones y no es necesario hacerlo en el mismo orden en que 
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

Problema 5: 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 
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Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 
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Problema 2: 

 

Solución: 
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Problema 3: 

 

Solución: 
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Problema 4: 

 

Solución: 
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Problema 5: 

 

Solución: 
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Problema 6: 

 

Solución: 
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Problema 7: 

 

Solución: 
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Problema 8: 

 

Solución: 

 

p(X < 2,33) = p(Z < (2,33 − 3,2)/0,6) = p (Z < −1,45) = p(Z > 1,45) = 1−p(Z ≤ 1,45) = 1 − 0,9265 = 0,0735 

Es decir el 7.35 % 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
  Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real a y resuélvelo en los 
casos en que sea compatible: 

ቐ

𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0                                           

2𝑥 ൅ ሺ2𝑎 െ 1ሻ𝑦 ൅ ൫√2 െ 2൯𝑧 ൌ 2                  

െ𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 2𝑎ଶ𝑧 ൌ √2

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos) 

Problema 2: 

Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A∙B es máximo, siendo 

𝐴 ൌ ൭
0 1 െ1
0 1 𝑡 െ 1
1 𝑡 1

൱  y 𝐵 ൌ ൭
𝑡 ൅ 1 1 𝑡

0 𝑡 െ2𝑡 ൅ 1
𝑡 ൅ 1 𝑡 ൅ 1 െ𝑡 െ 1

൱     (2,5 puntos) 

Problema 3: 

Calcula la ecuación continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo: 

൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0

𝑥 െ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 8 ൌ 0      y 𝑠 ≡ ௫ିଶ

ଷ
ൌ ௬ାହ

ିସ
ൌ ௭ି଴

ିଶ
.       (2,5 puntos) 

Problema 4 

Sean P (1, 5, −1) y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ାସ

ଶ
 

a) Calcula el punto Q ∈ r tal que la distancia de P a Q sea mínima.     (1,25 puntos) 

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3√2.    (1,25 puntos) 

Problema 5: 

Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

𝑎ሻ ׬
ଶ௫ିହ

௫మା௫ିଶ
𝑑𝑥      (1,25 puntos) 

𝑏ሻ ׬ 𝑥 lnሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥.       (1,25 puntos) 

Problema 6: 

Estudia la continuidad en R de la siguiente función: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
௖௢௦మሺగ௫ሻିଵ

ଵି௫
𝑠𝑖 𝑥 ൏ 1

lnሺ𝑥 ∙ 𝑒௫ାଵሻ െ 2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 1
       (2,5 puntos) 
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Problema 7: 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ 

a) Demuestra que es continua en R    (0,5 puntos) 

b) Comprueba que existe un valor α ∈  (0,  1)  tal  que  f(α) = 3/4.  Enuncia el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso.    (2 puntos) 

Problema 8: 

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las gŕaficas de estas dos funciones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 2𝑥ଶ      𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 𝑥ଶ 

Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas.     (2,5 puntos) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real a y resuélvelo en los 
casos en que sea compatible: 

ቐ

𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0                                           

2𝑥 ൅ ሺ2𝑎 െ 1ሻ𝑦 ൅ ൫√2 െ 2൯𝑧 ൌ 2                  

െ𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 2𝑎ଶ𝑧 ൌ √2

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
1 െ1 െ1
2 2𝑎 െ 1 √2 െ 2

െ𝑎 𝑎 2𝑎ଶ
൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭

1 െ1 െ1
2 2𝑎 െ 1 √2 െ 2

െ𝑎 𝑎 2𝑎ଶ
    

0
2

√2
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

         |𝑀| ൌ อ
1 െ1 െ1
2 2𝑎 െ 1 √2 െ 2

െ𝑎 𝑎 2𝑎ଶ
อ ൌ   

ൌ 2𝑎ଶ ൉ ሺ2𝑎 െ 1ሻ െ 2𝑎 ൅ 𝑎 ൉ ൫√2 െ 2൯ െ 𝑎 ൉ ሺ2𝑎 െ 1ሻ ൅ 4𝑎ଶ െ 𝑎 ൉ ൫√2 െ 2൯ ൌ  

ൌ 2𝑎ଶ ൉ ሺ2𝑎 െ 1ሻ െ 2𝑎 െ 𝑎 ൉ ሺ2𝑎 െ 1ሻ ൅ 4𝑎ଶ ൌ  

ൌ 4𝑎ଷ െ 2𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൅ 4𝑎ଶ ൌ 4𝑎ଷ െ 𝑎 ൌ 0;   𝑎ሺ4𝑎ଶ െ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 0;   

4𝑎ଶ െ 1 ൌ 0;  𝑎ଶ ൌ ଵ

ସ
⇒ 𝑎ଶ ൌ ଵ

ଶ
, 𝑎ଷ ൌ െ ଵ

ଶ
.  

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൞
𝒂 ് െ

𝟏

𝟐
𝒂 ് 𝟎
𝒂 ്

𝟏

𝟐

ൢ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 െ1
2 െ1 √2 െ 2
0 0 0

    
0
2

√2
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ 

⇒ อ
1 െ1 0
2 െ1 2
0 0 √2

อ ൌ െ√2 ൅ 2√2 ൌ √2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ ଵ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

1 െ1 െ1
2 0 √2 െ 2
ష

భ
మ

భ
మ ష

భ
మ

    
0
2

√2
ቍ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  A  efectos  de  rango  𝑀ᇱ  es 

equivalente a 𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
1 െ1 െ1
2 0 √2 െ 2

െ1 1 െ1
    

0
2

2√2
൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒    
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⇒ อ
1 െ1 0
2 0 2

െ1 1 2√2
อ ൌ 2 െ 2 ൅ 4√2 ൌ 4√2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൝
𝒂 ൌ 𝟎

𝒂 ൌ
𝟏
𝟐

ൡ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

1 െ1 െ1
2 െ2 √2 െ 2
భ
మ ష

భ
మ

భ
మ

    
0
2

√2
ቍ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  A  efectos  de  rango  𝑀ᇱ  es 

equivalente a 𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
1 െ1 െ1
2 െ2 √2 െ 2
1 െ1 1

    
0
2

2√2
൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ െ𝐶ଵሽ ⇒ 

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 െ1 0
2 √2 െ 2 2
1 1 2√2

อ ൌ 2√2 ൉ ൫√2 െ 2൯ െ 2 െ 2 ൅ 4√2 ൌ  

ൌ 4 െ 4√2 െ 4 ൅ 4√2 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ
𝟏

𝟐
⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 ് െ ଵ

ଶ
, 𝑎 ് 0 𝑦 𝑎 ് ଵ

ଶ
: 

൭
1 െ1 െ1
2 2𝑎 െ 1 √2 െ 2

െ𝑎 𝑎 2𝑎ଶ
    

0
2

√2
൱ ⇒ ൜

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 2𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 𝑎𝐹ଵ

ൠ ⇒  

⇒ ൭
1 െ1 െ1
0 2𝑎 ൅ 1 √2
0 0 2𝑎ଶ െ 𝑎

    
0
2

√2
൱ ⇒ ሺ2𝑎ଶ െ 𝑎ሻ𝑧 ൌ √2 ⇒ 𝑧 ൌ √ଶ

ଶ௔మି௔
. 

  ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑦 ൅ √2 ൉ √ଶ

ଶ௔మି௔
ൌ 2;  ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑦 ൌ 2 െ ଶ

ଶ௔మି௔
ൌ ସ௔మିଶ௔ିଶ

ଶ௔మି௔
;  

𝑦 ൌ ସ௔మିଶ௔ିଶ

௔ሺଶ௔ିଵሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

ଶ൫ଶ௔మି௔ିଵ൯

௔ሺଶ௔ିଵሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

ଶቀ௔ାభ
మ

ቁሺ௔ିଵሻ

௔ሺଶ௔ିଵሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

ሺଶ௔ାଵሻሺ௔ିଵሻ

௔ሺଶ௔ିଵሻሺଶ௔ାଵሻ
⇒ 𝑦 ൌ ௔ିଵ

ଶ௔మି௔
.  

𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0;   𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ ௔ିଵ

ଶ௔మି௔
൅ √ଶ

ଶ௔మି௔
⇒ 𝑥 ൌ ௔ା√ଶିଵ

ଶ௔మି௔
.  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ
𝟐𝒂ା√𝟐ି𝟐

𝟐𝒂𝟐ି𝒂
, 𝒚 ൌ

𝟐ሺ𝒂ି𝟏ሻ

𝟐𝒂𝟐ି𝒂
, 𝒛 ൌ √𝟐

𝟐𝒂𝟐ି𝒂
, ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ቄെ

𝟏

𝟐
, 𝟎,

𝟏

𝟐
ቅ. 

  Resolvemos ahora para 𝑎 ൌ െ ଵ

ଶ
.  

El sistema resulta 

                      𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0

2𝑥 െ 2𝑦 ൅ ൫√2 െ 2൯𝑧 ൌ 2

           ଵ
ଶ

𝑥 െ ଵ

ଶ
𝑦 ൅ ଵ

ଶ
𝑧 ൌ √2

ൢ, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema 

                      𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0

2𝑥 െ 2𝑦 ൅ ൫√2 െ 2൯𝑧 ൌ 2

                 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2√2

ቑ. 
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Despreciando una ecuación, por ejemplo, la segunda, y haciendo 𝑦 ൌ 𝜆:  

 
𝑥 െ 𝑧 ൌ 𝜆             
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2√2 ൅ 𝜆

ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 2√2 ൅ 2𝜆;   𝑥 ൌ √2 ൅ 𝜆.      

𝑧 ൌ 𝑥 െ 𝜆 ൌ √2 ൅ 𝜆 െ 𝜆 ⇒ 𝑧 ൌ √2. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ √𝟐 ൅ 𝝀, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ √𝟐, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A∙B es máximo, siendo 

𝐴 ൌ ൭
0 1 െ1
0 1 𝑡 െ 1
1 𝑡 1

൱  y 𝐵 ൌ ൭
𝑡 ൅ 1 1 𝑡

0 𝑡 െ2𝑡 ൅ 1
𝑡 ൅ 1 𝑡 ൅ 1 െ𝑡 െ 1

൱     (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  El rango de 𝐴 ൉ 𝐵 es máximo cuando |𝐴 ൉ 𝐵| ് 0. 

  Sabiendo que |𝐴 ൉ 𝐵| ൌ |𝐴| ൉ |𝐵|, tiene que cumplirse que |𝐴| ൉ |𝐵| ് 0. 

  |𝐴| ൌ อ
0 0 െ1
0 1 𝑡 െ 1
1 𝑡 1

อ ൌ ቚ0 െ1
1 𝑡 െ 1

ቚ ൌ 1. 

|𝐵| ൌ อ
𝑡 ൅ 1 1 𝑡

0 𝑡 െ2𝑡 ൅ 1
𝑡 ൅ 1 𝑡 ൅ 1 െ𝑡 െ 1

อ ൌ  

ൌ െ𝑡ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሺെ2𝑡 ൅ 1ሻ െ 𝑡ଶሺ𝑡 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶሺെ2𝑡 ൅ 1ሻ ൌ  

ൌ ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶሾെ𝑡 െ ሺെ2𝑡 ൅ 1ሻሿ ൅ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሾሺെ2𝑡 ൅ 1ሻ െ 𝑡ଶሿ ൌ  

ൌ ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶሺെ𝑡 ൅ 2𝑡 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሺെ2𝑡 ൅ 1 െ 𝑡ଶሻ ൌ  

ൌ ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶሺ𝑡 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሺെ𝑡ଶ െ 2𝑡 ൅ 1ሻ ൌ  

ൌ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሾሺ𝑡 ൅ 1ሻሺ𝑡 െ 1ሻെ𝑡ଶ െ 2𝑡 ൅ 1ሿ ൌ ሺ𝑡 ൅ 1ሻሺ𝑡ଶ െ 1 െ 𝑡ଶ െ 2𝑡 ൅ 1ሻ ⇒  

⇒ |𝐵| ൌ െ2𝑡ሺ𝑡 ൅ 1ሻ.  

  |𝐴 ൉ 𝐵| ് 0 ⇒ 1 ൉ ሾെ2𝑡ሺ𝑡 ൅ 1ሻሿ ് 0;   2𝑡ሺ𝑡 ൅ 1ሻ ് 0 ⇒ 𝑡ଵ ് 0, 𝑡ଶ ് െ1. 

 

𝑬𝒍 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 ሺ𝑨 ൉ 𝑩ሻ 𝒆𝒔 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 ∀𝒕 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟎, െ𝟏ሽ. 
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Problema 3: 

Calcula la ecuación continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo: 

൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0

𝑥 െ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 8 ൌ 0      y 𝑠 ≡ ௫ିଶ

ଷ
ൌ ௬ାହ

ିସ
ൌ ௭ି଴

ିଶ
.       (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

La expresión de la recta 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0    
𝑥 െ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 8 ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

 𝑥 െ 𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝜆
𝑥 െ 3𝑦 ൌ 8 െ 3𝜆ൠ  

െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑥 െ 3𝑦 ൌ 8 െ 3𝜆ൠ   

⇒ െ2𝑦 ൌ 10 െ 4𝜆;  𝑦 ൌ െ5 ൅ 2𝜆;  𝑥 ൌ െ5 ൅ 2𝜆 െ 2 ൅ 𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ െ7 ൅ 3𝜆 ⇒  

⇒  𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ7 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ െ5 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆              

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺെ7, െ5, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺ2, െ5, 0ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ4, െ2ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, െ5, 0ሻ െ ሺെ7, െ5, 0ሻሿ ൌ ሺ9, 0, 0ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
3 2 1
3 െ4 െ2
9 0 0

อ ൌ െ36 ൅ 36 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 2 ⇒  

⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗   𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 ⇒ 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏. 

 

El  vector  director  de  la  recta  𝑡  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  producto 
vectorial de los vectores directores de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
3 2 1
3 െ4 െ2

อ ൌ െ4𝑖 ൅ 3𝑗 െ 12𝑘 െ 6𝑘 ൅ 4𝑖 ൅ 6𝑗 ൌ 9𝑗 െ 18𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, െ2ሻ  

  La expresión de 𝑠 ≡ ௫ିଶ

ଷ
ൌ ௬ାହ

ିସ
ൌ ௭ି଴

ିଶ
 por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑠 ≡ ௫ିଶ

ଷ
ൌ ௬ାହ

ିସ
ൌ ௭ି଴

ିଶ
⇒ ቄെ4𝑥 ൅ 8 ൌ 3𝑦 ൅ 15

െ2𝑥 ൅ 4 ൌ 3𝑧
ቅ ⇒ 𝑠 ≡ ቄ4𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 7 ൌ 0

2𝑥 ൅ 3𝑧 െ 4 ൌ 0
. 
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  Las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠  determinan  el  sistema: 

 𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ2
𝑥 െ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 8
    4𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ7
        2𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 4

ൢ,  que  sabemos  que  es  compatible 

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolución eliminamos una de las 
ecuaciones, por ejemplo, la segunda, quedando el sistema: 

 
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ2
  4𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ7
      2𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 4

ൡ. Resolviendo por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
ିଶ ିଵ ିଵ
ି଻ ଷ ଴
ସ ଴ ଷ

อ

อ
ଵ ିଵ ିଵ
ସ ଷ ଴
ଶ ଴ ଷ

อ

ൌ ିଵ଼ାଵଶିଶଵ

ଽା଺ାଵଶ
ൌ ିଶ଻

ଶ଻
ൌ െ1. 

 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ିଶ ିଵ
ସ ି଻ ଴
ଶ ସ ଷ

อ

ଶ଻
ൌ ିଶଵିଵ଺ିଵସାଶସ

ଶ଻
ൌ ିଶ଻

ଶ଻
ൌ െ1. 

 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ିଵ ିଶ
ସ ଷ ି଻
ଶ ଴ ସ

อ

ଶ଻
ൌ ଵଶାଵସାଵଶାଵ଺

ଶ଻
ൌ ହସ

ଶ଻
ൌ 2. 

 

  El punto de corte es 𝑃ሺെ1, െ1, 2ሻ. 

  Unas ecuaciones continuas de 𝑡 son: 

 𝒕 ≡
𝒙ା𝟏

𝟎
ൌ

𝒚ା𝟏

𝟏
ൌ

𝒛ି𝟐

ି𝟐
. 
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Problema 4 

Sean P (1, 5, −1) y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ାସ

ଶ
 

a) Calcula el punto Q ∈ r tal que la distancia de P a Q sea mínima.     (1,25 puntos) 

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3√2.    (1,25 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎ሻ   Un vector director de 𝑟 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 2ሻ. 

  El haz de planos, 𝛽, perpendiculares a la recta 𝑟 tiene la siguiente expresión general: 𝛽 ≡ 2𝑥 ൅
𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos de haz 𝛽, el plano 𝜋 que contiene al punto 𝑃ሺ1, 5, െ1ሻ es el que satisface 
su ecuación: 

 
𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                            𝑃ሺ1, 5, െ1ሻൠ ⇒ 2 ൉ 1 ൅ 5 ൅ 2 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝐷 ൌ 0;   

2 ൅ 5 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝐷 ൌ െ5 ⇒ 𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 െ 5 ൌ 0. 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆     
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2𝜆

. 

  El punto Q pedido es la intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋: 

𝜋 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 െ 5 ൌ 0

              𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆     
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2𝜆

ൢ ⇒ 2ሺ1 ൅ 2𝜆ሻ ൅ ሺ2 ൅ 𝜆ሻ ൅ 2ሺെ4 ൅ 2𝜆ሻ െ 5 ൌ 0;  

2 ൅ 4𝜆 ൅ 2 ൅ 𝜆 െ 8 ൅ 4𝜆 െ 5 ൌ 0;   9𝜆 െ 9 ൌ 0;   𝜆 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 1 ⇒  

⇒ 𝑄 ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൌ 3      
𝑦 ൌ 2 ൅ 1 ൌ 3      
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2 ൌ െ2

ൡ ⇒ 

𝑸ሺ𝟑, 𝟑, െ𝟐ሻ. 

 

𝑏ሻ Halla los puntos 𝑄ଵ 𝑦 𝑄ଶ pertenecientes a 𝑟 tales que 𝑑ሺ𝑃, 𝑄ଵሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑄ଶሻ ൌ 3√2. 

  Un punto genérico de 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆     
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2𝜆

 es 𝑄ሺ1 ൅ 2𝜆, 2 ൅ 𝜆, െ4 ൅ 2𝜆ሻ. 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1 ൅ 2𝜆, 2 ൅ 𝜆, െ4 ൅ 2𝜆ሻ െ ሺ1, 5, െ1ሻሿ ⇒ 

⇒ 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2𝜆, െ3 ൅ 𝜆, െ3 ൅ 2𝜆ሻ. 

  ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ 3√2 ⇒ ඥሺ2𝜆ሻଶ ൅ ሺെ3 ൅ 𝜆ሻଶ ൅ ሺെ3 ൅ 2𝜆ሻଶ ൌ 3√2; 

4𝜆ଶ ൅ 9 െ 6𝜆 ൅ 𝜆ଶ ൅ 9 െ 12𝜆 ൅ 4𝜆ଶ ൌ 18;   9𝜆ଶ െ 18𝜆 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 2𝜆 ൌ 0;  

𝜆ሺ𝜆 െ 2ሻ ൌ 0;  𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 2. 
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  𝜆ଵ ൌ 0 ⇒ 𝑄ଵ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൉ 0 ൌ 1      
𝑦 ൌ 2 ൅ 0 ൌ 2           
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2 ൉ 0 ൌ െ4

ൡ ⇒ 

𝑸𝟏ሺ𝟏, 𝟐, െ𝟒ሻ. 

𝜆ଶ ൌ 2 ⇒ 𝑄ଶ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2 ൉ 2 ൌ 5   
𝑦 ൌ 2 ൅ 2 ൌ 4        
𝑧 ൌ െ4 ൅ 2 ൉ 2 ൌ 0

ൡ ⇒ 

𝑸𝟐ሺ𝟓, 𝟒, 𝟎ሻ. 
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Problema 5: 

Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

𝑎ሻ ׬
ଶ௫ିହ

௫మା௫ିଶ
𝑑𝑥      (1,25 puntos) 

𝑏ሻ ׬ 𝑥 lnሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥.       (1,25 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎ሻ  𝐼ଵ ൌ ׬
ଶ௫ିହ

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥.   

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ିଵേଷ

ଶ
 ⇒  𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ 1. 

  𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 2 ൌ ሺ𝑥 ൅ 2ሻሺ𝑥 െ 1ሻ. 

         
ଶ௫ିହ

௫మା௫ିଶ
ൌ ெ

௫ାଶ
൅ ே

௫ିଵ
ൌ ெ௫ିெାே௫ାଶே

ሺ௫ାଶሻሺ௫ିଵሻ
ൌ

ሺெାேሻ௫ାሺିெାଶேሻ

௫మା௫ିଶ
⇒   𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 2

െ𝑀 ൅ 2𝑁 ൌ െ5
ቅ ⇒  

⇒ 3𝑁 ൌ െ3;   𝑁 ൌ െ1;   𝑀 െ 1 ൌ 2 ⇒ 𝑀 ൌ 3. 

  𝐼ଵ ൌ ׬
ଶ௫ିହ

௫మା௫ିଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ ଷ

௫ାଶ
െ ଵ

௫ିଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 3 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| െ 𝐿|𝑥 െ 1| ൅ 𝐶 ⇒ 

⇒ 𝑰𝟏 ൌ ׬
𝟐𝒙ି𝟓

𝒙𝟐ା𝒙ି𝟐
൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝑳 ቚ

ሺ𝒙ା𝟐ሻ𝟑

𝒙ି𝟏
ቚ ൅ 𝑪. 

  

𝑏ሻ  𝐼ଶ ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝐿𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቐ
𝑢 ൌ 𝐿𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥

𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ ௫మ

ଶ

ቑ ⇒ 𝐿𝑥 ൉ ௫మ

ଶ
െ ׬

௫మ

ଶ
൉ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ௫మ

ଶ
൉ 𝐿𝑥 െ ଵ

ଶ
൉ ׬ 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫మ

ଶ
൉ 𝐿𝑥 െ ଵ

ଶ
൉ ௫మ

ଶ
൅ 𝐶 ൌ ௫మ

ସ
൉ ሺ2𝐿𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐶. 

𝑰𝟐 ൌ ׬ 𝒙 ൉ 𝑳𝒙 ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝒙𝟐

𝟒
൉ ሺ𝟐𝑳𝒙 െ 𝟏ሻ ൅ 𝑪. 
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Problema 6: 

Estudia la continuidad en R de la siguiente función: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
௖௢௦మሺగ௫ሻିଵ

ଵି௫
𝑠𝑖 𝑥 ൏ 1

lnሺ𝑥 ∙ 𝑒௫ାଵሻ െ 2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 1
       (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑥 ൌ 1 ⇒ ቐ
lim

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ

௖௢௦మሺగ௫ሻିଵ

ଵି௫
ൌ 0     ሺ∗ሻ                                 

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ሾ𝐿ሺ𝑥 ൉ 𝑒௫ାଵሻ െ 2𝑥ሿ ൌ 0 ൌ 𝑓ሺ1ሻ     ሺ∗∗ሻ
⇒  

⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ⇒ 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑅. 

(*)  lim
௫→ଵ

௖௢௦మሺగ௫ሻିଵ

ଵି௫
ൌ ௖௢௦మሺగሻିଵ

ଵିଵ
ൌ

ሺିଵሻమିଵ

଴
ൌ ଵିଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ 

⇒ lim
௫→ଵ

ିଶ൉௖௢௦ሺగ௫ሻ൉ሾగ൉௦௘௡ሺగ௫ሻሿ

ିଵ
ൌ lim

௫→ଵ
ሾ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝜋𝑥ሻሿ ൌ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝜋ሻ ൌ 0.  

(**)  lim
௫→ଵ

ሾ𝐿ሺ𝑥 ൉ 𝑒௫ାଵሻ െ 2𝑥ሿ ൌ 𝐿ሺ1 ൉ 𝑒ଵାଵሻ െ 2 ൉ 1 ൌ 𝐿𝑒ଶ െ 2 ൌ 2 ൉ 𝐿𝑒 െ 2 ൌ 

ൌ 2 ൉ 1 െ 2 ൌ 2 െ 2 ൌ 0. 
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Problema 7: 

Se considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ 

a) Demuestra que es continua en R    (0,5 puntos) 

b) Comprueba que existe un valor α ∈  (0,  1)  tal  que  f(α) = 3/4.  Enuncia el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso.    (2 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎ሻ   La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ  es  continua  en  R  por  ser  producto  de  dos  funciones 
continuas en R. 

 

𝑏ሻ   𝑓ሺ0ሻ ൌ ሺ0 ൅ 1ሻ ൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ𝜋 ൉ 0ሻ ൌ 1 ൉ 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 0. 

  𝑓൫భ
మ
൯ ൌ ቀଵ

ଶ
൅ 1ቁ ൉ 𝑠𝑒𝑛 ቀ𝜋 ൉ ଵ

ଶ
ቁ ൌ ଷ

ଶ
൉ 𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
൉ 1 ൌ ଷ

ଶ
൐ ଷ

ସ
. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ൏ ଷ

ସ
൏ 𝑓൫భ

మ
൯ ൌ ଷ

ଶ
. 

  Considerando el intervalo ቀ0, ଵ

ଶ
ቁ ∈ ሺ0, 1ሻ y teniendo en cuenta que 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, le es 

aplicable el teorema de los valores intermedios (o de Darboux), que dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en el 
intervalo  ሾ𝑎, 𝑏ሿ,  entonces para  cada  valor 𝑚  tal  que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൏ 𝑚 ൏ 𝑓ሺ𝑏ሻ,  existe  al menos un  valor 𝑐 ∈
ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 𝑚”. 

 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒖𝒏 𝒂 ∈ ሺ𝟎, 𝟏ሻ 𝒕𝒂𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒇ሺ𝒂ሻ ൌ
𝟑

𝟒
. 
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Problema 8: 

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las gŕaficas de estas dos funciones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 2𝑥ଶ      𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 𝑥ଶ 

Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas.     (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  Nótese que las dos funciones, por ser pares, son simétricas con respecto al eje de ordenadas. 

  Los puntos de corte de dos  funciones  tienen por abscisas  las  raíces  reales de  la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 2 െ 2𝑥ଶ ൌ 𝑥ସ െ 𝑥ଶ;  𝑥ସ ൅ 𝑥ଶ െ 2 ൌ 0 → 𝑥ଶ ൌ 𝑎 → 

→ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ିଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ିଵേଷ

ଶ
⇒ 𝑎ଵ ൌ െ2, 𝑎ଶ ൌ 1. 

  𝑥ଶ ൌ െ2 ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅;  𝑥ଶ ൌ 1 ⇒ ൜
𝑥ଵ ൌ െ1 ⟶ 𝐴ሺെ1, 0ሻ
𝑥ଶ ൌ 1 ⟶ 𝐵ሺ1, 0ሻ      

. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ 2𝑥ଶ es una parábola cóncava ሺ∩ሻ por ser negativo el coeficiente de 𝑥ଶ. 
Su vértice es el punto 𝑉ሺ0, 2ሻ. 

  La función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 𝑥ଶ, además de contener a los puntos 𝐴 y 𝐵 también contiene al origen 
de coordenadas y sus máximos y mínimos son los siguientes: 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ െ 2𝑥.  𝑔ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥ଶ െ 2. 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 4𝑥ଷ െ 2𝑥 ൌ 0;  2𝑥ሺ2𝑥ଶ െ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ െ √ଶ

ଶ
, 𝑥ଷ ൌ √ଶ

ଶ
. 

  𝑔ᇱᇱሺ0ሻ ൌ െ2 ൏ 0 ⇒ 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 ⇒ 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

  𝑔ᇱᇱ൫ି√మ
మ

൯ ൌ 12 ൉ ൫ି√మ
మ

൯
ଶ

െ 2 ൌ 6 െ 2 ൌ 4 ൐ 0 ⇒ 

⇒ 𝑚í𝑛. 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑝𝑎𝑟 𝑥 ൌ െ √ଶ

ଶ
.  

  Por simetría ⇒ 𝑚í𝑛. 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑝𝑎𝑟 𝑥 ൌ √ଶ

ଶ
. 

  La representación gráfica de  la situación se expresa, de 
forma aproximada, en la figura adjunta. 

  En el  intervalo de la superficie a calcular,  las ordenadas 
de  𝑓ሺ𝑥ሻ  son  iguales  o  mayores  que  las  correspondientes 
ordenadas  de  𝑔ሺ𝑥ሻ,  por  lo  cual,  y  teniendo  en  cuenta  la 
simetría de las dos funciones con respecto al eje de ordenadas, 
la superficie a calcular es la siguiente: 

𝑆 ൌ 2 ൉ න ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ
ଵ

଴
൉ 𝑑𝑥 ൌ 

2 ൉ ׬ ሾሺ2 െ 2𝑥ଶሻ െ ሺ𝑥ସ െ 𝑥ଶሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൌ  

ൌ 2 ൉ ׬ ሺ2 െ 2𝑥ଶ െ 𝑥ସ ൅ 𝑥ଶሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൌ 2 ൉ ׬ ሺെ𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൅ 2ሻ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൌ   

𝑌 

𝑂 

𝑋
𝐵

2 

𝑆 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑔ሺ𝑥ሻ 

1െ1
𝐴
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ൌ 2 ൉ ቂെ ௫ఱ

ହ
െ ௫య

ଷ
൅ 2𝑥ቃ

଴

ଵ
ൌ 2 ൉ ቂቀെ ଵఱ

ହ
െ ଵయ

ଷ
൅ 2 ൉ 1ቁ െ 0ቃ ൌ െ ଶ

ହ
െ ଶ

ଷ
൅ 4 ൌ ି଺ିଵ଴ା଺଴

ଵହ
⇒  

⇒ 𝑺 ൌ
𝟒𝟒

𝟏𝟓
 𝒖𝟐 ≅ 𝟐, 𝟗𝟑 𝒖𝟐. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

I INSTRUCCIONES GENERALES 
  Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

Problema 2: 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 1 െ2

3𝑎 𝑎ଶ െ2𝑎ଶ

െ𝑎 െ1 𝑎ଶ െ 1
൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭

𝑎 1 െ2
3𝑎 𝑎ଶ െ2𝑎ଶ

െ𝑎 െ1 𝑎ଶ െ 1
    

1
3

𝑎 ൅ √3 െ 1
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

         |𝑀| ൌ อ
𝑎 1 െ2

3𝑎 𝑎ଶ െ2𝑎ଶ

െ𝑎 െ1 𝑎ଶ െ 1
อ ൌ   

ൌ 𝑎ଷ ൉ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ൅ 6𝑎 ൅ 2𝑎ଷ െ 2𝑎ଷ െ 2𝑎ଷ െ 3𝑎ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ൌ  

ൌ 𝑎ହ െ 𝑎ଷ ൅ 6𝑎 െ 2𝑎ଷ െ 3𝑎ଷ ൅ 3𝑎 ൌ 𝑎ହ െ 6𝑎ଷ ൅ 9𝑎 ൌ 0;   𝑎ሺ𝑎ସ െ 6𝑎ଶ ൅ 9ሻ ൌ 0;  

𝑎ଵ ൌ 0.  𝑎ସ െ 6𝑎ଶ ൅ 9 ൌ 0;  ሺ𝑎ଶ െ 3ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଶ ൌ െ√3, 𝑎ଷ ൌ √3 . 

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൝
𝒂 ് 𝟎

𝒂 ് െ√𝟑
𝒂 ് √𝟑

ൡ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 െ2
0 0 0
0 െ1 െ1

    
1
3

√3 െ 1
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒     

⇒ อ
1 െ2 1
0 0 3

െ1 െ1 √3 െ 1
อ ൌ െ3 ൉ ቚ 1 െ2

െ1 െ2
ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;   𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ√3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ
െ√3 1 െ2

െ3√3 3 െ6
√3 െ1 2

    
1
3

െ1
ቍ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1. 

  Todas las columnas son linealmente dependientes. 
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𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ√𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟏 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

(Dos grados de libertad, dos parámetros) 

         𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ √3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ
√3 1 െ2

3√3 3 െ6
െ√3 െ1 2

    
1
3

2√3 െ 1
ቍ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

  Las tres primeras columnas son linealmente dependientes. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ √𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟏;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 ് െ√3, 𝑎 ് 0 𝑦 𝑎 ് √3: 

൭
𝑎 1 െ2

3𝑎 𝑎ଶ െ2𝑎ଶ

െ𝑎 െ1 𝑎ଶ െ 1
    

1
3

𝑎 ൅ √3 െ 1
൱ ⇒ ൜

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 3𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ ൅ 𝐹ଵ

ൠ ⇒  

⇒ ൭
𝑎 1 െ2
0 𝑎ଶ െ 3 6 െ 2𝑎ଶ

0 0 𝑎ଶ െ 3
    

1
0

𝑎 ൅ √3
൱ ⇒ ሺ𝑎ଶ െ 3ሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ √3 ⇒ 𝑧 ൌ ௔ା√ଷ

௔మିଷ
.  

ሺ𝑎ଶ െ 3ሻ𝑦 െ 2ሺ𝑎ଶ െ 3ሻ ൉ ௔ା√ଷ

௔మିଷ
ൌ 0;  ሺ𝑎ଶ െ 3ሻ𝑦 ൌ 2൫𝑎 ൅ √3൯ ⇒ 𝑦 ൌ

ଶ൫௔ା√ଷ൯

௔మିଷ
.  

𝑎𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 1;   𝑎𝑥 ൌ 1 െ
ଶ൫௔ା√ଷ൯

௔మିଷ
൅

ଶ൫௔ା√ଷ൯

௔మିଷ
⇒ 𝑥 ൌ ଵ

௔
.  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ
𝟏

𝒂
, 𝒚 ൌ

𝟐൫𝒂ା√𝟑൯

𝒂𝟐ି𝟑
, 𝒛 ൌ

𝒂ା√𝟑

𝒂𝟐ି𝟑
, ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ൛െ√𝟑, 𝟎, √𝟑ൟ. 

 

  Resolvemos ahora para 𝑎 ൌ െ√3.  

El sistema resulta 

     െ√3𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 1

െ3√3𝑥 ൅ 3𝑦 െ 6𝑧 ൌ 3

     √3𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1

ൢ, que es compatible indeterminado y equivalente a la 

ecuación √3𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1. 

Como tiene dos grados de libertad, se hace 𝑥 ൌ 𝜆, 𝑧 ൌ 𝜇: 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝝀, 𝒚 ൌ √𝟑𝝀 ൅ 𝟐𝝁 ൅ 𝟏, 𝒛 ൌ 𝝁, ∀𝝀, 𝝁 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

 

Solución: 

  Una matriz no es regular cuando su determinante es distinto de cero. 

  Restando en |𝐴| a la primera fila la tercera multiplicada por dos: 

  |𝐴| ൌ ቮ

3 0
െ2 0

െ5 െ5
1 𝑎 ൅ 3

െ3 1
െ2 0

2      2
2      2

ቮ.  

Desarrollando por los menores adjuntos de la segunda columna: 

  |𝐴| ൌ െ1 ൉ อ
3 െ5 െ5

െ2 1 𝑎 ൅ 3
െ2 2 2

อ ൌ െ2 ൉ อ
3 െ5 െ5

െ2 1 𝑎 ൅ 3
െ1 1 1

อ. 

  Sumando la primera columna a las otras dos: 

  |𝐴| ൌ െ2 ൉ อ
3 െ2 െ2

െ2 െ1 𝑎 ൅ 1
െ1 0 0

อ. 

  Desarrollando por los menores adjuntos de la tercera fila: 

  |𝐴| ൌ 2 ൉ ቚെ2 െ2
െ1 𝑎 ൅ 1

ቚ ൌ െ4 ൉ ቚ 1 1
െ1 𝑎 ൅ 1

ቚ ൌ െ4 ൉ ሺ𝑎 ൅ 1 ൅ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝑎 ൅ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ െ2. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒓𝒆𝒈𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟐. 
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Problema 3: 

 

Solución: 

La expresión de la recta 𝑠 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0   
𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ 2𝜆 ⇒

 𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1 െ 4𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ െ2𝜆;    

𝑥 ൌ െ𝜆;  𝑦 ൌ 1 ൅ 2𝜆 െ 𝑥 ⇒ 𝑦 ൌ 1 ൅ 3𝜆 ⇒  𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ𝜆       
𝑦 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑧 ൌ 𝜆          

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ0, 1, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 3, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺ3, െ5, െ3ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 2, 1ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, െ5, െ3ሻ െ ሺ0, 1, 0ሻሿ ൌ ሺ3, െ6, െ3ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
െ1 3 1
െ1 2 1
3 െ6 െ3

อ ൌ 6 ൅ 6 ൅ 9 െ 6 െ 6 െ 9 ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 2 ⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗   𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 ⇒ 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛. 

  La expresión de 𝑠 ≡ ௫ିଷ

ିଵ
ൌ ௬ାହ

ଶ
ൌ ௭ାଷ

ଵ
 por unas ecuaciones  implícitas es  la siguiente: 𝑠 ≡ ௫ିଷ

ିଵ
ൌ

௬ାହ

ଶ
ൌ ௭ାଷ

ଵ
⇒ ቄ2𝑥 െ 6 ൌ െ𝑦 െ 5

𝑥 െ 3 ൌ െ𝑧 െ 3
ቅ ⇒ 𝑠 ≡ ቄ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 1 ൌ 0

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0           
. 

  Las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠  determinan  el  sistema: 

     𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1
           2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
             𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൢ,  que  sabemos  que  es  compatible 

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolución eliminamos una de las 
ecuaciones, por ejemplo, la tercera, que es la suma de la primera y la última, quedando el sistema: 
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      𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ1
              𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0

ൡ ⇒ 𝑧 ൌ െ𝑥 ⇒
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑥 ൌ 1    
𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑥 ൌ െ1ൠ 

2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1   
െ𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1ൠ ⇒ 𝑥 ൌ 0; 

𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 0 ⇒ El punto de corte es 𝑄ሺ0, 1, 0ሻ. 

  La recta pedida, 𝑡, es la que pasa por los puntos P y Q: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 0ሻ െ ሺെ3, െ2, 3ሻሿ ൌ ሺ3, 3, െ3ሻ ⇒ 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ1ሻ 

  Unas ecuaciones continuas de 𝑡 son: 

 𝒕 ≡
𝒙

𝟏
ൌ

𝒚ି𝟏

𝟏
ൌ

𝒛

ି𝟏
. 
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Problema 4: 

 

Solución: 

La expresión de la recta 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡ ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 7 ൌ 0  
5𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 6𝜆 ⇒

െ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ7 െ 12𝜆
2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2 െ 30𝜆  ൠ ;    

  𝑦 െ 2𝑧 ൌ 7 ൅ 12𝜆
2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2 െ 30𝜆ൠ ⇒ 3𝑦 ൌ 9 െ 18𝜆;   𝑦 ൌ 3 െ 6𝜆;   2𝑧 ൌ 𝑦 െ 7 െ 12𝜆 ൌ  

ൌ 3 െ 6𝜆 െ 7 െ 12𝜆 ൌ െ4 െ 18𝜆;   𝑧 ൌ െ2 െ 9𝜆 ⇒  𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 6𝜆           
𝑦 ൌ 3 െ 6𝜆  
𝑧 ൌ െ2 െ 9𝜆

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝐴ሺ0, 3, െ2ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ2, െ3ሻ. 

  Un punto y un vector director de 𝑠 son 𝐵ሺ1, െ3, 5ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 0, െ1ሻ. 

  El vector normal del plano 𝜋 es perpendicular, simultáneamente, de los vectores directores de 
las  rectas  𝑟  y  𝑠,  por  lo  cual,  es  linealmente  dependiente  del  producto  vectorial  de  los  vectores 
directores: 

  𝑛ᇱሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
2 െ2 െ3
2 0 െ1

อ ൌ 2𝑖 െ 6𝑗 ൅ 4𝑘 ൅ 2𝑗 ൌ 2𝑖 െ 4𝑗 ൅ 4𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, 2ሻ. 

  El plano 𝜋 tiene la siguiente expresión general: 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  La distancia del punto 𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ al plano 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 viene dada por la fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ .  

  La  distancia  del  plano  𝜋  a  cualquiera  de  las  rectas  es  equivalente  a  la  distancia  del  plano  a 
cualquier punto de ellas. 

         𝑑ሺ𝜋, 𝑟ሻ ൌ 𝑑ሺ𝜋, 𝐴ሻ ൌ 3 ⇒
|ଵ൉଴ିଶ൉ଷାଶ൉ሺିଶሻା஽|

ඥଵమାሺିଶሻమାଶమ
ൌ 3;  

|ିଵ଴ା஽|

√ଽ
ൌ 3;  |െ10 ൅ 𝐷| ൌ 9. 

 
െ10 ൅ 𝐷 ൌ 9

െ10 ൅ 𝐷 ൌ െ9
ቅ ⇒ 𝐷ଵ௥ ൌ 19;  𝐷ଶ௥ ൌ 1. 

         𝑑ሺ𝜋, 𝑠ሻ ൌ 𝑑ሺ𝜋, 𝐵ሻ ൌ 6 ⇒
|ଵ൉ଵିଶ൉ሺିଷሻାଶ൉ହା஽|

√ଽ
ൌ 6;  |17 ൅ 𝐷| ൌ 18. 

 
17 ൅ 𝐷 ൌ 18   
17 ൅ 𝐷 ൌ െ18

ቅ ⇒ 𝐷ଵ௦ ൌ 1;  𝐷ଶ௦ ൌ െ35. 

  El único valor de D que satisface las dos condiciones es 𝐷 ൌ 1, por lo cual, el plano pedido es:  

𝝅 ≡ 𝒙 െ 𝟐𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎.   
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Problema 5: 

 

Solución: 

𝑎ሻ  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ൣcosሺ𝜋𝑥ሻ ൉ 𝑒௫మାଶ௫൧ ൌ 𝐿𝑢 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௨ᇱ

௨
.  (*)   

  𝑢 ൌ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൉ 𝑒௫మାଶ௫. 

  𝑢ᇱ ൌ െ𝜋 ൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ ൉ 𝑒௫మାଶ௫ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൉ ሺ2𝑥 ൅ 2ሻ ൉ 𝑒௫మାଶ௫ ⇒ 

⇒ 𝑢ᇱ ൌ 𝑒௫మାଶ௫ ൉ ሾ2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ cosሺ𝜋𝑥ሻ െ 𝜋 ൉ 𝑠𝑒𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻሿ. 

  Sustituyendo en (*): 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௘ೣమశమೣ൉ሾଶ൉ሺ௫ାଵሻ൉ୡ୭ୱሺగ௫ሻିగ൉௦௘௡ ሺగ௫ሻሿ

ୡ୭ୱሺగ௫ሻ൉௘ೣమశమೣ ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଶ൉ሺ௫ାଵሻ൉ୡ୭ୱሺగ௫ሻିగ൉௦௘௡ ሺగ௫ሻ

ୡ୭ୱሺగ௫ሻ
. 

  𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ ଶ൉ሺ଴ାଵሻ൉ୡ୭ୱሺగ൉଴ሻିగ൉௦௘௡ ሺగ൉଴ሻ

ୡ୭ୱሺగ൉଴ሻ
ൌ ଶ൉ୡ୭ୱ ଴ିగ൉௦௘௡ ଴

ୡ୭ୱ ଴
ൌ ଶ൉ଵି଴

ଵ
⇒ 

𝒇ᇱሺ𝟎ሻ ൌ 𝟐. 

 

𝑏ሻ  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 √1 ൅ 2𝑥 ൅ 𝑒ଶ௫ ൌ 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑢 ⇒ 𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௨ᇱ

ଵା௨మ.     (*) 

𝑢 ൌ √1 ൅ 2𝑥 ൅ 𝑒ଶ௫.  𝑢ᇱ ൌ ଶାଶ൉௘మೣ

ଶ൉√ଵାଶ௫ା௘మೣ ൌ
ଶ൉൫ଵା௘మೣ൯

ଶ൉√ଵାଶ௫ା௘మೣ ⇒ 𝑢ᇱ ൌ ଵା௘మೣ

√ଵାଶ௫ା௘మೣ. 

Sustituyendo en (*): 

𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
భశ೐మೣ

ඥభశమೣశ೐మೣ

ଵା൫√ଵାଶ௫ା௘మೣ൯
మ ൌ ଵା௘మೣ

൫ଵା√ଵାଶ௫ା௘మೣ൯൉√ଵାଶ௫ା௘మೣ ൌ ଵା௘మೣ

ሺଶାଶ௫ା௘మೣሻ൉√ଵାଶ௫ା௘మೣ.  

  𝑔ᇱሺ0ሻ ൌ ଵା௘మ൉బ

ሺଶାଶ൉଴ା௘మ൉బሻ൉√ଵାଶ൉଴ା௘మ൉బ ൌ ଵା௘బ

ሺଶା଴ା௘బሻ൉√ଵା଴ା௘బ ൌ ଵାଵ

ሺଶାଵሻ൉√ଵାଵ
ൌ ଶ

ଷ൉√ଶ
⇒ 

ൌ
2 ൉ √2
3 ൉ 2

⇒ 

𝒈ᇱሺ𝟎ሻ ൌ √𝟐

𝟑
. 
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Problema 6: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   cos ቂగ

ଶ
൉ ሺ𝑥 െ 1ሻቃ ∈ 𝑅, ∀𝑥 ∈ ሾ1, 4ሿ. 

  𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 10 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଺േ√ଷ଺ିସ଴

ଶ
⇒ 𝑥 ∉ 𝑅 ⇒ 𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 10 ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ  es  continua en  ሾ1, 4ሿ  por  ser  cociente de dos  funciones  continuas en  ሾ1, 4ሿ  y 
cuyo denominador es distinto de cero para cualquier valor real de 𝑥. 

 

𝑏ሻ   Teniendo  en  cuenta  que  𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 10 ൐ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅,  se  consideran  valores  negativos  de  la 

función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ cos ቂగ

ଶ
൉ ሺ𝑥 െ 1ሻቃ en el intervalo ሾ1, 4ሿ. 

  Una forma sencilla que cumple lo anterior es, por ejemplo, para 𝑥 ൌ 3 ∈ ሾ1, 4ሿ: 

  𝑔ሺ3ሻ ൌ cos ቂగ

ଶ
൉ ሺ3 െ 1ሻቃ ൌ cos 𝜋 ൌ െ1. Considerando 𝑓ሺ𝑥ሻ para 𝑥 ൌ 3: 

  𝑓ሺ3ሻ ൌ ୡ୭ୱ గ

ଷమି଺൉ଷାଵ଴
ൌ ିଵ

ଽିଵ଼ାଵ଴
ൌ ିଵ

ଵ
ൌ െ1. 

  Teniendo en cuenta que 𝑔ሺ1ሻ ൌ cos ቂగ

ଶ
൉ ሺ1 െ 1ሻቃ ൌ cos 0 ൌ 1, le es aplicable a la función 𝑓ሺ𝑥ሻ 

el  teorema  de  los  valores  intermedios  o  propiedad  de  Darboux  que  dice:  “si  una  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  es 
continua  en  un  intervalo  ሾ𝑎, 𝑏ሿ  y  un  número  𝑘  está  comprendido  entre  los  valores  extremos  de  la 
función, o sea, 𝑓ሺ𝑎ሻ ൑ 𝑘 ൑ 𝑓ሺ𝑏ሻ o 𝑓ሺ𝑎ሻ ൒ 𝑘 ൒ 𝑓ሺ𝑏ሻ, entonces existe un valor 𝑐 ∈ ሾ𝑎, 𝑏ሿ tal que 𝑔ሺ𝑐ሻ ൌ
𝑘”. 

  Aplicando la propiedad a la función 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾ1, 3ሿ ∈ ሾ1, 4ሿ, existe un valor 𝛼 ∈ ሾ1, 3ሿ 
tal que 𝑓ሺ𝛼ሻ ൌ ିଵ

ଶ
. 

  Aplicando la propiedad a la función 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾ3, 4ሿ ∈ ሾ1, 4ሿ, existe un valor 𝛽 ∈ ሾ3, 4ሿ 
tal que 𝑓ሺ𝛽ሻ ൌ ିଵ

ଶ
. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆𝒏 𝜶, 𝜷 𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒒𝒖𝒆 𝒇ሺ𝜶ሻ ൌ
ି𝟏

𝟐
ൌ 𝒇ሺ𝜷ሻ. 
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Problema 7: 

 

Solución: 

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

𝑎ሻ   El dominio de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ es el conjunto de valores reales que satisfacen la desigualdad: ଵ
ଶ

െ

𝑠𝑒𝑛 గ௫

଺
൒ 0;  ଵ

ଶ
൒ 𝑠𝑒𝑛 గ௫

଺
. 

  Para 𝑥 ൌ 7 ⇒ 𝑠𝑒𝑛 ଻గ

଺
ൌ 𝑠𝑒𝑛 210° ൌ െ ଵ

ଶ
. 

  Para 𝑥 ൌ 11 ⇒ 𝑠𝑒𝑛 ଵଵగ

଺
ൌ 𝑠𝑒𝑛 330° ൌ െ ଵ

ଶ
. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ está definida ∀𝑥 ∈ ሾ7, 11ሿ y, teniendo en cuenta que es  la raíz cuadrada de la 
suma algebraica de dos funciones continuas y derivables: 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒅𝒆𝒎𝒐𝒔𝒕𝒓𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒆𝒏 ሾ𝟕, 𝟏𝟏ሿ 𝒚 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 ሺ𝟕, 𝟏𝟏ሻ. 

 

𝑏ሻ  Teniendo  en  cuenta  lo  anterior  y  que  que:  𝑓ሺ7ሻ ൌ 𝑓ሺ11ሻ ൌ ටଵ

ଶ
൅ ଵ

ଶ
ൌ 1,  a  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  le  es 

aplicable el teorema de Rolle que dice “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, 
con 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  y 𝑎 ൏ 𝑏,  y  se  cumple  que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ,  existe  al menos  un  valor  c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏  tal  que 
𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Aunque no se pide, se determina el valor de 𝑐 que verifica el teorema. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
െ 𝜋

6 ൉ cos 𝜋𝑥
6

2 ൉ ට1
2 െ 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥

6

⇒ 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ 0 ⇒ cos
𝜋𝑐
6

ൌ 0; 
𝜋𝑐
6

ൌ
𝜋
2

൅ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍 ⇒ 

La única solución en el intervalo considerado es c = 9. 

𝒄 ൌ 𝟗. 
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Problema 8: 

 

Solución: 

  Las abscisas de  los puntos P y Q son  los primeros valores positivos mayores que cero que son 
raíces de la ecuación 𝑥 ൉ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൌ 0; estos valores son 𝑥 ൌ 𝜋 y 𝑥 ൌ 2𝜋, por lo cual: 𝑃ሺ𝜋, 0ሻ y 𝑄ሺ2𝜋, 0ሻ. 

  La superficie sombreada pedida es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻగ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻగ

ଶగ ൉ 𝑑𝑥. 

  La integral indefinida de 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 es la siguiente: 

  𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑑𝑥  ⇒ ቄ 𝑢 ൌ 𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ െ𝑐𝑜𝑠 𝑥

ቅ ⇒ 

⇒ 𝑥 ൉ ሺെ cos 𝑥ሻ െ ׬ െ cos 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൅ ׬ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ⇒  

⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥 ൉ cos 𝑥 ൅ sen 𝑥 ൅ 𝐶. 

  𝑆 ൌ 𝐹ሺ𝜋ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ ൅ 𝐹ሺ𝜋ሻ െ 𝐹ሺ2𝜋ሻ ൌ 2𝐹ሺ𝜋ሻ െ 𝐹ሺ0ሻ െ 𝐹ሺ2𝜋ሻ ൌ 

ൌ 2 ൉ ሺെ𝜋 ൉ cos 𝜋 ൅ sen 𝜋ሻ െ ሺെ0 ൉ cos 0 ൅ sen 0ሻ െ ሾെ2𝜋 ൉ cosሺ2𝜋ሻ ൅ senሺ2𝜋ሻሿ ൌ  

ൌ 2ሾെ𝜋 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 0ሿ െ ሺെ0 ൉ 1 ൅0ሻ െ ሺെ2𝜋 ൉ 1 ൅ 0ሻ ൌ 2𝜋 െ 0 ൅ 2𝜋 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟒𝝅 𝒖𝟐.  
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una única pregunta. En caso de 
responder a más preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirán en orden hasta llegar al número necesario. No se podrán usar 
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolución 
de ecuaciones, operaciones con matrices, cálculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A1 

Discute la existencia de solución del siguiente sistema en función del parámetro α: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1    

𝑥 ൅ 𝛼𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 2    

 

Resuelve el sistema en los casos α = 1 y α = 2. 

Ejercicio B1 

Calcula el rango de la matriz A según los valores del parámetro α, siendo   

𝐴 ൌ ൭
𝛼 0 𝛼
3 𝛼 0
0 1 െ1

     
0
𝛼
2

൱ 

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A2 

Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son: 

𝑟 ≡ ൜
x ൅  y െ  z ൌ  1

2x ൅  2y ൅  z ൌ  2, 

a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r. 

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el punto 
P (2, 1, 0), que es exterior a r. 

Ejercicio B2 

Sean r la recta cuya ecuación continua es: 
௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
 , los planos de ecuaciones π1 ≡ x + y + z = 1 y 

π2 ≡ x + y − z = 1, P1 el punto de corte de la recta r con el plano π1 y P2 el punto de corte de la recta r 
con el plano π2. Calcula: 

a) las coordenadas de los puntos P1 y P2; 

b) la distancia entre los puntos P1 y P2; 

c) la distancia del punto P1 al plano π2. 

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 
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Ejercicio A3 

Sea la función f(x) = x4 − 2x3 + x2. Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus 
máximos y mínimos relativos. Calcula la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 2. 

Ejercicio B3 

La función f(x) = Ax2 + Bx + C es creciente en el  intervalo (−∞, 1) y decreciente en el  intervalo (1, ∞). 
Además,  la  recta  tangente  a  su  gráfica  en  el  punto  de  abscisa  x  =  2  es  perpendicular  a  la  recta  de 

ecuación y = x + 2 y 𝑓ሺ0ሻ ൌ  lim
௫→଴

௦௘௡ሺ௫ሻ

௫
 . Calcula los valores de los parámetros A, B y C. 

MATEMÁTICAS IICUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A4 

Dibuja  el  recinto  del  primer  cuadrante  limitado  inferiormente  por  la  curva  de  ecuación  𝑦 ൌ ௫మ

ସ
  y 

superiormente por las curvas de ecuaciones 𝑦 ൌ ସ

௫మ  e y = 4. Calcula el área de ese recinto. 

Ejercicio B4 

Calcula las siguientes integrales: 

׬
௫మାସ

ሺ௫ାଶሻమ 𝑑𝑥, ׬ሺ𝑥 ൅ 2ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ3𝑥ሻ𝑑𝑥. 

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A5 

La producción de una empresa la realizan, a partes iguales, cuatro turnos, de los que tres son diurnos y 
uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas en cada turno diurno es el 2 % y en el 
nocturno es del 10 %. 

Si se toma una pieza al azar de un turno al azar, 

a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa; 

b)  si  la  pieza  tomada  es  defectuosa,  calcula  la  probabilidad  de  que  se  haya  producido  en  un  turno 
diurno. 

Ejercicio B5 

Los resultados obtenidos en una prueba de matemáticas siguen una distribución normal con media 65 
puntos y desviación típica 18 puntos. El 15 % del alumnado está en el nivel avanzado, el 65 % en el nivel 
medio y el 20 % restante en el nivel inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel situaremos a 
los alumnos o alumnas que han obtenido las siguientes notas: 

a) 85,5 puntos, 

b) 48 puntos. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A1 

Discute la existencia de solución del siguiente sistema en función del parámetro α: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1    

𝑥 ൅ 𝛼𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 2    

 

Resuelve el sistema en los casos α = 1 y α = 2. 

SOLUCIÓN A1 

 

.   
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Ejercicio B1 

Calcula el rango de la matriz A según los valores del parámetro α, siendo   

𝐴 ൌ ൭
𝛼 0 𝛼
3 𝛼 0
0 1 െ1

     
0
𝛼
2

൱ 

SOLUCIÓN B1 

. 
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SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A2 

Sea r la recta cuyas ecuaciones cartesianas son: 

𝑟 ≡ ൜
x ൅  y െ  z ൌ  1

2x ൅  2y ൅  z ൌ  2, 

a) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta r. 

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a r y pasa por el punto 
P (2, 1, 0), que es exterior a r. 

SOLUCIÓN A2 

 

 
.   
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Ejercicio B2 

Sean r la recta cuya ecuación continua es: 
௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
 , los planos de ecuaciones π1 ≡ x + y + z = 1 y 

π2 ≡ x + y − z = 1, P1 el punto de corte de la recta r con el plano π1 y P2 el punto de corte de la recta r 
con el plano π2. Calcula: 

a) las coordenadas de los puntos P1 y P2; 

b) la distancia entre los puntos P1 y P2; 

c) la distancia del punto P1 al plano π2. 

SOLUCIÓN B2 

 

.   
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A3 

Sea la función f(x) = x4 − 2x3 + x2. Calcula sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y encuentra sus 
máximos y mínimos relativos. Calcula la recta tangente a la gráfica de f en el punto de abscisa x = 2. 

SOLUCIÓN A3 

 

.   
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Ejercicio B3 

La función f(x) = Ax2 + Bx + C es creciente en el  intervalo (−∞, 1) y decreciente en el  intervalo (1, ∞). 
Además,  la  recta  tangente  a  su  gráfica  en  el  punto  de  abscisa  x  =  2  es  perpendicular  a  la  recta  de 

ecuación y = x + 2 y 𝑓ሺ0ሻ ൌ  lim
௫→଴

௦௘௡ሺ௫ሻ

௫
 . Calcula los valores de los parámetros A, B y C. 

SOLUCIÓN B3 

 

.   
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A4 

Dibuja  el  recinto  del  primer  cuadrante  limitado  inferiormente  por  la  curva  de  ecuación  𝑦 ൌ ௫మ

ସ
  y 

superiormente por las curvas de ecuaciones 𝑦 ൌ ସ

௫మ  e y = 4. Calcula el área de ese recinto. 

SOLUCIÓN A4 

 

.   
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Ejercicio B4 

Calcula las siguientes integrales: 

׬
௫మାସ

ሺ௫ାଶሻమ 𝑑𝑥, ׬ሺ𝑥 ൅ 2ሻ𝑠𝑒𝑛ሺ3𝑥ሻ𝑑𝑥. 

SOLUCIÓN B4 

 

.   
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A5 

La producción de una empresa la realizan, a partes iguales, cuatro turnos, de los que tres son diurnos y 
uno nocturno. El porcentaje de piezas defectuosas producidas en cada turno diurno es el 2 % y en el 
nocturno es del 10 %. 

Si se toma una pieza al azar de un turno al azar, 

a) calcula la probabilidad de que la pieza sea defectuosa; 

b)  si  la  pieza  tomada  es  defectuosa,  calcula  la  probabilidad  de  que  se  haya  producido  en  un  turno 
diurno. 

SOLUCIÓN A5 

 

 

.   
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Ejercicio B5 

Los resultados obtenidos en una prueba de matemáticas siguen una distribución normal con media 65 
puntos y desviación típica 18 puntos. El 15 % del alumnado está en el nivel avanzado, el 65 % en el nivel 
medio y el 20 % restante en el nivel inicial. Decide, razonando tus respuestas, en qué nivel situaremos a 
los alumnos o alumnas que han obtenido las siguientes notas: 

a) 85,5 puntos, 

b) 48 puntos. 

SOLUCIÓN B5 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una única pregunta. En caso de 
responder a más preguntas de las estipuladas, las respuestas se corregirán en orden hasta llegar al número necesario. No se podrán usar 
calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolución 
de ecuaciones, operaciones con matrices, cálculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfanuméricos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A1 

Ejercicio B1 

 

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A2 

 

Ejercicio B2 

Se consideran tres planos de ecuaciones: 

π1 ≡ 4x + 2y − 4z = 2, π2 ≡ x − y − z = 2 y π3 ≡ x + ay + z = b. 

¿Existen valores de los parámetros a y b para los cuales los tres planos se cortan en una recta? En caso 
de que la respuesta sea negativa, razónala.  

En el caso de que la respuesta sea positiva, calcula dichos valores. 
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A3 

Sea f (x) = x/(x2 + 1). Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f , calcula sus asíntotas, y 
encuentra  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  f  en  el  punto  de  abscisa  x  =  0.  Haz  una  representación 
aproximada de la gráfica de la función f  

Ejercicio B3 

 

MATEMÁTICAS IICUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A4 

 

Ejercicio B4 

 

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A5 

Tenemos dos dados, uno normal y otro trucado. En el trucado hay 4 unos y 2 doses. Se elige un dado al 
azar y se tira dos veces. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de obtener un 1 en la primera tirada y un 2 en la segunda? 

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido un 1 y el de la segunda ha sido un 2, calcula la 
probabilidad de que se haya escogido el dado trucado. 

Ejercicio B5 

Una caja que contiene 500 monedas es vaciada sobre una mesa. Halla  

a) la probabilidad de que el número de caras sea mayor que 240; 

b) la probabilidad de que el número de caras sea menor que 230; 

c) la probabilidad de que el número de caras esté comprendido entre 230 y 240, ambos incluidos.  

. 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A1 

SOLUCIÓN A1 

El determinante de la matriz de coeficientes es −α2 + 1. Entonces, si α distinto de 1 y α distinto de −1, el 
sistema es COMPATIBLE DETERMINADO. 

Si α = 1, el  rango de  la matriz de coeficientes es 2, y  también el de  la matriz ampliada; por  tanto, el 
sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO. 

Si α = −1, el  rango de  la matriz de coeficientes es 2, y el de  la matriz ampliada, en cambio, es 3; por 
tanto, el sistema es INCOMPATIBLE. 

Si α = 0, la solución del sistema es x = −2, y = 6 y z = 5. 
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Ejercicio B1 

SOLUCIÓN B1 

. 
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SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A2 

SOLUCIÓN A2 

. 
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Ejercicio B2 

Sean r la recta cuya ecuación continua es: 
௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
 , los planos de ecuaciones π1 ≡ x + y + z = 1 y 

π2 ≡ x + y − z = 1, P1 el punto de corte de la recta r con el plano π1 y P2 el punto de corte de la recta r 
con el plano π2. Calcula: 

a) las coordenadas de los puntos P1 y P2; 

b) la distancia entre los puntos P1 y P2; 

c) la distancia del punto P1 al plano π2. 

SOLUCIÓN B2 

 

.   
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A3 

Sea f (x) = x/(x2 + 1). Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f , calcula sus asíntotas, y 
encuentra  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  f  en  el  punto  de  abscisa  x  =  0.  Haz  una  representación 
aproximada de la gráfica de la función f  

SOLUCIÓN A3 

 

.
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Ejercicio B3 

SOLUCIÓN B3 

 

.   
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CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A4 

SOLUCIÓN A4 

 

.   
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Ejercicio B4 

SOLUCIÓN B4 

 

.   
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QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios. 

Ejercicio A5 

Tenemos dos dados, uno normal y otro trucado. En el trucado hay 4 unos y 2 doses. Se elige un dado al 
azar y se tira dos veces. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de obtener un 1 en la primera tirada y un 2 en la segunda? 

b) Sabiendo que el resultado de la primera tirada ha sido un 1 y el de la segunda ha sido un 2, calcula la 
probabilidad de que se haya escogido el dado trucado. 

SOLUCIÓN A5 

 

 

.   
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Ejercicio B5 

Una caja que contiene 500 monedas es vaciada sobre una mesa. Halla  

a) la probabilidad de que el número de caras sea mayor que 240; 

b) la probabilidad de que el número de caras sea menor que 230; 

c)  la  probabilidad  de  que  el  número  de  caras  esté  comprendido  entre  230  y  240,  ambos  incluidos. 

SOLUCIÓN B5 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado. 
TIEMPO: 90 minutos. 
 

Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 

 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

Problema 6: 

Problema 7: 

 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 2 0
0 𝑚 1
0 3 0

൱ ൉ ൭
1 2 0
0 𝑚 1
0 3 0

൱ ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱.  

𝐴ଶ ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 ⇒ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ቆ
𝑚
0
9

ቇ. 

De la ecuación matricial anterior resulta el sistema: 

𝑥 ൅ ሺ2 ൅ 2𝑚ሻ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 𝑚
        ሺ𝑚ଶ ൅ 3ሻ𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0
                     3𝑚𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 9

ቑ. 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

  𝑃 ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱ y 𝑃′ ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

    
𝑚
0
9

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑚 es el siguiente: 

|𝑃| ൌ อ
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

อ ൌ 3ሺ𝑚ଶ ൅ 3ሻ െ 3𝑚ଶ ൌ 3𝑚ଶ ൅ 9 െ 3𝑚ଶ ൌ 9 ് 0 ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑃 ൌ 3, ∀𝑚 ∈ 𝑅. 

∀𝒎 ∈ 𝑹 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

 

𝑏ሻ   Resolviendo por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
௠ ଶାଶ௠ ଶ
଴ ௠మାଷ ௠
ଽ ଷ௠ ଷ

อ

ଽ
ൌ

ଷ௠൫௠మାଷ൯ାଽ௠ሺଶାଶ௠ሻିଵ଼൫௠మାଷ൯ିଷ௠య

ଽ
ൌ 

 



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Antonio Menguiano  

Comunidad Autónoma de VALENCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)446 

ൌ ଷ௠యାଽ௠ାଵ଼௠ାଵ଼௠మିଵ଼௠మିହସିଷ௠య

ଽ
ൌ ଽ௠ାଵ଼௠ିହସ

ଽ
ൌ ଶ଻௠ିହସ

ଽ
ൌ 3𝑚 െ 6.   

 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ௠ ଶ
଴ ଴ ௠
଴ ଽ ଷ

อ

ଽ
ൌ ିଽ௠

ଽ
ൌ െ𝑚. 

 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ଶାଶ௠ ௠
଴ ௠మାଷ ଴
଴ ଷ௠ ଽ

อ

ଽ
ൌ

ଽ൫௠మାଷ൯

ଽ
ൌ 𝑚ଶ ൅ 3. 

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟑𝒎 െ 𝟔, 𝒚 ൌ െ𝒎, 𝒛 ൌ 𝒎𝟐 ൅ 𝟑, ∀𝒎 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼 ൌ ቀ1 0 1
0 1 1

ቁ ൉ ൭
1 2
1 െ1
1 0

൱ ൅ 𝐼 ൌ ቀ2 2
2 െ1

ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ3 2
2 0

ቁ. 

|𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼| ൌ ቚ3 2
2 0

ቚ ൌ െ4;  ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ3 2
2 0

ቁ ;    

𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ 0 െ2
െ2 3

ቁ.  

ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻିଵ ൌ
𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧

|𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼|
ൌ

ቀ 0 െ2
െ2 3

ቁ

െ4
⇒ 

ሺ𝑨𝑩𝒕 ൅ 𝑰ሻି𝟏 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ቀ𝟎 𝟐

𝟐 െ𝟑
ቁ. 

 

𝑏ሻ   𝐶ଶ ൌ 𝐶 ൉ 𝐶 ൌ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ൉ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ൌ ቀെ𝑎ଷ 0
0 െ𝑎ଷቁ ൌ െ𝑎ଷ ൉ ቀ1 0

0 1
ቁ. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝑪𝟐 ൌ െ𝒂𝟑𝑰. 

 

𝐶ଵଷ ൌ 𝐶 ൉ 𝐶ଵଶ ൌ 𝐶 ൉ ሺ𝐶ଶሻ଺ ൌ 𝐶 ൉ ሺെ𝑎ଷ ൉ 𝐼ሻ଺ ൌ 𝐶 ൉ 𝑎ଵ଼ ൉ 𝐼଺ ൌ 𝑎ଵ଼ ൉ 𝐶 ൌ  

ൌ 𝑎ଵ଼ ൉ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ⇒ 

𝑪𝟏𝟑 ൌ ൬ 𝟎 𝒂𝟏𝟗

െ𝒂𝟐𝟎 𝟎
൰.  
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Problema 3: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1          
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 ⇒ 𝑦 ൌ 𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆;  𝑧 ൌ െ𝑥 െ 2𝜆 ൌ െ1 െ 𝜆 െ 2𝜆 ⇒ 

⇒ 𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆     
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆

. 

  Un punto y un vector de 𝑟 son 𝐴ሺ1, 0, െ1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ3ሻ. 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 2, 𝑎ሻ െ ሺ0, 0, 3ሻሿ ൌ ሺ2, 2, 𝑎 െ 3ሻ. 

  Para que la recta 𝑟 y la recta que pasa por los puntos P y Q sean paralelas es condición necesaria 
que 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  sean linealmente dependientes, es decir: que sus componentes sean proporcionales. 

 
ଵ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ ିଷ

௔ିଷ
⇒ 𝑎 െ 3 ൌ െ6;   𝑎 ൌ െ3. 

  Para  que  no  sean  coincidentes  es  necesario  que  los  puntos  P  o  Q  no  pertenezcan  a  la  recta  r; 
considerando, por ejemplo, al punto 𝑃ሺ0, 0, 3ሻ: 

 
𝑟 ≡ ൝

𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆     
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆

              𝑃ሺ0, 0, 3ሻ

ൢ ⇒ ൝
1 ൅ 𝜆 ൌ 0

𝜆 ൌ 0
െ1 െ 3𝜆 ൌ 3

ൡ ⇒ 𝜆 ∉ 𝑟. 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒂𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟑. 

𝑏ሻ   El haz de planos 𝛽, perpendiculares a 𝑟  tiene  la siguiente expresión general o  implícita: 𝛽 ≡ 𝑥 ൅
𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋, que contiene al punto 𝑃ሺ0, 0, 3ሻ es el que satisface su 
ecuación: 

𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                             𝑃ሺ0, 0, 3ሻൠ ⇒ 0 ൅ 0 െ 9 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 9 ⇒  

⇒ 𝝅 ≡ 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟗 ൌ 𝟎.   
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Problema 4: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 ≡ ൜
5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 16
9𝑥 െ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 12 dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

 
5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 16
9𝑥 െ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 12ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

5𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆
9𝑥 െ 𝑦 ൌ 12 െ 7𝜆ൠ ⇒ 14𝑥 ൌ 28 െ 15𝜆 ⇒ 

⇒ 𝑥 ൌ 2 െ 𝜆;   5ሺ2 െ 𝜆ሻ ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆;   10 െ 5𝜆 ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆;   𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆 ⇒  

⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

. 

  Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuación: 

 
𝑟 ≡ ൝

𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

             𝑄ሺ2, 6, 0ሻ

ൢ ⇒ ൝
2 ൌ 2 െ 𝜆  
6 ൌ 6 െ 2𝜆
0 ൌ 𝜆          

ൡ ⇒ 𝜆 ൌ 0. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝑸 ∈ 𝒓. 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 6, 0ሻ െ ሺ0, 5, 2ሻሿ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

  La recta pedida, 𝑠, expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:  

𝒔 ≡
𝒙ି𝟐

𝟐
ൌ

𝒚ି𝟔

𝟏
ൌ

𝒛

ି𝟐
. 

 

𝑏ሻ El ángulo que forman las rectas 𝑟 y 𝑠 es el menor ángulo que forman sus vectores directores, que son 
los siguientes: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, െ1ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

Por la definición de producto escalar de dos vectores: 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ |𝑣௦ሬሬሬ⃗ | ൉ cos ɑ ⇒ cos ɑ ൌ ቚ௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೞሬሬሬሬ⃗

௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೞሬሬሬሬ⃗
ቚ ൌ ฬ

ሺଵ,ଶ,ିଵሻ൉ሺଶ,ଵ,ିଶሻ

ඥଵమାଶమାሺିଵሻమ൉ඥଶమାଵమାሺିଶሻమ
ฬ ൌ 

ൌ ቚ ଶାଶାଶ

√ଵାସାଵ൉√ସାଵାସ
ቚ ൌ ቚ ଺

√଺൉√ଽ
ቚ ൌ ଺

ଷ√଺
ൌ √଺

ଷ
ൌ 0,8165 ⇒ 𝛼 ൌ 35° 15ᇱ 52′′. 
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𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏 𝒖𝒏 á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝟑𝟓° 𝟏𝟓ᇱ 𝟓𝟐′′. 

 

𝑐ሻ  El  haz  de  planos 𝛽,  perpendiculares  a  𝑟  tiene  la  siguiente  expresión  general  o  implícita: 𝛽 ≡ 𝑥 ൅
2𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋, que contiene al punto 𝑃ሺ0, 5, 2ሻ es el que satisface su 
ecuación: 

        
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                          𝑃ሺ0, 5, 2ሻ ൠ ⇒ 0 ൅ 2 ൉ 5 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   8 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ8 ⇒  

⇒ 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 െ 8 ൌ 0. 

  El punto 𝑃ᇱ pedido, proyección ortogonal de 𝑃 sobre 𝑟, es el punto de intersección del plano 𝜋 y 
la recta 𝑟: 

 

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 െ 8 ൌ 0

              𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆                       

ൢ ⇒ ሺ2 െ 𝜆ሻ ൅ 2ሺ6 െ 2𝜆ሻ െ 𝜆 െ 8 ൌ 0; 

2 െ 𝜆 ൅ 12 െ 4𝜆 െ 𝜆 െ 8 ൌ 0;   6 െ 6𝜆 ൌ 0;   1 െ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 1 ⇒  

⇒ 𝑃ᇱ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 1 ൌ 1      
𝑦 ൌ 6 െ 2 ൉ 1 ൌ 4
𝑧 ൌ 1                      

ൡ ⇒ 

𝑷ᇱሺ𝟏, 𝟒, 𝟏ሻ. 
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Problema 5: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que exista la función 𝑓ሺ𝑥ሻ   tiene que cumplirse que 𝑥 ് 0 y 𝑥 ൅ 1 ൐ 0  ,  por  lo 
cual, el dominio de la función es el siguiente: 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ ሺെ𝟏, 𝟎ሻ ∪ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

  La función puede expresarse de la forma: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫
. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. En este caso, atendiendo al dominio de la función, únicamente es posible 

cuando 𝑥 tiendo a más infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫
ൌ ଵାஶ൉ஶ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒  

⇒ lim
௫→ାஶ

଴ାଵ൉௅ሺ௫ାଵሻା௫൉ భ
ೣశభ

ଵ
ൌ lim

௫→ାஶ
ቂ𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ ௫

௫ାଵ
ቃ ൌ ∞ ൅ 1 ൌ ∞ ⇒  

⇒ 𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito. Del dominio de la función se deducen las asíntotas verticales, que son las siguientes: 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒙 ൌ 𝟎 𝒚 𝒙 ൌ െ𝟏 𝒔𝒐𝒏 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 

Asíntotas oblicuas:    

Son de la forma 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, siendo: 

𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
  y  𝑛 ൌ lim

௫→ஶ
ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ, con 𝑚 finito y 𝑚 ് 0. 

  𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

భశೣ൉ಽሺೣశభሻ
ೣ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫మ ൌ ଵାஶ൉ஶ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ାஶ

଴ାଵ൉௅ሺ௫ାଵሻା௫൉ భ
ೣశభ

ଶ௫
ൌ lim

௫→ାஶ

௅ሺ௫ାଵሻା ೣ
ೣశభ

ଶ௫
ൌ ஶାଵ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒   

⇒ lim
௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ାభ൉ሺೣశభሻషೣ൉భ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ାೣశభషೣ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ା భ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

ೣశభశభ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ  
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ൌ lim
௫→ାஶ

𝑥 ൅ 2
2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ ൌ 0 ⇒ 

𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂𝒔.  

𝑏ሻ   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

        𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ଵ

௫మ ൅ ଵ

௫ାଵ
ൌ ିሺ௫ାଵሻା௫మ

௫మሺ௫ାଵሻ
ൌ ௫మି௫ିଵ

௫మሺ௫ାଵሻ
.  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ௫మି௫ିଵ

௫మሺ௫ାଵሻ
ൌ 0;  𝑥ଶ െ 𝑥 െ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଵേ√ଵାସ

ଶ
ൌ ଵേ√ହ

ଶ
⇒  

⇒ 𝑥ଵ ൌ ଵି√ହ

ଶ
≅ െ0,62, 𝑥ଶ ൌ ଵା√ହ

ଶ
≅ 1,62.  

  Teniendo en cuenta el dominio de la función y las raíces de la primera derivada, se producen los 
siguientes intervalos: 

  ቀെ1, ଵି√ହ

ଶ
ቁ , ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ , ቀ0, ଵା√ହ

ଶ
ቁ  𝑦 ቀଵା√ହ

ଶ
, ൅∞ቁ. 

  െ0,8 ∈ ቀെ1, ଵି√ହ

ଶ
ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺെ0,8ሻ ൌ െ ଵ

଴,଺ସ
൅ ଵ

଴,ଶ
ൌ 5 െ 1,56 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐. 

  െ0,5 ∈ ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺെ0,5ሻ ൌ െ ଵ

଴,ଶହ
൅ ଵ

଴,ହ
ൌ 2 െ 4 ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐. 

  1 ∈ ቀ0, ଵା√ହ

ଶ
ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ െ ଵ

ଵ
൅ ଵ

ଶ
ൌ െ1 ൅ 0,5 ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐. 

  2 ∈ ቀଵା√ହ

ଶ
, ൅∞ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ െ ଵ

ସ
൅ ଵ

ଷ
ൌ െ0,25 ൅ 0,33 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐. 

  De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes: 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 ቀെ𝟏,
𝟏ି√𝟓

𝟐
ቁ ∪ ቀ

𝟏ା√𝟓

𝟐
, ൅∞ቁ. 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 ቀ
𝟏ି√𝟓

𝟐
, 𝟎ቁ ∪ ቀ𝟎,

𝟏ା√𝟓

𝟐
ቁ. 

  De los periodos de crecimiento y decrecimiento, así como del dominio de la función, se deducen 
las  abscisas  de  la  función  en  que  están  situados  sus  máximos  y  mínimos  relativos,  que  son  las 
siguientes: 

  Máximo relativo para 𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
 y mínimo relativo para 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

  𝑓൫భష√ఱ
మ

൯ ≅ 𝑓ሺെ0,62ሻ ൌ ଵ

ି଴,଺ଶ
൅ 𝐿0,38 ൌ െ1,61 െ 0,96 ൌ െ2,57. 

  𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑨ሺെ𝟎, 𝟔𝟐; െ𝟐, 𝟓𝟕ሻ. 

  𝑓൫భశ√ఱ
మ

൯ ≅ 𝑓ሺ1,62ሻ ൌ ଵ

ଵ,଺ଶ
൅ 𝐿2,62 ൌ 0,62 ൅ 0,96 ൌ 1,58. 

  𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑩ሺ𝟏, 𝟔𝟐;  𝟏, 𝟓𝟖ሻ. 

𝑐ሻ   En  el  intervalo  de  la  superficie  a  calcular,  ሺ1, 2ሻ,  todas  las  ordenadas  de  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ  son 
positivas, como se deduce de los periodos de crecimiento y decrecimiento y, sobre todo, por tener un 
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mínimo relativo en 𝐵ሺ1,62;  1,58ሻ, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଶ
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቂଵ

௫
൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻቃ

ଶ
ଵ ൉ 𝑑𝑥. 

  Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la función. 

  𝐴 ൌ ׬ ቂଵ

௫
൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻቃ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑀 ൅ 𝑁.    (*) 

  𝑀 ൌ ׬
ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝐿𝑥. 

  𝑁 ൌ ׬ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ → 𝑑𝑢 ൌ ଵ

௫ାଵ
𝑑𝑣 ൌ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ 𝑥

ቋ ⇒ 

⇒ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑥 െ ׬ 𝑥 ൉ ଵ

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬

௫

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬
௫ାଵିଵ

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬ ቀ௫ାଵ

௫ାଵ
െ ଵ

௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ   

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬ ቀ1 െ ଵ

௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ሾ𝑥 െ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿ ൌ   

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥 ൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ⇒ 𝑁 ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥. 

  Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N: 

  𝐴 ൌ 𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 𝐿𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥. 

       𝑆 ൌ ሾ𝐿𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥ሿଵ
ଶ ൌ ሺ𝐿2 ൅ 3 ൉ 𝐿3 െ 2ሻ െ ሺ𝐿1 ൅ 2 ൉ 𝐿2 െ 1ሻ ൌ  

ൌ 𝐿2 ൅ 3 ൉ 𝐿3 െ 2 െ 𝐿1 െ 2 ൉ 𝐿2 ൅ 1 ൌ 𝐿2 ൅ 𝐿27 െ 𝐿4 െ 1 ൌ 𝐿 ଶ൉ଶ଻

ସ
െ 1 ൌ   

ൌ 𝐿
27
2

െ 1 ൌ 𝐿13,5 െ 1 ≅ 2,603 െ 1 ⇒ 

𝑺 ≅ 𝟏, 𝟔𝟎𝟑 𝒖𝟐.   
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Problema 6: 

 

Solución: 

𝑎ሻ La parábola 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 12, que es cóncava ሺ∩ሻ, por ser negativo el coeficiente de 𝑥ଶ, tiene 
su  vértice  en  el  punto  𝑉ሺ0, 12ሻ.  Otros  puntos  de  la  parábola  son 
𝐶ሺെ2, 8ሻ 𝑦 𝐷ሺ2, 8ሻ;   𝐸ሺെ3, 3ሻ 𝑦 𝐹ሺ3, 3ሻ. 

La  situación  del  ejercicio  se  expresa,  de  forma 
aproximada, en la figura adjunta. 

  El  punto  P,  por  pertenecer  a  la  parábola,  tiene  por 
expresión 𝑃ሺ𝑥, െ𝑥ଶ ൅ 12ሻ. 

  La  superficie  del  rectángulo  es  el  producto  de  su  base 
por su altura, y tiene que ser máxima. 

         𝑆 ൌ 𝑏𝑎𝑠𝑒 ൈ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ൌ 2𝑥 ൉ ሺെ𝑥ଶ ൅ 12ሻ ⇒  

⇒ 𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥ଷ ൅ 24𝑥. 

  Para  que  una  función  tenga  un  máximo  relativo  es 
condición necesaria que se anule su primera derivada y que sea 
negativa  la  segunda  derivada  par  los  valores  que  anulan  la 
primera. 

  𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ6𝑥ଶ ൅ 24.    𝑆ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ12𝑥. 

  𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ6𝑥ଶ ൅ 24 ൌ 0;  𝑥ଶ െ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ 2. 

  La raíz negativa carece de sentido lógico, por lo cual: 𝑥 ൌ 2. 

𝑌 

𝑋

𝐶 

𝑦 ൌ െ𝑥ଶ ൅ 12
8 

െ2 

4 

𝑉 

𝐷

𝑂  42 െ4

𝐹𝐸

𝑃ሺ𝑥, െ𝑥ଶ ൅ 12ሻ 

𝑀 𝑁
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  𝑆ᇱᇱሺ2ሻ ൌ െ12 ൉ 2 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝐵𝑎𝑠𝑒 ൌ 4 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠. 

  La altura es ℎ ൌ െ2ଶ ൅ 12 ൌ 12 െ 4 ൌ 8. 

𝑳𝒂 𝒑𝒖𝒆𝒓𝒕𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝟒 𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒔𝒆 𝒚 𝟖 𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒅𝒆 𝒂𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂. 

 

𝑏ሻ   El área de la puerta es 𝑆 ൌ 4 ൉ 8 ൌ 32 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟑𝟐 𝒎𝟐. 

  Para el cálculo de la superficie frontal de piedra se tiene en cuenta la simetría de la parábola con 
respecto al eje de ordenadas. 

  Los puntos de corte con el eje de abscisas de la parábola son los siguientes: 

  𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ𝑥ଶ ൅ 12 ൌ 0;  𝑥ଶ ൌ 12;   𝑥 ൌ േ√12 ൌ േ2√3  ⇒ 

⇒ 𝑀൫െ3√2, 0൯ y 𝑁൫3√2, 0൯. 

  El área frontal de piedra es la siguiente: 

  𝑆 ൌ 2 ൉ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଶ√ଷ
଴ ൉ 𝑑𝑥 െ 32 ൌ 2 ൉ ׬ ሺെ𝑥ଶ ൅ 12ሻଶ√ଷ

଴ ൉ 𝑑𝑥 െ 32 ൌ 

ൌ 2 ൉ ቂെ ௫య

ଷ
൅ 12𝑥ቃ

଴

ଶ√ଷ
െ 32 ൌ 2 ൉ ൤൬െ

൫ଶ√ଷ൯
య

ଷ
൅ 12 ൉ 2√3൰ െ 0൨ െ 32 ൌ  

ൌ 2 ൉ ቀെ ଶସ√ଷ

ଷ
൅ 24√3ቁ െ 32 ൌ 48√3 ൉ ቀെ ଵ

ଷ
൅ 1ቁ െ 32 ൌ 48√3 ൉ ଶ

ଷ
െ 32 ൌ  

ൌ 32√3 െ 32 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟑𝟐൫√𝟑 െ 𝟏൯ 𝒎𝟐 ≅ 𝟐𝟑, 𝟒𝟑 𝒎𝟐.  
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Problema 7: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   0 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠 ⇒ 𝑃 ൌ ሺ1 െ 𝑥ሻ ൉ ሺ1 െ 𝑦ሻ. 

  1 𝑐𝑎𝑟𝑎 ⇒ 𝑃 ൌ 𝑥 ൉ ሺ1 െ 𝑦ሻ ൅ ሺ1 െ 𝑥ሻ ൉ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑥 ൉ 𝑦. 

  2 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠 ⇒ 𝑃 ൌ 𝑥 ൉ 𝑦. 

 

𝑏ሻ   Llamamos 𝐴ଵ y 𝐴଴ a obtener cara o no obtenerla, respectivamente, con la primer moneda y 𝐵ଵ y 
𝐵଴ igual con la segunda moneda. 

  𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 0 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠: 

൜
1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                                            

      𝐴଴𝐵଴     →     𝐴଴𝐵଴ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿൠ ⇒  

⇒ 𝑷 ൌ ሺ𝟏 െ 𝒙ሻ𝟐 ൉ ሺ𝟏 െ 𝒚ሻ𝟐. 

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 1 𝑐𝑎𝑟𝑎: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                                            
𝐴ଵ𝐵଴     →     𝐵଴    ⇒     ሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿሺ1 െ 𝑦ሻ                   
𝐴଴𝐵ଵ     →     𝐴଴     ⇒   ሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿሺ1 െ 𝑥ሻ                     

𝐴଴𝐵଴     →     𝐴ଵ𝐵଴ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿ      
𝐴଴𝐵଴     →     𝐴଴𝐵ଵ ⇒ ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿ      ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻଶ ൅ 𝑥ሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻଶሺ1 െ 𝑦ሻ. 

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 2 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                          
𝐴ଵ𝐵ଵ    →     𝑁𝑜 ℎ𝑎𝑦   ⇒     𝑥𝑦                    

𝐴ଵ𝐵଴    →     𝐵ଵ     ⇒   ሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿ𝑦                
𝐴଴𝐵ଵ     →     𝐴ଵ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿ𝑥                     
𝐴଴𝐵଴     →     𝐴ଵ𝐵ଵ ⇒ ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿ𝑥𝑦  ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑥𝑦 ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑦ሻ ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻ ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻ. 
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 Problema 8: 

 

 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑅ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠 ∩ 𝑅ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑈𝐸 ∩ 𝑅ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑡 ∩ 𝑅ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝐸𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑈𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝑈𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑡ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝑂𝑡ሻ ൌ  

ൌ ଽ଺

ଵ଺ଵ
൉ 0,05 ൅ ହ଴

ଵ଺ଵ
൉ 0,04 ൅ ଵ଺

ଵ଺ଵ
൉ 0,625 ൌ 0,0295 ൅ 0,0124 ൅ 0,0062 ൌ 0,0481.  

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑈𝐸/𝑅ሻ ൌ ௉ሺ௎ா∩ோሻ

௉ሺோሻ
ൌ ௉ሺ௎ாሻ൉௉ሺோ/௎ாሻ

௉ሺோሻ
ൌ

ఱబ
భలభ

൉଴,଴ସ

଴,଴ସ଼ଵ
ൌ ଴,଴ଵଶସ

଴,଴ସ଼ଵ
ൌ 0,2578. 

   

→ 𝑝 ൌ
95

161
൉ 0,05 ൌ 0,0295

0,05

95
161

 

0,96
0,04

0,0625
0,0375

𝑂𝑡 

𝑈𝐸 

𝐸𝑠 

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

0,95

16
161

 

50
161

 

→ 𝑝 ൌ
95

161
൉ 0,95 ൌ 0,5606

→ 𝑝 ൌ
50

161
൉ 0,04 ൌ 0,0124 

→ 𝑝 ൌ
50

161
൉ 0,96 ൌ 0,2981 

→ 𝑝 ൌ
16

161
൉ 0,0625 ൌ 0,0062 

→ 𝑝 ൌ
16

161
൉ 0,0375 ൌ 0,0037 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El alumno contestará  solo  tres problemas entre  los  seis propuestos.  Se permite el uso de calculadoras  siempre que no  sean gráficas o 
programables,  y  que  no  puedan  realizar  cálculo  simbólico  ni  almacenar  texto  o  fórmulas  en memoria.  Se  utilice  o  no  calculadora,  los 
resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los 
pasos del razonamiento utilizado. 

CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
TIEMPO: 90 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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2022–2023 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARI

A 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º)  Dado  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
െ1
1
2

൱,  donde  𝑎  es  un 

parámetro real: 
𝑎ሻ Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 
𝑏ሻ Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.  
 
Problema 2: 

2º) Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱, obtener: 

𝑎ሻ La matriz 𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ, donde 𝑎 es un parámetro real. 
𝑏ሻ El valor de 𝑎, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. 
Problema 3: 
3º) Dados los puntos 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ, 𝐵ሺ1, 2, 3ሻ y 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ: 
𝑎ሻ Hallar la ecuación implícita de la recta 𝑟 que contiene a los puntos A y B. 
𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular a la recta anterior 𝑟 y que contiene al punto C. 
𝑐ሻ Calcular la distancia del punto A al plano 𝜋. 
 
Problema 4: 
4º) Dada la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ൅ 𝜆ሺെ1, െ1, 2ሻ y el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2: 
𝑎ሻ Obtener la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. 
𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1, calcular el plano 𝜋ᇱ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. 
 
Problema 5: 

5º) Consideramos la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
. 

𝑎ሻ Comprobar que 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
 es una discontinuidad evitable.   

𝑏ሻ Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
𝑐ሻ Obtener 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 
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Problema 6: 

6º) Una  ventana  rectangular  está  coronada por  un  semicírculo  tal  y  como  se 
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perímetro de la ventana es de 20 
metros: 

𝑎ሻ Calcular el área de la ventana en función de su anchura 𝑥. 

𝑏ሻ  Calcular  las  dimensiones  que  ha  de  tener  la  ventana  para  que  permita  la 
máxima entrada de luz. 

𝑐ሻ Calcular el valor de dicha área máxima.  

Problema 7: 

7º) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamaño.  

𝑎ሻ Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez 
más,  esta  operación.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  los  colores  de  las  dos  bolas  extraídas  sean  el 
mismo? ¿Y la probabilidad de que sean distintos? 

𝑏ሻ Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto 
color? 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Problema 8: 

8º)  Una  empresa  tiene  dos  plantas  de  producción  de  teléfonos móviles.  La  primera  planta  produce 
móviles defectuosos con probabilidad 0,02 y  la  segunda planta con probabilidad 0,06. Al  comprar un 
móvil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un móvil. Se 
pide determinar: 

𝑎ሻ La probabilidad de que proceda de la segunda planta de producción y sea defectuoso. 

𝑏ሻ Sabiendo que el móvil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera 
planta de producción. 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

 

 

   

x 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

1º)  Dado  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
െ1
1
2

൱,  donde  𝑎  es  un 

parámetro real: 

𝑎ሻ Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.  

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

     
െ1
1
2

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

อ ൌ 0 ⇒  

⇒ 2𝑎ሺ𝑎 ൅ 2ሻ ൅ 1 ൅ 2ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎 െ 4 െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 ൅ 2ሻ ൌ 0;  

2𝑎ଶ ൅ 4𝑎 െ 3 ൅ 2𝑎 ൅ 2 െ 𝑎 െ 𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 𝑎 െ 2 ൌ 0;  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 3 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ିଶേ√ସାଵଶ

ଶ
ൌ ିଶേ√ଵ଺

ଶ
ൌ ିଶേସ

ଶ
ൌ െ1 േ 2 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ3;  𝑎ଶ ൌ 1.   

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ് 𝟏
𝒂 ് 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ3 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ2 1
1 െ3 2
1 1 െ1

     
െ1
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒  

⇒ ൭
1 1 െ1
1 െ3 2
2 െ2 1

     
2
1

െ1
൱ ⇒ ൜

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 2𝐹ଵ

ൠ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ4 3
0 െ4 3

     
2

െ1
െ5

൱ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଶሽ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ4 3
0 0 0

     
2

െ1
െ4

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;   𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 2 1
1 1 2
1 1 3

     
െ1
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଶሽ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
2 1 െ1
1 2 1
1 3 2

อ ൌ 8 െ 3 ൅ 1 ൅ 2 െ 6 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 
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𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

 

𝑏ሻ   Para  𝑎 ൌ 1  el  sistema  resulta  ൝
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1     
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 2     

,  que  es  compatible  indeterminado  cuya 

solución es la siguiente:  

  De las dos últimas ecuaciones se deduce que 𝑧 ൌ 1. 

  𝑥 ൌ 𝜆 y de la segunda ecuación: 𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝝀, 𝒚 ൌ െ𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟏, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

2º) Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱, obtener: 

𝑎ሻ La matriz 𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ, donde 𝑎 es un parámetro real. 

𝑏ሻ El valor de 𝑎, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴 െ 𝑎𝐼 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱ െ ൭
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

൱ ൌ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱. 

𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ ൌ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱ ൉ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱ ൌ  

ൌ ൭
𝑎ଶ െ 1 2𝑎 െ 2 4𝑎 െ 4
2𝑎 െ 2 𝑎ଶ െ 1 4𝑎 െ 4

െ2𝑎 ൅ 2 െ2𝑎 ൅ 2 𝑎ଶ െ 6𝑎 ൅ 5
൱ ⇒ 𝑀 ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻ ൭

𝑎 ൅ 1 2 4
2 𝑎 ൅ 1 4

െ2 െ2 𝑎 െ 5
൱. 

 

𝑏ሻ   De la solución simplificada de la expresión de M se deduce que: 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑴 𝒆𝒔 𝒍𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝒏𝒖𝒍𝒂 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏. 
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Problema 3: 

3º) Dados los puntos 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ, 𝐵ሺ1, 2, 3ሻ y 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ: 

𝑎ሻ Hallar la ecuación implícita de la recta 𝑟 que contiene a los puntos A y B. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular a la recta anterior 𝑟 y que contiene al punto C. 

𝑐ሻ Calcular la distancia del punto A al plano 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 2, 3ሻ െ ሺ2, െ1, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, 3, 3ሻ.  

  𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଶ

ଷ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
⇒ ൜

3𝑥 െ 3 ൌ െ𝑦 ൅ 2
𝑦 െ 2 ൌ 𝑧 െ 3 ൠ ⇒ 

𝒓 ≡ ൜
𝟑𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟓 ൌ 𝟎
𝒚 െ 𝒛 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎  . 

 

𝑏ሻ El haz de planos, 𝛾, perpendiculares a la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଶ

ଷ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
 tiene por expresión general 𝛾 ≡

െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos de haz 𝛾, el plano 𝜋 pedido es el que contiene al punto 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ. 

         
𝛾 ≡ െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ ൠ ⇒ െሺെ1ሻ ൅ 3 ൉ 0 ൅ 3 ൉ 0 ൅ 𝐷 ൌ 0;  1 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝐷 ൌ െ1 ⇒ 

𝝅 ≡ െ𝒙 ൅ 𝟑𝒚 ൅ 𝟑𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎. 

 

𝑐ሻ  La  distancia  del  punto  𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ  al  plano  𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  viene  dada  por  la  fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ .  

Aplicando la fórmula al punto 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ y plano 𝜋 ≡ െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 1 ൌ 0: 

  𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ
|ିଶାଷ൉ሺିଵሻାଷ൉଴ିଵ|

ඥሺିଵሻమାଷమାଷమ
ൌ

|ିଶିଷିଵ|

√ଵାଽାଽ
ൌ

|ି଺|

√ଵଽ
⇒ 

𝒅ሺ𝑨, 𝝅ሻ ൌ
𝟔√𝟏𝟗

𝟏𝟗
 𝒖. 
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Problema 4: 

4º) Dada la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ൅ 𝜆ሺെ1, െ1, 2ሻ y el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2: 

𝑎ሻ Obtener la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1, calcular el plano 𝜋ᇱ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଵ
ൌ ௭

ଶ
⇒ ቄ𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 1

2𝑥 െ 2 ൌ െ𝑧
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  

2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
             𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
           2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

     
0
2
2

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ La recta está contenida en el plano. 

2º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es paralela al plano. 

3º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es secante al plano. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

อ ൌ െ5 െ 𝑚 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ െ3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 െ3 1

     
0
2
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 2𝐶ଷሽ ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝒎 ് െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 

𝒎 ൌ െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒆𝒔𝒕á 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒊𝒅𝒂 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1 el plano resulta 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y su vector director es el siguiente: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 1, 1ሻ. 

Por ser el plano 𝜋ᇱ perpendicular a 𝜋, un vector director de 𝜋ᇱ es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 1, 1ሻ. 

Por contener a 𝑟, también es vector director de 𝜋ᇱ e vector 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 2ሻ. 

El plano 𝜋ᇱ, por contener a 𝑟, contiene al punto 𝐴ሺ1, 1, 0ሻ ∈ 𝑟. 

La expresión general del plano 𝜋ᇱ es la siguiente: 

𝜋ᇱሺ𝑛ሬ⃗ , 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ;   𝐴ሻ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧

5 1 1
െ1 െ1 2

อ ൌ 0;   2ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 5𝑧 െ ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 𝑧 ൅ ሺ𝑥 െ 1ሻ െ

10ሺ𝑦 െ 1ሻ ൌ 0; 3ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 11ሺ𝑦 െ 1ሻ െ 4𝑧 ൌ 0;   3𝑥 െ 3 െ 11𝑦 ൅ 11 െ 4𝑧 ൌ 0.  

𝝅ᇱ ≡ 𝟑𝒙 െ 𝟏𝟏𝒚 െ 𝟒𝒛 ൅ 𝟖 ൌ 𝟎.   
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Problema 5: 

5º) Consideramos la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
. 

𝑎ሻ Comprobar que 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
 es una discontinuidad evitable.   

𝑏ሻ Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
𝑐ሻ Obtener 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   En primer lugar, se estudia el dominio de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. Por tratarse de una función racional su 
dominio es el conjunto de valores reales de 𝑥, excepto aquellos que anulan el denominador. 

  2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିହേ√ଶହିଵ଺

ସ
ൌ ିହേ√ଽ

ସ
ൌ ିହേଷ

ସ
⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
. 

  𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ቄെ2, െ ଵ

ଶ
ቅ.  Para que  la  función  tenga en 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
  una discontinuidad evitable 

es necesario que el límite de esta función, para 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
, sea finito. 

  lim
௫→ିభ

మ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିభ

మ

ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ

ିଶ൉ቀିభ
మ

ቁ
మ

ିభ
మ

ାଵ

ଶ൉ቀିభ
మ

ቁ
మ

ାହ൉ቀିభ
మ

ቁାଶ
ൌ

ିభ
మ

ିభ
మ

ାଵ
భ
మ

ିఱ
మ

ାଶ
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ିభ

మ

ିସ௫ାଵ

ସ௫ାହ
ൌ

ିସ൉ቀିభ
మ

ቁାଵ

ସ൉ቀିభ
మ

ቁାହ
ൌ ଶାଵ

ିଶାହ
ൌ ଷ

ଷ
ൌ 1 ⇒ 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜.  

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒅𝒊𝒔𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒗𝒊𝒕𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
. 

  Teniendo en cuenta  la discontinuidad evitable para 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
,  la función 𝑓ሺ𝑥ሻ puede redefinirse 

de la siguiente forma: 

Numerador:    െ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ିସ
ൌ ିଵേ√ଽ

ିସ
ൌ ିଵേଷ

ିସ
⇒ 

⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
⇒  െ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ െ2 ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ ቀ𝑥 ൅ ଵ

ଶ
ቁ. 

Denominador: 2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 

⇒ 2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ൉ ቀ𝑥 ൅ ଵ

ଶ
ቁ. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ

ିଶ൉ሺ௫ିଵሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ

ଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ
⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ି௫ାଵ

௫ାଶ
. 

  𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ቐ

ି𝒙ା𝟏

𝒙ା𝟐
  𝒔𝒊  𝒙 ് െ

𝟏

𝟐

   𝟏  𝒔𝒊   𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
  
. 

𝑏ሻ   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  Para determinar la derivada, lógicamente, se utiliza la función redefinida. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ିଵ൉ሺ௫ାଶሻିሺି௫ାଵሻ൉ଵ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ ି௫ିଶା௫ିଵ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ ିଷ

ሺ௫ାଶሻమ ൏ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷ሺ𝑓ሻ. 
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𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒎𝒐𝒏ó𝒕𝒐𝒏𝒂 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒏 𝒔𝒖 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐. 

𝑐ሻ   Para la integral, lo más fácil, es integrar la función redefinida: 

  ׬
ି௫ାଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

௫ିଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

௫ାଶିଷ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ ቀ௫ାଶ

௫ାଶ
െ ଷ

௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

  ൌ െ ׬ ቀ1 െ ଷ

௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ 𝑑𝑥 ൅ 3 ൉ ׬

ଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൅ 3 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2|. 

𝑰 ൌ ׬ 𝒇ሺ𝒙ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ ቐ
െ𝒙 ൅ 𝟑 ൉ 𝑳|𝒙 ൅ 𝟐|  𝒔𝒊  𝒙 ് െ

𝟏

𝟐

𝒙   𝒔𝒊   𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐

൅ 𝑪. 

  La integral de la función no simplificada es de la forma siguiente: 

 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬
ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

ଶ௫మି௫ିଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ െ ׬
ଶ௫మାହ௫ାଶି଺௫ିଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ ቀଶ௫మାହ௫ାଶ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
െ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ െ ׬ ቀ1 െ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ 𝑑𝑥 ൅ ׬

଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൅ 𝐼ଵ ൌ 𝐼.     (1) 

 
଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ ଺௫ାଷ

ଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ
ൌ ଺௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
ൌ ஺

௫ାଶ
൅ ஻

ଶ௫ାଵ
ൌ ଶ஺௫ା஺ା஻௫ାଶ஻

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
ൌ 

ൌ
ሺଶ஺ା஻ሻ௫ାሺ஺ାଶ஻ሻ

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
⇒ 2𝐴 ൅ 𝐵 ൌ 6

𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 3
ቅ  4𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 12

െ𝐴 െ 2𝐵 ൌ െ6
ቅ ⇒ 3𝐴 ൌ 6;   𝐴 ൌ 2;   𝐵 ൌ 1 ⇒  

⇒ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ ଶ

௫ାଶ
൅ ଵ

ଶ௫ାଵ
. 

  𝐼ଵ ൌ ׬
଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ ଶ

௫ାଶ
൅ ଵ

ଶ௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଶ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬

ଵ

ଶ௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ⇒ 

⇒ 𝐼ଵ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁.     (2) 

  𝑀 ൌ ׬
ଶ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2|. 

  𝑁 ൌ ׬
ଵ

ଶ௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ

2𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑡
𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝑑𝑡ቋ ⇒ ଵ

ଶ
൉ ׬

ଵ

௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|𝑡| ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1|. 

  Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de M y N: 

  𝐼ଵ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1|. 

  Finalmente, sustituyendo en (1) el valor de 𝐼ଵ: 

  𝐼 ൌ െ𝑥 ൅ 𝐼ଵ ൌ െ𝑥 ൅ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1| ൅ 𝐶. 

𝑰 ൌ ׬
ି𝟐𝒙𝟐ା𝒙ା𝟏

𝟐𝒙𝟐ା𝟓𝒙ା𝟐
൉ 𝒅𝒙 ൌ െ𝒙 ൅ 𝑳ሺ𝒙 ൅ 𝟐ሻ𝟐 ൅ 𝑳ඥ|𝟐𝒙 ൅ 𝟏| ൅ 𝑪. 

Nótese  que  para  los  valores  que  no  está  definida  la  función  los  valores  de  la  integral  no  son 
reales. 
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Problema 6: 

6º) Una  ventana  rectangular  está  coronada por  un  semicírculo  tal  y  como  se 
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perímetro de la ventana es de 20 
metros: 

𝑎ሻ Calcular el área de la ventana en función de su anchura 𝑥. 

𝑏ሻ  Calcular  las  dimensiones  que  ha  de  tener  la  ventana  para  que  permita  la 
máxima entrada de luz. 

𝑐ሻ Calcular el valor de dicha área máxima.  

Solución: 

    𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 ൌ 𝑝 ൌ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝜋 ൉ ௫

ଶ
ൌ 20; 

  2𝑦 ൌ 20 െ 𝑥 െ గ௫

ଶ
ൌ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ଶ
;   𝑦 ൌ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ସ
. 

  𝑆 ൌ 𝑥 ൉ 𝑦 ൅
గ൉ቀೣ

మ
ቁ

మ

ଶ
ൌ 𝑥 ൉ 𝑦 ൅ గ൉௫మ

଼
. 

  Sustituyendo en la expresión anterior el valor de 𝑦: 

  𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ସ
൅ గ൉௫మ

଼
ൌ ସ଴௫ିଶ௫మିగ௫మ

ସ
൅ గ൉௫మ

଼
ൌ

଼଴௫ିସ௫మିଶగ௫మାగ൉௫మ

଼
⇒ 

⇒ 𝑺ሺ𝒙ሻ ൌ െ
𝟒ା𝝅

𝟖
𝒙𝟐 ൅ 𝟏𝟎𝒙.  

 

𝑏ሻ La máxima entrada de luz se produce cuando la superficie de la ventana es máxima. Para que una 
función  tenga  un  máximo  relativo  es  condición  necesaria  que  se  anule  su  primera  derivada  y  sea 
negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera. 

𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ସାగ

ସ
𝑥 ൅ 10.     𝑆ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ସାగ

ସ
൏ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜. 

𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ ସାగ

ସ
𝑥 ൅ 10 ൌ 0;  ସାగ

ସ
𝑥 ൌ 10 ⇒ 𝑥 ൌ ସ଴

ସାగ
≅ 5,6 𝑚. 

𝑦 ൌ
ସ଴ିଶ൉ రబ

రశഏ
ିగ൉ రబ

రశഏ

ସ
ൌ

ଵ଴ି మబ
రశഏ

ିభబഏ
రశഏ

ଵ
ൌ ସ଴ାଵ଴గିଶ଴ିଵ଴గ

ସାగ
⇒ 𝑦 ൌ ଶ଴

ସାగ
≅ 2,8 𝑚.. 

𝑳𝒂 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒂 𝒆𝒏𝒕𝒓𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒆 𝒍𝒖𝒛 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟓, 𝟔 𝒎 𝒆 𝒚 ൌ 𝟐, 𝟖 𝒎. 

 

𝑐ሻ   𝑆൫ రబ
రశഏ

൯ ൌ െ ସାగ

଼
൉ ቀ ସ଴

ସାగ
ቁ

ଶ
൅ 10 ൉ ସ଴

ସାగ
ൌ െ ସାగ

଼
൉ ଵ.଺଴଴

ሺସାగሻమ ൅ ସ଴଴

ସାగ
ൌ ିଶ଴଴ାସ଴଴

ସାగ
⇒ 

⇒ 𝑺 ൌ
𝟐𝟎𝟎

𝟒ା𝝅
 𝒎𝟐 ≅ 𝟐𝟖 𝒎𝟐. 

   

x 

x 

x/2 

y 
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Problema 7: 

7º) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamaño.  

𝑎ሻ Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez 
más,  esta  operación.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  los  colores  de  las  dos  bolas  extraídas  sean  el 
mismo? ¿Y la probabilidad de que sean distintos? 

𝑏ሻ Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto 
color? 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑣𝑣ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑎ሻ ൌ ଷ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଶ
൅ ସ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଶ
൅ ହ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଶ
ൌ ଽାଵ଺ାଶହ

ଵସସ
ൌ ହ଴

ଵସସ
⇒ 

⇒ 𝑷 ൌ
𝟐𝟓

𝟕𝟐
ൌ 𝟎, 𝟑𝟒𝟕𝟐. 

  La  probabilidad  de  que  las  bolas  sean  del mismo  color,  por  el  suceso  contrario,  es  igual  a  la 
unidad menos la probabilidad de que sean del mismo color: 

  𝑃 ൌ 1 െ ଶହ

଻ଶ
ൌ ଻ଶିଶହ

଻ଶ
⇒ 

𝑷 ൌ
𝟒𝟕

𝟕𝟐
ൌ 𝟎, 𝟔𝟓𝟐𝟖. 

 

𝑏ሻ   En este caso, sin reposición de las bolas. 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑣𝑟𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑣𝑎𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑎𝑣ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑣𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑣𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑟𝑣ሻ ൌ 

ൌ ଷ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଵ
൉ ହ

ଵ଴
൅ ଷ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଵ
൉ ସ

ଵ଴
൅ ସ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଵ
൉ ଷ

ଵ଴
൅ ସ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଵ
൉ ହ

ଵ଴
൅ ହ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଵ
൉ ସ

ଵ଴
൅ ହ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଵ
൉ ଷ

ଵ଴
ൌ      

ൌ 6 ൉
3

12
൉

4
11

൉
5

10
ൌ

6 ൉ 12 ൉ 5
12 ൉ 11 ൉ 10

ൌ
6 ൉ 5

11 ൉ 10
ൌ

2 ൉ 3 ൉ 5
11 ൉ 10

⇒ 

𝑷 ൌ
𝟑

𝟏𝟏
ൌ 𝟎, 𝟐𝟕𝟐𝟕.  
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Problema 8: 

8º)  Una  empresa  tiene  dos  plantas  de  producción  de  teléfonos móviles.  La  primera  planta  produce 
móviles defectuosos con probabilidad 0,02 y  la  segunda planta con probabilidad 0,06. Al  comprar un 
móvil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un móvil. Se 
pide determinar: 

𝑎ሻ La probabilidad de que proceda de la segunda planta de producción y sea defectuoso. 

𝑏ሻ Sabiendo que el móvil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera 
planta de producción. 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൌ 0,3 ൉ 0,06 ൌ 0,018. 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐷ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஺∩஽ሻା௉ሺ஻∩஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻା௉ሺ஻ሻ൉௉ሺ஽/஻ሻ
ൌ 

ൌ ଴,଻൉଴,଴ଶ

଴,଻൉଴.଴ଶା଴,ଷ൉଴.଴଺
ൌ ଴,଴ଵସ

଴,଴ଵସା଴,଴ଵ଼
ൌ ଴,଴ଵସ

଴,଴ଷଶ
ൌ ଵସ

ଷଶ
ൌ ଻

ଵ଺
ൌ 0,4375.  

 

0,3 

0,7 

0,02

0,98

0,06

0,94

𝐴 

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,02 ൌ 0,014

𝐷

𝐷

𝐷𝐵 

𝐷

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,98 ൌ 0,686

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,06 ൌ 0,018

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,94 ൌ 0,282
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