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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES
El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
se corregirán los 5 primeros que estén resueltos (según el orden de numeración de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados. 
Podrán usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para texto, ni para resolución de ecuaciones, ni para resolución de  integrales, ni 
para representaciones gráficas. Se observarán fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilización de los conceptos, definiciones y propiedades 
relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver, justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las propuestas, claridad y 
coherencia en la exposición, precisión de los cálculos y en las anotaciones. Deben figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan 
reconstruirse la argumentación lógica y los cálculos. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

E1 .‐ (Álgebra) 

Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝜇

𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ െ1

, tenga infinitas soluciones. 

 (2 puntos) 

E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ቌ
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

ቍ  𝑦 C ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ,  calcular los valores de 𝑥, 

𝑦, 𝑧 ∈ ℝ para que 𝐴𝐵 sea igual a la inversa 𝐶 −1 de la matriz 𝐶. (2 puntos) 

E3. (Geometría) 

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 y pasa por los puntos 
𝑃 = (0, 0, 0) y 𝑄 = (0, 1, 1). (2 puntos) 

E4.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
, se pide: 

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋. (1 punto) 

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋. (1 punto) 

E5.‐ (Análisis) 

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑒𝑥 tomen el mismo valor en 
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto) 

b) Demostrar que la función 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sen 𝑥 solo se anula en el punto 𝑥 = 0. (1 punto) 

E6.‐ (Análisis) 

a) Determínense el dominio de definición,  intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y 
mínimos relativos, si existen, de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥 (ln 𝑥 − 1). (1 punto) 

b) Calcúlese ∫ 𝑥 (ln 𝑥 − 1) 𝑑𝑥. (1 punto) 
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E7.‐ (Análisis) 

Calcular lim
𝑥→2

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
. (2 puntos) 

E8.‐ (Análisis) 

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 y el eje de abscisas cuando 𝑥 
varía en el intervalo [−1, 0]. (2 puntos) 

E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 
30 % son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 
españoles,  la mitad de  los europeos no españoles y un tercio de  los no europeos no pasan de  los 40 
años. 

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos) 

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular  la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 
(0,7 puntos) 

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 
que sea español? (0,7 puntos) 

E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 
número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente? (2 puntos) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

E1 .‐ (Álgebra) 

Calcular λ y 𝜇 para que el sistema de ecuaciones lineales ൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝜇

𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1  
𝑦 ൅ 𝜆𝑧 ൌ െ1

, tenga infinitas soluciones. 

Solución: 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

    
𝜇
1

െ1
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝜆 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 2 1
𝜆 1 0
0 1 𝜆

อ ൌ 𝜆 ൅ 𝜆 െ 2𝜆ଶ ൌ 2𝜆 െ 2𝜆ଶ ൌ 0;   2𝜆ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 1. 

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝜆 ് 0
𝜆 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

  Para que el sistema tenga infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado), es necesario 
que 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 1
0 1 0
0 1 0

    
𝜇
1

െ1
൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଷሽ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 2 𝜇
0 1 1
0 1 െ1

อ ൌ െ1 െ 1 ൌ െ2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 ൜
𝜆 ൌ 0
𝜇 ∈ 𝑅ൠ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

          𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 1
1 1 0
0 1 1

    
𝜇
1

െ1
൱ ⇒  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵሽ ⇒  

⇒ ൭
1 2 1
0 െ1 െ1
0 1 1

    
𝜇

1 െ 𝜇
െ1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ → െ𝐹ଶሽ ⇒ ൭
1 2 1
0 1 1
0 1 1

    
𝜇

𝜇 െ 1
െ1

൱ ⇒   

⇒ ൜
𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 2𝐹ଶ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଶ

ൠ ⇒ ൭
1 0 െ1
0 1 1
0 0 0

    
2 െ 𝜇
𝜇 െ 1

െ𝜇
൱ ⇒ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝜇 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑬𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒊𝒏𝒇𝒊𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝝀 ൌ 𝟏 𝒚 𝝁 ൌ 𝟎. 
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E2.‐ (Álgebra) 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ , 𝐵 ൌ ቌ
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

ቍ  𝑦 C ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ,  calcular los valores de 𝑥, 

𝑦, 𝑧 ∈ ℝ para que 𝐴𝐵 sea igual a la inversa 𝐶 −1 de la matriz 𝐶.  

Solución: 

  𝐴 ൉ 𝐵 ൌ ቀ 1 0 1
െ1 1 0

ቁ ൉ ൭
𝑥 0
𝑦 1
𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

൱ ൌ ൬
𝑥 ൅ 𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

െ𝑥 ൅ 𝑦 1 ൰. 

|𝐶| ൌ ቚ 1 െ1
െ1 2

ቚ ൌ 1;  𝐶௧ ൌ ቀ 1 െ1
െ1 2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐶௧ ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ.  

  𝐶ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஼೟

|஼|
ൌ

ቀଶ ଵ
ଵ ଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  𝐶ିଵ ൌ ቀ2 1

1 1
ቁ. 

  𝐴 ൉ 𝐵 ൌ 𝐶ିଵ ⇒ ൬
𝑥 ൅ 𝑧 𝑥 ൅ 𝑦

െ𝑥 ൅ 𝑦 1 ൰ ൌ ቀ2 1
1 1

ቁ ⇒
   𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
   𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1

ൡ ⇒ 

⇒ De las dos últimas ecuaciones se deduce que 𝑦 ൌ 1. 

  𝑥 ൅ 1 ൌ 1;   𝑥 ൌ 0;   0 ൅ 𝑧 ൌ 2;   𝑧 ൌ 2. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟎, 𝒚 ൌ 𝟏, 𝒛 ൌ 𝟐. 
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E3. (Geometría) 

Calcular la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular al plano 𝜎 ≡ 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 0 y pasa por los puntos 
𝑃 = (0, 0, 0) y 𝑄 = (0, 1, 1).  

Solución: 

  Los puntos 𝑃ሺ0, 0, 0ሻ y 𝑄ሺ0, 1, 1ሻ determinan el vector: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 1ሻ െ ሺ0, 0, 0ሻሿ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

  Un vector normal del plano 𝜎 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

  Considerando,  por  ejemplo,  el  punto 𝑃ሺ0, 0, 0ሻ,  la  ecuación  general  del  plano 𝜋  pedido  es  la 
siguiente: 

        𝜋൫𝑃; 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑛ሬ⃗  ൯ ≡ ቤ
𝑥 𝑦 𝑧
0 1 1
1 2 3

ቤ ൌ 0;   3𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 െ 2𝑥 ൌ 0 ⇒ 

𝝅 ≡ 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟎. 
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E4.‐ (Geometría) 

Dados el plano 𝜋 ≡ 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
, se pide: 

a) Comprobar que 𝑟 es paralela a 𝜋.  

b) Hallar el plano 𝜎, distinto de 𝜋 y paralelo a 𝜋, cuya distancia a 𝑟 coincide con la de 𝜋.  

Solución: 

𝑎ሻ   Una recta y un plano son paralelos cuando el vector normal del plano y el vector director de la 
recta son perpendiculares. 

  Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ. 

  Un vector de la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, 2, 1ሻ. 

  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. 

  𝑛ሬ⃗ ൉ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 0 ⇒ ሺ1, 2, െ2ሻ ൉ ሺെ2, 2, 1ሻ ൌ െ2 ൅ 4 െ 2 ൌ 0. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒚 𝒍𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒐𝒔. 

𝑏ሻ   La distancia de un plano a una recta paralela a él es la misma que la distancia de cualquier punto 
de la recta al plano. 

  Un punto de la recta 𝑟 ≡ ௫

ିଶ
ൌ ௬ିସ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଵ
 es 𝑃ሺ0, 4, 1ሻ. 

La distancia del punto 𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ al plano 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 viene dada por la fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ . Aplicando la fórmula al punto 𝑃ሺ0, 4, 1ሻ y al plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0: 

  𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଵ൉଴ାଶ൉ସିଶ൉ଵ|

ඥଵమାଶమାሺିଶሻమ
ൌ

|଴ା଼ିଶ|

√ଵାସାସ
ൌ ଺

√ଽ
ൌ ଺

ଷ
⇒ 𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 2 𝑢. 

  El haz de planos paralelos a 𝜋, sin ser coincidente con él,  tiene  la siguiente expresión general: 
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, 𝐷 ∈ 𝑅 െ ሼ0ሽ. 

  La  distancia  entre  los  planos  paralelos  ൜
𝜋ଵ ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷ଵ ൌ 0
𝜋ଶ ≡ 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷ଶ ൌ 0ൠ  viene  dado  por  la 

expresión: 𝑑ሺ𝜋ଵ, 𝜋ଶሻ ൌ
|஽భି஽మ|

√஺మା஻మା஼మ. 

  Aplicando la fórmula a los planos ൜
𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷1 ൌ 0         

 𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷2 ൌ 0 ൠ: 

𝑑ሺ𝜋, 𝛽ሻ ൌ 4 ⇒
|஽ଵି஽ଶ|

ඥଵమାଶమାሺିଶሻమ
ൌ 4;  

|஽ଵି஽ଶ|

√ଽ
ൌ 4;  |𝐷1 െ 𝐷2| ൌ 12 ⇒ 𝐷ଵ ൌ 0, 𝐷ଶ ൌ െ12. 

Uno de los planos obtenido es el dado. El otro es: 

𝜷𝟏 ≡ 𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝟐𝒛 െ 𝟏𝟐 ൌ 𝟎. 
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E5.‐ (Análisis) 

a) Determinar 𝑎 y 𝑏 de modo que las funciones 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑎 y 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑏)𝑒𝑥 tomen el mismo valor en 
un punto en el que ambas tengan un extremo relativo.  

b) Demostrar que la función 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + sen 𝑥 solo se anula en el punto 𝑥 = 0.  

Solución: 

𝑎ሻ   La  condición  necesaria  para  que  una  función  tenga  un  extremo  relativo  es  que  se  anule  su 
primera derivada, por lo cual, se nos piden los valores de 𝑎 y 𝑏 para que las primeras derivadas de las 
funciones se anulen. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥.      𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 0. 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ 𝑒௫ ൅ ሺ𝑥 െ 𝑏ሻ ൉ 𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑏ሻ. 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑒௫ሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑏ሻ ൌ 0;  𝑒௫ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 1 ൅ 𝑥 െ 𝑏 ൌ 0; 

𝑏 ൌ 1 ൅ 𝑥. 

  Para 𝑥 ൌ 0, de la derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ ⇒ 𝑏 ൌ 1. 

  La función resulta   𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ 𝑒௫. 

  Para 𝑥 ൌ 0 ⇒ ൜
𝑔ሺ0ሻ ൌ ሺ0 െ 1ሻ ൉ 𝑒଴ ൌ െ1
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ଶ െ 𝑎 ൌ െ𝑎         

ൠ ⇒ െ𝑎 ൌ െ1;   𝑎 ൌ 1. 

𝑳𝒂𝒔 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒚 𝒈ሺ𝒙ሻ 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒆𝒙𝒕𝒓𝒆𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 𝒚 𝒃 ൌ 𝟏. 

𝑏ሻ  La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  es  continua  y  derivable  en  R  por  ser  la  suma  de  dos  funciones 
continuas y derivables en R. 

Aplicando el teorema de Bolzano a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾെ𝜋, 𝜋ሿ: 

𝑓ሺെ𝜋ሻ ൌ െ2𝜋 ൅ 𝑠𝑒𝑛 ሺെ𝜋ሻ ൌ െ2𝜋 ൅ 0 ൏ 0. 

𝑓ሺ𝜋ሻ ൌ 2𝜋 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝜋 ൌ 2𝜋 ൅ 0 ൐ 0. 

Lo anterior prueba que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene, al menos, una raíz real en el intervalo ሺെ𝜋, 𝜋ሻ, y, 
en consecuencia, tiene, al menos, una raíz. 

Si  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  tuviera otra raíz 𝑥 ൌ 𝛽,  tal que 𝑓ሺ𝛽ሻ ൌ 0, se podría aplicar el 
teorema de Rolle a la función 𝑓ሺ𝑥ሻ en el intervalo ሾ0, 𝛽ሿ. 

El teorema de Rolle dice que “si una función 𝑓ሺ𝑥ሻ en continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y derivable en ሺ𝑎, 𝑏ሻ, con 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 y 𝑎 ൏ 𝑏, y se cumple que 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑏ሻ, existe al menos un valor c, 𝑎 ൏ 𝑐 ൏ 𝑏 tal que 𝑓ᇱሺ𝑐ሻ ൌ
0”. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൅ cos 𝑥 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

𝑳𝒐 𝒂𝒏𝒕𝒆𝒓𝒊𝒐𝒓 𝒅𝒆𝒎𝒖𝒆𝒔𝒕𝒓𝒂 𝒒𝒖𝒆 𝒙 ൌ 𝟎 𝒆𝒔 𝒍𝒂 𝒓𝒂í𝒛 ú𝒏𝒊𝒄𝒂 𝒅𝒆 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟐𝒙 ൅ 𝒔𝒆𝒏 𝒙. 
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E6.‐ (Análisis) 

a) Determínense el dominio de definición,  intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y 
mínimos relativos, si existen, de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥 (ln 𝑥 − 1).  

b) Calcúlese ∫ 𝑥 (ln 𝑥 − 1) 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   El dominio de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ es el conjunto de valores reales de 𝑥 que cumplen la condición: 
𝑥 ൐ 0. 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

  Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝑥 ൉ ଵ

௫
ൌ 𝐿𝑥 െ 1 ൅ 1 ൌ 𝐿𝑥. 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟏, ൅∞ሻ. 

 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙 ∈ ሺ𝟎, 𝟏ሻ. 

  La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo, máximo o mínimo, es 
que se anule su primera derivada. 

  Para  diferenciar  los máximos de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda  derivada:  si  es  negativa 
para los valores que anulan la primera se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1. 

  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

௫
.    𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ ଵ

ଵ
൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1. 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 ൉ ሺ𝐿1 െ 1ሻ ൌ 1 ൉ ሺ0 െ 1ሻ ൌ െ1 ⇒ 

𝑴í𝒏. ⇒ 𝑷ሺ𝟏, െ𝟏ሻ.  

𝑏ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቐ
𝑢 ൌ 𝐿𝑥 െ 1 → 𝑑𝑢 ൌ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥

𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ ௫మ

ଶ

ቑ ⇒  

⇒ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ ൉ ௫మ

ଶ
െ ׬

௫మ

ଶ
൉ ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ ௫మ

ଶ
൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ ଵ

ଶ
൉ ׬ 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ௫మ

ଶ
൉ ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ ଵ

ଶ
൉ ௫మ

ଶ
൅ 𝐶 ൌ ௫మ

ସ
൉ ሾ2ሺ𝐿𝑥 െ 1ሻ െ 1ሿ ൅ 𝐶 ൌ ௫మ

ସ
൉ ሺ𝐿𝑥ଶ െ 3ሻ ൅ 𝐶. 

𝑰 ൌ ׬ 𝒙 ൉ ሺ𝑳𝒙 െ 𝟏ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝒙𝟐

𝟒
൉ ሺ𝑳𝒙𝟐 െ 𝟑ሻ ൅ 𝑪. 
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E7.‐ (Análisis) 

Calcular lim
𝑥→2

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
. (2 puntos) 

Solución: 

lim
௫→ଶ

√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ

௫ିଶ
ൌ √଼ାଶିଵି√଼ାଵ

ଶିଶ
ൌ √ଽି√ଽ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

 

⇒ lim
௫→ଶ

൫√௫యା௫ିଵି√௫యାଵ൯൉൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

൫√௫యା௫ିଵ൯
మ

ି൫√௫యାଵ൯
మ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ  

 

ൌ lim
௫→ଶ

௫యା௫ିଵି൫௫యାଵ൯

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

௫యା௫ିଵି௫యିଵ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ  

 

ൌ lim
௫→ଶ

௫ିଶ

ሺ௫ିଶሻ൫√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ൯
ൌ lim

௫→ଶ

ଵ

√௫యା௫ିଵା√௫యାଵ
ൌ ଵ

√ଶయାଶିଵା√ଶయାଵ
ൌ ଵ

√ଽା√ଽ
ൌ  

 

ൌ
1

2√9
ൌ

1
6

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟐

ඥ𝒙𝟑ା𝒙ି𝟏ିඥ𝒙𝟑ା𝟏

𝒙ି𝟐
ൌ

ଵ

଺
.  
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E8.‐ (Análisis) 

Calcular el área del recinto limitado por la gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 y el eje de abscisas cuando 𝑥 
varía en el intervalo [−1, 0]. (2 puntos) 

Solución: 

  En el intervalo ሺെ1, 0ሻ todas las ordenadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൌ ௫

௘ೣ son negativas, por 

lo cual, la superficie pedida es la siguiente: 

  𝑆 ൌ െ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫ିଵ

଴ ൉ 𝑑𝑥.     (*) 

  Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida. 

𝐴 ൌ ׬ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ⇒ ቄ 𝑢 ൌ 𝑥 → 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ି௫ ൉ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ െ𝑒ି௫ቅ  ⇒  

⇒ 𝑥 ൉  ሺെ𝑒ି௫ሻ െ ׬ െ𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൉ 𝑒ି௫ ൅ ׬ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൉ 𝑒ି௫ െ 𝑒ି௫ ൅ 𝐶 ⇒  

⇒ 𝐴 ൌ െ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝐶.  Sustituyendo en (*): 

  𝑆 ൌ ሾെ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿ଴
ିଵ ൌ ሾ𝑒ି௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿିଵ

଴ ൌ ሾ𝑒଴ሺ0 ൅ 1ሻሿ െ ሾ𝑒ଵሺെ1 ൅ 1ሻሿ ൌ 

 

ൌ 1 െ 0 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟏 𝒖𝟐. 
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E9.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Un 50 % de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son españoles, un 
30 % son europeos no españoles y los demás proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los 
españoles,  la mitad de  los europeos no españoles y un tercio de  los no europeos no pasan de  los 40 
años. 

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos) 

b) Si se selecciona un participante al azar ¿Calcular  la probabilidad de que no tenga más de 40 años? 
(0,7 puntos) 

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene más de 40 años, ¿cuál es la probabilidad de 
que sea español? (0,7 puntos) 

Solución: 

𝐸𝑠 → 𝐸𝑠𝑝𝑎ñ𝑜𝑙𝑒𝑠.     𝐸𝑢 → 𝐸𝑢𝑟𝑜𝑝𝑒𝑜𝑠 𝑛𝑜 𝑒𝑠𝑝𝑎ñ𝑜𝑙𝑒𝑠.     𝑅𝑚 → 𝑅𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑚𝑢𝑛𝑑𝑜. 

    𝑀𝑎 → 𝑀𝑎𝑦𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 40 𝑎ñ𝑜𝑠.    𝑀𝑒 → 𝑀𝑒𝑛𝑜𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 40 𝑎ñ𝑜𝑠.   

𝑎ሻ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑀𝑒ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸𝑢 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑅𝑚 ∩ 𝑀𝑒ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝐸𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐸𝑢ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝐸𝑢ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑅𝑚ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑀𝑒/𝑅𝑚ሻ ൌ  

ൌ 0,5 ൉ ଶ

ଷ
൅ 0,3 ൉ ଵ

ଶ
൅ 0,2 ൉ ଵ

ଷ
ൌ 0,3333 ൅ 0,1500 ൅ 0,0267 ൌ 0,5500.  

𝑷ሺ𝑴𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟓𝟓𝟎𝟎. 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠/𝑀𝑒ሻ ൌ ௉ሺா௦∩ெ௘ሻ

௉ሺெ௘ሻ
ൌ ௉ሺா௦ሻ൉௉ሺெ௘/ா௦ሻ

௉ሺெ௘ሻ
ൌ

଴,ହ൉మ
య

଴,ହହ଴଴
ൌ ଴,ଷଷଷଷ

଴,ହହ଴଴
ൌ 0,606. 

𝑷ሺ𝑬𝒔/𝑴𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟎𝟔 

   

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉
2
3

ൌ 0,3333

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉
1
2

ൌ 0,1500

→ 𝑝 ൌ 0,5 ൉
1
3

ൌ 0,1667

0,5 

0,3 

0,2 
𝑅𝑚 

𝐸𝑢 

𝐸𝑠 

𝑀𝑎

𝑀𝑎

𝑀𝑒

𝑀𝑒

𝑀𝑒

𝑀𝑎
1
3
 

2
3
 

1
2
 

1
2
 

2
3
 

1
3
 

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉
1
2

ൌ 0,1500

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉
2
3

ൌ 0,1333

→ 𝑝 ൌ 0,2 ൉
1
3

ൌ 0,0267
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E10.‐ (Probabilidad y Estadística) 

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cúbicos, que todas 
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un 
número de puntos que varíe desde el uno hasta el seis), ¿cuál es la probabilidad de que la suma de las 
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma más frecuente? (2 puntos) 

Solución: 

El espacio muestral es el siguiente: 𝐸 ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

11, 12, 13, 14, 15, 16
21, 22, 23, 24, 25, 26
31, 32, 33, 34, 35, 36
41, 42, 43, 44, 45, 46
51, 52, 53, 54, 55, 56
61, 62, 63, 64, 65, 66⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

. 

Las sucesivas sumas que se obtienen son las siguientes: 

𝑆 ൌ 2 → ሾሺ11ሻሿ → 1.   

𝑆 ൌ 3 → ሾሺ12ሻ, ሺ21ሻሿ → 2.    

𝑆 ൌ 4 → ሾሺ13ሻ, ሺ22ሻ, ሺ31ሻሿ → 3.    

𝑆 ൌ 5 → ሾሺ14ሻ, ሺ23ሻ, ሺ32ሻ, ሺ41ሻሿ → 4.    

 𝑆 ൌ 6 → ሾሺ15ሻ, ሺ24ሻ, ሺ33ሻ, ሺ42ሻ, ሺ51ሻሿ → 5.  

𝑆 ൌ 7 → ሾሺ16ሻ, ሺ25ሻ, ሺ34ሻ, ሺ43ሻ, ሺ52ሻ, ሺ61ሻሿ → 6.  

𝑆 ൌ 8 → ሾሺ26ሻ, ሺ35ሻ, ሺ44ሻ, ሺ53ሻ, ሺ62ሻሿ → 5.  

𝑆 ൌ 9 → ሾሺ36ሻ, ሺ45ሻ, ሺ54ሻ, ሺ63ሻሿ → 4.  

𝑆 ൌ 10 → ሾሺ46ሻ, ሺ55ሻ, ሺ64ሻሿ → 3.    

𝑆 ൌ 11 → ሾሺ56ሻ, ሺ65ሻሿ → 2.  

𝑆 ൌ 12 → ሾሺ66ሻሿ → 1.  

Como  se  observa,  la  suma  más  frecuente  es  7,  y  el  número  de  veces  que  se  repite  es  6. 
Aplicando la regla de Laplace: 

𝑷 ൌ
𝒄𝒂𝒔𝒐𝒔 𝒇𝒂𝒗𝒐𝒓𝒂𝒃𝒍𝒆𝒔

𝒄𝒂𝒔𝒐𝒔 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒃𝒍𝒆𝒔
ൌ

𝟔

𝟑𝟔
ൌ

𝟏

𝟔
. 
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El alumno deberá escoger libremente cinco problemas completos de los diez propuestos. Se expresará claramente los elegidos. Si se resolvieran más, solo 
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

 

Problema 2: 

 

 

Problema 3: 
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Problema 4: 

 

Problema 5: 

 

 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

 

 

Problema 8: 

 

 

Problema 9: 
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Problema 10: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ቀ1 1 1
1 2 െ1

ቁ  𝑦 𝑀′ ൌ ቀ1 1 1
1 2 െ1

    1
3

ቁ. 

Por existir ቚ1 1
1 2

ቚ ൌ 2 െ 1 ൌ 1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

Para resolver el sistema se hace 𝑧 ൌ 𝜆: 

   𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 െ 𝜆
 𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 3 ൅ 𝜆 ൠ  

െ𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 3 ൅ 𝜆   ൠ ⇒ 𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆. 

𝑥 ൅ 2 ൅ 2𝜆 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑥 ൌ െ1 െ 3𝜆.  

 𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝟏 െ 𝟑𝝀, 𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝟐𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

𝑏ሻ   Teniendo  en  cuanta  que  las  dos  primeras  ecuaciones  constituyen  el  sistema  del  apartado 
anterior: 

  Para que 𝑥 ൌ 5, 𝑦 ൌ െ2, 𝑧 ൌ െ2 ⇒ 𝜆 ൌ െ2. 

  Los  valores  𝑥 ൌ 5, 𝑦 ൌ െ2, 𝑧 ൌ െ2  son  solución  del  sistema  formado  por  las  dos  primeras 
ecuaciones del sistema; para que sean solución del sistema completo tienen que satisfacer a la tercera 
ecuación: 

  𝑎 ൉ 5 ൅ 2𝑎 ൉ ሺെ2ሻ ൅ 𝑏 ൉ ሺെ2ሻ ൌ 𝑏;   5𝑎 െ 4𝑎 െ 2𝑏 ൌ 𝑏;   𝑎 ൌ 3𝑏. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟑𝒃 𝒆𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒍𝒂 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 𝒙 ൌ 𝟓, 𝒚 ൌ െ𝟐, 𝒛 ൌ െ𝟐. 

  La solución es única, según el teorema de Rouché‐Fröbenius, cuando los rangos de las matrices 
de coeficientes y ampliada son iguales e iguales a 3, que es el número de incógnitas. 

  𝑀 ൌ ൭
1 1 1
1 2 െ1
𝑎 2𝑎 𝑏

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
1 2 െ1
𝑎 2𝑎 𝑏

    
1
3
𝑏

൱. 

  Teniendo en cuenta que 𝑎 ൌ 3𝑏: 
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  |𝑀| ൌ อ
1 1 1
1 2 െ1

3𝑏 6𝑏 𝑏
อ ൌ 2𝑏 ൅ 6𝑏 െ 3𝑏 െ 6𝑏 ൅ 6𝑏 െ 𝑏 ൌ 4𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝑏 ൌ 0. 

   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷.  

𝑬𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒔𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏 ú𝒏𝒊𝒄𝒂 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒃 ് 𝟎. 
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Problema 2: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La dimensión de 𝐶 es la siguiente: 

Para que pueda efectuarse el producto de dos matrices es necesario que el número de columnas 
de la primera matriz sea igual que el número de filas de la segunda matriz y, la matriz producto, tiene 
las mismas filas de la primera y las mismas columnas de la segunda: 𝑀ሺ௔,௕ሻ ൉ 𝑁ሺ௕,௠ሻ ൌ 𝑃ሺ௔,௠ሻ.  

  En el caso que nos ocupa: 𝐴ሺଷ,ଶሻ ൉ 𝐶ሺ௫,௬ሻ ൌ 𝐵ሺଷ,ଶሻ ⇒ 𝐶ሺଶ,ଶሻ. 

       𝐴 ൉ 𝐶 ൌ 𝐷 ⇒ ൭
1 1
0 𝑎
1 1

൱ ൉ ൬
2 𝑥
𝑦 𝑧൰ ൌ ൭

3 െ1
𝑎 0
3 െ1

൱ ;  ൭
2 ൅ 𝑦 𝑥 ൅ 𝑧

𝑎𝑦 𝑎𝑧
2 ൅ 𝑦 𝑥 ൅ 𝑧

൱ ൌ ൭
3 െ1
𝑎 0
3 െ1

൱ ⇒  

⇒ 𝑦 ൌ 1;   𝑧 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ1 ⇒ 

𝑪 ൌ ቀ𝟐 െ𝟏
𝟏 𝟎

ቁ. 

𝑏ሻ   𝐷 ൌ 𝐵௧ ൉ 𝐴 ൌ ቀ 3 𝑎 3
െ1 0 െ1

ቁ ൉ ൭
1 1
0 𝑎
1 1

൱ ⇒ 𝐷 ൌ ቀ 6 𝑎ଶ ൅ 6
െ2 െ2

ቁ. 

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero: 

  |𝐷| ൌ ቚ 6 𝑎ଶ ൅ 6
െ2 െ2

ቚ ൌ െ12 ൅ 2ሺ𝑎ଶ ൅ 6ሻ ൌ 0; െ6 ൅ ሺ𝑎ଶ ൅ 6ሻ ൌ 0; 

𝑎ଶ ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 0. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑫 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒊𝒏𝒗𝒆𝒓𝒔𝒂 ∀𝒂 ∈ 𝑹 െ ሼ𝟎ሽ. 
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Problema 3: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que un plano 𝜋, perpendicular a 𝑟ଶ, contenga a 𝑟ଵ es necesario que las rectas 𝑟ଵ 𝑦 𝑟ଶ sean 
perpendiculares. 

  Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 

Un vector director de 𝑟ଵ es 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ. 

Un vector director de 𝑟ଶ es 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, 2ሻ. 

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 

𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 1ሻ ൉ ሺ3, 2, 2ሻ ൌ 3 ൅ 4 ൅ 2 ൌ 9 ് 0 ⇒ 𝑟ଵ 𝑛𝑜 𝑒𝑠 ⊥ 𝑎 𝑟ଶ. 

𝑵𝒐 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒏𝒊𝒏𝒈ú𝒏 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒂 𝒓𝟐 𝒒𝒖𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒈𝒂 𝒂 𝒓𝟏. 

 

𝑏ሻ   Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea  linealmente dependiente 
del producto vectorial de los dos vectores. 

  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 1
3 2 2

อ ൌ 4𝑖 ൅ 3𝑗 ൅ 2𝑘 െ 6𝑘 െ 2𝑖 െ 2𝑗 ൌ 2𝑖 ൅ 𝑗 െ 4𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ4ሻ. 

  La recta 𝑠 pedida, dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas, es la siguiente: 

𝒔 ≡
𝒙ି𝟏

𝟐
ൌ

𝒚

𝟏
ൌ

𝒛

ି𝟒
. 
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𝑣௥ሬሬሬ⃗  

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗

𝑆

𝑟

𝐴

𝑃P

ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ 

Problema 4: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, 1ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺെ1, 1, 2ሻ ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ𝜆       
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆  
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆

. 

  𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 1ሻ െ ሺ1, 0, െ1ሻሿ ൌ ሺെ1, 0, 2ሻ. 

  La expresión general del plano 𝜋 pedido es la siguiente: 

    𝜋൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ;   𝑃൯ ≡ อ
𝑥 𝑦 𝑧 െ 1

െ1 1 2
െ1 0 2

อ ൌ 0;   2𝑥 െ 2𝑦 ൅ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ 2𝑦 ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝝅 ≡ 𝟐𝒙 ൅ 𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎. 

 

𝑏ሻ  La  distancia  de  un  punto  a  una  recta  puede  determinarse  teniendo  en  cuenta  que  el  área  del 
paralelogramo que forman dos vectores es el módulo de su producto vectorial y, de forma geométrica, 
es el producto de la base por la altura. 

  Para una mejor comprensión del proceso se hace un esquema de la situación. 

Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝐴ሺെ1, 0, 1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 1, 2ሻ. 

𝑆 ൌ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห
𝑆 ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ

ቋ ⇒ ห𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ ℎ ⇒ ℎ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧஺௉ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
. 

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, 2ሻ. 

 Aplicando la fórmula al punto 𝑃 y a la recta 𝑟: 

𝑑ሺ𝑃, 𝑟ሻ ൌ
ห௩ೝሬሬሬሬ⃗ ∧஺௉ሬሬሬሬሬ⃗ ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ |
ൌ

ะ
௜ ௝ ௞

ିଵ ଵ ଶ
ିଵ ଴ ଶ

ะ

ඥሺିଵሻమାଵమାଶమ
ൌ  

 

ൌ
|2𝑖 െ 2𝑗 ൅ 𝑘 ൅ 2𝑗|

√1 ൅ 1 ൅ 4
ൌ

|2𝑖 ൅ 𝑘|

√6
ൌ

√2ଶ ൅ 1ଶ

√6
ൌ

√4 ൅ 1

√6
ൌ

√5

√6
ൌ

√5 ൉ √6
6

⇒ 

𝒅ሺ𝑷, 𝒓ሻ ൌ √𝟑𝟎

𝟔
 𝒖.   
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Problema 5: 

 

Solución: 

𝑎ሻ  Para  que una  función  sea derivable  en un punto  es  condición necesaria  que  sea  continua  en  ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ ൝
lim

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ

ଵ

ଶି௫
ൌ 1             

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝐿𝑥 ൌ 0 ൌ 𝑓ሺ1ሻ
⇒ 

⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ് lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒏𝒊 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒏𝒊 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ 𝟏. 

𝑏ሻ Asíntotas horizontales: son de la forma 𝑦 ൌ 𝑘 y son los valores finitos de la función cuando 𝑥 tiende 
a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିஶ

ଵ

ଶି௫
ൌ 0 ⇒ 

⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 ሺ𝑒𝑗𝑒 𝑋ሻ 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 𝑒𝑛 ሺെ∞, 1ሻ. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

𝐿𝑥 ൌ ∞ ⇒ No tiene asíntotas horizontales en ሺ1, ൅∞ሻ. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito; en las funciones racionales son los valores que anulan el denominador. 

  En  ሺെ∞, 1ሻ ⇒ 2 െ 𝑥 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ∉ ሺെ∞, 1ሻ ⇒  No  tiene  asíntotas  verticales  en  el  intervalo 

ሺെ∞, 1ሻ. 

En ሺ1, ൅∞ሻ ⇒ lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 

𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 
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Problema 6: 

 

Solución: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ. 

  Por tratarse de una función polinómica: 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅. 

  Los puntos de corte con los ejes son los siguientes: 

  𝐸𝑗𝑒 𝑋 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 0 ⇒ ቊ
𝑥ଵ ൌ 0 → 𝑂ሺ0, 0ሻ      

𝑥ଶ ൌ െ3 → 𝐴ሺെ3, 0ሻ. 

  𝐸𝑗𝑒 𝑌 ⇒ 𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 3𝑥ଶ ൅ 6𝑥 ൌ 0;   3𝑥ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ െ2  

  Por ser 𝑓ሺ𝑥ሻ polinómica, las raíces de la derivada dividen al dominio de la función, que es R, en 
los intervalos ሺെ∞, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻ 𝑦 ሺ0, ൅∞ሻ, donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa. 

  Considerando, por ejemplo, el valor 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, ൅∞ሻ es: 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 3 ൅ 6 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la función, que son los 
siguientes:  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 ⇒ 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺെ𝟐, 𝟎ሻ. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 ⇒ 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒙 ∈ ሺെ∞, െ𝟐ሻ ∪ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su derivada en ese punto.  

De los periodos de crecimiento se deducen las abscisas de los máximos y mínimos relativos; no 
obstante, se procede a su cálculo por derivadas. 

  Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

      𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥 ൅ 6. 

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 6 ൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛. 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0.  𝑓ሺ0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑀í𝑛: 𝑂ሺ0, 0ሻ. 

  𝑓ᇱᇱሺെ2ሻ ൌ െ12 ൅ 6 ൌ െ6 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥. 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ2.  𝑓ሺെ2ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑀á𝑥: 𝐴ሺെ2, 0ሻ. 

𝑴í𝒏: 𝑶ሺ𝟎, 𝟎ሻ; 𝑴á𝒙: 𝑨ሺെ𝟐, 𝟎ሻ. 
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Problema 7: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   

lim
௫→଴

௦௘௡ ൫௫మ൯

௫యାସ௫మ ൌ ௦௘௡ ଴

଴యାସ൉଴మ ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→଴

ଶ௫൉௖௢௦ ൫௫మ൯

ଷ௫మା଼௫
ൌ   

 

ൌ lim
௫→଴

2 ൉ 𝑐𝑜𝑠 ሺ𝑥ଶሻ

3𝑥 ൅ 8
ൌ

2 ൉ 𝑐𝑜𝑠 0
3 ൉ 0 ൅ 8

ൌ
2 ൉ 1

0 ൅ 8
ൌ

2
8

⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒔𝒆𝒏 ൫𝒙𝟐൯

𝒙𝟑ା𝟒𝒙𝟐 ൌ
𝟏

𝟒
.  

 

𝑏ሻ   

𝐼 ൌ ׬ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠ଷ 𝑥
ഏ
మ

଴ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ cos 𝑥 ൌ 𝑡
𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑑𝑡

ቤ𝑥 ൌ గ

ଶ
→ 𝑡 ൌ 0

𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 1
ቋ ⇒  

 

⇒ 𝐼 ൌ െ ׬ 𝑡ଷ଴
ଵ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ׬ 𝑡ଷଵ

଴ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ቂ௧ర

ସ
ቃ

଴

ଵ
ൌ ଵర

ସ
െ ଴ర

ସ
ൌ ଵ

ସ
െ 0 ⇒  

 

⇒ 𝑰 ൌ ׬ 𝒔𝒆𝒏 𝒙 ൉ 𝒄𝒐𝒔𝟑 𝒙
𝝅
𝟐

𝟎 ൉ 𝒅𝒙 ൌ
𝟏

𝟒
. 
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Problema 8: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Las  abscisas de  los puntos de  corte de dos  funciones  son  las  raíces  reales de  la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 

        𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ െ𝑥ଶ ൌ 𝑥ଷ;  𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 0 ⇒ 

𝒙𝟏 ൌ 𝟎, 𝒙𝟐 ൌ െ𝟏. 

  Por ser ambas funciones continuas por ser polinómicas, no existen otras raíces reales en ሾെ1, 0ሿ.  

  Para determinar cual de las funciones es mayor en ሾെ1, 0ሿ basta comprobar sus valores para un 

valor perteneciente a ሾെ1, 0ሿ, por ejemplo: 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
. 

 
𝑓൫ିభ

మ
൯ ൌ െ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ െ ଵ

ସ
ൌ െ0,25

𝑔൫ିభ
మ
൯ ൌ ቀെ ଵ

ଶ
ቁ

ଷ
ൌ െ ଵ

଼
ൌ െ0,125

ቑ ⇒ െ0,125 ൐ െ0,25 ⇒ 

𝒈ሺ𝒙ሻ ൒ 𝒇ሺ𝒙ሻ. 

𝑏ሻ   𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺ𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶሻ଴

ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂ௫ర

ସ
൅ ௫య

ଷ
ቃ

ିଵ

଴
ൌ 

ൌ 0 െ ቈ
ሺെ1ሻସ

4
൅

ሺെ1ሻଷ

3
቉ ൌ െ

1
4

൅
1
3

ൌ
െ3 ൅ 4

12
⇒ 

𝑺 ൌ
𝟏

𝟏𝟐
 𝒖𝟐. 
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Problema 9: 

 

Solución: 

Si los sucesos A y B son independientes:  

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,3 ൉ 0,4 ൌ 0,12. 

 

Si los sucesos A y C son incompatibles: 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0. 

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,3. 

 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0,3 ൅ 0,4 െ 0,12 ൌ 0,58.  

  𝑃൫𝐴 ∪ 𝐵൯ ൌ 𝑃൫𝐴 ∩ 𝐵൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 1 െ 0,12 ൌ 0,88. 
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Problema 10: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐶1ሻ ൌ 0,45.    𝑃ሺ𝐶2ሻ ൌ 0,30.    𝑃ሺ𝐶3ሻ ൌ 0,25. 

  𝑃ሺ𝐴/𝐶1ሻ ൌ 0,02.    𝑃ሺ𝐴/𝐶2ሻ ൌ 0,05.    𝑃ሺ𝐴/𝐶3ሻ ൌ 0,04. 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶1ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶2ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶3ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐶1ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶1ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶2ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶2ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶3ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴/𝐶3ሻ ൌ  

ൌ 0,45 ൉ 0,02 ൅ 0,30 ൉ 0,05 ൅ 0,25 ൉ 0,04 ൌ 0,0090 ൅ 0,0150 ൅ 0,0100 ൌ 0,0340.  

𝑷ሺ𝑨𝒗𝒆𝒓𝒊𝒂𝒓𝒔𝒆ሻ ൌ 𝟎, 𝟎𝟑𝟒𝟎. 

𝑐ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐶3/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஼ଷሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ ௉ሺ஼ଷሻ൉௉ሺ஺/஼ଷሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ ଴,ଶହ൉଴,଴ସ

଴,଴ଷସ଴
ൌ ଴,଴ଵ଴଴

଴,଴ଷସ଴
ൌ 0,2941. 

 


