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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
UNIVERSIDAD GENERAL JUNIO
DE LA RIOJA CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya
contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algin alumno es
sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga
derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:
1.— (2 puntos) Sea .
@) = o om=1)
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcién .f , en €aso
de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y mMINimos
relativos si los hubiera.

Problema 2:
2.— (2 puntos) Halla el drea del recinto encerrado por las gréaficas de las paré,bo_la,s
y=zt—2z+1ley=—2z"+2z.

Problema 3:

* 3.— (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

Hi=

3 2 T 3
(1) lim (e +2°).

o, e | x2+1)
CI Ll Gy e e

Problema 4:

4.~ (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales depepdieut(;
del pardmetro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e

indeterminado:
t+(a+l)y+z = q
z4+y+(a+1)z = gq
(a+Dz+y+z = a

Problema 5:

5.— (2 puntos) Dada una matriz de tamano 4 X 4 cuyo determinante es i_guq] a2
Calecula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes

Operaciones:

(i) se traspone la matriz,

(ii) se cambian entre si la primera y la cuarta columna,
(iii) se multiplica la tercera columna por —4,

(iv) se multiplica toda la matriz por 4.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

6.— (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:
11 0
A= a—1 a*-1 1
-1 a-1 a+1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = Z

Problema‘ 7:

7.— (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta

' .1:-3_y+'1 o F=5
o 1 1

y el plano de ecuacién 3z + 2y — 11z +3 = 0.

Problema 8:

8.— (2 puntos) Halla el punto simétrico del punto A(0,2,3) respecto al plano ™
de ecuacién x +y — z = 4.

Problema 9:

9.— (2 puntos) En una cmpresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas
de coches de tipos A, B y C. El 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10% al By
el resto al C. Se ha observado que hay piezas que estén defectuosos en los siguientes
porcentajes: el 10% de A, el 20% de B y el 5% de C. Se elige una pieza al azar.

Calcula:
(i) la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(ii) si sabemos que la picza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.

Problema 10:

edad media de un jugador de la NBA sigue una distribucién

10.— (2 puntos) La
fios y desviacién tipica 5 anos. Si se elige un jugador al azar,

normal de media 26 a
halla

(i) la probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 anos;
(ii) la probabilidad de que su edad esté entre 21 y 31 anos.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del

examen)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea x
z)=—"7"—=-
@)= e=0E-D
(i) Halla el dominio, asintotas verticales y horizontales de la funcién .f , en €aso
de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos
relativos si los hubiera.

Solucion

a) Por ser una funcién racional su dominio en el conjunto de los niUmeros reales, excepto los valores
reales de x que anulan el denominador.

x-2)x—-1)=0=>x,=1,x,=2 =
D(f) =R —{1,2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito.

k= 11m fx) =

m  —~ =
x—)+oo (x-2)(x—1)

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Lasrectas x =1y x = 2 son asintotas verticales.

b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

f(x) = ~

(x— 2)(x 1) x2—3x+2'

F1(x) = 1-(x2-3x+2)-x-(2x—3) _ x2-3x+2-2x2+3x _  -x2+2
- (x—2)2(x—1)2 T (e-2)2(x-1)2 (x-2)2(x-1)%

Por ser (x — 2)2(x — 1)2 > 0,Vx € D(f), f'(x) seré positiva o negativa cuando sea positivo o
negativo la expresion —x? + 2.
—x242=0; x2=2=x =2, x, =2.

Siendo la funcién g(x) = —x?2 + 2 una parabola céncava (N) por ser negativo el coeficiente de
x?, que corta el eje de abscisas en los puntos Pl(—\/z 0) y P, (\/Z 0). Teniendo en cuenta lo anterior y
el dominio de la funcidn, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o, —V2) U (V2,2) U (2, +).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(—v/2,1) U (1,V2).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento se deduce que la funcién tiene un minimo

relativo para x = —V2 y un maximo relativo para x = /2.
f(—\/i) _ -2 _ -2 =2 —2(4-3v2)
T (V2-2)(=V2-1)  24VZ+2V2+2  4+3v2 (4+3v2)-(4-3v2)

V2 (4-3V2) —2-(4-3V2) V2-(4-3V2)
=T 16-18 2 = 2 =

Minimo: A [—\/7, M}

_ V2 _ V2 _ V2 V2(a+3V2)
f(vV2) = (V2-2)(V2-1)  2-vV2-2vV2+2  4-3v2  (4-3v2)-(4+3V2)

V2 (4+3V2) V2. (4+3V2)  V2-(4+3V2)
T T 16-18 - = 2 =

Maiximo: B [\/f — M}
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

2.— (2 puntos) Halla el drea del recinto encerrado por las graficas de las para’.bo}ag
y=22—2r+ley=—2z%+2z.

Solucion

Los puntos de corte de las dos parabolas tienen por abscisas las raices de la ecuacion que resulta
de la igualaciéon de sus expresiones:

X2 —=2x+1=-2x%+2x;

_ 4+V16-12 _ 442
= ” =——=

1 1 4
=£=>{x1—§*‘(5'5)_
3 x, =1 - B(1,0)

La pardbola y = x2 — 2x + 1 = (x — 1)? es convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x? y
cuyo vértice es B(1,0).

3x2—4x+1=0; x

La pardbola y = —2x2 + 2x es céncava (N) por ser negativo el coeficiente de x? cuyo vértice es
el siguiente:

y=—u+2=0:x=§¢cG§)

La situacion se expresa, de forma aproximada, en la figura adjunta, de la cual se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

S= ff[(—sz +2x) — (x> —=2x+1)]-dx = ff(—3x2 +4x—1) -dx =
3 3

3 2 1
= [—Si+4i—x]1 = [-x3+2x% —x]i =
3 2 3 3

SRR S ORER T R e
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

' 3.— (2 puntos) Calcula los siguientes limites:

(i) lim (e"" + $3)%_

z—0
T :c2—1_3:2+1)
(i) e\ +2. E—2)

Solucion

1 1
a) lin(l)(ex +x3)x=("4+03)o=(1+0)*=1° = Ind.delne >
X—
1 1 1
= A=lim(e*+x3)x; LA=1L [lim(ex + x3)x] = lim [L(ex + x3)x] =
x—0 x—0 x—=0

L(e*+x3 L(e%+03 L(1+0 L1 0
(e x)= (e )= ( )=—=—:1nd$
x 0 0 0 0

— 1 l x 3 — i
= chl_l‘)l(l) [x L(e* +x )] }Cl_I}(l)
eX+3x2

. . T+x3 . e¥*+3x%2  e%+3.02 140
= {L'Hopital} = lim <+ = lim = =" =
x—=0 1 x—0 eX+x3 e0+03 140

1=

SLA=1=2A=¢el>

1
lim(e* + x3)x = e.
x—0

. x%-1 _ 2241\ _ . (x2-1)(x-2)—(x2+1)(x+2) _
b) x1—1>r-|poo (X+2 x—2 ) = o = Ind.= x1—1>rPOO (x+2)(x-2) -
_ X3 =202 —x+2-x>-2x" —x—-2 _ i —4x? — 2x
= xtbo x2—4 = xtto x2 —4

1m (
x—+oo \ X+2 x—2

2 2
x“—1 x“+1
) = —4,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

4.— (2 puntos) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente
del pardmetro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible determinado e

indeterminado:
t+(a+1l)y+z = aq
r+y+(a+1l)z = a,
(a+Dz+y+z = a
Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 a+1 1 1 a+1 1 a
M= 1 1 a+1|yM = 1 1 a+1l al.
a+1 1 1 a+1 1 1 a
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 a+1 1
M| =] 1 1 a+1f=
a+1 1 1
=1+14+@(@+1)32-(a+1)—-(a+1)—(a+1)=2+@+1)3-3(a+1)=
=2+a3+3a2+3a+1—3a—3=a3+3a2=a2(a+3)=0:{glfg3.
, =
a+0 ; 0 Fan ot
Para a+—3 = Rang M = Rang M’ = 3 = n%incog.= S.C.D.
1 1 10
Paraa=0=>M’=<1 1 1 0>:>RangM=RangM’= .
1 1 10

Paraa=0= Rang M = RangM' =1 <n%incoég.= S.C.I.

(Con dos grados de libertad, o sea, dos parametros).

1 -2 1 -3
Paraa=-3=>M' = ( 1 1 -2 —3>:Rang M' = {C,,C,,C3} =
-2 1 1 -3

1 -2 -3
=11 1 -3|=-3-3-12-64+3—-6+#0= RangM' = 3.
-2 1 -3

Paraa = -3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # 0,a # —3:

Resolviendo por la regla de Cramer:

a a+1 1 1 a+1 1
a 1 a+1 a-|1 1 a+1
a 1 1 1 1 1 1+1+(a+1)%2-1-(a+1)—(a+1)
X = = = =
a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
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_ 1+a*+2a+1-a-1-a-1 _ a* _ a
- a(a+3) ~ a(a+3)  a+3’
1 a 1 1 1 1
1 a a+1 a| 1 1 a+1
_lat1 @ 1 l_ lavas 1 11 _ 1+1+(a+1)?—(a+1)-(a+1)-1 _
y a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
_ 1+(a+1)®-2(a+1) _ 1+a’+2a+1-2a-2 _ a®> _ a_
a(a+3) - a(a+3) ~ a(a+3) a+3’
1 a+l a 1 a+l 1
1 1 a| a1 1 1
7 = a+1 1 al _ a+1 1 1 — 1+1+(a+1)2—(a+1)—1—(a+1) —
a?(a+3) a?(a+3) a(a+3)
_ 1+(a+1)?-2(a+1) _ 1+a’+2a+1-2a-2 _  a? a_
- a(a+3) - a(a+3) " a(a+3) a+3’
02 a
Solucion:x =y =z = E,Va € R —{0,—3}.
x+y+z=0
Para a = 0 el sistema resulta x+y+2z = O}, gue es homogéneo y también compatible
x+y+z=0

indeterminado, equivalenteax +y +z = 0.
Haciendoy = 1,z = ;
Solucion:x =—A—u; y=24;, z=u VA u€eR.
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Problema 5:

5.— (2 puntos) Dada una matriz de tamafio 4 x 4 cuyo determinante es ilgua_ml a2
Calcula el valor del determinante de la matriz resultante al realizar las siguientes

operaciones:
(i) se traspone la matriz,
(i) se cambian entre si la primera y la cuarta columna,
(iii) se multiplica la tercera columna por —4,
(iv) se multiplica toda la matriz por 4.
Solucion

El determinante de una matriz es igual que el determinante de su traspuesta, por lo cual, el
apartado (1) no produce variacion en el valor del determinante.

Si se intercambian dos lineas de una matriz, el valor de su determinante cambia de signo, por lo
cual, el aparado (2) cambia de signo el valor del determinante.

Si se multiplica una linea de una matriz por un nimero real, el valor del determinante de la
matriz queda multiplicado por dicho numero, por lo cual, el apartado (3) multiplica el valor del
determinante por —4.

Como se multiplica la matriz por un nimero, y la matriz es de dimensién 4 X 4, por lo cual, el
apartado (4) multiplica el valor del determinante de la matriz por 4*.

Teniendo en cuenta lo anterior, el valor resultante es el siguiente:
D=2-(-1)-(-4)-4*=2-4°>>
D = 2.048.
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Problema 6:

6.— (2 puntos) Determina para qué valores del pardmetro real a la matriz A:
11 0
A= a—1 a?-1 1
a>—-1 a-1 a+1

tiene inversa. Caleula, si es posible, la matriz inversa de A para a = Z

Solucion

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
1 1 0
[Al=|la—-1 a*-1 1 | =
a?—1 a—-1 a+1
=@@-Da+D+@-1)-(a-1)—-(a+D@-1) =
=a*+a*—a—-14a*°—1—a+1—-a*+1=a%>+a%*—-2a=

=a(a®+a-2)=0=2a,=0; a?+a—2=0; a:—112\/1+_8:_14_r\/§ 143

= az == _2,x3 = 1.

La matriz A es invertibleVa € R — {—2,0,1}.

1 1 0
Paraa = 2lamatrizesA=|1 3 1|
3 1 3

Se obtiene su inversa por el método de Gauss-Jordan.

11 01 0 0
F, > F, —F
AnD=[1 3 1o 1 o :{Fz_’Fz 313,}:
3 1 3l0 0 1 37 TN
1 1 01 0 0 ) 1 1 01 0 0
=><0 2 1]-1 1 0>=>{F2—>EF2}=>(0 1 12 1 o>=>
0 —2 313 0 1 0 —2 313 0 1
1 0 42 10
Fl_)Fl_FZ 2 2 2
:>{F3_’F3+2F2} 01 315 3 0 :>{F4_"F4}:>
0 0 4|-4 1 1
10 4z = O (ror+ir) (1 0 01 5 3
=(0 1 i35 3 0= >0 1 0/]0 I —+%|=
0 0 1]-1 % % F, > F,—-F, 0 0 1l-1 % %
1 £ 3 . (8 -3 1
_1_ _
> A" = 0 % —% =3 0 3 -1 |.
-1 1 1 -8 2 2
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Problema 7:
7.— (2 puntos) Determina la posicion relativa de la recta

-3 _y+1l _2-5

0 1 1

y el plano de ecuacién 3z + 2y — 112+ 3 = 0.
Solucion

La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

r=ﬁ_y_+1_ﬂ=>r={x—3=0 . ={x—3=0
o0 1 1 “Wy+tl=z-5 T ly-z+6=0
x=3
La recta r el plano  determinan el sistema y—2z= —6}.
3x+2y—11z=-3

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 0 O 1 0 O 3
M=(0 1 -1 ]yM=(0 1 -1 -6|.
3 2 -11 3 2 —-11 -3

Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

10 0
RangM= [0 1 -1|=-11+2=-9%0= Rang M = 3.
3 2 -11

Rang M = Rang M' = 3 = Larectary el plano ™ son secantes.
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Problema 8:

8.— (2 puntos) Halla el punto simetrico del punto A(0, 2, 3) respecto al plano 7

de ecuacién r+y — z = 4.

Solucion

La recta t que pasa por A(0,2,3) y es perpendicular al plano T = x + y — z = 4 tiene como
vector director al vector normalde m: 7 = (1,1, —1).

x =21
La expresion de t dada por unas ecuaciones paramétricases: t = {y = 2 + 1.
z=3—-41
El punto M, interseccion del plano 7 con la recta t es la solucidn del sistema que forman:
T=x+y—z=4
=4l et -B-D =4 ‘| 40.2,3)
T = y — 2 + A ) [ ] ) &~y
z=3—-1
A+2+1-3+1=4 31=5>1=2>
; ﬁ, M
x ==
3 0 :
_p4s_1 5 114
>M-= y—2+3— . =>M(3,3,3).
Z=3—§=§ A,(x,y,Z)

Tiene que cumplirse que AM = MA'.

= 0w 01 = [(£2.2) - 0.29] = (5.2
W = 001 = (3.0~ (. 212)] = (e Sy -0 )
(y_5=5_,-10 )
3 3 3
2Dttt mly -ty e o
z—§= —=->z= —%
S
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Problema 9:

9.— (2 puntos) En una cmpresa automovilistica se ha recibido un lote de piezas
de coches de tipos A, B y C. E1 80 % corresponde al coche de tipo A, el 10% gl By
el resto al C. Se ha observado que hay piezas que estéan defectuosos en los siguientes
porcentajes: el 10% de A, el 20% de B y el 5% de C. Se elige una pieza al azar.

Calcula:
(i) la probabilidad de coger una pieza defectuosa.

(ii) si sabemos que la pieza es defectuosa, la probabilidad de que sea del tipo A.
Solucion

-0,10 = 0,0800
-0,90 = 0,7200

-0,20 = 0,0200

- 0,80 = 0,0800

-0,05=0,0050

- 0,95 = 0,0950

@) P=P(D)=P(AND)+P(BND)+P(CND)=
= P(A)-P(D/A) + P(B) - P(D/B) + P(C) - P(D/C) =
=0,80-0,10 + 0,10 - 0,20 + 0,10 - 0,05 = 0,080 + 0,020 + 0,005 = 0,105.

P(AnD) _ P(A)-P(D/A) _ 0,80-0,10 _ 0,080
P(D) P(D) 0,105 0,105

b) P =P(A/D) = =0,7619.
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Problema 10:

gador de la NBA sigue una distribucién

o3 : d media de un ju :
10.— (2 puntos) La edad media ] dor al azar,

normal de media 26 afios y desviaci6n tipica 5 anos. Si se elige un juga:
halla
(i) la probabilidad de que su edad sea superior o igual a 31 anos;
(ii) la probabilidéd de que su edad esté entre 21 y 31 afnos.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del
examen)
Solucion
a) Datos: u = 26; o =5.

X - N(u; o) = N(26,5). Tipificando la variable: Z = X—526.

P=PX23)=P(z22)=p(z23)=PEz21) =

=[1-P(Z<1)]=1-0,8413 = 0,1587.
P(X =31) =0,1587.

5 5
=P(-1<Z<1)=P(Z<1)-[1-P(Z<1)]=PZ<1)-1+P(Z<1)=
=2.-P(Z<1)—1=2-0,8413—1=1,6826 — 1 = 0,6826.

P(21 < X < 31) = 0,6826.

D) P=PR1<x<3)=P(FE<z<E)=p(T<z<])=
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
UNIVERSIDAD CURSO: 2022-2023
DE LA RIOJA MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

contestado primero. Todas las preguntas tienen la misma puntuacion. Es necesario justificar las respuestas.

derecho a que le proporcionen otra.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

El alumno contestara a SOLO CINCO ejercicios de entre los planteados. En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables ni gréficas ni calculen integrales. Si algin alumno es
sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea
1442t - 2

T

f(z)
f en caso de que existan.

relativos si los hubiera.
Problema 2:
1.— (2 puntos) Sea

1+ 4zt — z2
: :

f(z) =
f en caso de que existan.

relativos si los hubiera.
Problema 3:
3.— (2 puntos) Calcula los siguientcs limites:
3
i) i 2z)=7.
(i) lim (cos 2z)

(i) lim (1+2)=.
=00

Problema 4:

] a+1 1
A= 1 1 a+1
a+1 1 1

tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y méaximos y minimos

4.— (2 puntos) Determina para qué valores del parametro real a la matriz A:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

5.— (2 puntos)

(i) Determina las matrices cuadradas de dimension 2 x 2 de la forma

2 T
M—(Oy),

que satisfagaﬁ la siguiente identidad: MMT = ( ?

[T T

) , donde M7 repre-
senta la matriz traspuesta de M.
(ii) Resuclve el sistema

AX+BY =C,
AX =¥;

sabiendo que

a=(32), m=(19). o= (22)

Problema 6:
0 3 4
6.— (2 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 —5 |. Calcular A~! y A%,
=1 =3 4
utilizando necesariamente la siguiente identidad A3 = —I, donde I es la matriz
identidad de orden tres.
Problema 7:

7.— (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1,0,—1), sobre el plano 7
es el punto Q(—3.2,5). Halla la ecuacién del plano 7 y las coordenadas del punto
simétrico del P respecto a dicho plano 7.

Problema 8:

8.— (2 puntos) Determina la posicién relativa de los tres planos, segin los valores
del pardametro m:

mr+y+z = 1,
r+my+z = m,
z4+y+mz = m2
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Problema 9:

9.— (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela
que el 45 % de los puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador niimero
23, de los cuales el 65 % son triples; 15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 %
son triples y el resto de la puntuacién, siendo el 10% triples, corresponde a otros

jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:
(i) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(ii) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador
numero 23.

Problema 10:

10.— (2 puntos) La estatura media de un jugador de fiitbol del Real Madrid sigue
una distribucién normal de media 180 c¢m y desviacién tipica 10 cm. Si se elige un
jugador al azar, calcula:

(i) 1a probabilidad de éue su altura sea superior o igual a 200 cm;
(ii) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del

examen)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.— (2 puntos) Sea
1+ 4z* — 22
= :

f(z) =

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién
f en caso de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y mdximos y minimos
relativos si los hubiera.

Solucion

a) El dominio de una funcién racional es el conjunto de valores reales, excepto los valores reales de
x que anulan el denominador, por lo cual: D(f) = R — {0}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k= lim f(x) =400 =
x—+oo

La funcion f(x) no tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador (sin que se anule el numerador).

Asintota vertical: x = 0 (EjeY).

Asintotas oblicuas:  Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = lim —— f( *) yn= llm[f(x) mx], con m finitoy m # 0.
X—00
f@ 1+4x%—x2 Laxt
- < . X =
m = lim = lim —— = lim ——— = 0.
xX—o0o X X—00 X X—00 X
La funcion f(x) no tiene sintotas oblicuas.
b) Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.
(16x3-2x)-x—(1+4x*-x2)-1 _ 16x*-2x2-1—4x*+x? _ 12x*-x%-1
f ( ) x2 - x2 - x2 .
f(x)—0:> L0 12x* —x2—1=0>a=x%>
> 12a?-a—-1=0; a=x=1J_r 1+48=1J_”/E=1Jr;7:>~a1=1,a2=—1.
24 24 24 3 4
Deshaciendo el cambio de variable:
_1,,2_1 __¥3 . _B —_1_,2__1
Q=X =0D0 =X = Ay =—,>x" = 4:>~x€R.
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Por ser f(—x) = —f(x) la funcidn es simétrica con respecto al origen.

Considerando, por ejemplo, elvalorx =1 € (?, +oo):

q4_q2_
f'() = % =12—-1—-1> 0 = Creciente.

. Teniendo en cuenta lo anterior, el dominio de la funcidn y la simetria con respecto al origen, los
periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) <0 =>x € (—oo, —?) U (?, +00).

Decrecimiento: f'(x) > 0= x € (—\/3—5,0) U (0, \/3—5)

La condicion necesaria para que una funcidon tenga un maximo o un minimo relativo es que se
anule su primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa
para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un maximo vy, si es positiva, de un minimo.

_ (48x3-2x)x?—(12x*-x2-1)-2x _ 48x*-2xZ-24x*+2x%+2 _ 24x*+2

f”(X) x* x3 x3
f”(—?) < 0 = Maximo relativo para x = —‘/3_§_
4 1 814+4-9
f(_£)=1+ﬁ_§= 8T _ _ 76 =_76\/§:>
’ _\3 V3 273 81
3 3
; 3 763
Min. A(-2,-258),
3 81
Por simetria con respecto al origen: =
, 3 763
Max. B (£,6—‘/_)
3 81
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Problema 2:

1.— (2 puntos) Sea

(i) Halla el dominio y asintotas (horizontales, verticales y oblicuas) de la funcién

f en caso de que existan.

(ii) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y maximos y minimos

relativos si los hubiera.

Solucion

f(z)

_14det— 2t

b

Los puntos de corte de las parabolas se obtienen teniendo en cuenta que las abscisas de los

puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones de la

ecuacién que resulta de la igualacion de sus expresiones:

x? —8x =10 — x?%;
2x>—8x—10=0; x2—4x—-5=0;

44V16+20 _ 44V36 _ 446
X = 2 =— =37 —2%3=

N {xl =-1,-A4(-1,9)
x, =5,- B(5,—15)°

La parabola y = x? — 8x, que es convexa (U) por ser
positivo el coeficiente de x?, tiene su vértice en el punto

siguiente:
y(x)=2x—4=0; x—4=0;
x=4>=V,(4,-16).

Otros puntos de la parabola son 0(0,0) y C(8,0).

La pardbola y = 10 — x2, que es céncava (N), por ser
negativo el coeficiente de x2, tiene su vértice en el punto

V,(0,10).

La representacion grafica de la situacién se expresa, de

forma aproximada, en la figura adjunta.

La superficie pedida es la siguiente:

S = [ 110 — x?) — (x* - 8x)] - dx = [° (=2x? + 8x + 10) - dx =

=[-E 4 10x]: =[-Z 4 +10x] =

2:(-1)3
3

=(-Z+4.52+10-5)-[-

250 2 252
= =5~ +100+50 ~5—4+10 = ——=+ 154 = —84 + 156 =

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de LA RIOJA

5

-1

S =72 u?.

+4-(-1)?+10-(-1)| =

- ¢

=

Textos Marea Verde

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

3.— (2 puntos) Calcula los siguientcs limites:
(i) lim (cos 2z)=2
(i) lim (1+2)+.
I—00
Solucion

3 3
a) }Ci_r)l’(l)(COS 2x)x% = (cos 0)oz = 1®° = [ndet.del n® e.

cos?x — sen?x = cos Zx} cos?x — sen?x = cos 2x
sen?x + cos?x = 1 —sen?x — cos?x = —1
3
lirr(l)(cos 2x)x* = A. Tomando logaritmos neperianos:
X—

} = cos2x = 1 — 2sen?x.

LA =1L [}Ci_r)r(l)(cos Zx)x%] = }Ci_r}(l) [L (cos 2x)xiz] = }cl_r)lg [;—2 - L (cos 2x)] =

=3 lim 1820 _ g LoD _ 3 1 _ Oy 1y = {L'Hopital} =
x—-0 X 0 0 0
—2-5en 2x 1 2
=LA =23 lim—=2_ = _g6.|im AimEZ 2= _6.1-1=-6>
x—0 2x x—>0C0S2x x-0 2x
=>LA=-6>=
3 1
A =lim(cos2x)? = e ® =—.
x—0 e

b) 11m(1+x)x— (1+00)oo = 0% = Indet. = hm(1+x)x—A=>

X—00

= Tomando logaritmos neperianos:

LA —L[llm(1+x)]—11m[L(1+x) —hm[ L(1+x)] x_)ooM=

X—00 X—00 X

1
=—=>1nd=>{LHopltal}=>11m"+1—11 =2 =1-0>
1 xX—00 x+1 co+1 oo

__ L(1+)

S A=0=2A4A=e=1>

1
A=1lim(1+x)x=1.

X— 00
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Problema 4:

4.— (2 puntos) Determina para qué valores del parametro real a la matriz A:

1 a+1 1
A= 1 1 a+1
g1 < 1 !
tiene inversa. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Solucion

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 a+1 1
Al =] 1 1 a+1=0;
a+1 1 1

1+1+@(@+1D3-(a+1D)—-(a+1)—-(a+1)=0;
2+a®+3a>+3a+1-3a-3=0; a®+3a*>=0; a’(a+3)=0=>

=>a, =0,a, =-3.

La matriz A en invertible Va € R — {0, —3}.

1 3 1 3 3 0
Paraa=2:>A=(1 1 3). [Al=12 4 2|=2%2-(2+3)=20.
3 1 1 7 0 —6
|1 1| _|3 1 |3 1|
{1 3 3 1 1 1 h 3\
At=<3 1 1). Adj.de At = —|§ f |i i —|i é =
131 |1 3 _|1 3 |1 1
1 1 3 11 I3 1

-2 -2 8 1 1 4
={8 -2 -2|=-2-{4 1 1]
-2 8 -2 1 4 1

(1 1 4)
-2-14 1 1
A-1 = Adj. de A* _ 1 4 1

4] 20

X 1 1 4
_1___.
A= m (4- 1 1)
1 4 1

=
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Problema 5:

5.— (2 puntos)

(i) Determina las matrices cuadradas de dimensién 2 x 2 de la forma

ol a2
m=(5 ).

que satisfagan la siguiente identidad: MMT = ( ? i ) , donde M7 repre-

senta la matriz traspuesta de M.

(ii) Resueclve el sistema
AX +BY =C,
AX =Y,

sabiendo que
2 &) 20 15 3
e CeLt E R IR !

Solucion

2 x\ (2 0 5 1\ (4+x* xy 5 1

= 3)( 5)=CG D )=(G 1=

%) 0 ) y)=G D) xy ¥ (i 1)
>yl=1>y=+41; 4+x?=5;, x?=1=>x=+1. xy=1

. Lo fx=1 _ (2 1. Lo x=-1 _(2 -1
Primera solucion: {y _ 1} > M, = (O 1), Segunda solucion: {y _ _1} > M, = (0 _1).

b) {AX+BY=C_ AX+BY =C
AX =Y A =-Y

B+D'-B+D)-Y=B+D?*-CI1-Y=B+D1-C;Y=B+D1-C.

13+1=(2 0)+(1 0)=(3 O). |B+I|=|i (2)=6.

}=>BY=C—Y; BY+Y=C; (B+1)-Y=C;

1 U7 /7 2

(B+1)f=((3; ;) Adj.de(B+I)t=(_21 (3’)
(B + 1)t = 2 Ae O (-216 ) o - (200
re@enre=t (3 O D200 9er-(

A-X=YV: AV A-X=A1-YV; [.X=A1-Y>X=41.Y,
|A|=|(2) i|=2; At=(i (1’);Adj.deAf=((1) ‘21)

1 -1
- Adj. de A - 1
A1 =24 =(0 2):A1=—-
4] 2 2

x=arv =30, )G D=3G 2=x=0G 9
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Problema 6:
0 3 4
6.— (2 puntos) Dada la matriz A = 1 -4 - . Calcular A~! y A%,
-1 3 4
utilizando necesariamente la siguiente identidad A® = —1I, donde I es la matriz
identidad de orden tres.
Solucion

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

0 3 411 0 0
AlD = —4 50 1 0|=2{F,eF}=
0 0 1
1 —4 —50 1 0 o F, + F, 1 —4 —510 1 0
=0 3 100:>{ 1F}:>01§§00:>
-1 3 00 1 2 0 -1 —-1l0 1 1
F, » F, + 4F L0 10
_)
{1 ; 2}: 01 3 0 0]=>{F;-3F}>
F; > F; +F, 3
00 4 1 1
4
=0 1 ¢ 0 0)=i p _ip(>(0 1 0-1 —4 —4]=
0 0 1/1 3 3 S 0 0 1l1 3 3
1 0o -1
>A1'=-1 -4 -4
1 3 3
Se comprueba que A3 = —I.

0 3 4 0 3 4 -1 0 1
A*=A-A=1 -4 -5|-|1 -4 -5|=[1 4 4 |
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2-A=<1 4 4)-(1 —4 —5>=<0 -1 0).
-1 -3 -3 -1 3 4 0 0 -1

Queda comprobado que 4% = —].
A0 = (43642 =(-DN°-A2=1]-A%’>

-1 0 1
A2°=A2=(1 4 4).

-1 -3 -3

Autor: ANTONIO MENGUIANO
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de LA RIOJA

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:

7.— (2 puntos) La proyeccién ortogonal del punto P(1,0,—1), sobre el plano =
es el punto Q(—3.2,5). Halla la ecuacién del plano 7 y las coordenadas del punto
simétrico del P respecto a dicho plano .

Solucion
El vector normal del plano m es cualquiera que sea linealmente dependiente del vector que
determinan los puntos P(1,0,—1) y Q(-3,2,5).
PQ =00 — 0P =[(-3,2,5) — (1,0,—1)] = (=4,2,6) = 7 = (2,—1,-3).
La expresion general del planoest =2x —y —3z+ D = 0.
Para determinar el valor de D se tiene en cuenta que 1 contiene a Q(—3,2,5):

n=2x—y—3z+D=0 A
Q(_3’2,5)}=>2-(—3)—2—3-5+D—0,

—-6—-2—-154+D=0; -23+D=0; D=23=>
m=2x—-y—3z+23=0.

La recta t que pasa por P(1,0,—1) y es perpendicular al planom = 2x —y — 3z + 23 = 0 tiene
como vector director al vector normal de m: 7 = (2,—1,—3). La expresién de t dada por unas

x=1+22
ecuaciones paramétricasest = |y = —A1 .
z=-1-341

El punto Q(—3,2,5) es la interseccién del plano 7 con la recta t.

Tiene que cumplirse que P—Q) = W t
PG (260 e P(1,0,-1)
QP'=0P'-0Q = [(x,y,2) — (-3,2,5)] =
=(x+3,y—2,z-5). Q(-3,2,5)
(=4,2,6)=(x+3,y—-2,z-5) = Ff
T ]
x+3=—4->x=-7 P'(x,y,2)

= y—2:2—>y:4 =
z—5=6-2z=11
P'(-7,4,11).
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8.— (2 puntos) Determina la posicién relativa de los tres planos, segiin los valores

Problema 8:
del pardmetro m:
mr+y+=z
r+my+=z
z+y+mz
Solucion

Las matrices de coeficientes y ampliadas del
siguientes:

m 1 1 m 1 1 1
A=|l1 m 1|yA=|l1 m 1 m|.
1 1 m 1 1 m m?

sistema que forman los tres planos son las

Segun sean los rangos de A y A’ pueden presentarse los siguientes casos:

1.-- Rang A = Rang A’ = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang A = Rang A’ = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)
3.-- Rang A = Rang A’ =1 = Los tres planos son coincidentes.
4.-- Rang A = 1; Rang A’ = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang A = 2; Rang A' = 3 = Hay planos secantes.

(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)

(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

m 1 1
[Al=]1 m 1|=m3+14+41-m-m-m= . 1 2 _i _é
1 1 m 1 1 — _2_'
=m3-3m+2=0. 1 1 2 |
Resolviendo por Ruffini: my = m, = 1,m3 = —2. _y 1 _22 0
m#*1 _ r_ 1 0
Para {m - _2} = Rang A = Rang A" = 3. _.l

Los tres planos son secantes y se contan en un punto.

1 1 11
Param=1=A"=|1 1 1 1|=>RangA’'=RangA=1.

1 1 11

Los tres planos son coincidentes.
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2 1 11
Param=2:A’=<1 2 1 2>=>RangA’=>{Cl,CZ,C4}=>
1 1 2 4
2 1 1
=21 2 2|=16+14+2-2—-4—-4=9+0= RangA' =3.
1 1 4

Param =2 = Rang A = 2; Rang A" = 3.
No hay planos paralelos.

Los tres planos se cortan dos a dos formando un prisma.
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Problema 9:

9.— (2 puntos) La estadistica de un equipo de baloncesto en un partido, desvela
que el 45 % de los puntos conseguidos por el equipo corresponde al jugador nimero
23, de los cuales el 65 % son triples; 15 % al jugador nimero 6 de los cuales el 25 %
son triples y el resto de la puntuacién, siendo el 10% triples, corresponde a otros
jugadores del equipo. Halla la probabilidad de que:

(i) una de las jugadas del equipo haya acabado en un triple.

(ii) sabiendo que la canasta ha sido un triple, haya sido conseguida por el jugador
nimero 23.

Solucion

-0,65 =0,2925

-0,25=0,0375

-0,75=10,1125

-0,10 = 0,0400

-0,90 = 0,3600

@) P=P(M)=PJ23nT)+PJ6NnT)+POJNT)=

= P(J23) - P(T/]23) + P(J6) - P(T/]6) + P(0]) - P(T/0]) =
= 0,45 0,65+ 0,15 - 0,25 + 0,40 - 0,10 = 0,2925 + 0,0375 + 0,0400 = 0,3700.

P(j23nT) _ P(J23)-P(T/j23) _ 0,45-0,65 _ 0,2925

b) P =P(23/T) = P(T) P(T) ~ 037 037

= 0,7905.
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Problema 10:

10.— (2 puntos) La estatura media de un jugador de fiitbol del Real Madrid sigue
una distribucién normal de media 180 c¢m y desviacién tipica 10 cm. Si se elige un
jugador al azar, calcula:

(i) la probabilidad de que su altura sea superior o igual a 200 cm;
(ii) la probabilidad de que su altura esté entre 170 y 190 cm.
(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del
examen)
Solucion

Datos: u = 180; o = 10.

X = N(u,0) = N(180,10). Tipificando la variable: 7= X_ltso.

Q) P=P(X2200)=P(2220)=P(z22)=P(z22) =
—1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228.

P(X > 200) = 0,0228.

b)P=P(17O<X<190)=P(1701_0180<Z<$)=P(_1—100<Z<1—g)=
=P(-1<Z<1)=P(Z<1)-PZ<-1)=P(Z<1)—[1-P(Z<1]=
=P(Z<1)-1+PZ<1)=2-PZ<1)—1=2-08413—1=

= 1,6826 — 1 = 0,6826.

P(170 < X < 190) = 0, 6826.
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