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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho 
que se proponen. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
 

 

Problema A1: 

En una obra, para transportar la tierra extraída para la construcción de los cimientos de un edificio, se 
usan tres tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habría que traer un camión 
más de  tipo A para  igualar  al  número de  camiones  restantes.  El  10 % de  la  capacidad de  todos  los 
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un único viaje cada 
camión a máxima capacidad, se han extraído de la obra 302 toneladas de tierra. ¿Cuánta tierra ha sido 
transportada hoy por los camiones de cada tipo? 

Problema A2: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ
, se pide: 

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar. 
b)  (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1. 
c)  (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos. 

Problema A3: 

Sean los puntos A(1, −2, 3), B(0, 2, −1) y C(2, 1, 0). Se pide: 

a) (1.25 puntos) Comprobar que  forman un  triángulo T y hallar una ecuación del plano que  los 
contiene. 

b)  (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. 
c)  (0.5 puntos) Determinar el perímetro del triángulo T. 

Problema A4: 

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3. 
a) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A ∪ B). 
b) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A ∩ 𝐶̅). 
c) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(𝐴̅ | D) = 0.2 y P(D | A) = 0.5, calcule P(D). 
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Problema B1: 

Dado el sistema: 
(a + 1)x + 4y = 0 
(a − 1)y + z = 3 
4x + 2ay + z = 3, se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro a. 
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3. 
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5. 

Problema B2: 

Dada la función real de variable real definida sobre su dominio como 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

௫మ

ଶା௫మ  𝑠𝑖 𝑥 ൑ െ1
ଶ௫మ

ଷିଷ௫
 𝑠𝑖 𝑥 ൐ െ1

, 

 se pide: 
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la función en R. 

b) (1 punto) Calcular el siguiente límite:  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻଶ௫మିଵ 

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
଴

ିଵ  

Problema B3: 

Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
 ,  el plano π : x − z = 2 y el punto A(1, 1, 1), se pide: 

a) (0.75 puntos) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe. 
b) (0.75 puntos) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π. 
c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r. 

Problema B4: 

La  longitud  de  la  sardina  del  Pacífico  (Sardinops  sagax)  se  puede  considerar  que  es  una  variable 
aleatoria con distribución normal de media 175 mm y desviación típica 25.75 mm. 

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de 
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¿Qué porcentaje de las sardinas capturadas 
por un buque pesquero serán de la calidad que espera la empresa envasadora? 

b) (0.5 puntos) Hallar  una  longitud  t  <  175 mm  tal  que entre  t  y  175 mm estén el  18 % de  las 
sardinas capturadas. 

c) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al 
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequeñas. ¿Cuál es 
la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeña? 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema A1: 

En una obra, para transportar la tierra extraída para la construcción de los cimientos de un edificio, se 
usan tres  tipos de camiones diferentes: A, B y C. Los camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 
toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de tipo C, de 28 toneladas. Habría que traer un camión 
más  de  tipo  A  para  igualar  al  número  de  camiones  restantes.  El  10 %  de  la  capacidad  de  todos  los 
camiones tipo B supone un séptimo de la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un único viaje cada 
camión a máxima capacidad, se han extraído de la obra 302 toneladas de tierra. ¿Cuánta tierra ha sido 
transportada hoy por los camiones de cada tipo? 

Solución: 

  Sean  𝑥, 𝑦, 𝑧  el  número  de  camiones  de  los  tipos  A,  B  y  C,  que  trabajan  en  la  obra, 
respectivamente. 

  El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 

      

                    𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑦 ൅ 𝑧
                             2,4𝑦 ൌ 4𝑧
14𝑥 ൅ 24𝑦 ൅ 28𝑧 ൌ 302

ൡ  
              𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
                  0,6𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
7𝑥 ൅ 12𝑦 ൅ 14𝑧 ൌ 151

ൡ  
              𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1
                    3𝑦 െ 5𝑧 ൌ 0
7𝑥 ൅ 12𝑦 ൅ 14𝑧 ൌ 151

ൡ. 

Resolviendo por la regla de Cramer: 

 

  𝑥 ൌ
อ

ିଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ିହ

ଵହଵ ଵଶ ଵସ
อ

อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ିହ
଻ ଵଶ ଵସ

อ

ൌ ିସଶା଻ହହାସହଷି଺଴

ସଶାଷହାଶଵା଺଴
ൌ ଵ.ଶ଴଼ିଵ଴ଶ

ଵହ଼
ൌ ଵ.ଵ଴଺

ଵହ଼
ൌ 7.     

 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଴ ିହ
଻ ଵହଵ ଵସ

อ

ଵହ଼
ൌ ଷହା଻ହହ

ଵହ଼
ൌ ଻ଽ଴

ଵହ଼
ൌ 5.     

 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ିଵ ିଵ
଴ ଷ ଴
଻ ଵଶ ଵହଵ

อ

ଵହ଼
ൌ ସହଷାଶଵ

ଵହ଼
ൌ ସ଻ସ

ଵହ଼
ൌ 3.    

  Tierra transportada hoy: ቐ
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐴 → 7 ൉ 14 ൌ 98 𝑇𝑚   
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐵 → 5 ൉ 24 ൌ 120 𝑇𝑚
𝑇𝑖𝑝𝑜 𝐶 → 3 ൉ 28 ൌ 84 𝑇𝑚   

. 

 

𝑬𝒏 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 𝒉𝒐𝒚 𝒔𝒆 𝒉𝒂𝒏 𝒕𝒓𝒂𝒏𝒔𝒑𝒐𝒓𝒕𝒂𝒅𝒐 𝟑𝟎𝟐 𝒕𝒐𝒏𝒆𝒍𝒂𝒅𝒂𝒔 𝒅𝒆 𝒕𝒊𝒆𝒓𝒓𝒂. 
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Problema A2: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ
, se pide: 

a) (0.25 puntos) Estudiar si es par o impar. 
b)  (0.75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1. 
c)  (1.5 puntos) Estudiar sus extremos relativos y absolutos. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Una  función  es  par  cuando  se  cumple  que 𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y  es  impar  cuando  se  cumple  que 
𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ െ𝑓ሺ𝑥ሻ. 

  𝑓ሺെ𝑥ሻ ൌ ඥሾሺെ𝑥ሻଶ െ 1ሿଶయ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒑𝒂𝒓. 

𝑏ሻ  

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 1 ⇒ lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ 0. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua para 𝑥 ൌ 1. 

  La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es derivable en R, excepto para 𝑥 ൌ 1 cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ඥሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶయ ൌ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ
మ
య. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

ଷ
൉ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ

మ
య

ିଵ ൉ 2𝑥 ൌ ସ௫

ଷ
൉ ሺ𝑥ଶ െ 1ሻିభ

య ൌ ସ௫

ଷ൉ √௫మିଵ
య ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
. 

  lim
௫→ଵష

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵష

൤ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൨ ൌ ସ

ଷ
൉ lim

௫→ଵష

௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଴

଴ష ൌ െ∞. 

lim
௫→ଵశ

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

൤ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൨ ൌ ସ

ଷ
൉ lim

௫→ଵశ

௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଴

଴శ ൌ ൅∞. 

lim
௫→ଵష

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ് lim
௫→ଵశ

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟏 
𝑐ሻ  

  Una función tiene un máximo o un mínimo relativo cuando se anula su primera derivada en ese 
punto  y  es negativa o positiva,  respectivamente,  su  segunda derivada para  los  valores que anulan  la 
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primera. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ସ௫

ଷ൉ √௫మିଵ
య ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ1, 𝑥ଶ ൌ 0, 𝑥ଷ ൌ 1. No es derivable en x = 1 

ni en x = -1. Sólo se anula la derivada en x = 0. 

Para la obtención de la segunda derivada se procede por derivación logarítmica. 

𝐿ሾ𝑓ᇱሺ𝑥ሻሿ ൌ ସ

ଷ
൉ ቂ𝐿𝑥 െ ଵ

ଷ
൉ 𝐿ሺ𝑥ଶ െ 1ሻቃ. 

௙ᇲᇲሺ௫ሻ

௙ᇲሺ௫ሻ
ൌ ସ

ଷ
൉ ቀଵ

௫
െ ଵ

ଷ
൉ ଶ௫

௫మିଵ
ቁ ൌ ସ

ଷ
൉

ଷ൫௫మିଵ൯ିଶ௫మ

ଷ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ ସ

ଷ
൉ ଷ௫మିଷିଶ௫మ

ଷ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ

ସ൉൫௫మିଷ൯

ଽ௫ሺ௫మିଵሻ
⇒  

⇒ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ

ଷ
൉ ௫൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

௫మିଵ
൉

ସ൉൫௫మିଷ൯

ଽ௫ሺ௫మିଵሻ
ൌ ଵ଺

ଶ଻
൉

൫௫మିଷ൯൉ ඥሺ௫మିଵሻమయ

ሺ௫మିଵሻమ .  

  Teniendo en cuenta que la función es continua en su dominio, que es R, su 
simetría  y  que  lim

௫→േஶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൅∞,  la  función  tiene  dos  mínimos  absolutos  para 

𝑥 ൌ െ1 y para 𝑥 ൌ 1, a pesar de no ser derivable en dichos puntos:  

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ൌ 0 ⇒ 

𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐𝒔 𝒂𝒃𝒔𝒐𝒍𝒖𝒕𝒐𝒔: 𝑨ሺെ𝟏, 𝟎ሻ 𝒚 𝑩ሺ𝟏, 𝟎ሻ. 

  𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ ଵ଺

ଶ଻
൉

ሺିଷሻ൉ √ଵయ

ଵ
൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ √1య ൌ 1 ⇒ 

𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑪ሺ𝟎, 𝟏ሻ. 
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Problema A3: 

Sean los puntos A(1, −2, 3), B(0, 2, −1) y C(2, 1, 0). Se pide: 

d) (1.25  puntos)  Comprobar  que  forman  un  triángulo  T  y  hallar  una  ecuación  del  plano  que  los 
contiene. 

e)  (0.75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1. 
f)  (0.5 puntos) Determinar el perímetro del triángulo T. 

Solución: 

𝑎ሻ   Tres puntos forman un triángulo cuando no están alineados, es decir: para que A, B y C formen 

un triángulo los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  tienen que ser linealmente independientes: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 2, െ1ሻ െ ሺ1, െ2, 3ሻሿ ൌ ሺെ1, 4, െ4ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 1, 0ሻ െ ሺ1, െ2, 3ሻሿ ൌ ሺ1, 3, െ3ሻ. 
ିଵ

ଷ
് ସ

ଷ
⇒ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  y 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  son linealmente independientes. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒍𝒐𝒔 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐𝒔 𝑨, 𝑩 𝒚 𝑪 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏 𝒖𝒏 𝒕𝒓𝒊á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝑻. 

𝑏ሻ La ecuación de la recta 𝑟 que pasa por los puntos A y B tiene la siguiente expresión dada por unas 

ecuaciones paramétricas: 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆     
𝑦 ൌ െ2 ൅ 4𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 4𝜆   

. 

 El punto P de corte de la recta 𝑟 con el plano 𝑧 ൌ 1 es el siguiente: 

                        𝑧 ൌ 1

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆     
𝑦 ൌ െ2 ൅ 4𝜆
𝑧 ൌ 3 െ 4𝜆   

ൢ ⇒ 3 െ 4𝜆 ൌ 1;   4𝜆 ൌ 2;   2𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝜆 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑃 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ 1 െ ଵ

ଶ
         

𝑦 ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵ

ଶ

𝑧 ൌ 3 െ 4 ൉ ଵ

ଶ
   ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ ቐ
𝑥 ൌ ଵ

ଶ
           

𝑦 ൌ െ2 ൅ 2
𝑧 ൌ 3 െ 2   

ቑ ⇒ 𝑃 ቀଵ

ଶ
, 0, 1ቁ. 

𝑐ሻ   𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 1, 0ሻ െ ሺ0, 2, െ1ሻሿ ൌ ሺ2, െ1, 1ሻ. 

  𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 ൌ 𝑝 ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൅ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൅ ห𝐵𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ 

ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ 4ଶ ൅ ሺെ4ሻଶ ൅ ඥ1ଶ ൅ 3ଶ ൅ ሺെ3ሻଶ ൅ ඥ2ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ  

ൌ √1 ൅ 16 ൅ 16 ൅ √1 ൅ 9 ൅ 9 ൅ √4 ൅ 1 ൅ 1 ൌ √33 ൅ √19 ൅ √6 ≅  

≅ 5,74 ൅ 4,36 ൅ 2,45 ⇒. 

𝒑 ≅ 𝟏𝟐, 𝟓𝟓 𝒖 
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Problema A4: 

Se tiene un suceso A de probabilidad P(A) = 0.3. 
d) (0.75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0.5 es independiente de A. Calcule P(A ∪ B). 
e) (0.75 puntos) Otro suceso C cumple P(C | A) = 0.5. Determine P(A ∩ 𝐶̅). 
f) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(𝐴̅ | D) = 0.2 y P(D | A) = 0.5, calcule P(D). 

Solución: 

𝑎ሻ  

  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ. 

  Si dos sucesos son independientes se cumple que 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ: 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,3 ൅ 0,5 െ 0,3 ൉ 0,5 ൌ 0,8 െ 0,15 ⇒ 

𝑷ሺ𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟔𝟓 

𝑏ሻ  

  𝑃ሺ𝐶/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஼ሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ 0,5 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 

 

ൌ 0,5 ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,5 ൉ 0,3 ൌ 0,15.  

 

  𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ ൌ 0,3 െ 0,15 ൌ 0,15 

  𝑷൫𝑨 ∩ 𝑪൯ ൌ 𝟎, 𝟏𝟓 

 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝐷/𝐴ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஺ሻ
ൌ 0,5 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൌ  

 

ൌ 0,5 ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0,5 ൉ 0,3 ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ ൌ 0,15.  

𝑃൫𝐴/𝐷൯ ൌ
௉൫஺∩஽൯

௉ሺ஽ሻ
ൌ 0,2 ⇒ ௉ሺ஽ሻି௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ 0,2;   𝑃ሺ𝐷ሻ െ 0,15 ൌ 0,2 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ;  

𝑃ሺ𝐷ሻ െ 0,2 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0,15;   0,8 ൉ 𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ 0,15;   𝑃ሺ𝐷ሻ ൌ
0,15
0,8

⇒ 

𝑷ሺ𝑫ሻ ൌ 𝟎, 𝟏𝟖𝟕𝟓.  

   

𝐶 

𝐴

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐶൯ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐶ሻ 

𝐷 

𝐴

𝑃൫𝐴 ∩ 𝐷൯ ൌ 𝑃ሺ𝐷ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐷ሻ 
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Problema B1: 

Dado el sistema: 
(a + 1)x + 4y = 0 
(a − 1)y + z = 3 
4x + 2ay + z = 3, se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro a. 
b) (0.5 puntos) Resolverlo para a = 3. 
c) (0.75 puntos) Resolverlo para a = 5. 

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

     
0
3
3

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑎 ൅ 1 4 0

0 𝑎 െ 1 1
4 2𝑎 1

อ ൌ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ 16 െ 2𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0;  

𝑎ଶ െ 1 ൅ 16 െ 2𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0; െ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 15 ൌ 0;  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 15 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ିଶേ√ସା଺଴

ଶ
ൌ ିଶേ√଺ସ

ଶ
ൌ ିଶേ଼

ଶ
ൌ െ1 േ 4 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ5;  𝑎ଶ ൌ 3.   

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ് െ𝟓
𝒂 ് 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ5 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ4 4 0
0 െ6 1
4 െ10 1

     
0
3
3

൱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 3𝐶ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
4 4 0
0 3 1
4 6 1

     
0
3
3

൱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 3𝐶ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ൌ െ𝟓
𝒂 ൌ 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

𝑏ሻ   Para  𝑎 ൌ 3  el  sistema  resulta  ൝
4𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0       
2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3          
4𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

⇒ ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0            
2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3          
4𝑥 ൅ 6𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

,  que  es  compatible 

indeterminado cuya solución es la siguiente:  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ𝝀, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟑 െ 𝟐𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

𝑐ሻ   Para  𝑎 ൌ 5  el  sistema  resulta  ൝
6𝑥 ൅ 4𝑦 ൌ 0          
4𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3            
4𝑥 ൅ 10𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

⇒ ൝
3𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 0          
4𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3             
4𝑥 ൅ 10𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3

,  que  es  compatible 

determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:  
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𝑥 ൌ
อ
଴ ଶ ଴
ଷ ସ ଵ
ଷ ଵ଴ ଵ

อ

อ
ଷ ଶ ଴
଴ ସ ଵ
ସ ଵ଴ ଵ

อ

ൌ ଺ି଺

ଵଶା଼ିଷ଴
ൌ ଴

ିଵ଴
ൌ 0.   𝑦 ൌ

อ
ଷ ଴ ଴
଴ ଷ ଵ
ସ ଷ ଵ

อ

ିଵ଴
ൌ ଽିଽ

ିଵ଴
ൌ 0.   

 

𝑧 ൌ
อ
ଷ ଶ ଴
଴ ସ ଷ
ସ ଵ଴ ଷ

อ

ିଵ଴
ൌ ଷ଺ାଶସିଽ଴

ିଵ଴
ൌ ିଷ଴

ିଵ଴
ൌ 3.   

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ  𝒚 ൌ 𝟎, 𝒛 ൌ 𝟑. 
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Problema B2: 

Dada la función real de variable real definida sobre su dominio como 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

௫మ

ଶା௫మ  𝑠𝑖 𝑥 ൑ െ1
ଶ௫మ

ଷିଷ௫
 𝑠𝑖 𝑥 ൐ െ1

, 

 se pide: 
a) (0.75 puntos) Estudiar la continuidad de la función en R. 

b) (1 punto) Calcular el siguiente límite:  lim
௫→ିஶ

𝑓ሺ𝑥ሻଶ௫మିଵ 

c) (0.75 puntos) Calcular la siguiente integral: ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
଴

ିଵ  

Solución: 

𝑎ሻ   2 ൅ 𝑥ଶ ് 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅.  3 െ 3𝑥 ൌ 0;   3ሺ1 െ 𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1. 

  La función no es continua para 𝑥 ൌ 1. Para 𝑥 ൌ െ1  la continuidad de la función es dudosa; se 
estudia a continuación. 

Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ1 ⇒ ቐ
lim

௫→ିଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଵ

௫మ

ଶା௫మ ൌ ଵ

ଶାଵ
ൌ ଵ

ଷ
        

lim
௫→ିଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ଶ௫మ

ଷିଷ௫
ൌ ଶ

ଷାଷ
ൌ ଶ

଺
ൌ ଵ

ଷ

ቑ ⇒ 

⇒ lim
௫→ିଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺെ1ሻ ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ െ1. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒆𝒏 𝑹 െ ሼ𝟏ሽ. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ିஶ

ሾ𝑓ሺ𝑥ሻሿଶ௫మିଵ ൌ lim
௫→ିஶ

ቀ ௫మ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑.  𝑡𝑖𝑝𝑜 𝑛º 𝑒 ⇒   

⇒ lim
௫→ିஶ

ቀଶା௫మିଶ

ଶା௫మ ቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቀଶା௫మ

ଶା௫మ ൅ ିଶ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቀ1 ൅ ିଶ

ଶା௫మቁ
ଶ௫మିଵ

ൌ  

ൌ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ
ଶ௫మିଵ

ൌ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ
൫ଶ௫మିଵ൯൉మశೣమ

షమ
൉ షమ
మశೣమ

ൌ  

ൌ lim
௫→ିஶ

቎ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ

మశೣమ

షమ

቏

൫ଶ௫మିଵ൯൉ షమ
మశೣమ

ൌ ቎ lim
௫→ିஶ

ቆ1 ൅ ଵ
మశೣమ

షమ

ቇ

మశೣమ

షమ

቏

షరೣమశమ
మశೣమ

ൌ  

ൌ 𝑒 ୪୧୫
ೣ→షಮ

ିସ௫మାଶ
ଶା௫మ ൌ 𝑒ିସ ⇒ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

ሾ𝒇ሺ𝒙ሻሿ𝟐𝒙𝟐ି𝟏 ൌ
𝟏

𝒆𝟒. 
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𝑐ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଶ௫మ

ଷିଷ௫

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ ׬ ቀെ ଶ

ଷ
𝑥 െ ଶ

ଷ
൅ ଶ

ିଷ௫ାଷ
ቁ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ቂെ ଶ

ଷ
൉ ௫మ

ଶ
െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥ቃ

ିଵ

଴
൅ ׬

ଶ

ିଷ௫ାଷ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ⇒   

⇒ 𝐼 ൌ ቂെ ௫మ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൉ 𝑥ቃ

ିଵ

଴
൅ 𝐼ଵ ൌ 0 െ ቂെ

ሺିଵሻమ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൉ ሺെ1ሻቃ ൅ 𝐼ଵ ൌ ଵ

ଷ
െ ଶ

ଷ
൅ 𝐼ଵ ൌ

െ ଵ

ଷ
൅ 𝐼ଵ.  

𝐼ଵ ൌ ׬
ଶ

ିଷ௫ାଷ

଴
ିଵ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൝

െ3𝑥 ൅ 3 ൌ 𝑡
െ3 ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡
2 ൉ 𝑑𝑥 ൌ െమ

య
൉ௗ௧

อ 𝑥 ൌ 0 → 𝑡 ൌ 3
𝑥 ൌ െ1 → 𝑡 ൌ 6

ൡ ⇒ െ ଶ

ଷ
൉ ׬

ଵ

௧

ଷ
଺ ൉ 𝑑𝑡 ൌ  

ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿𝑡ሿ଺

ଷ ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿3 െ 𝐿6ሿ ൌ െ ଶ

ଷ
൉ 𝐿 ଷ

଺
ൌ െ ଶ

ଷ
൉ 𝐿 ଵ

ଶ
ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ𝐿1 െ 𝐿2ሿ ൌ  

ൌ െ ଶ

ଷ
൉ ሾ0 െ 𝐿2ሿ ⇒ 𝐼ଵ ൌ ଶ௅ଶ

ଷ
ൌ ௅ସ

ଷ
.  

  𝐼 ൌ െ ଵ

ଷ
൅ 𝐼ଵ ൌ െ ଵ

ଷ
൅ ௅ସ

ଷ
⇒ 

𝑰 ൌ ׬ 𝒇ሺ𝒙ሻ𝟎
ି𝟏 ൉ 𝒅𝒙 ൌ

𝑳𝟒ି𝟏

𝟑
 𝒖𝟐. 

   

2𝑥ଶ      െ3𝑥൅3

െ2𝑥ଶ ൅2𝑥   െଶ
ଷ
𝑥 െଶ

ଷ

    0  ൅2𝑥      

െ2𝑥൅2
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Problema B3: 

Dada la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
 ,  el plano π : x − z = 2 y el punto A(1, 1, 1), se pide: 

a) (0.75 puntos) Estudiar la posición relativa de r y π y calcular su intersección, si existe. 
b) (0.75 puntos) Calcular la proyección ortogonal del punto A sobre el plano π. 
c) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A con respecto a la recta r. 

Solución: 

𝑎ሻ Un punto y un vector director de la recta son 𝑃ሺ1, 0, െ1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

  Un vector normal del plano es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ. 

  Los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales sus componentes, 
lo cual supone que:  

𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 

  Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 

  La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଶ
⇒ 𝑥 െ 1 ൌ 2𝑦  

െ2𝑥 ൅ 2 ൌ 2𝑧 ൅ 2
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0   
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1
  𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 0
  𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

   
1
0
2

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 2 0
1 0 1
1 0 െ1

อ ൌ 2 ൅ 2 ൌ 4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

El punto 𝑄 de intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋 es el siguiente: 

 

       𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

ൢ ⇒ ሺ1 ൅ 2𝜆ሻ െ ሺെ1 െ 2𝜆ሻ ൌ 2;   1 ൅ 2𝜆 ൅ 1 ൅ 2𝜆 ൌ 2; 

4𝜆 ൌ 0;   𝜆 ൌ 0 ⇒ 

𝑸ሺ𝟏, 𝟎, െ𝟏ሻ. 

𝑏ሻ  La  recta 𝑡  que pasa por 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ  y es perpendicular  al plano 𝜋  tiene  como vector director al 
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vector normal del plano: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ.  𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 1       
𝑧 ൌ 1 െ 𝜆

. 

El punto pedido 𝐴ᇱ, es la intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡: 

 

𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൌ 2

𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 1       
𝑧 ൌ 1 െ 𝜆

ൢ ⇒ ሺ1 ൅ 𝜆ሻ െ ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ 2; 

1 ൅ 𝜆 െ 1 ൅ 𝜆 ൌ 2;   2𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ 1.  

𝐴ᇱ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2
𝑦 ൌ 1               
𝑧 ൌ 1 െ 1 ൌ 0

ൡ ⇒ 

𝑨ᇱሺ𝟐, 𝟏, 𝟎ሻ.  

 

𝑐ሻ   La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

. 

  El haz de planos perpendiculares a 𝑟 es 𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  El plano 𝛼 ∈ 𝛽 que contiene al punto 𝐴ሺ1, 1, 1ሻ es el que satisface su ecuación: 

       
𝛽 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                               𝐴ሺ1, 1, 1ሻൠ ⇒ 2 ൅ 1 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   1 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ1 ⇒ 

⇒  𝛼 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 1 ൌ 0. 

  El punto 𝑀 intersección de 𝑟 y 𝛼 es el siguiente: 

𝛼 ≡ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 െ 1 ൌ 0

             𝑟 ≡  ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆   
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 2𝜆

ൢ ⇒  

2 ൅ 4𝜆 ൅ 𝜆 ൅ 2 ൅ 4𝜆 െ 1 ൌ 0 ⇒ 9𝜆 ൅ 3 ൌ 0;  

3𝜆 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ െ ଵ

ଷ
. 

𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ 1 െ ଶ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
       

𝑦 ൌ െ ଵ

ଷ
                   

𝑧 ൌ െ1 ൅ ଶ

ଷ
ൌ െ ଵ

ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 ቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ. 

  Para que 𝐴ᇱ sea el simétrico de 𝐴 con respecto a 𝑟 tiene que cumplirse lo siguiente: 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   

𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁ െ ሺ1, 1, 1ሻቃ ൌ ቀെ ଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, െ ସ

ଷ
ቁ.  

𝑀𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ቀଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
, െ ଵ

ଷ
ቁቃ ൌ ቀ𝑥 െ ଵ

ଷ
, 𝑦 ൅ ଵ

ଷ
, 𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ቁ.  

𝐴ሺ1, 1, 1ሻ
𝑡 

𝜋 

𝐴ᇱ
 

𝑀 

𝐴ᇱሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ 

𝑟

𝛼 

𝐴ሺ1, 1, 1ሻ
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ቀെ ଶ

ଷ
, െ ସ

ଷ
, െ ସ

ଷ
ቁ ൌ ቀ𝑥 െ ଵ

ଷ
, 𝑦 ൅ ଵ

ଷ
, 𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ቁ ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 െ ଵ

ଷ
ൌ െ ଶ

ଷ
→ 𝑥 ൌ െ ଵ

ଷ

𝑦 ൅ ଵ

ଷ
ൌ െ ସ

ଷ
→ 𝑦 ൌ െ ହ

ଷ

𝑧 ൅ ଵ

ଷ
ൌ െ ସ

ଷ
→ 𝑧 ൌ െ ହ

ଷ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

.  

𝑨′ ቀെ
𝟏

𝟑
, െ

𝟓

𝟑
, െ

𝟓

𝟑
ቁ. 
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Problema B4: 

La  longitud  de  la  sardina  del  Pacífico  (Sardinops  sagax)  se  puede  considerar  que  es  una  variable 
aleatoria con distribución normal de media 175 mm y desviación típica 25.75 mm. 

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas de 
calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ¿Qué porcentaje de las sardinas capturadas 
por un buque pesquero serán de la calidad que espera la empresa envasadora? 

b) (0.5  puntos)  Hallar  una  longitud  t  <  175 mm  tal  que  entre  t  y  175 mm  estén  el  18 %  de  las 
sardinas capturadas. 

c) (1 punto) En altamar  se procesan  las  sardinas en  lotes de 10. Posteriormente se devuelven al 
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequeñas. ¿Cuál es la 
probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequeña? 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 175;   𝜎 ൌ 25,75. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ175;  25,75ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 160ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଺଴ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ିଵହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ െ0,58ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,58ሻ ൌ 0,7190. 

𝑷ሺ𝑿 ൏ 𝟏𝟔𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟕𝟏𝟗𝟎. 

𝑏ሻ       El gráfico de la izquierda muestra la situación del ejercicio. 

 

          𝑃 ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 0,32 𝑐𝑜𝑛 𝑋 ൏ 0. 

 

Como tiene que ser 𝑋 ൐ 0 se ha de considerar el valor 1 െ 0,32 ൌ 0,68: 

  𝑃 ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 0,68 𝑐𝑜𝑛 𝑋 ൐ 0. 

 

  Mirando  en  la  tabla  𝑁ሺ0, 1ሻ  de  forma  inversa,  el  valor  más 
próximo que corresponde a 0,6800 es 0,465, por lo cual:  

 
௑ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ൌ 0,465;   𝑋 െ 175 ൌ 0,465 ൉ 25,75 ൌ 11,97;   𝑋 ൌ 11,97 ൅ 175 ⇒ 

⇒ 𝑋 ൌ 186,97.  Teniendo en cuenta que la longitud está por debajo de la media y por simetría, el 
valor pedido resulta ser: 175 െ 11,97 ൌ 163,03. 

𝟏𝟔𝟑, 𝟎𝟑 ൑ 𝒕 ൑ 𝟏𝟕𝟓. 

𝑐ሻ   La probabilidad de que una sardina sea devuelta es la siguiente: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 150ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵହ଴ିଵ଻ହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିଶହ

ଶହ,଻ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ0,97ሻ ൌ   

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൒ 0,97ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0,97ሻ ൌ 1 െ 0,8340 ൌ 0,1660.  

  Se tiene ahora una distribución binomial con las siguientes características: 

0 𝑡 

32 %  18 % 

0 

68 % 
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𝑛 ൌ 10;   𝑝 ൌ 0,1660;   𝑞 ൌ 1 െ 0,1660 ൌ 0,8340. 

La probabilidad de que haya al menos una sardina pequeña en un lote de 10 es equivalente, por 
el suceso contrario, a la unidad menos la probabilidad de que no haya ninguna sardina pequeña en el 
lote:  

𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥ ⇒ 𝑝 ൌ 1 െ 𝑃ሺ0ሻ ൌ 1 െ ቂቀ10

0
ቁ ൉ 0,166଴ ൉ 0,834ଵ଴ቃ ൌ  

ൌ 1 െ 1 ൉ 1 ൉ 0,1628 ൌ 1 െ 0,1628 ⇒ 

𝒑 ൌ 𝟎, 𝟖𝟑𝟕𝟐. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera página del tríptico, cuáles han 
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán las 5 preguntas 
que se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.Tiempo máximo:   1 
horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

 

Problema 2: 

 

Problema 3: 
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Problema A.4: 

 

Problema B.1: 

 

Problema B.2: 

 

Problema B.3: 

 

Problema B.4: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema A.1: 

 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴௧ ൉ 𝐴 ൌ ൭
2 െ1
1 0
0 2

൱ ൉ ቀ 2 1 0
െ1 0 2

ቁ ൌ ൭
5 2 െ2
2 1 0

െ2 0 4
൱.      

|𝐴௧ ൉ 𝐴| ൌ อ
5 2 െ2
2 1 0

െ2 0 4
อ ൌ 20 െ 4 െ 16 ⇒ 

|𝑨𝒕 ൉ 𝑨| ൌ 𝟎. 

𝑏ሻ 𝐵 ൉ 𝐴 ൌ ቀ𝑏 0
1 𝑏

ቁ ൉ ቀ 2 1 0
െ1 0 2

ቁ ൌ ቀ 2𝑏 𝑏 0
2 െ 𝑏 1 2𝑏

ቁ. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 0 ⇒ 𝐵 ൉ 𝐴 ൌ ቀ0 0 0
2 1 0

ቁ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐵 ൉ 𝐴ሻ ൌ 1. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ് 0 ⇒ ቚ𝑏 0
1 12

ቚ ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሺ𝐵 ൉ 𝐴ሻ ൌ 2. 

⇒ 𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒃 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሺ𝑩 ൉ 𝑨ሻ ൌ 𝟏;   𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒃 ് 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 ሺ𝑩 ൉ 𝑨ሻ ൌ 𝟐. 

𝑐ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 2 ⇒ 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 2

ቁ.  |𝐵| ൌ ቚ2 0
1 2

ቚ ൌ 4.     𝐵௧ ൌ ቀ2 1
0 2

ቁ. 

𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐵௧ ൌ ቀ 2 0
െ1 2

ቁ.   𝐵ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஻೟

|஻|
ൌ

ቀ ଶ ଴
ିଵ ଶ

ቁ

ସ
 ⇒ 

 𝑩ି𝟏 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ቀ 𝟐 𝟎

െ𝟏 𝟐
ቁ. 

𝑑ሻ   𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑏 ൌ 1 ⇒ 𝐵 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ. 𝐵ଶ ൌ 𝐵 ൉ 𝐵 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ ൉ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ. 

  𝐵ଷ ൌ 𝐵ଶ ൉ 𝐵 ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ൉ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
3 1

ቁ. 

  𝐵ସ ൌ 𝐵ଶ ൉ 𝐵ଶ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ൉ ቀ1 0
2 1

ቁ ൌ ቀ1 0
4 1

ቁ 

𝑩𝟓 ൌ ቀ𝟏 𝟎
𝟓 𝟏

ቁ. 
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Problema A.2: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para  𝑣 ൒ 3 ⇒ 𝑐ሺ𝑣ሻ ൌ 14 െ 4𝑣 ൅ ௩మ

ଷ
,  que  es  una  parábola  convexa  ሺ∪ሻ,  por  ser  positivo  el 

coeficiente de 𝑣ଶ y cuyo vértice (mínimo) es el punto siguiente: 

  𝑐ᇱሺ𝑣ሻ ൌ െ4 ൅ ଶ

ଷ
൉ 𝑣. 

  𝑐ᇱሺ𝑣ሻ ൌ 0 ⇒ െ4 ൅ ଶ

ଷ
൉ 𝑣 ൌ 0; െ12 ൅ 2𝑣 ൌ 0; െ6 ൅ 𝑣 ൌ 0;   𝑣 ൌ 6. 

  𝑐ሺ6ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 6 ൅ ଺మ

ଷ
ൌ 14 െ 24 ൅ 18 ൌ 8 ⇒ 𝑉ሺ6, 8ሻ. 

𝑬𝒍 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒆𝒔 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒖𝒂𝒏𝒅𝒐 𝒍𝒂 𝒗𝒆𝒍𝒐𝒄𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟔𝟎 𝒌𝒎 𝒑𝒐𝒓 𝒉𝒐𝒓𝒂. 

𝑏ሻ   𝑐ሺ1ሻ ൌ ହ൉ଵ

ଷ
ൌ ହ

ଷ
ൌ 1,67. 

  𝑐ሺ3ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 3 ൅ ଷమ

ଷ
ൌ 14 െ 12 ൅ ଽ

ଷ
ൌ ଽ

ଷ
൅ 2 ൌ ଵହ

ଷ
ൌ 5. 

  𝑐ሺ8ሻ ൌ 14 െ 4 ൉ 8 ൅ ଼మ

ଷ
ൌ 14 െ 32 ൅ ଺ସ

ଷ
ൌ ଺ସ

ଷ
െ 18 ൌ ଺ସିହସ

ଷ
ൌ ଵ଴

ଷ
ൌ 3,33. 

𝑬𝒍 𝒎í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒂 𝟏𝟎 𝒌𝒎 ൉ 𝒉 𝒚 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟏, 𝟔𝟕 𝒍𝒊𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒄𝒂𝒅𝒂 𝟏𝟎𝟎 𝒌𝒎. 

 

𝑬𝒍 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒖𝒎𝒐 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒂 𝟑𝟎 𝒌𝒎 ൉ 𝒉 𝒚 𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝟓 𝒍𝒊𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒄𝒂𝒅𝒂 𝟏𝟎𝟎 𝒌𝒎. 
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Problema A.3: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuación: 

 
𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1
 𝑃ሺ1, 1, 1ሻൠ ⇒ 1 ൌ 1 ⇒ 

𝑷 ∈ 𝝅.   

 
𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1
 𝑄ሺ0, 0, 1ሻൠ ⇒ 1 ൌ 1 ⇒ 

𝑸 ∈ 𝝅.   

𝑏ሻ   𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺ0, 0, 1ሻሿ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ⇒ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. 

  Sea 𝑡 la recta paralela a 𝑟 y contenida en el plano 𝛽 ≡ 𝑧 ൌ 0 que se pide. 

  Una recta está contenida en un plano cuando todos los puntos de la recta pertenecen al plano. 

  Por ser 𝑟 y 𝑡 paralelas: 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. Un punto de 𝑧 ൌ 0 es 𝑂ሺ0, 0, 0ሻ. 

  La expresión de 𝑡 por unas ecuaciones paramétricas es: 

 𝒕 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝝀
𝒚 ൌ 𝝀
𝒛 ൌ 𝟎

. 

𝑐ሻ   El ángulo de 
గ

ସ
 radianes equivale a 45°. 

 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 0ሻ. 

 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ⊥  𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗  

 

 

 

  El esquema adjunto refleja  la situación planteada en el ejercicio y pretende clarificar  lo que se 
hace a continuación. 

        El vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ0, 0, 1ሻ. 

𝑛ሬ⃗  

𝑟

45° 

𝑠

𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 

𝑁ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ 

𝑃ሺ1, 1, 1ሻ 
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        El  vector  𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  por  ser  linealmente  dependiente  del  vector  𝑛ሬ⃗ ,  es  de  la  forma  siguiente:    𝑄𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ
ሺ0, 0, 𝑎ሻ, y el punto N es de la forma 𝑁ሺ0, 0, 𝑎ሻ. 

  𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 𝑎ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ1, െ1, 𝑎 െ 1ሻ. 

  Aplicando el concepto de producto escalar: 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝑃𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos 45° ⇒ 

ሺെ1, െ1, 0ሻሺെ1, െ1, 𝑎 െ 1ሻ ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൉ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൉ √ଶ

ଶ
; 

1 ൅ 1 ൅ 0 ൌ √1 ൅ 1 ൉ √1 ൅ 1 ൅ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 1 ൉ √ଶ

ଶ
;   2 ൌ √2 ൉ √𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3 ൉ √ଶ

ଶ
;  

2 ൌ √𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3;   4 ൌ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 3;  𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 1 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଶേ√ସାସ

ଶ
ൌ ଶേ√଼

ଶ
ൌ  

ൌ ଶേଶ√ଶ

ଶ
ൌ 1 േ √2 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 1 ൅ √2, 𝑎ଶ ൌ 1 െ √2. Los puntos que cumplen la condición son 𝑁ଵ൫0, 0, 1 ൅

√2൯ y 𝑁ଶ൫0, 0, 1 െ √2൯. 

  𝑣௦ଵሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑃𝑁ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൣ൫0, 0, 1 ൅ √2൯ െ ሺ1, 1, 1ሻ൧ ൌ ൫െ1, െ1, √2൯. 

𝒔𝟏 ≡ ቐ
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝝁     
𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁     

𝒛 ൌ 𝟏 ൅ √𝟐𝝁
, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 

𝑣௦ଶሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑃𝑁ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑁ଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൣ൫0, 0, 1 െ √2൯ െ ሺ1, 1, 1ሻ൧ ൌ ൫െ1, െ1, െ√2൯. 

𝒔𝟐 ≡ ቐ
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝝁     
𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁     

𝒛 ൌ 𝟏 െ √𝟐𝝁
, ∀𝝁 ∈ 𝑹. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

𝑟 

45°

𝑠ଵ 

𝜋 ≡ 𝑧 ൌ 1 

𝑁ଵ൫0, 0, 1 ൅ √2൯ 

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ 

𝑃ሺ1, 1, 1ሻ  𝑁ଶ൫0, 0, 1 െ √2൯ 

𝑠ଶ 
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Problema A.4: 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ. 

  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ; 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻሿ ⇒ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ௉ሺ஺∪஻ሻି௉ሺ஺ሻ

ଵି௉ሺ஺/஻ሻ
ൌ ଴,଺ହି଴,ହ଴

ଵି଴,଺ଶହ
ൌ  

ൌ
0,15

0,375
⇒ 

𝑷ሺ𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟒𝟎.  

  𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0,625 ൉ 0,4 ⇒ 

𝑷ሺ𝑨 ∩ 𝑩ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟓. 

𝑏ሻ 𝑃ሺ𝐴/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ௉ሾ஺∩ሺ஺∪஻ሻሿ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ଴,ହ଴

଴,଺ହ
⇒ 𝑃ሺ𝐴/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ଵ଴

ଵଷ
ൌ 0,7692.  

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵/𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ ௉ሾሺ஺∩஻ሻ∩ሺ஺∪஻ሻሿ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ௉ሺ஺∩஻ሻ

௉ሺ஺∪஻ሻ
ൌ ଴,ଶହ

଴,଺ହ
⇒  

⇒ 𝑷ሺ𝑨 ∩ 𝑩/𝑨 ∪ 𝑩ሻ ൌ
𝟓

𝟏𝟑
ൌ 𝟎, 𝟑𝟖𝟒𝟔.  
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 

 

Solución:  

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

     
1
0
3

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑘 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
െ2 1 𝑘
𝑘 െ1 െ1
0 െ1 𝑘 െ 1

อ ൌ 2ሺ𝑘 െ 1ሻ െ 𝑘ଶ ൅ 2 െ 𝑘ሺ𝑘 െ 1ሻ ൌ 0;  

2𝑘 െ 2 െ 𝑘ଶ ൅ 2 െ 𝑘ଶ ൅ 𝑘 ൌ 0; െ2𝑘ଶ ൅ 3𝑘 ൌ 0; െ𝑘ሺ2𝑘 െ 3ሻ ൌ 0;    

⇒ 𝑘ଵ ൌ 0;  𝑘ଶ ൌ ଷ

ଶ
.   Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ൜
𝒌 ് 𝟎

𝒌 ് 𝟑/𝟐ൠ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 0
0 െ1 െ1
0 െ1 െ1

     
1
0
3

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
െ2 1 1
0 െ1 0
0 െ1 3

อ ൌ 6 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒌 ൌ 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑘 ൌ ଷ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

െ2 1 య
మ

య
మ െ1 െ1
0 െ1 భ

మ

     
1
0
3

ቍ.  

A efectos de rango, 𝑀ᇱ es equivalente a 𝑀ᇱᇱ ൌ 2𝑀ᇱ ൌ ൭
െ4 2 3
3 െ2 െ2
0 െ2 1

   
2
0
6

൱. 

Se determina el rango de 𝑀ᇱᇱ por el procedimiento de Gauss‐Jordan: 

𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
െ4 2 3
3 െ2 െ2
0 െ2 1

     
2
0
6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ ൅ 𝐹ଶሽ ⇒ ൭
െ1 0 1
3 െ2 െ2
0 െ2 1

     
2
0
6

൱ ⇒  
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⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ ൅ 3𝐹ଵሽ ⇒ ൭
െ1 0 1
0 െ2 1
0 െ2 1

     
2
6
6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱᇱ ൌ 2. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒌 ൌ 𝟑/𝟐 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

𝑏ሻ   Para 𝑘 ൌ 3 el sistema resulta ൝
െ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 1
3𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0     
െ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3          

, que es compatible determinado. Resolviendo 

por la regla de Cramer:  

𝑥 ൌ
อ
ଵ ଵ ଷ
଴ ିଵ ିଵ
ଷ ିଵ ଶ

อ

ିଶ൉ଷమାଷ൉ଷ
ൌ ିଶିଷାଽିଵ

ିଽ
ൌ ଷ

ିଽ
ൌ െ ଵ

ଷ
.     

 

𝑦 ൌ
อ
ିଶ ଵ ଷ
ଷ ଴ ିଵ
଴ ଷ ଶ

อ

ିଽ
ൌ ଶ଻ି଺ି଺

ିଽ
ൌ ଵହ

ିଽ
ൌ െ ହ

ଷ
.   

 

𝑧 ൌ
อ
ିଶ ଵ ଵ
ଷ ିଵ ଴
଴ ିଵ ଷ

อ

ିଽ
ൌ ଺ିଷିଽ

ିଽ
ൌ ି଺

ିଽ
ൌ ଶ

ଷ
.   

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟑
, 𝒚 ൌ െ

𝟓

𝟑
, 𝒛 ൌ

𝟐

𝟑
. 

𝑐ሻ   Para  𝑘 ൌ 3/2  el  sistema  resulta 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧െ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ଷ

ଶ
𝑧 ൌ 1

ଷ

ଶ
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 0     

െ𝑦 ൅ ଵ

ଶ
𝑧 ൌ 3          

⇒ ൝
െ4𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 2
3𝑥 െ 2𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0   
െ2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 6             

,  que  es 

compatible  indeterminado.  Para  su  resolución  se  desprecia  una  de  las  ecuaciones,  por  ejemplo,  la 
primera y se hace 𝑦 ൌ 𝜆. 

  𝑧 ൌ 6 ൅ 2𝜆.    3𝑥 െ 2𝜆 െ 2 ൉ ሺ6 ൅ 2𝜆ሻ ൌ 0;   3𝑥 െ 2𝜆 െ 12 െ 4𝜆 ൌ 0; 

 3𝑥 െ 6𝜆 െ 12 ൌ 0;   𝑥 െ 2𝜆 െ 4 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2𝜆 ൅ 4. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟐𝝀 ൅ 𝟒, 𝒚 ൌ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟔 ൅ 𝟐𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

  Si tiene que ser 𝑥 ൌ 2𝜆 ൅ 4 ൌ 2;   𝜆 ൅ 2 ൌ 1 ⇒ 𝜆 ൌ െ1. 

  La solución sería: ൝
𝑥 ൌ 2               
𝑦 ൌ െ1            
𝑧 ൌ 6 െ 2 ൌ 4

ൡ ⇒ 

𝒙 ൌ 𝟐, 𝒚 ൌ െ𝟏, 𝒛 ൌ 𝟒. 
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Problema B.2: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  una  parábola  cóncava  ሺ∩ሻ,  por  ser  negativo  el  coeficiente  de  𝑥ଶ,  cuyos 
puntos de corte con el eje de abscisas son los siguiente: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ ൌ 0;  𝑥ଶ െ 𝑥 െ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଵേ√ଵାସ

ଶ
ൌ ଵേ√ହ

ଶ
⇒ 

⇒ 𝑥ଵ ൌ ଵି√ହ

ଶ
⇒ 𝐴 ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ , 𝑥ଶ ൌ ଵା√ହ

ଶ
⇒ 𝐵 ቀଵା√ହ

ଶ
, 0ቁ. 

  Teniendo  en  cuanta  lo  anterior,  la  función  ℎሺ𝑥ሻ ൌ |𝑓ሺ𝑥ሻ|  puede  expresarse  de  la  forma 

siguiente: ℎሺ𝑥ሻ ൌ |2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ| ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൏ ଵି√ହ

ଶ

2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  ଵି√ହ

ଶ
൑ 𝑥 ൑ ଵା√ହ

ଶ

െ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൐ ଵା√ହ

ଶ

. 

  La función ℎሺ𝑥ሻ es continua y derivable en su dominio, que es R, excepto para los valores de 𝑥 ൌ
ଵି√ହ

ଶ
 y 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
, cuya continuidad y derivabilidad son dudosas y se estudian a continuación. 

  Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto; por eso se estudia primero la continuidad. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→భష√ఱ

మ

ሺെ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൌ 0                   

lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→భష√ఱ
మ

ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ ൌ 0 ൌ ℎ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

⇒ 

⇒ lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→൬భష√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ ℎ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ ⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
. 

  𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→భశ√ఱ

మ

ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ ൌ 0                   

lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→భశ√ఱ
మ

ሺെ2 െ 2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൌ 0 ൌ ℎ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

⇒ 
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⇒ lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

ష ℎሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→൬భశ√ఱ

మ
൰

శ
ℎሺ𝑥ሻ ൌ ℎ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ ⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

  ℎᇱሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ െ2 ൅ 4𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ൏ ଵି√ହ

ଶ

2 െ 4𝑥  𝑠𝑖  ଵି√ହ

ଶ
൑ 𝑥 ൑ ଵା√ହ

ଶ

െ2 ൅ 4𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ൐ ଵା√ହ

ଶ

. 

  ℎᇱ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

ି
ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵି√ହ

ଶ
ൌ െ2 ൅ 2 െ 2√5 ൌ െ2√5. 

ℎᇱ ቀଵି√ହ

ଶ
ቁ

ା
ൌ 2 െ 4 ൉ ଵି√ହ

ଶ
ൌ 2 െ 2 ൅ 2√5 ൌ 2√5. 

ℎᇱ ቆ
1 െ √5

2
ቇ

ି

് ℎᇱ ቆ
1 െ √5

2
ቇ

ା

⇒ 

𝒉ሺ𝒙ሻ 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ
𝟏ି√𝟓

𝟐
. 

  ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ି
ൌ 2 െ 4 ൉ ଵା√ହ

ଶ
ൌ 2 െ 2 െ 2√5 ൌ െ2√5. 

ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ା
ൌ െ2 ൅ 4 ൉ ଵା√ହ

ଶ
ൌ െ2 ൅ 2 ൅ 2√5 ൌ 2√5. 

ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ି
് ℎᇱ ቀଵା√ହ

ଶ
ቁ

ା
⇒ ℎሺ𝑥ሻ 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑒𝑛 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒉ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝑹 െ ቄ
𝟏ି√𝟓

𝟐
,

𝟏ା√𝟓

𝟐
ቅ. 

𝑏ሻ  Las  abscisas de  los puntos de  intersección de  las  funciones  son  las  soluciones de  la  ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ 2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶ ൌ 2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷ;   2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ െ 8𝑥 ൌ 0;  

 𝑥ଷ ൅ 3𝑥ଶ െ 4𝑥 ൌ 0;   𝑥ሺ𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 4ሻ ൌ 0;  𝑥ଵ ൌ 0;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 4 ൌ 0;  

𝑥 ൌ ିଷേ√ଽାଵ଺

ଶ
ൌ ିଷേ√ଶହ

ଶ
ൌ ିଷേହ

ଶ
⇒ 𝑥ଶ ൌ െ4, 𝑥ଷ ൌ 1. 

  Los puntos de corte son los siguientes: 

  𝑓ሺ0ሻ ൌ 2 ⇒ 𝐶ሺ0, 2ሻ. 

   𝑓ሺെ4ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ ሺെ4ሻ െ 2 ൉ ሺെ4ሻଶ ൌ 2 െ 8 െ 32 ൌ െ38 ⇒ 𝐷ሺെ38, െ4ሻ. 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ 1 െ 2 ൉ 1ଶ ൌ 2 ൅ 2 െ 2 ൌ 2 ⇒ 𝐸ሺ1, 2ሻ. 

  Se pide el área limitada por las funciones y las rectas 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 2 y uno de los puntos de corte 
es 𝑥 ൌ 1, por  lo cual, hemos de determinar cual de  las  funciones tiene mayores  las ordenadas en  los 
intervalo ሺ0, 1ሻ y ሺ1, 2ሻ. 

  𝑓൫భ
మ
൯ ൌ 2 ൅ 2 ൉ ଵ

ଶ
െ 2 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ 2 ൅ 1 െ ଵ

ଶ
ൌ ହ

ଶ
ൌ 2,5. 
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𝑔൫భ
మ
൯ ൌ 2 െ 6 ൉ ଵ

ଶ
൅ 4 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ 2 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଷ
ൌ 2 െ 3 ൅ ଵ

ଶ
൅ ଵ

ସ
ൌ ିସାଶାଵ

ସ
ൌ െ ଵ

ସ
. 

 𝑓൫భ
మ
൯ ൐  𝑔൫భ

మ
൯. 

Para el estudio del intervalo ሺ1, 2ሻ puede, por comodidad, tomarse el valor 2. 

𝑓ሺ2ሻ ൌ 2 ൅ 2 ൉ 2 െ 2 ൉ 2ଶ ൌ 2 ൅ 4 െ 8 ൌ െ2. 

  𝑔ሺ2ሻ ൌ 2 െ 6 ൉ 2 ൅ 4 ൉ 2ଶ ൅ 2 ൉ 2ଷ ൌ 2 െ 12 ൅ 16 ൅ 16 ൌ 22. 

𝑔ሺ2ሻ ൐ ℎሺ2ሻ. 

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie pedida es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ׬ ሾሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻ െ ሺ2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅  

൅ ׬ ሾሺ2 െ 6𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2𝑥ଷሻ െ ሺ2 ൅ 2𝑥 െ 2𝑥ଶሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ׬ ሾሺെ2𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ ൅ 8𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଵ

଴ ൅ ׬ ሾሺ2𝑥ଷ ൅ 6𝑥ଶ െ 8𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ ൌ  

ൌ ቂെ ଶ௫ర

ସ
െ ଺௫య

ଷ
൅ ଼௫మ

ଶ
ቃ

଴

ଵ
൅ ቂଶ௫ర

ସ
൅ ଺௫య

ଷ
െ ଼௫మ

ଶ
ቃ

ଵ

ଶ
ൌ  

 ൌ ቂെ ௫ర

ଶ
െ 2𝑥ଷ ൅ 4𝑥ଶቃ

଴

ଵ
൅ ቂ௫ర

ଶ
൅ 2𝑥ଷ െ 4𝑥ଶቃ

ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ቀെ ଵర

ଶ
െ 2 ൉ 1ଷ ൅ 4 ൉ 1ଶቁ ൅ ቂቀଶర

ଶ
െ 2 ൉ 2ଷ ൅ 4 ൉ 2ଶቁ െ ቀଵర

ଶ
൅ 2 ൉ 1ଷ െ 4 ൉ 1ଶቁቃ ൌ  

ൌ െ
1
2

െ 2 ൅ 4 ൅ 8 െ 16 ൅ 16 െ
1
2

െ 2 ൅ 4 ൌ െ1 ൅ 4 ൅ 8 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟏𝟏 𝒖𝟐.   
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Problema B.3: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   Un vector normal del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 2ሻ. 

La recta 𝑟, perpendicular al plano 𝜋 y que pasa por el origen de coordenadas es la siguiente: 

 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆  
𝑦 ൌ 3𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

. 

  El punto P más próximo del plano 𝜋 al origen de coordenadas es el punto de corte de la recta 𝑟 
con el plano 𝜋, que es el siguiente: 

        

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 

                            𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆  
𝑦 ൌ 3𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

ൢ ⇒ 𝜆 ൅ 3 ൉ 3𝜆 ൅ 2 ൉ 2𝜆 ൅ 14 ൌ 0;   14𝜆 ൅ 14 ൌ 0;  

𝜆 ൅ 1 ൌ 0;   𝜆 ൌ െ1 ⇒ ൝
𝑥 ൌ െ1
𝑦 ൌ െ3
𝑧 ൌ െ2

ൡ ⇒ 

𝑷ሺെ𝟏, െ𝟑, െ𝟐ሻ. 

𝑏ሻ   La recta 𝑠, proyección del eje OZ sobre el plano 𝜋, se consigue obteniendo la proyección de dos 
puntos del eje OZ sobre el plano 𝜋. 

  Un punto de OZ es el origen, cuya proyección sobre el plano 𝜋 ya conocemos, que es el punto 
𝑃ሺെ1, െ3, െ2ሻ. 

  Otro punto  de OZ  es 𝑄ሺ0, 0, 1ሻ.  La  recta  𝑡,  perpendicular  al  plano 𝜋  y  que pasa por  el  punto 

𝑄ሺ0, 0, 1ሻ es la siguiente: 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜇         
𝑦 ൌ 3𝜇       
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜇

. 

El punto 𝑀 de corte de la recta 𝑡 con el plano 𝜋, que es el siguiente: 

        

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 

                     𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜇         
𝑦 ൌ 3𝜇       
𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜇

ൢ ⇒ 𝜇 ൅ 3 ൉ 3𝜇 ൅ 2 ൉ ሺ1 ൅ 2𝜇ሻ ൅ 14 ൌ 0;    

𝜇 ൅ 9𝜇 ൅ 2 ൅ 4𝜇 ൅ 14 ൌ 0;   14𝜇 ൅ 16 ൌ 0;   7𝜇 ൅ 8 ൌ 0;   𝜇 ൌ െ ଼

଻
.  
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𝑀 ⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ െ ଼

଻
                 

𝑦 ൌ െ ଶସ

଻
               

𝑧 ൌ 1 െ ଵ଺

଻
ൌ െ ଽ

଻⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝑀 ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁ. 

  La recta 𝑠 pedida es la que pasa por 𝑃ሺെ1, െ3, െ2ሻ y 𝑀 ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁ. 

  Un  vector  director  de  𝑠  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  que 
determinan los puntos M y P: 

𝑀𝑃ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቂሺെ1, െ3, െ2ሻ െ ቀെ ଼

଻
, െ ଶସ

଻
, െ ଽ

଻
ቁቃ ൌ ቀଵ

଻
, ଷ

଻
, െ ହ

଻
ቁ ⇒  

⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ5ሻ. 

  Considerando, por ejemplo, el punto P:   

𝒔 ≡ ൝
𝒙 ൌ െ𝟏 ൅ 𝜹   
𝒚 ൌ െ𝟑 ൅ 𝟑𝜹
𝒛 ൌ െ𝟐 െ 𝟓𝜹

. 

𝑐ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2
𝑦 ൌ 𝛾
𝑧 ൌ 5

. 

  Un vector director de 𝑟 es 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, 0ሻ y un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 2ሻ. 

  El vector normal de un plano es perpendicular a todas las rectas contenidas en el plano, por lo 
cual, el vector director de la recta pedida, 𝑞, es perpendicular, simultáneamente a los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗ . 

  Un vector director de 𝑞 es cualquiera que sea  linealmente dependiente del producto vectorial 
de los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑛ሬ⃗ : 

  𝑣௤ሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
0 1 0
1 3 2

อ ൌ 2𝑖 െ 𝑘 ⇒ 𝑣௤ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 0, െ1ሻ. 

  El eje OZ tiene por ecuación 𝛽 ≡ ൜
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0. 

  El punto de corte del plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0 con el eje OZ es el siguiente: 

 
𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0

                            𝛽 ≡ ൜
𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ 0

ൡ ⇒ 0 ൅ 0 ൅ 2𝑧 ൅ 14 ൌ 0;   𝑧 ൅ 7 ൌ 0; 𝑧 ൌ െ7 ⇒ 

⇒ 𝑁ሺ0, 0, െ7ሻ. 

  La recta 𝑞 pedida es la siguiente: 

𝒒 ≡ ൜
𝒙 ൌ െ𝟏𝟒 ൅ 𝟐𝒕

𝒚 ൌ 𝟎 . 
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Problema B.4: 

 

Solución:  

𝑎ሻ   Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

  𝑛 ൌ 10;   𝑝 ൌ 0,65;   𝑞 ൌ 1 െ 0,65 ൌ 0,35.    𝑃ሺ𝑟ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑟ቁ ൉ 𝑝௥ ൉ 𝑞௡ି௥. 

  Se pide la probabilidad de que 3 de ellos no aprueban a la primera: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ3ሻ ൌ ቀ10
3

ቁ ൉ 0,35ଷ ൉ 0,65଻ ൌ ଵ଴!

ሺଵ଴ିଷሻ!൉ଷ!
൉ 0,042875 ൉ 0,049022 ൌ  

ൌ
10 ൉ 9 ൉ 8

3 ൉ 2
൉ 0,00210 ൌ 120 ൉ 0,00210 ൌ 

𝑷ሺ𝟑ሻ ൌ 𝟎, 𝟐𝟓𝟐𝟐.  

 

𝑏ሻ   La probabilidad pedida es equivalente a  la unidad menos  la probabilidad de que ninguno haya 
necesitado más  de  un  intento,  o  sea,  la  unidad menos  la  probabilidad  de  que  aprueben  todos  a  la 
primera: 

  𝑃 ൌ 1 െ 𝑃ሺ10ሻ ൌ 1 െ ቀ10
10

ቁ ൉ 0,65ଵ଴ ൉ 0,35଴ ൌ 1 െ 1 ൉ 0,0135 ൉ 1 ൌ  

ൌ 1 െ 0,0135 ൌ 

𝑷 ൌ 𝟎, 𝟗𝟖𝟔𝟓. 

𝑐ሻ Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

  𝑛 ൌ 60;   𝑝 ൌ 0,65;   𝑞 ൌ 0,35.   

  Por  ser 
𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 60 ൉ 0,65 ൌ 39 ൐ 5
𝑛 ൉ 𝑞 ൌ 60 ൉ 0,35 ൌ 21 ൐ 5ൠ  puede  aproximarse  la  distribución  binomial  a  una 

distribución normal de las siguientes características: 

𝜇 ൌ 𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 60 ൉ 0,65 ൌ 39.         

𝜎 ൌ ඥ𝑛 ൉ 𝑝 ൉ 𝑞 ൌ ඥ60 ൉ 0,65 ൉ 0,36 ൌ ඥ13,65 ≅ 3,69. 

𝑋 ൌ 𝐵ሺ60;  0,65ሻ ൎ 𝑁ሺ39;  3,69ሻ.   
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Tipificando la variable: 𝑋 → ௑ିఓ

ఙ
⇒ ௑ିଷଽ

ଷ,଺ଽ
.  Aplicando la corrección de Yates: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 30ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶଽ,ହିଷଽ

ଷ,଺ଽ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ିଽ,ହ

ଷ,଺ଽ
ቁ ≅ 𝑃ሺ𝑍 ൒ െ2,57ሻ ൌ  

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2,57ሻ ൌ 0,9949. 

𝑷ሺ𝑿 ൒ 𝟑𝟎ሻ ൌ 𝟎, 𝟗𝟗𝟒𝟗. 


