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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
L D Ma ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
R GENERAL JUNIO

CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.
Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real a y resuélvelo en los
casos en que sea compatible:

x—y—z=0
2x+QRa-Dy+(V2-2)z=2
—ax + ay + 2a%z =2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:
Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo
0 1 -1 t+1 1 t
A=|0 1 t—1])yB= 0 t —2t+1 (2,5 puntos)
1t 1 t+1 t+1 —-t-—-1
Problema 3:

Calcula la ecuacién continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo:

x—y—z+2=0 _x-2 _y+5 _ z-0
{X—3y+32—8=0 ys=—/—=—"-=—  (2,5puntos)
Problema 4
Sea”P(1,5,—1)ylarectar5xz;1=y—12=%

a) Calcula el punto Q € r tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3v2. (1,25 puntos)

Problema 5:

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) [ 275 _dx (1,25 puntos)

x2+x-2
b) [xIn(x)dx. (1,25 puntos)
Problema 6:
Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:
cos?(mx)—1 six <1

flx) = 1-x (2,5 puntos)
In(x-e*t) —2x six>1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
Se considera la funcion f(x) = (x + 1)sen(mx)
a) Demuestra que es continuaen R (0,5 puntos)

b) Comprueba que existe un valor a € (0, 1) tal que f(a) = 3/4. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

Problema 8:

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
fx)=2-2x* ygx)=x*—x?

Calcula el area de la regién del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

Problema 1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo en los
€asos en que sea compatible:

x—y—z=0
2x+QRa-Dy+(V2-2)z=2
—ax + ay + 2a%z =2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
SOLUCION

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -1 -1 1 -1 -1 0
M=(2 2a—1 ﬁ—Z)yM'=<2 2a—1 V2-2 2)-

—a a 2a? —a a 2a2 2
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:
1 -1 -1
IM|=|2 2a-1 V2-2|=
—a a 2a?

=2a?-(Q2a-1)-2a+a-(V2-2)—-a-Qa-1+4a®>—a-(V2-2) =
=2a%-2a—-1)—2a—a-Qa—-1)+4a? =

=4a®-2a*-2a—-2a*+a+4a>=4a®>-a=0; a(4a®-1)=0=a, = 0;

1
a3 = — .

1 1
40> -1=0; a>=->a, =
4 2

E;
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

1

a;’:—z

Para< a+0 ;= RangM = Rang M' =3 = n?incég.= S.C.D.
e

1 -1 -1 0
Paraa=0:>M’:(2 —1 2-2 2>:>RangM’:>{Cl,Cz,C4}:>

0 0 0 V2
1 -1 0
=2 -1 2|=-2+2V/2=v2#0=Rang M’ = 3.
0 0 V2
1 -1 -1 0
Paraa==M =2 0 V2-2 2 = Rang M' = A efectos de rango M’ es
2 11 12
2 2
1 -1 -1 0
equivalentea M’ = < 2 0 V2-2 2 ):{61,62,64}:
-1 1 -1 2vV2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 -1 0
=>(2 0 2|=2-2+4Y2=4V2#0=>Rang M’ =3.
-1 1 22
a=0
Para { 1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
2

1 -1 -1 0
Paraaz—%:>M’= 2 =2 V2—-2 2 |=>RangM' = A efectos de rango M' es
! TN
2 2

1 -1 -1 0
equivalentea M"" = (2 -2 VJ2-2 2 > =>{C,=-C}=
1 -1 1 22

N~

1 -1 0
={C,C,C)=> |2 V2-2 2 |=2v2-(V2-2)-2-2+4/2=
1 1 2V2

=4—42—-4+4V2=0=Rang M’ = 2.
Paraa = —%:RangMzRang M' =2 <n%incég.= S.C.I.

. 1 1
Se resuelve, en primer lugar, para a # —5.a #0ya# 5

1 -1 -1 0
F, - F, — 2F
(2 20-1 V22 2>=>{F2—>F2+aF1}:>
—a a 2a2 2 3 3 1

1 -1 -1 0 7z
=><O 2a + 1 V2 2>=>(2a2—a)2=\/§=>2= —.
2a“—a

0 0 2a2 —a V2

V2o _ o5 _ 2 _ 4a’-2a-2
a+1)y++2- ——=2 Qa+)y=2-F—=—";
_ 4a?-2a-2 _ 2(2a%-a-1) _ 2(“"’%)(‘1—1) _ (2a+1)(a-1) _ a-1
Y= a(za-1)(2a+1)  aa-1(2a+1)  aa-1)(2a+1)  a(Za-1)(2a+1) T 2a%2-a
A, . _a-1 V2 _a+V2-1
x—y—z=0; x_y+Z_2a2—a 2a%-a x_ZaZ—a'
., 2a+V2-2 2(a-1 V2 1 .1
Solucion: x = 2822 ,, _2@D , _ ,VaER—{——,O,—}.
2a%-a 2a2—-a 2a%—-a 2 2
1
Resolvemos ahora paraa = -7
x—y—z=0

El sistema resulta 2X — 2y + (‘/E - Z)Z =2 , que es compatible indeterminado y equivalente
2 2V T3
x—y—z=0
al sistema 2x — 2y + (V2 = 2)z = 2,
x—y+z=2VJ2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Despreciando una ecuacion, por ejemplo, la segunda, y haciendo y = A:

x—z=2
x+z=2V2+21

z=x—-A=\V2+1-1=>z=+2.
Solucion: x =vV2 + 4,y =4,z =+2,VAE€R.

}=>2x=2\/§+21; x =2+
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Problema 2:
Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A-B es maximo, siendo

0o 1 -1 t+1 1 t
A=<0 1 t—1>yB=< 0 t —2t+1> (2,5 puntos)

1 t 1 t+1 t+1 —-t—1
SOLUCION

El rango de A - B es maximo cuando |A - B|] # 0.

Sabiendo que |A - B| = |A| - |B|, tiene que cumplirse que |A] - |B] # 0.

00 -1

ar=lo 1 e-1f=2 L =1
1t 1
t+1 1 t

IBl=1] 0 t —2t+ 1=
t+1 t+1 —t—1

=—t(t+1D?’+(t+D(=2t+1)—t?(t+1) - (t+1D?*(-2t+1) =
=+ 1D?*[-t—(-2t+ D]+ +D[(-2t+1)-t?] =
=(t+1)?2(—t+2t—-1D+ @+ 1D(-2t+1—-t?) =
=t+1D?*t-1D+(t+D(—t?>-2t+1) =
=t+D[E+DE-D-t*>*-2t+1]=(0Ct+D{t?*-1-t*=-2t+1) >
= |B| = =2t(t + 1).

|JA-Bl#0=>1-[-2t(t+1)]+#0; 2t(t+1)#0=>t, #0,t, # —1.

Elrango de la matriz (A - B) es maximo Vt € R — {0, —1}.
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Problema 3:

Calcula la ecuacidn continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo:

x—=y—z+2=0 x=2 _ y¥5 _ 2-0
{x—3y+32—8:0 ys 3 = (2,5 puntos)

—4
SOLUCION

La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(x=-y—-z+2=0 _ x—y=—2+A} —x+y=2—/1}
r_{x—3y+32—8=02>z_/1=>x—3y=8—3/1 x—3y=8-31
= -2y=10—-44, y=-5424, x=-5421-24+1=2x=-7+31>

x=-7+31
= rE{y=—5+2/1.

z=2
Un punto y un vector director de la rectar son A(—7,—5,0) y v, = (3,2,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(2,—5,0) y v, = (3,—4,—2).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(2,-5,0) — (=7, -5,0)] = (9,0,0).

Segun que los vectores {v , Vs, Wy S€an 0 no CO lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
Tr»vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

3 2 1
Rang {v;,v;,w}=> |3 —4 —2|=-36+36=0= Rang {v,,v5,W}=2 =
9 0 0

—_— — — .
= v, VU, W son coplanarios =

Lasrectasry s se cortan.

El vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores directores de las rectas r y s.

i j k
U Xve=13 2 1|=-4i+3j—-12k—6k+4i+6j=9j—18k =
3 —4 =2

=7, = (0,1,-2)

., x—2 +5 z—0
La expresién de s = —~ Y

= —, = —, porunas ecuaciones implicitas es la siguiente:

:{4x+3y+7=0
T R2x+3z-4=0

S

x=2 y+5_ﬂ:>{—4x+8=3y+15}
3 -4 -2

- _2x+4=23z
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X—y—z=-2

Las rectas r y s determinan el sistema: Xx—3y+32=8 , que sabemos que es compatible
4x + 3y = =7
2x+3z=4

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolucién eliminamos una de las
ecuaciones, por ejemplo, la segunda, quedando el sistema:

X—y—z=-=2
4x + 3y = —7 (. Resolviendo por la regla de Cramer:
2x+3z=4
-2 -1 -1
-7 3 0
4 0 3 -18+12-21 _ 27
x —_ = —_——— —1.
T -1 -1 9+6+12 27
4 3 0
2 0 3
1 -2 -1
4 -7 0
—21-16—14+24 —-27
y = 2 4 3 = = —= —1
27 27 27
1 -1 -2
4 3 -7
12+14+12+16 _ 54
Z = 2 0 4 = = — = 2

27 27 T 27

El punto de corte es P(—1,—1, 2).

Unas ecuaciones continuas de t son:
x+1 _ y+1  z-2
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Problema 4

SeanP(1,5,—1)ylarectarExz;l=3’__2=ﬂ

a) Calcula el punto Q € r tal que la distancia de P a Q sea minima. (1,25 puntos)

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3v2. (1,25 puntos)
SOLUCION

a) Un vector directorde r es v, = (2,1, 2).

El haz de planos, 8, perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresién general: f = 2x +
y+2z+D=0.

De los infinitos planos de haz 3, el plano  que contiene al punto P(1,5, —1) es el que satisface

Su ecuacion:
,BEZx+y+22+D=O} o
P(1,5,—1) =22-145+4+2-(-1)+D =0;
24+5-24+D=0; D=-5=2>n=2x+y+2z—-5=0.
x=1+421
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr =y =2+ 1
z=—4+21

El punto Q pedido es la interseccién de la recta r y el plano m:
n=2x+y+2z—-5=0

x=1421 e
r=ly=2+21 =2(14+2)+ Q2+ +2(—4+21) —5=0;
z=-—4+21

24+424+24+21-84+41-5=0; 94-9=0; 1—-1=0=>1=1=>

x=14+2=3
>Q=>{y=2+1=3 =
z=—4+2=-2

Q(3,3,-2).

b) Halla los puntos Q; y Q, pertenecientes a r tales que d(P,Q;) = d(P,Q,) = 3V?2.

x=1+24
Un punto genérico de r = {y =24+ esQ(1+2424+1—-44+24).
z=—4+21

PO=00—-0P=[(1+242+21,—-4+22)—(1,5-1)] =
= PQ = (2, -3 + A, =3 + 22).

|PQ| =3v2 = J@DZ+ (=3 + D2 + (=3 + 21)% = 3VZ;
402 4+9— 61+ A2 +9— 121+ 422 =18; 912 — 181 =0; A% —21=0;
AA—=2)=0; A, =0,1, = 2.
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x=1+2-0=1
/11=0=>Q1=>{y=2+0=2 }=>
z=—4+2-0=—-4
01(1)21_4)'
x=1+42-2=5
/’12=2=>Q2:{y=2+2=4 }:
z=—44+2-2=0

Q,(5,4,0).
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Problema 5:

Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) fxii;iz dx (1,25 puntos)
b) [xIn(x)dx. (1,25 puntos)
SOLUCION
2x-5
a) 11 = fxziﬁ -dx.
x> +x—2=0; x=_1i21 8=_12J‘r3 > x; =-2,x, = 1.

x2+x—-2=(x+2)(x-1).

2x=5 _ M N _ Mx—M+Nx+2N _ (M+N)x+(-~M+2N) M+ N =2 } N

XZ4x—2  x+2 @ x—1 x+2)(x-1) x2+x-2 —M + 2N = -5
>3N=-3;, N=-1, M—-1=2 => M =3.

I, = [2S dx:f(x%_ 1 ).dx=3-L|x+2|—L|x—1|+C$

x2+x—2 ' x—1
(x+2)3
x—1

-dx =1L

|+C.

u=Lx—du=--dx 5 5
b)12=fx-Lx-dx:> x . :}Lxx__fx__dx:
x-de=dv-ov==X 2 z
2
xZ

2 2 2
=X - xde=%Ix-2X4c=%.QLx-1)+C.
2 2 2 2 2 4

2
Iz=fx-Lx-dx=xI-(2Lx—1)+C.
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Problema 6:

Estudia la continuidad en R de la siguiente funcion:

cos?(mx)—1 .
fx) = 1-x stx<1 (2,5 puntos)
In(x-e*t) —2x six>1

SOLUCION

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a
continuacion.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = 11 M =0 (x)
x=1=<{x1 1-x
hm fx) = hm[L(x e*t1) —2x] =0 = f(1) (**)

= xlir{l_ f(x) = lir{1+ f(x) = f(1) = La funcién f(x) es continua en R.
- X

(*) lim cos?(mx)—1 _ cos?(m)-1 _ (—1)2—1 1-1 _
x—>1 1-x 1-1 0 0

- => Ind.= {L'Hopital} =

- lim —2-cos(mx)-[m-sen(mx)]
x—1 -1

(**) lirr%[L(x et —2x]=L(1-e'")—2-1=Le?-2=2-Le—2=
X—

= lirq[sen(an)] = sen (2m) = 0.
X—

=2-1-2=2-2=0.
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Problema 7:

Se considera la funcion f(x) = (x + 1)sen(mx)
a) Demuestra que es continuaen R (0,5 puntos)

b) Comprueba que existe un valor a € (0, 1) tal que f(a) = 3/4. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s), y justifica su uso. (2 puntos)

SOLUCION

a) La funcién f(x) = (x + 1) - sen (mx) es continua en R por ser producto de dos funciones
continuas en R.

b) f(0O)=0+1)-sen(m-0)=1-sen0=0.
f(%)z(%+1)-sen (n'%)zz-seng=§-1=§>z.
fO=0<2<f@=2

Considerando el intervalo (0,%) € (0,1) y teniendo en cuenta que f(x) es continua en R, le es

aplicable el teorema de los valores intermedios (o de Darboux), que dice que “si f(x) es continua en el
intervalo [a, b], entonces para cada valor m tal que f(a) < m < f(b), existe al menos un valor ¢ €
(a, b) tal que f(c) = m”.

3

Queda comprobado que existe un a € (0,1) tal que f(a) = 2
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Problema 8:

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:
fx)=2-2x* ygx)=x*—x?
Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas. (2,5 puntos)

SOLUCION

Notese que las dos funciones, por ser pares, son simétricas con respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices reales de la ecuacién que
resulta de la igualacion de sus expresiones.

f(x)zg(x):>2—2x2:x4—x2; x*+x?=-2=0-x*=a-

»a’+a—-2=0; a= _1J‘r21+8 = _1;5\@: _1;3 >a,=-2,a,=1.
X, = —1— A(-1,0)

x, =1— B(1,0)

La funcién f(x) = 2 — 2x? es una parabola céncava (N) por ser negativo el coeficiente de x2.
Su vértice es el punto V (0, 2).

x2=-2=x¢&R; x2=1:>{

La funcién g(x) = x* — x2, ademas de contener a los puntos A y B también contiene al origen
de coordenadas y sus maximos y minimos son los siguientes:

g'(x) =4x3—2x. g"(x) =12x? - 2.
gx)=0=24x3-2x=0; 2x(2x2—1)=0>x; = 0,x, = — X3 =
g (0) = =2 < 0 = maximo relativo = 0(0,0).
m V2\ _ V2 2 — —
g'(-23)=12-(-2) -2=6-2=4>0=

] V2
= min. absoluto par x = -

. " § V2
Por simetria = min. absoluto par x = -

La representacién grafica de la situacidon se expresa, de
forma aproximada, en la figura adjunta.

En el intervalo de la superficie a calcular, las ordenadas
de f(x) son iguales o mayores que las correspondientes
ordenadas de g(x), por lo cual, y teniendo en cuenta la
simetria de las dos funciones con respecto al eje de ordenadas,
la superficie a calcular es la siguiente:

s=z-f @) - g@)] - dx =
0

2- [yl = 22%) = (x* = x®)] - dx =

=2-f01(2—2x2—x4+x2)-dx=2-f01(—x4—x2+2)-dx=
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—6—10+60

=2{————+m1—2[@i——+21) 0| =-2-244="20s
:S_%uZEZ,QSuZ.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
upnd ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
e GENERAL
CURSO: 2022-2023

MATEMATICAS II
| INSTRUCCIONES GENERALES

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compatible:

ar+y—2z=1
3az+a’y—2a22=3
—ar—y+(@-1)z=a+v3-1

Menciona el resultado teorico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:

P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2,5 puntos)
Problema 3:

P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3,—2,3) y que corta a las
rectas r y s, siendo

[ z4+y—2—-1=0 t—3 _y+5_z+3
= =
r—y+2z+1=0

(2,5 puntos)

Problema 4:
P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo

o

g—1 @48 ~2—5
g 4 =1

_{2:r—y+22+7—0 _
y s=

“ | 5r+2y+22—-2=0

(2,5 puntos)
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Problema 5:

P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto = =0:
a) f(x)=1In [COS (rx) - e'*"z“%"]
(1,25 puntos)

b) g (xz) = arctan v'1 + 2z 4 e2*
(1,25 puntos)

Problema 6:

os [T (z — 1
P6) Se considera la funcion f(x) = M .
% — 6z

a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [1,4].
(0,75 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores  y 3 enelintervalo (1,4) tales que f(a) = 5t = f(3).
Enuncia el/los resultado(s) teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,75 puntos)

Problema 7:

P7) Se considera la funcion f (z) = > _gin 2%

2 6
a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7,11] y derivable en (7,11).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (7,11) tal que f’(«) = 0. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) La curva de la imagen corresponde a la funcion [ (2) = x-sinz. Tal y como se intuye, la curva
corta el ¢je OX en infinitos puntos:

Encuentra los puntos P y ), v, a continuacién, calcula el drea de la regién del plano sombreada.
(2,5 puntos)
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
en los casos en que sea compaltible:

ar+y—2z=1
3az+a’y—2a22=3
—az—y+(@-1z=a+v3-1

Menciona el resultado teorico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a 1 -2 a 1 -2 1
M = (3a a? —2a2> yM = (3a a? —2a? 3 )
—a -1 a?*-1 —a -1 a*-1 a++3-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a 1 -2
IM| =|3a a? —2a%|=
—a -1 a*-1

=ad-(a®>-1)+6a+2a®—-2a®—-2a®>—-3a(a*-1) =
=a®—a3+6a—-2a®>—-3a®+3a=a°—-6a®>+9a=0; a(a* —6a%+9) =0;

a, = 0. a*—6a>+9=0; (a*-3)2=0=a,=—V3,a; =V3.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
a+0

Para {a # —/3} = Rang M = Rang M’ = 3 = n? inc6g.= S.C.D.
a++3

o 1 -2 1
Paraa=0=>M’=(0 0 O 3 ):RangM’z{Cz,Cg,C4}=>
0 -1 -1 v¥3-1

1 -2 1 1 2
{0 o 3 =—3-|_1 “’| # 0= Rang M’ =3.
-1 -1 V3-1
Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
-3 1 -2 1
Paraa=—3=>M =|_-3y3 3 —6 3 |=>RangM' =1.
v3 -1 2 -1

Todas las columnas son linealmente dependientes.
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Paraa = —/3 = Rang M = Rang M' = 1 < n%incébg.= S.C.1I.

(Dos grados de libertad, dos parametros)

V31 =2 1
Paraa=V3=>M =(3y3 3 —6 3 = Rang M’ = 2.
—/3 -1 2 2v/3 -1

Las tres primeras columnas son linealmente dependientes.

Paraa =+/3 = Rang M = 1; Rang M’ = 2 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, paraa # —V3,a # 0y a # V/3:

a 1 -2 1
(8 3 )6
—a -1 a*>—1 a++vV3-1 3 it

a 1 -2 1 3
=><0 a’—-3 6-—2a? 0 )z(a2—3)2=a+\/§=>z=a .

2_
0 0 a>-3 a++3 o
(@ -3y -2 -3) 4L =0, (@-3)y=2(a+v3)=y=21"2
ax +y—2z=1; ax=1_2(a2+\/_)+2(a2+\/_)=>x=l
a<-3 a“-3 a
2
Solucién: x = 1,y = 223 , _ ‘Fv € R—{-V3,0,V3}.
a a?-3
Resolvemos ahora para a = —/3.

—V3x+y—-2z=1
El sistema resulta —3+/3x + 3y — 6z = 3 ¢, que es compatible indeterminado y equivalente a la
V3x—y+2z=-1
ecuacion V3x —y + 2z = —1.

Como tiene dos grados de libertad, se hace x = 1,z = u:

Solucion: x = A,y =+31+2u+1,z=pu, VA, u €R.
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Problema 2:

P2) Calcula el valor de a para que la siguiente matriz no sea regular

-3 2 -1 -1

-2 0 1 a+3
A=

-3 1 2 2

-2 0 2 2

(2,5 puntos)

Solucion:
Una matriz no es regular cuando su determinante es distinto de cero.

Restando en |A| a la primera fila la tercera multiplicada por dos:
3 0 -5 =5

12 0 1 a+3
Al = -3 1 2 2 |
-2 0 2 2
Desarrollando por los menores adjuntos de la segunda columna:
3 -5 =5 3 -5 =5
Al=-1-[-2 1 a+3|=-2-(-2 1 a+3|
-2 2 2 -1 1 1
Sumando la primera columna a las otras dos:
3 -2 =2
Al ==2-1-2 -1 a+1]
-1 0 0
Desarrollando por los menores adjuntos de la tercera fila:
_ -2 =21_ _, 1 1 90_ ., _
=270 Th|=-4l L= 4@rien =02

>a+2=0;, a=-2.

La matriz Ano es regular para a = —2.
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Problema 3:

P3) Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto P(—3,—2,3) y que corta a las
rectas r v s, siendo

r

r+y—z—1=10 g___m—S_erS_erS
r—y+2z+1=0 Y °% n n

(2,5 puntos)

Solucion:

La expresién de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

= frty—z-1=0 _ _ x+y=1+2,1} = —2;
r:{x—y+2z+1=o=>Z—2’1=>x_y=_1_4/1 = 2x = —24;
x=-A
x=-Ly=1421—-x=>y=1+31=>r={y=1+31
z=2A

Un punto y un vector director de la rectar son A(0,1,0) y v, = (—1,3,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(3,—5,-3) y v, = (—1,2,1).

Los vectores U, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(3,-5,-3) — (0,1,0)] = (3,—6,—3).

Segun que los vectores {v,, V;, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, U, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es ceroy
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-1 3 1
Rang {v,,ve,w}=>|[-1 2 1|=64+64+9-6—-6—-9=0=>
3 -6 -3
= Rang {v,,v,,Ww} =2 = v,.,v,W son coplanarios = r y s se cortan.
., _ x-3 y+5 z+3 . . , . . _ x-3
La expresion de s = —, =, =, Por unas ecuaciones implicitas es la siguiente: s = — =
y+5  z+3 2x—6=-y—5 _(2x+y—1=0
—_—— ﬁ = .
2 1 {x—3=—z—3} S {x+z=0
x+y—z=1
. . x—y+2z=-1 .
Las rectas r y s determinan el sistema: x+y=1( gue sabemos que es compatible

x+z=0
determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolucién eliminamos una de las
ecuaciones, por ejemplo, la tercera, que es la suma de la primera y la ultima, quedando el sistema:
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x+y—z=1
=1 2 =1
X—y+2z=-1t>z=—x> x+y+x_ } x+y_ }$x=&
x—y—2x=-1) x—y=-1
x+z=0

y =1,z =0 = El punto de corte es Q(0, 1, 0).
La recta pedida, t, es la que pasa por los puntos Py Q:
PG =0G-0P =[(0,1,0) - (-3,-2,3)] = (3,3,-3) > % = (1,1,-1)

Unas ecuaciones continuas de t son:
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Problema 4:

P4) Halla el plano paralelo a r y s que se encuentra a 3u de r y 6u de s siendo

| 2x—y+2:47=0 S:$_17?f+372_5
sx+2y+2z—2=0 Y *=72 T~ 0 =

(2,5 puntos)

Solucion:
La expresién de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
2x—y+2z+7=0 _ -y +2z=-7-1221
r={5x+2y+2z—2=0=”“6’1=> 2y + 2z =2 — 301 }
y—2z=7+121
2y +2z=2-304

}:>3y=9—18ﬂ; y=3—-6A; 2z=y—7—-121 =

x = 64
=3—-6A—7—-121=—-4—-184;, z=-2—-91> rE{y=3—6/1.
z=-2-—91

Un punto y un vector director de r son A(0,3,—-2) y v, = (2,—2,-3).
Un punto y un vector director de s son B(1,—3,5) y v, = (2,0,—1).

El vector normal del plano m es perpendicular, simultdaneamente, de los vectores directores de
las rectas r y s, por lo cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores

directores:
. gk
n=vAv,=12 -2 =3|=2i—6j+4k+2j=2i—-4j+4k=>
2 0 -1

>n1n=01,-22).
El plano 7 tiene la siguiente expresién general: m = x — 2y +2z+ D = 0.

La distancia del punto Py(xg, Yo, Zo) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formula

|Axg+Byog+Czoy+D|
d(Po,m) = 2
A24+B2+C?

La distancia del plano m a cualquiera de las rectas es equivalente a la distancia del plano a
cualquier punto de ellas.

_ _ 1:0-2:3+2:(-2)4D| _ , |-104D| _ o | _ _
d(m,r) =d(m,A) =3=> oo S0 v =3; |[-10+D|=09.

—10+D =9
~10+D = -9

d(m,s) =d(m,B) =6=>

17+ D =18
17+ D = —18

El Unico valor de D que satisface las dos condiciones es D = 1, por lo cual, el plano pedido es:

m=x—-2y+2z+1=0.

}=>D1r =19; D,, = 1.

|1-1-2-(=3)+2-5+D|
NG

} = D, =1; D,, = —35.

=6; |17+ D| = 18.
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Problema 5:
P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones y sus valores en el punto x = 0:

a) f(z)=1In [cos (rx) - c’*"z”:"]
(1,25 puntos)

b) g (z) = arctan /1 + 2z + ¢2*
(1,25 puntos)

Solucion:
a) f(x) = L[cos(mx) - e***?*] = Lu = f'(x) = “:’ (*)
u = cos(mx) - X’ 2,
u = —m - sen (mx) - X *2* 4 cos(mx) - 2x + 2) - XX =

>u =eX 2. [2. (x + 1) - cos(mx) — 7 - sen (mx)].
Sustituyendo en (*):

x%+2x
, _e [2:(x+1)-cos(mtx)—m-sen (mx)] / __ 2-(x+1)-cos(mx)—m-sen (mx)
f (JC) - cos(mx)-eX>+2x = f (x) - cos(mx)

2-(0+1)-cos(m-0)—m-sen (1-0) __ 2:cos0—m-sen0 _ 2:1-0
cos(m-0) - cos0 T

£(0) = 2.

f'(0) =

b) g(x) =arctgVi+2x+eZ =arctgu= g'(x) = ——. (%

1+u?’

2+2-e2*  2:(1+e%¥) , 1+e?¥

= U = —=—.
2V1+2x+e2X  2+/1+42x+e2% Vi+2x+e2X

u=v1+2x+e?* u =

Sustituyendo en (*):

1+e2%

[1t2xte2X . 1+e2* . 1+e2¥
1+(‘/—1+2x+ezx)2 (1+Vi+2x+e?®)Vi+2x+e2®  (2+2x+e2%)1+2x+eZ*

g'(x) =

'(0) = 1+e20 _ 1+e° 141 2
9 = 2 01e2 ) Vi12.04e20  (2404e0)Vit04e0  (2+DVIFL 342
22
=—>=
3.2

g'(0) = 2,

=

3
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Problema 6:

cos |Z(x—1
P6) Se considera la funcion f(z) = % .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [1,4].
(0,75 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores a y 3 enelintervalo (1,4) tales que f(a) = 5 = f(9)-
Enuncia el/los resultado(s) teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,75 puntos)

Solucion:
a) cos E (x — 1)] € R,Vx € [1,4].

O S x@&R=x2—6x4+10>0,Vx € R.

x?—6x+10=0; x = =202

La funcién f(x) es continua en [1,4] por ser cociente de dos funciones continuas en [1,4] y
cuyo denominador es distinto de cero para cualquier valor real de x.

b) Teniendo en cuenta que x? — 6x + 10 > 0,Vx € R, se consideran valores negativos de la

funcién g(x) = cos E (x — 1)] en el intervalo [1, 4].
Una forma sencilla que cumple lo anterior es, por ejemplo, parax = 3 € [1,4]:

g(3) = cos E (3 - 1)] = cos = —1. Considerando f(x) parax = 3:
COSTT -1 -1

f@3) = = =21

32-6.3+10  9-18+10 1

2
el teorema de los valores intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una funcion f(x) es
continua en un intervalo [a,b] y un nimero k estd comprendido entre los valores extremos de la
funcion, osea, f(a) <k < f(b) o f(a) = k = f(b), entonces existe un valor ¢ € [a, b] tal que g(c) =
k”.

Teniendo en cuenta que g(1) = cos [n (1 - 1)] = cos0 =1, le es aplicable a la funcion f(x)

Aplicando la propiedad a la funcién f(x) en el intervalo [1, 3] € [1, 4], existe un valor a € [1, 3]
tal que f(a) = _71
Aplicando la propiedad a la funcién f(x) en el intervalo [3,4] € [1, 4], existe un valor 8 € [3,4]
-1

tal que f(B) = —

2

Queda comprobado que existen a, f tales que f(a) = 71 = f(B).
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Problema 7:

L .
P7) Se considera la funcion f (z) = \/5 — sin % :

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [7,11] y derivable en (7,11).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (7,11) tal que f’(«) = 0. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Solucion:

a) El dominio de la funcion f(x) es el conjunto de valores reales que satisfacen la desigualdad: >~
X 1 X

sen — > 0; - > sen —.
6 2 6

71T 1
Parax = 7 = sen - =sen 210° = -7

117 1
Parax = 11 = sen — =sen 330° = -5

La funcion f(x) esta definida Vx € [7,11] y, teniendo en cuenta que es la raiz cuadrada de la
suma algebraica de dos funciones continuas y derivables:

Queda demostrado que f(x) es continua en [7,11] y derivable en (7,11).

b) Teniendo en cuenta lo anterior y que que: f(7) = f(11) = E+%= 1, a la funcién f(x) le es
aplicable el teorema de Rolle que dice “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y derivable en (a, b),
con a,b ERya<b,yse cumple que f(a) = f(b), existe al menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que
f'(e)=0"

Aunque no se pide, se determina el valor de ¢ que verifica el teorema.

T X
—g‘COS? Tc nc T

=2>f'(c)=0=>cos—=0;, —=-+knmkeZ=>
X 6 6 2

2 5~ sen —

f'x) =

La Unica solucidn en el intervalo considerado es ¢ = 9.

c=09.
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Problema 8:

P8) La curva de la imagen corresponde a la funcion f (z) = z-sinz . Tal y como se intuye, la curva
corta el eje OX en infinitos puntos:

Encuentra los puntos P y @, vy, a continuacién, calcula el rea de la region del plano sombreada.

(2,5 puntos)

Solucion:

Las abscisas de los puntos P y Q son los primeros valores positivos mayores que cero que son
raices de la ecuacion x - sen x = 0; estos valores son x = wy x = 2m, por lo cual: P(,0) y Q(2m, 0).

La superficie sombreada pedida es la siguiente:

S = fonf(x) . dx+f27;f(x)-dx.

La integral indefinida de f(x) = x - sen x es la siguiente:

= du =dx
F = . -dx = u=x- =
(x) = [ x-senx-dx {senx-dx=dv—>v=—cosx}
= x-(—cosx)— [—cosx-dx =—x-cosx+ [cosx-dx=
= F(x) =—x-cosx+senx + C.

S=F(m)—F(0)+F(n) —FQ2n) =2F(n) — F(0) — FQ2n) =
=2-(—m-cosm+senm)— (—0-cos0+sen0) — [—27 - cos(2m) + sen(2m)] =
=2[-n-(-1)4+0]-(-0-140)—(-27-14+0)=2r—-0+ 21 =

S = 4w u?.
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