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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

coven | PROVES D’ACCES A LAUNIVERSITAT | “ji0o0s
SVALENCIANA

Assignatura: MATEMATIQUES II

BAREM DE I’EXAMEN:

Heu de resoldre només QUATRE problemes dels VUIT que es proposen.

Cada problema puntua fins a 10.

La qualificacid de I’exercici és la suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 4, aproximada fins a les centésimes.
Es permet 1'"is de calculadores sempre que no siguen grafiques o programables i que no puguen fer calcul simbolic ni
emmagatzemar text ni formules en la memoria. S’use o no la calculadora, els resultats analitics, numerics i grafics han d’estar
sempre degudament justificats.

1 2 0 x m
Problema 1. Donades lesmatrius A={0 m 1], X = (y) iB = (0):

0 3 0 z 9
a) Estudieu quan té soluci6 I’equacié matricial A> X = B en funcio del parametre real m. (4 punts)
b) Trobeu totes les solucions de I’equacio anterior quan aquestes existisquen. (6 punts)

. _/1 0 1 /1 1 1\.._0 ay.
Problema 2. Donades les matrius A = (0 1 1), B = (2 1 0) iC = (—a'z 0).
a) Obteniu la matriu (AB” + 1), on [ és la matriu identitat de les dimensions adequades per fer
I'operacio.
(6 punts)
b) Comproveu que C2 = —a?I, on I és la matriu identitat, i calculeu C13. (4 punts)

x—y=1

X+2y+z2=0 ielspunts P =(0,0,3)1Q = (2,2, a), obtingueu:

Problema 3. Donada la recta 7: {

a) Els valors del parametre real a si existeixen, per als quals sén paral-leles la recta r 1 la recta que passa
pels punts P 1 Q. (6 punts)
b) L’equacio del pla perpendicular a » que passa per P. (4 punts)

S5x+y+7z=16. _ -
Ox —y + 7z = 12 ielpunt P = (0,5,2), es demana:

a) Comproveu que el punt Q = (2,6,0) pertany a la recta r i trobeu la recta s que passa pels punts P i Q.

Problema 4. Donada la recta r: {

(2 punts)
b) Obteniu l'angle que formen la recta 7 i la recta s. (3 punts)
c) Obteniu la projeccio ortogonal del punt P en la recta r. (5 punts)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5. Considereu la funcio f(x) = % + In(x + 1). Obteniu:

a) El domini i les asimptotes de f(x). (2 punts)
b) Els intervals de creixement 1 decreixement de f(x) 1 els seus maxims 1 minims. (4 punts)
¢) L'area compresa entre lacorbay = f(x)ilesrectesy =0,x=1ix = 2. (4 punts)

Problema 6. El tall vertical de I’entrada a la placa emmurallada de cert poble t¢ forma de parabola, amb
I’equacio y = — x? + 12, en la qual x i ¥ es mesuren en metres i y = 0 representa el sol. Es desitja posar-hi
una porta rectangular de forma que les dues cantonades superiors estiguen en la
parabola 1 les inferiors en el sol. La resta de I’entrada va tancada amb pedra.
Calculeu:

a) Les dimensions de la porta perqué tinga la major superficie possible.
(6 punts)

b) Obtingueu I’area de la part frontal de la porta de ’apartat anterior i
I’area de la part frontal de I’entrada recoberta de pedra. I I

(4 punts)

Problema 7. Tenim dues monedes M, i M,. La probabilitat d’obtenir cara en llangar la moneda M, és x i la
probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M., és y.

a) Si llancem les dues monedes al mateix temps, calculeu les probabilitats de no obtenir cap cara,
d’obtenir-ne només una cara i d’obtenir-ne dues. (3 punts)

b) Després de llangar les dues monedes, tornem a llancar solament les monedes en les quals no hem
obtingut cara. Calculeu les probabilitats que el resultat final siga cap cara, només una cara 1 dues cares.
(7 punts)

Problema 8. Cada cap de setmana arriben a I’aeroport d’Alacant 161 vols. D’aquests vols, 95 procedeixen del
territori nacional, 50 de la Uni6é Furopea i 16 de paisos de fora de la Uni6é Europea. Sabent que es retarden el

5% dels vols de procedéncia nacional, el 4% dels de procedeéncia de la Unid Europea i el 6,25% de la resta:

a) Calculeu la probabilitat que es retarde un vol durant el cap de setmana. (5 punts)
b) Calculeu la probabilitat que un vol que s’ha retardat procedisca de la Unié Europea. (5 punts)

Els resultats s han d’expressar en forma de fraccio o en forma decimal amb quatre decimals d’aproximacio.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
0 GENERALITAT LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
& VALENCIANA

CURSO: 2022-2023 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS Il

BAREMO DEL EXAMEN:
El alumnado contestara solo CUATRO problemas entre los OCHO propuestos.

Cada problema se puntuaré hasta 10 puntos.
La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 4 y aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, v que no puedan realizar calculo simbdlico ni
almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos, numeéricos y graficos deberan estar

siempre debidamente justificados.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.
TIEMPO: 90 minutos.

Problema 1:

1 2 0 X m
Problema 1. Dadas las matrices A=[0 m 1},X= (y) yB = (0 ):
0 3 0 4 9

a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A?X = B tiene solucion en funcion del parametro real m.
(4 puntos)

b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)

Problema 2:

. _4{1 0 1 i 4 Q@ it B ey
Problema 2. Dadas las matrices A = (0 1 1), B = (2 i 0) yC= (—rxz O)'
a) Obtener la matriz (AB” + 1), donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para

realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C? = —a?I, donde I es la matriz identidad, y calcular C*3. (4 puntos)

Problema 3:

1
Problema 3. Dada la recta r: {x 2y +2=0 y los puntos P = (0,0,3) y @ = (2,2,a), obtener:

a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa por

los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a » y que pasa por P. (4 puntos)

Problema 4:

S5x+y+7z2=16
Problema 4. Dada la recta r: {9)( —y+72=12

a) Comprobar que el punto @ = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los

y el punto P = (0,5,2) se pide:

puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta 7. (5 puntos)
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Problema 5:

Problema 5. Considerar la funcion f(x) = §+ In(x + 1). Obtener:

a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos. (4 puntos)

¢) Elarea comprendida entre lacurvay = f(x) ylasrectasy =0, x =1y x = 2. (4 puntos)
Problema 6:

Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto
pueblo tiene forma de pardbola con ecuacion y = — x% + 12, donde x e y se
miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una puerta
rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la parabola y las
inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie T T
posible. (6 puntos) L
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte
frontal de la puerta y el area de la parte frontal de la entrada recubierta

por piedra. (4 puntos)

Problema 7:

Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M; y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M,
es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna cara,
de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Problema 8:

Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden
del territorio nacional, 50 proceden de la Union Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Union Europea.

Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Union
Europea v el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo proceda de
la Union Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fraccién o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1 2 0 X m
Problema 1. Dadas las matrices A =10 m 1], X = (y) yB = (0 ):
0 3 0 z 9

a) Estudiar cuando la ecuacion matricial A2X = B tiene solucion en funcion del pardmetro real m.

(4 puntos)
b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion anterior cuando éstas existan. (6 puntos)
1 2 0 x m
Problema 1. Donades lesmatrius A =0 m 1], X = (y) 1B = (0):
0 3 0 z 9
a) Estudieu quan té soluci6 1’equacié matricial A> X = B en funci6 del parametre real m. (4 punts)
b) Trobeu totes les solucions de I’equacio anterior quan aquestes existisquen. (6 punts)
Solucion:

1 2 0 1 2 0 1 24+2m 2
a)A2=A-A=<O m 1)-(0 m 1>=<0 m?+3 m).
0 3 0 0 3 0 0 3m 3
1 242m 2 b m
AZ-X=B:>(0 m? +3 m>-<y>=<0>.
0 3m 3 z 9
x+Q2+2m)y+2z=m

De la ecuacién matricial anterior resulta el sistema: (m?2+3)y+mz=0_.
3my+3z=9
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 2+2m 2 1 24+42m 2 m
P=|l0 m*43 m|yP=(0 m?+3 m 0|
0 3m 3 0 3m 3 9

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

1 24+2m 2
IP]=10 m2+3 m|=3m?+3)-3m?=3m?+9-3m?=9#0>
0 3m 3

= Rang P = 3,Ym € R.

Vm e R = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.

b) Resolviendo por la regla de Cramer:

m 2+42m 2
0 m?+3 m
9 3m 3| _ 3m(m?+3)+9m(2+2m)-18(m?+3)-3m3 _

9 - 9 -

X =
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3m3+9m+18m+18m2-18m2-54-3m3 9m+18m-54 27m-54
= = = =3m— 6.
9 9 9
1 m 2
0 0 m .
_lo 9 3l _-9m _
y= 9 =, T Tm
1 2+2m m
0 m2+3 0 o(m2+3)
+
z=10_3m ol _ M7 _p243,
9 9
Solucién:x =3m—6,y=-m,z=m?* + 3,vm € R.
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Problema 2:

Problema 2. Dadas las matrices A = ((1) [1] D, B = G _11 {1]) yC= (_(;2 g):

a) Obtener la matriz (AB” +I)™', donde I es la matriz identidad de las dimensiones adecuadas para
realizar la operacion. (6 puntos)
b) Comprobar que C* = —a?I, donde I es la matriz identidad, y calcular €13, (4 puntos)

. /1 0 1 /1 1 1N.._ 0 ay .
Problemaz.DonadeslesmatrlusA—(0 1 1,8—(2 1 O)IC—(_az 0)-

a) Obteniu la matriu (ABT +1)7!, on I és la matriu identitat de les dimensions adequades per fer

l'operacio.
(6 punts)
b) Comproveu que C? = —a?I, on I és la matriu identitat, i calculeu C13. (4 punts)
Solucion:
10 1y (} 2 2 2y, (1 0y_/(3 2
t — . _ — =
) AB+I=(; | ) (1 01>+I G D+ =G o)
t _13 2|_ _4. t t_ (3 2.
Bt +11 =, o] =4 (4B*+1) _(2 o)’
. ¢ e _(0 =2
Adj.de (AB*+ D = (2, )
Adj.de (ABt + )t (02 _32)
AB*+ D)7t = — == =
( ) |ABt + I| —4
_ 1 (0 2
AB + D7 =1 ( )-
( ) G

o ct=cee=(G ) (e o= Jo)=—( D)

Queda comprobado que C* = —a3l.

CB=C-C2=C-(C})=C-(-a®>D°=C-a® [°=qa'® - C=

=a18-(_02 a):>

ac 0
19
c13 = 0 a
_a20 0 :
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448 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
Problema 3:
Problema 3. Dada la recta r: {x 42y +2=0 y los puntos P = (0,0,3) y @ = (2,2,a), obtener:
a) Los valores del parametro real a, si existen, para los que son paralelas la recta r y la recta que pasa por
los puntos Py Q. (6 puntos)
b) La ecuacion del plano perpendicular a » y que pasa por P. (4 puntos)
Problema 3. Donada la rect { ¥y =1 elspunts P =(0,0,3)iQ = (2,2, a), obtingueu:
roblema 3. Donada la recta r: X+ 2y4+7=0 telspunts P = (0,0,3)1Q = (2,2, a), obtingueu:
a) Els valors del parametre real a si existeixen, per als quals son paral-leles la recta r 1 la recta que passa
pels punts P i Q. (6 punts)
b) L’equacio del pla perpendicular a r que passa per P. (4 punts)
Solucion:
a) Laexpresidon de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x—y=1
= SV=A>Xx= . = —x — = —1 =] — =
r {x+2y+z=0 y=A=>x=1+41; z x— 21 1—-—21-221

=>Z=—1—3/1:>r5{y=/1

b)

p=x+y—3z+D=0

x=14+A1

z=—-1-34
Un punto y un vector de r son A(1,0,—1) y v, = (1,1, -3).

PQ =00 —0P =[(2,2,a) —(0,0,3)] = (2,2,a — 3).

Para que la recta r y la recta que pasa por los puntos P y Q sean paralelas es condicion necesaria
—_—
que v, y PQ sean linealmente dependientes, es decir: que sus componentes sean proporcionales.

1_1_ -3
-=-=—>a—-3=-6; a=-3.
2 2 a-3

Para que no sean coincidentes es necesario que los puntos P o Q no pertenezcan a la recta r;
considerando, por ejemplo, al punto P(0, 0, 3):

. xfi” 1+1=0
=)= = A=0 :>/16T
z=-1-31 1-31=3
P(0,0,3) B
Las rectasry s son paralelas para a = —3.

El haz de planos [, perpendiculares a r tiene la siguiente expresion general o implicita: § = x +
y—3z+D =0.

De los infinitos planos del haz B, el plano 7, que contiene al punto P(0, 0, 3) es el que satisface su
ecuacion:

P(O,O,3)}=>O+O_9+D=O=>D=9=>

>mwt=x+y—3z2+9=0.
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Problema 4:

S5x+y+7z=16
Ix—y+7z=12
a) Comprobar que el punto Q = (2,6,0) pertenece a la recta r y encontrar la recta s que pasa por los

Problema 4. Dada la recta r:{ y el punto P = (0,5,2) se pide:

puntos Py Q. (2 puntos)
b) Obtener el angulo que forman la recta r y la recta s. (3 puntos)
c) Obtener la proyeccion ortogonal del punto P en la recta r. (5 puntos)

S5x+y+7z=16. _ )
Problema 4. Donada la recta r: {9){ Y+ 7z=12 ielpunt P = (0,5,2), es demana:

a) Comproveu que el punt Q = (2,6,0) pertany a la recta r i trobeu la recta s que passa pels punts P i Q.

(2 punts)
b) Obteniu l'angle que formen la recta 7 i la recta s. (3 punts)
c) Obteniu la projeccio ortogonal del punt P en la recta r. (5 punts)

Solucion:

S5x+y+7z=16
Ix—-—y+7z=12

S5x+y+7z=16 S5x+y=16-71
Ix—-—y+7z=12 Ix—y=12-7A1

Sx=2-2 52-AD)+y=16-74 10-51+y=16—-74 y=6—21=

a) Laexpresionder = { dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

}=>z=/1:> }=>14x=28—15/1:>

x=2—-2
>r={y=6—2A
z=2
Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuacion:
x=2-1
r=jy=6-21 2=2-2
=216=6—-21;=>1=0.
z=2A 0=1
Q(2,6,0) B
Queda comprobado que Q € 1.

PQ =0Q — 0P = [(2,6,0) — (0,5,2)] = (2,1,-2).

La recta pedida, s, expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

b) El angulo que forman las rectas r y s es el menor angulo que forman sus vectores directores, que son
los siguientes: v, = (1,2, —-1) y v, = (2,1,-2).

Por la definicién de producto escalar de dos vectores:

s N —_ Vo Ve (1,2,_1),(2'1’_2)
v, Vs = U] - [Vg] - cosa = cosa = |==| = —
Vr s V12+22+(-1)2/22+12+(-2)?

_ 24242 |_|6|_6_\/E
Vitd+1Va+1+4 V69 3v6é 3

= 0,8165 = a = 35°15' 52"".
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Lasrectasry s forman un dngulo de 35° 15’ 52"

c¢) El haz de planos f3, perpendiculares a r tiene la siguiente expresion general o implicita: f = x +

2y—z+D =0.
De los infinitos planos del haz 3, el plano 7, que contiene al punto P(0, 5, 2) es el que satisface su
ecuacion:

B=x+2y—z+D=0

P(o,s,z)}=>0+2'5—2+0=0;8+D=0=>D=_8=>

>n=x+2y—z—8=0.

El punto P’ pedido, proyeccién ortogonal de P sobre r, es el punto de interseccion del plano vy
larectar:

T=x+2y—z—-8=0

y=6-—21
z=2

2—A4+12-41-1-8=0; 6—-61=0; 1-A=0=>1=1=

—2-2
TE{x > Q2-D)+26-21)—A—8=0;

x=2—-1=1
S>P =2{y=6—-2-1=4;>
z=1

P'(1,4,1).
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Problema 5:

Problema 5. Considerar la funcion f(x) = §+ In(x + 1). Obtener:

a) El dominio y las asintotas de f(x). (2 puntos)
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus maximos y minimos. (4 puntos)
c) El area comprendida entre lacurvay = f(x) ylasrectasy = 0,x = 1yx = 2. (4 puntos)

Problema 5. Considereu la funcio f(x) = i + In(x + 1). Obteniu:

a) El domini i les asimptotes de f(x). (2 punts)
b) Els intervals de creixement i decreixement de f(x) i els seus maxims i minims. (4 punts)
c) L'area compresa entre lacorbay = f(x)ilesrectesy =0, x =1ix = 2. (4 punts)
Solucion:
a) Para que exista la funcién f(x) tiene que cumplirsequex #0yx+1>0 , por lo

cual, el dominio de la funcidn es el siguiente:

D(f) = (—1,0) U (0, +00).

1+x-L(x+1)

La funcidn puede expresarse de la forma: f(x) = .

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mds o menos infinito. En este caso, atendiendo al dominio de la funcién, Unicamente es posible
cuando x tiendo a mas infinito.

1+x-L(x+1) 1+400-00
m =

k= lim f(x) =l =2 > Ind.= {L'Hopital} =
X—+00 X—+00 o
1
0+1-L(x+1)+x——
S lim SR fim Lo+ D+ =wt1=0=
x—+00 1 X—+00 x+1

= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito. Del dominio de la funcién se deducen las asintotas verticales, que son las siguientes:

Lasrectax =0y x = —1 son asintotas verticales.

Asintotas oblicuas:

Son de la forma y = mx + n, siendo:
f(x)

m = lim—— y n = lim[f(x) — mx], con m finitoym # 0.
x—oo X X—00
£ 1+x-L(x+1) 1 LOx+1) 1
. x v . +x-L(x+ +00-00 0
m = lim — = lim —*— = lim > = =—>=Ind.>
x—o0o X X—00 X X—00 X [ee] [o's]
1 x
. . 0+1-L(x+1)+x— . L(x+1)+—— 0o+1 o
= {L'Hopital} = lim 1 = ]im X+l — =—>Ind.>
X—+00 2x Xx—+00 2x [es) [e9)
1 1(x+D)-x1 e A, 1 X+1+1
= lim x+1 (x+1)2 = lim X+1 (x+1)2 = lim x+1 (x41)2 = lim (x+1)2 —
X—+00 2 X—+o00 2 X—+00 2 X—+00 2
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~ x+ 2 _
_x—1>I-PO<>2 (x4 1) B
No tiene asintotas oblicuas.

0=

b) Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.
f’(x) _ _i+ ro_ —(x4+1)+x2 _ x%-x-1
X% x+1 x2(x+1) x2(x+1)
x%-x-1 1+V1+4 145
flfx)=0= =0; x2—x—1=0; x= = N
x2(x+1) 2 2
1-/5 1+/5
= x1 = T = _0,62,x2 = 2 = 1,62.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién y las raices de la primera derivada, se producen los
siguientes intervalos:

(-157).(57.0).(0457) » (57 +0).

—08¢€ (—1,1‘2—“5) > f/(~08) = ———+ L =5-156 > 0= Crec.
~05€(2,0) = f1(-05) = -+ L =24 <0 Decrec.
1€ (0,1+f) S f'(1) = —3+1=~1+05< 0= Decrec.

) e (1+2\/§'+oo) = f'(2) = _i+§: —0,25+ 0,33 > 0 = Crec.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe€ (—1,%3) U (1+2\/§, +00).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe€ (%g' O) U (O, 1+2\/§).

De los periodos de crecimiento y decrecimiento, asi como del dominio de la funcién, se deducen
las abscisas de la funcién en que estan situados sus maximos y minimos relativos, que son las
siguientes:

. . 1-/5 .. . 145
Maximo relativo para x = —— Y minimo relativo para x = S

F(25) = £(-0,62) =

1
-0,62

Maximo relativo: A(—0,62; —2,57).

+ 10,38 = -1,61 - 0,96 = —2,57.

f(1+\/§) =~ (1,62) = 1_162 + 12,62 =0,62+ 0,96 = 1,58.

2

Minimo relativo: B(1,62; 1,58).

c) En el intervalo de la superficie a calcular, (1,2), todas las ordenadas de la funcion f(x) son
positivas, como se deduce de los periodos de crecimiento y decrecimiento y, sobre todo, por tener un
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minimo relativo en B(1,62; 1,58), por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:
S = flzf(x) cdx = ff E+ L(x + 1)] - dx.
Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la funcién.
A=f[i+L(x+1)]-dx=f%-dx+fL(x+1)-dx=M+N. (*)
M= f% -dx = Lx.

1
N=fL(x+1)-dx=>{u=L(x+1)ﬁdu:m}:
dv=dx »v=x

1 = 5. _ . =
:>L(x+1)-x—fx-m-dx—x L(x+1) fo dx =

x+1-1
x+1

=x-Lx+1)—{ -dx=x-L(x+1)—f(x—+1—L)-dx=

x+1 x+1

=x- L+ - [(1-=5) de=x-Llxr+1) - [x—Lx+1)] =

=x-Llx+1)—x+L(x+1)>N=(x+1)-L(x+1)—x.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:
A=M+N=Lx+(x+1) - L(x+1)—x.

S=[Lx+(x+1) -Lx+1)—x]?=(UL2+3-13-2)—(L1+2-12—-1) =

=L2+3-L3—2—L1—2-L2+1=L2+L27—L4—1=L%—1=
27
=L7—1=L13,5—1§2,603—1:>
S =1,603 u?.
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Problema 6:

Problema 6. El corte vertical de la entrada a la plaza amurallada de cierto
pueblo tiene forma de pardbola con ecuacion y = — x% + 12, donde x e y se
miden en metros e y = 0 representa el suelo. Se desea poner una puerta
rectangular de modo que las dos esquinas superiores estén en la pardbola y las
inferiores en el suelo. El resto de la entrada va cerrado con piedra. Calcular:

a) Las dimensiones de la puerta para que tenga la mayor superficie | - T
posible. (6 puntos) 1 L
b) Utilizando la puerta del apartado anterior, obtener el area de la parte
frontal de la puerta y el drea de la parte frontal de la entrada recubierta
por piedra. (4 puntos)

Problema 6. E1 tall vertical de ’entrada a la placa emmurallada de cert poble té forma de parabola, amb
I’equacid y = — x% + 12, en la qual x i y es mesuren en metres iy = 0 representa el sol. Es desitja posar-hi
una porta rectangular de forma que les dues cantonades superiors estiguen en la
parabola 1 les inferiors en ¢l sol. La resta de ’entrada va tancada amb pedra.
Calculeu:

a) Les dimensions de la porta perqué tinga la major superficie possible.

(6 punts)
b) Obtingueu 1’area de la part frontal de la porta de I’apartat anterior i T :

I’area de la part frontal de I’entrada recoberta de pedra. I I

(4 punts) L .
Solucion:
a) La pardbolay = f(x) = —x% + 12, que es cdncava (N), por ser negativo el coeficiente de x?, tiene
su vértice en el punto (0,12). Otros puntos de la pardbola son
C(-2,8)yD(2,8); E(-3,3)yF(3,3).

La situacién del ejercicio se expresa, de forma Y v

aproximada, en la figura adjunta.

El punto P, por pertenecer a la parabola, tiene por

2

expresion P(x, —x?2 + 12). ,—x*+12)
La superficie del rectangulo es el producto de su base

por su altura, y tiene que ser maxima. y=—=x?+12

S = base X altura = 2x - (—x?> + 12) =
= S(x) = —2x3 + 24x.

Para que una funcién tenga un maximo relativo es
condicién necesaria que se anule su primera derivada y que sea
negativa la segunda derivada par los valores que anulan la

primera. 4
S'(x) = —6x2 + 24. S"(x) = —12x.
S'(x) =0>—6x2+24=0; x2—4=0>x;, = —2,x, = 2.
La raiz negativa carece de sentido légico, por lo cual: x = 2.
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§"(2) =—-12-2 < 0 = Maximo para x = 2 = Base = 4 metros.

Laalturaesh = —-22+12=12—-4=8.

La puerta tiene 4 metros de base y 8 metros de altura.

b) El dareadelapuertaesS =4-8=32=>
S =32m?.

Para el cdlculo de la superficie frontal de piedra se tiene en cuenta la simetria de |la parabola con
respecto al eje de ordenadas.

Los puntos de corte con el eje de abscisas de la parabola son los siguientes:
y=f(x)=0=>—-x?>+12=0; x?=12; x = +V/12=+2V3 =
= M(—3v2,0) y N(3v2,0).

El area frontal de piedra es la siguiente:

s=2-["PF@) dx—32=2 [PP(—x? +12) -dx—32 =
2v3

O —32=2-[(—@+12-2«/§)—o]—32=

=2-[-Z + 124

=2-(—24‘/§+24\/§)—32=48\/§-(—§+1)—32=48\/§-§—32=

ER
=32V3-32=
S =32(V3-1)m? = 23,43 m?.
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Problema 7:

Problema 7. Tenemos dos monedas distintas M; y M,. La probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M,
es x y la probabilidad de obtener cara al lanzar la moneda M, es y.

a) Si lanzamos las dos monedas al mismo tiempo, calcular las probabilidades de no obtener ninguna cara,
de obtener solo una cara y de obtener dos caras. (3 puntos)

b) Después de lanzar las dos monedas, volvemos a lanzar solamente las monedas en las que no hemos
obtenido cara. Calcular las probabilidades de que el resultado final haya sido obtener ninguna cara,
obtener solo una cara y obtener dos caras. (7 puntos)

Problema 7. Tenim dues monedes M, i M,. La probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M, és x i la
probabilitat d’obtenir cara en llancar la moneda M, és vy.

a) Si llancem les dues monedes al mateix temps, calculeu les probabilitats de no obtenir cap cara,
d’obtenir-ne només una cara i d’obtenir-ne dues. (3 punts)

b) Després de llangar les dues monedes, tornem a llancar solament les monedes en les quals no hem
obtingut cara. Calculeu les probabilitats que el resultat final siga cap cara, només una cara i dues cares.

(7 punts)

Solucion:

a) Ocaras=P=(1-x)-(1—1y).

lcara=P=x-(1-y)+Q—-x)-y=x+y—x-y.

2caras=> P =x-Y.

b) Llamamos A, y A, a obtener cara o no obtenerla, respectivamente, con la primer moneday B; y
B, igual con la segunda moneda.

Resultado final = 0 caras:

{ 18tirada — 228 tirada } N
AoBy - AgBy=> [1—x)A-]A-x)1-y)]

>P=>1-x)?% - (1-y)>2

Resultado final = 1 cara:
(13tirada — 22 tirada
ABy - By > [x(1-y]1-y)
AB; - Ay, = [(1-x)yl(1-x) =
ApBy - AiBy= [(1—x)(1 —y)][x(1—-y)]
AoBy - ApB; = [(1—x)(1 -] —-x)y]

SP=x(1-y)2+yQ1—-x)2+x(1—-x)1—-y)?>+y(1—x)?%1—y).

Resultado final = 2 caras:
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AiBi - Nohay = xy
AiBy - By = [x(1-y)y

L AgBy - A= [(1—-x)ylx J
AoBy — AB;=[1-x)A-y)lxy

>P=xy+xy(1-y)+xy(1—x)+xy(1—x)(1—y).

12tirada — 22 tirada
l =
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Problema 8:

Problema 8. Cada fin de semana llegan al aeropuerto de Alicante 161 vuelos. De estos 161 vuelos, 95 proceden
del territorio nacional, 50 proceden de la Union Europea y 16 proceden de paises de fuera de la Union Europea.
Sabiendo que el 5% de los vuelos con procedencia nacional, el 4% de los vuelos con procedencia de la Union
Europea y el 6.25% del resto de vuelos se retrasan:

a) Calcular la probabilidad de que durante el fin de semana un vuelo se retrase. (5 puntos)
b) Sabiendo que un vuelo concreto se ha retrasado, calcular la probabilidad de que este vuelo proceda de
la Union Europea. (5 puntos)

Los resultados han de expresarse en forma de fiaccion o en forma decimal con cuatro decimales de aproximacion.

Problema 8. Cada cap de setmana arriben a I’aeroport d’Alacant 161 vols. D’aquests vols, 95 procedeixen del
territori nacional, 50 de la Unio Europea i 16 de paisos de fora de la Unio Europea. Sabent que es retarden el
5% dels vols de procedéncia nacional, el 4% dels de procedéncia de la Unio Europea i el 6,25% de la resta:

a) Calculeu la probabilitat que es retarde un vol durant el cap de setmana. (5 punts)
b) Calculeu la probabilitat que un vol que s’ha retardat procedisca de la Unio Europea. (5 punts)

Els resultats s 'han d’expressar en forma de fraccio o en forma decimal amb quatre decimals d’aproximacio.

Solucion:
95 0,05 = 00295
N . =
P=T61 " ’
95
p =17 0.95 = 05606
0 004 = 0,0124
>p=—": =
P=761 ™ ’
50 096 = 0,2981
— - . =
P=T61 " ’

16
->p= el 0,0625 = 0,0062

16
= _—.00375 = 0,0037
“PT 61 ’

a) P=PR)=P(EsNR)+PWUENR)+POtNR) =
= P(Es) - P(R/Es) + P(UE) - P(R/UE) + P(0¢t) - P(R/O¢t) =

=>. 0,05+ 2. 0,04 + =. 0,625 =0,0295 + 0,0124 + 0,0062 = 0,0481.
161 161 161 -

P(UENR P(UE)-P(R/UE 290,04 0,0124
( n )_ ( ) ( / ) 161 ° Y — 0,2578.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
“i;%ﬁ[ﬁéﬂm ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
= GENERAL

CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o
programables, y que no puedan realizar célculo simbdlico ni almacenar texto o férmulas en memoria. Se utilice o no calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los
pasos del razonamiento utilizado.
CALIFICACION: La valoracién de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 90 minutos.
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

2 a+1 1 x -1
Problema 1. Donat el sistema d’equacions lineals | 1 a 2 (y) =| 1 |,enelqualaésun

1 1 a+2/\z 2
parametre real:

a) Discutiu el sistema en funci6 del parametre a. (6 punts)
b) Obtingueu les soluciones del sistema quan aquest siga compatible indeterminat. (4 punts)

0o -1 -2 1 0 0
Problema 2. Donades les matriusA=|—-1 0 —-2|iI=|0 1 0 ], obtingueu:

1 1 3 0 0 1
a) Lamatriu M = (A — al)?, en la qual « és un parametre real. (6 punts)
b) El valor de o si existeix, per al qual la matriu M és la matriu nul-la. (4 punts)

Problema 3. Donats els punts A = (2, —1,0),B =(1,2,3)1C = (—=1,0,0):

a) Trobeu I’equaci6 implicita de la recta r que conté els punts A 1 B. (3 punts)
b) Trobeu I’equacid del pla m, perpendicular a la recta anterior r i que conté el punt C. (4 punts)
¢) Calculeu la distancia del punt A al pla . (3 punts)

Problema 4. Donada larectar: (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,—1,2) ielplam: 5x + my + z = 2:

a) Obtingueu la posicio relativa de r 1 7 en funcio de m. (6 punts)
b) Perm = 1, calculeu el pla i’ que conté a r i es perpendicular a . (4 punts)
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Problema 5. Considerem la funcié f(x) = —oxlixl

2x245x42
a) Comproven que x = —i és una discontinuitat evitable. (2 punts)
by Calculeu els intervals de creixement i decreixement. (4 punts)
c) Obtingueu [ f(x) dx. (4 punts)

Problema 6. Una finestra rectangular esta coronada per un semicercle fal com s'indica en la figura segiient.

Sabent que el perimetre de la finestra és de 20 metres calculeu:

a) L'area de la finestra en funcid de 1a seua amplaria x. (3 punts)
b) Les dimensions que ha de tenir la finestra perqué permeta la maxima entrada de llum. (5 punts)
c) El valor d'aquesta drea maxima. (2 punts)

Problema 7. En una urna hi ha tres boles verdes, quatre roges i cinc grogues, totes d’igual grandaria

a) S’extran vna bola de 'urna, es mira el color 1 s'hi retorna. Es repeteix 'operacio una altra vegada.
Quina és la probabilitat que el color de les dues boles extretes siga el materx? [ la probabilitat que
siguen diferents?

(3 punts)

b) S’extranen al mateix temps tres boles. Quina és la probabilitat que les tres siguen de colors diferents?

(3 punts)

Els resuliaiy s "han d’expressar en forma de fraccic o en forma decimal amb quaire decimals d’aproximacio.

Problema 8. Una empresa té dues plantes de produccié de telefons portatils. La primera planta en produeix de
defectuosos amb una probabilitat de 0,02 i 1a segona amb una de 0,06. En comprar un portatil de 'empresa, la
probabilitat que siga de 1a primera planta és de 0,7. En comprem un. Determineu:

a) La probabilitat que procedisca de la segona planta de produceid i ziga defectuds. (4 punts)
b) Sabent que el portatil comprat és defectuds, 1a probabilitat que 1"haja fabricat 1a primera planta de
produccio. (6 punts)

Els resuitais 5 han d expressar en forma de fraccié o en forma decimal amb quatre decimals & aproximacio.
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Problema 1. Dado el ziztema de ecuscionsz lineales Ll @ 2 ) (jer = ( 1 ) donde @ ez un
1 1 a+2 2
parametro real:
a) Dascutir el sistema en funcion del pardametro a. (6 puntos)
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado. (4 puntos)

0 -1 -2 1 0 0
Problema 2. Dadas las mainices 4 = (—1 ] —2) el = (ﬂ 1 u), obtener:

1 1 3 g 0 1
z) Lamatnz M = (A — al)?, donde & es un parametro real. (6 puntos)
b) Elvalor de @, 51 existe, para el cuzl la matnz M ez la matriz nula. (4 puntos)

Problema 3. Dados los puntos 4 = (2,—-1,00, 8 = (1,23} v € = {(—1,0,0%:

a) Hallar la ecuacion implicita de la recta r que contiene a los puntos 4 v B. (3 puntos)
b) Hallar la ecuacién del plano m que es perpendicular a la recta anterior v que contiene al punto C.

(4 puntos)
c) Calcular la distancia del punto A al plano . (3 puntos)

Problema 4. Dada larecta r: (x,y.2) = (L1.0) + A{(—1L—-12)y velplano m: 5x + my +z = 2:

a) Obtener la posicion relativa de v y 7 en funcion de m. (6 puntos)

b) Param = 1, calcular el plano m' que conhiene a r v e3 perpendicular a m. (4 puntos)
Problema 5. Consideramos la funcién f(x) = —oorr,

a) Comprobar que x = —E es una disconfimndad evitable. (2 puntos)

b) Calcular los mtervalos de crecimiento v decrecimiento. (4 puntos)

c) Obtener _I'f{x} dx. (4 puntos)

Problema 6. Una ventana rectanpular esta coronada por un semicirculo tal v como se indica en la siguiente
figura.

Sabiende que el perimetro de la ventana es de 20 metros:

a) Calcular el drea de la ventana en fimcion de =u anchura x. (3 puntos)
b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la maxima entrada de luz.
(3 puntos)
¢) Calcular el valor de dicha drea maxima. (2 puntos)
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Problema 7. Una uma tiene tres bolas verdes, cuatro rojas v cince amanllas. Todas de 1gual tamafio.

a) Se exirae una bola de la uma, se mira su color v se devuelve a lauma. Se reprte de nuevo, una vez mas,
esta operacion. ;Cual es la probabihdad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el msmo? ;¥

la probabilidad de que sean distintos? (3 puntos)
b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. jCual es la probabilidad de que las tres sean de distinto color?
(3 puntos)

Loz resultado: han de sxprezarse en forma de fraccion o en_forma decimal con cuatro decimaler de aproximacion

Problema 8. Una empreza tiene dos plantaz de preduccion de teléfonos moviles. La primera planta produce
médviles defectuozos con probabibidad 0,02 v la segunda planta con probabilidad 0.06. Al comprar un movil de
esa empresa, la probabilidad de que sea de la primera planta ez de 0.7. Comprames un movil. Se pide

determinar:
a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion v sea defectuoso. (4 puntoz)
b) Sablendo que el movil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo hava fabricado la pnmera
planta de produccion.

(6 puntos)
Loz resultados han de sxprezarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuaive decimalsr de aproximacion
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

r CONVOCATORIA:
“59&&5&&5{&3{ PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT EXTRAORDINARI
= 2022-2023 A

Assignatura: MATEMATIQUES II

BAREM DE I’EXAMEN:

Heu de resoldre només QUATRE problemes dels VUIT que es proposen.

Cada problema puntua fins a 10.

La qualificacio de I’exercici és la suma de les qualificacions de cada problema dividida entre 4, aproximada fins a les centésimes.
Es permet 1'is de calculadores sempre que no siguen grafiques o programables i que no puguen fer calcul simbolic ni
emmagatzemar text ni formules en la memoria. S’use o no la calculadora, els resultats analitics, numérics i grafics han d’estar
sempre degudament justificats.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

2 a+1 1 X -1
19) Dado el sistema de ecuaciones lineales (1 a 2 )(y) = ( 1 >, donde a es un

1 1 a+2 z 2
pardmetro real:

a) Discutir el sistema en funcién del pardmetro a.
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

Problema 2:

0o -1 -2 1 0 O
29) Dadas las matricesA=|—-1 0 —-2]el=|0 1 0|, obtener:

1 1 3 0 0 1
a) La matriz M = (4 — al)?, donde a es un pardmetro real.

b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Problema 3:

32) Dados los puntos A(2,—1,0),B(1,2,3) y C(—1,0,0):

a) Hallar la ecuacién implicita de la recta r que contiene a los puntos Ay B.

b) Hallar la ecuacidn del plano  que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.
c¢) Calcular la distancia del punto A al plano .

Problema 4:

49) Dadalarectar = (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,-1,2) yelplanor = 5x + my + z = 2:
a) Obtener la posicion relativa de r y m en funcidn de m.

b) Param = 1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7.

Problema 5:
. Ly —2x%+x+1
59) Consideramos la funcion f(x) = f—x
1 2x4+5x+2
a) Comprobar que x = — S esuna discontinuidad evitable.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Obtener I = [ f(x) - dx.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

62) Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20
metros:

a) Calcular el drea de la ventana en funcién de su anchura x.

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la
maxima entrada de luz.

¢) Calcular el valor de dicha drea maxima.

Problema 7: - X

1

792) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.

a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacion. ¢Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el
mismo? ¢Y la probabilidad de que sean distintos?

b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢ Cudl es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto
color?

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Problema 8:

82) Una empresa tiene dos plantas de produccion de teléfonos moviles. La primera planta produce
moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al comprar un

movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un moévil. Se
pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.

b) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

2 a+1 1 X -1
19) Dado el sistema de ecuaciones lineales (1 a 2 )(y) = ( 1 ), donde a es un

1 1 a+?2 z 2
pardmetro real:

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro a.
b) Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.
Solucion:
a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 a+1 1 2 a+1 1 -1
M=\1 a 2 yM =[1 a 2 1|
1 1 a+?2 1 1 a+2 2
El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente:

2 a+1 1
M| = [1 a 2 |=0>
1 1 a+?2

=>2a(a+2)+1+2(a+1)—a—4—(a+1)(a+2)=0;
20°4+4a—-3+2a+2—-a—a*—-2a—a—-2=0; a*+2a—-3=0;

—2+Va+12  -24+/16  —2+4
5 = 5 = > :—1i2:>a1:—3, a2:1.

Segln el teorema de Rouché-Frébenius:

a+1

Para {a 23

} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incég.= S.C.D.

2 -2 1 -1
Paraa=—3:»RangM’=<1 -3 2 1):{F1<—>F3}=>
1 1 -1 2
:(1 13 _21 i):{Fz_)FZ_Fl}:G) 14 _31 21>=:>
B F. F; — 2F B N
2 -2 1 -1 7B g —4 3 =5
1 1 -1 2
>{F;>F-F}=>(0 -4 3 —-1|=RangM' =3.
0 O 0 —4
Paraa = -3 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 21 -1
Paraa=1=>RangM’=(1 1 2 1)=>{Cl=62}=»

1 1 3 2
2 1 -1
={C,,C5,C}=>|1 2 1|=8-3+14+2-6—-2=0=RangM' =2.
1 3 2
Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Antonio Menguiano

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Paraa=1= Rang M = Rang M' =2 <n%incég.= S.C.IL.

2x+2y+z=-1

b) Para a =1 el sistema resulta {x+y+2z=1 , que es compatible indeterminado cuya
x+y+3z=2

solucion es la siguiente:

De las dos ultimas ecuaciones se deduce que z = 1.
x = Ay de lasegunda ecuacién: y = —1 — A.

Solucion:x = A, y=-1—-24,z=1,VAER.
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Problema 2:

0 -1 -2 1 0 0
29)DadaslasmatricesA=<—1 0 —2>el=<0 1 0>,obtener:

1 1 3 0 0 1
a) La matriz M = (A — al)?, donde a es un pardmetro real.

b) El valor de a, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula.

Solucion:

0 -1 -2 a 0 0 -a -1 =2
a) A—al = (—1 0 —2) — (O a O) = (—1 -a -2 )
1 1 3 0 0 a 1 1 3-a
-a -1 =2 -a -1 =2
M=(A—-al)?= (—1 -a =2 ) : (—1 -a -2 ) =
1 1 3-a 1 1 3-a

a’?—1 2a — 2 4a — 4 a+1 2 4
=| 2a—-2 a’?—-1 4a — 4 >M=@-1)| 2 a+1 4 .

—2a+4+2 —2a+2 a*—6a+5 -2 -2 a-5

b) De la solucion simplificada de la expresién de M se deduce que:

La matriz M es la matriz nula paraa = 1.
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Problema 3:

39) Dados los puntos A(2,—1,0),B(1,2,3)y C(—1,0,0):

a) Hallar la ecuacién implicita de la recta r que contiene a los puntos Ay B.

b) Hallar la ecuacidn del plano m que es perpendicular a la recta anterior r y que contiene al punto C.
¢) Calcular la distancia del punto A al plano .

Solucion:

Q) ¥, =AB = 0B — 04 = [(1,2,3) — (2,—1,0)] = (-1, 3,3).

rEx_—lzy_—zzﬁ:;‘{3x—3=—y+2}
-1 3 3 y—2=z-3
_ {Bx +y—-5=0
“ly—-z+1=0"
b) El haz de planos, y, perpendiculares a la recta r = % = YT_Z = ? tiene por expresién general y =

—x+3y+3z+D =0.

De los infinitos planos de haz y, el plano  pedido es el que contiene al punto C(—1,0,0).
yz—x+3y+3z+D=0} A _
0(1,2,3) = —-(-1)+4+3:-04+43:0+4D=0;1+D=0=

>D=-1=

n=-x+3y+3z—-1=0.

c¢) La distancia del punto Py(xy, Vo, 2o) al plano Ax + By + Cz+ D = 0 viene dada por la férmula

_ |Ax0+ByO+CZO+D|

d(Pom) = = reiieice

Aplicando la férmula al punto A(2,—1,0) yplanor = —x+3y+3z—1=0:

_ |=243-(=D)+3-0-1| _ |-2-3-1| _ |-6|
ddm) = D321z Jirors Vi
6v19
dA,m)=——u
19
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Problema 4:
49) Dadalarectar = (x,y,z) = (1,1,0) + A(—1,-1,2) yelplanor = 5x + my + z = 2:
a) Obtener la posicion relativa de r y  en funcidn de m.

b) Param = 1, calcular el plano ' que contiene a r y es perpendicular a 7.

Solucion:
—xt_yt_z_ (x—1=y-1 _(x—y=0
) r_—l_—1_2:>{2x—2:—z}:>r_{2x+z=2'
x—y=0
La recta r y el plano  determinan el sistema 2x+z = 2}.
S5x+my+z=2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 0
M=(2 0 1)yM=(2 0 1 2|
5 m 1 5 m 1 2

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
12-- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
22 - Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

32-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

1 -1 0
RangM = |2 0 1|=-5-m+2=0>m=-3.
5 m 1
1 -1 0 O
Param=—3=>M’=<2 0 1 2)=>RangM’:>{C4=2C3}=>
5 -3 1 2
= Rang M' = 2.

m+ —3 = RangM = Rang M' =3 = Larectary el plano  son secantes.

m=-3= Rang M = Rang M' = 2 = Larectar esta contenida en el plano

b) Param = 1 el plano resulta™ = 5x + y + z = 2y su vector director es el siguiente: 7 = (5,1, 1).
Por ser el plano 1’ perpendicular a 7, un vector director de 7’ es 1 = (5,1, 1).
Por contener a , también es vector director de ' e vector v, = (—1,—1, 2).
El plano 7', por contener a r, contiene al punto A(1,1,0) € r.

La expresidn general del plano ' es la siguiente:

x—1 y—-1 z
n'(n, v,; A)=| 5 1 1|=0; 2(x—-1)-5z—-(y—-1D+z+(x—-1) —
-1 -1 2

10(y—1)=0;3(x—1)—11(y —1) —4z=0; 3x —3 — 11y + 11 — 4z = 0.
n'=3x—-—11y—-4z+8=0.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Antonio Menguiano

Comunidad Auténoma de VALENCIA www.apuntesmareaverde.org.es

1

Textos Marea Verd




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:
. Ly —2x%+x+1
59) Consideramos la funcion f(x) = f—x
1 2x4+5x+2
a) Comprobar que x = — S esuna discontinuidad evitable.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Obtener I = [ f(x) - dx.

Solucion:

a) En primer lugar, se estudia el dominio de la funcion f(x). Por tratarse de una funcidn racional su
dominio es el conjunto de valores reales de x, excepto aquellos que anulan el denominador.

—5+V25-16 _ —5+V9  —5+43 1
2x>+5x+2=0; x = — =589 _ — = x =—2,x, = —-.
4 4 4 2
1 L 1 . - .
D(f)=>R— {—2,—5}. Para que la funcién tenga en x = — una discontinuidad evitable
es necesario que el limite de esta funcidn, para x = — 5 sea finito.
1\2 1 11
—ox2axa1 -2:(==) —=+1 —=—+1 ¢
lim f(x) = li f LA 1(22) t—=FF—=->Ind.>
x—>—% x—>—§ 2x°+5x+2 2'(—5) +5'(—E)+2 E_E+2 0
1
, . —4x+1  —A(—5)H1 2+1 3 ..
= {L'Hopital} = lim = (12) =22 =2-1s finito.
yo_L 4X+5 4.(_5)4,5 -245 3
2
5 q q q . 1
Queda comprobado que f(x) tiene una discontinuidad evitable en x = — >
Teniendo en cuenta la discontinuidad evitable para x = —5 la funcion f(x) puede redefinirse
de la siguiente forma:
—1+VI+8  —1+/9  -1+3
Numerador: —2x?4+x+1=0; x= ‘_4 AL _‘4‘/_ = —Z =

=>x1=1,x2=—§=> —2x2+x+1=—2-(x—1)-(x+%).

Denominador:2x2 +5x +2=0>x;, = —2,x, = _% =

=>2x2+5x+2=2-(x+2)-(x+%).

—2x%+x+1 _2'(9‘—1)'(95"%) —x+1
fx) = 2x245x+2 2-(x+2)-(x+%) = fl) = x+2
—x+1 g 1
) SL X #+ _E
f) =47 1
1si x=—-
2
b) Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,

respectivamente.
Para determinar la derivada, l6gicamente, se utiliza la funcion redefinida.

f'(x) =

-1-(x+2)—(-x+1)1 _ -x—2+x-1 _ -3
(x+2)2 T x+2)2 (x+2)2

< 0,Vx € D(f).
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La funcion f(x) es monoétona decreciente en su dominio.

c) Para la integral, lo mas facil, es integrar la funcién redefinida:
-x+1 x—1 x+2— 3 x+2
[ZH gy = — [ gy =— ] dr=—[(22-2) dx =
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2

=—f(l—x%)-dxz—fdx+3-fm-dx=—x+3-L|x+2|.

—x+3-L|lx+ 2| six;t—%

I={f(x) dx= 1 + C.
X Ssi xX=—z

La integral de la funcidn no simplificada es de la forma siguiente:

—2x2+x+1 2x%-x-1
I = x): dx = —— = — =
ff( ) 2x2+5x+2 f x2+5x+2
2x245x42-6x-3 2x245x42 6x+3
=_f—-dx=—f( - )-dx=
2x2+5x+2 2x2+5x+2  2x2+45x+2

=—f(1—ﬂ)-dx=—fdx+fﬂ-dx=—x+11=I. (1)

2x2+45x+2 2x2+45x+2
6x+3 6x+3 6x+3 _ A B 2Ax+A+Bx+2B _

2x245x+2 2.(x+2).(x+%) T (x+2)-(2x+1) | x+2  2x+1 (x+2)-(2x+1)

_ (2A+B)x+(A+2B) __2A+ B =6 4A+ 2B =12 A . _
T (x+2)(2x+1) :>A+ZB=3} —A—ZB=—6}:>3A_6' A=2z B=1=
6x+3 2 1
2x245x+2  x+2  2x+1

6x+3 2 1 2 1
b= dx=[ (4] dx= [ -dx+ [——-dx =

2x2+5x+2 x+2  2x+1

M=[2dx=2 Llx+2|.
x+2

2x+1=t
¥2 ldx =2 dt

1 1 1 1 1
N_f2x+1.d }ﬁ;f?dt—Ethl—Elex-Fll

Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de My N:
L=M+N=2Llx+2|+-Ll2x +1].
Finalmente, sustituyendo en (1) el valor de I;:

I=—x+1l=—x+2 Llx+2|+2-Ll2x +1] +C.

_ —Zx2+x+1. _ 2
I_f—2x2+5x+2 dx=—x+L(x+2)*+L/|2x + 1| + C.

Notese que para los valores que no estd definida la funcidn los valores de la integral no son

reales.
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Problema 6:

62) Una ventana rectangular estd coronada por un semicirculo tal y como se
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perimetro de la ventana es de 20
metros:

a) Calcular el drea de la ventana en funcién de su anchura x.

b) Calcular las dimensiones que ha de tener la ventana para que permita la
maxima entrada de luz.

¢) Calcular el valor de dicha drea maxima.

Solucion: -
Perimetro =p =x+2y+n-§= 20;
X 40—-2x—TTX 40—-2x—TTX
X/2 2y—20—x—?_ > 'y_ ”
x 2
(3 2
S:x.y.l.ﬁ:x.y.l_ﬂ'
2 8
y Sustituyendo en la expresion anterior el valor de y:
S = x - 40-2x—mx | wx? _ 40x-2x?-mx? | mwx?
4 8 4
80x—4x2%-2mx%+m-x?
X
= 8
441
= S(x) = —sz + 10x.

Y

b) La maxima entrada de luz se produce cuando la superficie de la ventana es méaxima. Para que una
funcién tenga un maximo relativo es condicién necesaria que se anule su primera derivada y sea

negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

4+ 4+1 ;.
S’(x)=—Tx+10. S”(x)=—T<O,VxER:Max1mo.
4+m 4+m 40
S'x)=0>—-——x4+10=0;, —x=10>x=—=5,6m.
4 4 4+
40240 40 20 1om
_ T M _ P adm awm _ 40+10m—20-107 _ 20 _
y = = = =—=28m.
4 1 4+m 4+m

La maxima entrada de luz se produce parax =5,6mey = 2,8m.

2
441 40 40 44w  1.600 400 —-200+400
c) s(ﬂ)z——-(—) +10 - —=——"=. ="
4+ 8 447 4+ 8 (4+m)?  4+m 441
200
=S ="—m? =28m?.
4+
Matematicas Il. Curso 2022 — 2023. Autor: Antonio Menguiano

Comunidad Auténoma de VALENCIA

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
72) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamafio.

a) Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez
mas, esta operacién. {Cual es la probabilidad de que los colores de las dos bolas extraidas sean el
mismo? ¢Y la probabilidad de que sean distintos?

b) Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¢ Cudl es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto
color?

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucion:
3 3 4 4 5 5  9+16+25 50
a) P—P(vv)+P(rr)+P(aa)—E-E+E-E 5 3 1 Cim
25
>P=—=0,3472.
72

La probabilidad de que las bolas sean del mismo color, por el suceso contrario, es igual a la
unidad menos la probabilidad de que sean del mismo color:

25 _ 72-25
P=1- 72 72
47
P =—=0,6528.
72
b) En este caso, sin reposicion de las bolas.

P = P(vra) + P(var) + P(rav) + P(rva) + P(avr) + P(arv) =

12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10 12 11 10
3 4 5 6-12-5 6-5 2:-3-5

12 11 10 12-11-10 11-10 11-10

p=2-02727.
11
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Problema 8:

82) Una empresa tiene dos plantas de produccién de teléfonos moviles. La primera planta produce
moviles defectuosos con probabilidad 0,02 y la segunda planta con probabilidad 0,06. Al comprar un

movil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un moévil. Se
pide determinar:

a) La probabilidad de que proceda de la segunda planta de produccion y sea defectuoso.

b) Sabiendo que el mévil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera
planta de produccion.

Los resultados han de expresarse en forma de fraccion o en forma decimal con cuatro decimales de
aproximacion.

Solucion:

-»p=07-002=0,014

-»p=0,7-098 =0,686

-p=203-006=0,018

-p=03-094=0,282

a) P=P(BND)=03-006=0,018.

_ __P(AnD) _ P(A)-P(D/A) P(4)-P(D/A)
b) P=P(A/D) = P(D) ~ P(AND)+P(BND)  P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)
0,7:0,02 _ 0014 _ 0014 _14 _ 7

= = = =—=—=0,4375.
0,7:0.02+0,3-0.06  0,014+0,018 0,032 32 16
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