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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2022–2023 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

 
CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado. 
TIEMPO: 90 minutos. 
 

Problema 1: 

 

 

Problema 2: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 2 0
0 𝑚 1
0 3 0

൱ ൉ ൭
1 2 0
0 𝑚 1
0 3 0

൱ ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱.  

𝐴ଶ ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 ⇒ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ቆ
𝑚
0
9

ቇ. 

De la ecuación matricial anterior resulta el sistema: 

𝑥 ൅ ሺ2 ൅ 2𝑚ሻ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 𝑚
        ሺ𝑚ଶ ൅ 3ሻ𝑦 ൅ 𝑚𝑧 ൌ 0
                     3𝑚𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 9

ቑ. 

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

  𝑃 ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

൱ y 𝑃′ ൌ ൭
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

    
𝑚
0
9

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑚 es el siguiente: 

|𝑃| ൌ อ
1 2 ൅ 2𝑚 2
0 𝑚ଶ ൅ 3 𝑚
0 3𝑚 3

อ ൌ 3ሺ𝑚ଶ ൅ 3ሻ െ 3𝑚ଶ ൌ 3𝑚ଶ ൅ 9 െ 3𝑚ଶ ൌ 9 ് 0 ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑃 ൌ 3, ∀𝑚 ∈ 𝑅. 

∀𝒎 ∈ 𝑹 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

 

𝑏ሻ   Resolviendo por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
௠ ଶାଶ௠ ଶ
଴ ௠మାଷ ௠
ଽ ଷ௠ ଷ

อ

ଽ
ൌ

ଷ௠൫௠మାଷ൯ାଽ௠ሺଶାଶ௠ሻିଵ଼൫௠మାଷ൯ିଷ௠య

ଽ
ൌ 
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ൌ ଷ௠యାଽ௠ାଵ଼௠ାଵ଼௠మିଵ଼௠మିହସିଷ௠య

ଽ
ൌ ଽ௠ାଵ଼௠ିହସ

ଽ
ൌ ଶ଻௠ିହସ

ଽ
ൌ 3𝑚 െ 6.   

 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ௠ ଶ
଴ ଴ ௠
଴ ଽ ଷ

อ

ଽ
ൌ ିଽ௠

ଽ
ൌ െ𝑚. 

 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ଶାଶ௠ ௠
଴ ௠మାଷ ଴
଴ ଷ௠ ଽ

อ

ଽ
ൌ

ଽ൫௠మାଷ൯

ଽ
ൌ 𝑚ଶ ൅ 3. 

 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝟑𝒎 െ 𝟔, 𝒚 ൌ െ𝒎, 𝒛 ൌ 𝒎𝟐 ൅ 𝟑, ∀𝒎 ∈ 𝑹. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: Antonio Menguiano  

Comunidad Autónoma de VALENCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)447 

Problema 2: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼 ൌ ቀ1 0 1
0 1 1

ቁ ൉ ൭
1 2
1 െ1
1 0

൱ ൅ 𝐼 ൌ ቀ2 2
2 െ1

ቁ ൅ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ3 2
2 0

ቁ. 

|𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼| ൌ ቚ3 2
2 0

ቚ ൌ െ4;  ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ3 2
2 0

ቁ ;    

𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧ ൌ ቀ 0 െ2
െ2 3

ቁ.  

ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻିଵ ൌ
𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼ሻ௧

|𝐴𝐵௧ ൅ 𝐼|
ൌ

ቀ 0 െ2
െ2 3

ቁ

െ4
⇒ 

ሺ𝑨𝑩𝒕 ൅ 𝑰ሻି𝟏 ൌ
𝟏

𝟒
൉ ቀ𝟎 𝟐

𝟐 െ𝟑
ቁ. 

 

𝑏ሻ   𝐶ଶ ൌ 𝐶 ൉ 𝐶 ൌ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ൉ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ൌ ቀെ𝑎ଷ 0
0 െ𝑎ଷቁ ൌ െ𝑎ଷ ൉ ቀ1 0

0 1
ቁ. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝑪𝟐 ൌ െ𝒂𝟑𝑰. 

 

𝐶ଵଷ ൌ 𝐶 ൉ 𝐶ଵଶ ൌ 𝐶 ൉ ሺ𝐶ଶሻ଺ ൌ 𝐶 ൉ ሺെ𝑎ଷ ൉ 𝐼ሻ଺ ൌ 𝐶 ൉ 𝑎ଵ଼ ൉ 𝐼଺ ൌ 𝑎ଵ଼ ൉ 𝐶 ൌ  

ൌ 𝑎ଵ଼ ൉ ቀ 0 𝑎
െ𝑎ଶ 0

ቁ ⇒ 

𝑪𝟏𝟑 ൌ ൬ 𝟎 𝒂𝟏𝟗

െ𝒂𝟐𝟎 𝟎
൰.  
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Problema 3: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1          
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 ⇒ 𝑦 ൌ 𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆;  𝑧 ൌ െ𝑥 െ 2𝜆 ൌ െ1 െ 𝜆 െ 2𝜆 ⇒ 

⇒ 𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆     
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆

. 

  Un punto y un vector de 𝑟 son 𝐴ሺ1, 0, െ1ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ3ሻ. 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 2, 𝑎ሻ െ ሺ0, 0, 3ሻሿ ൌ ሺ2, 2, 𝑎 െ 3ሻ. 

  Para que la recta 𝑟 y la recta que pasa por los puntos P y Q sean paralelas es condición necesaria 
que 𝑣௥ሬሬሬ⃗  y 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  sean linealmente dependientes, es decir: que sus componentes sean proporcionales. 

 
ଵ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ ିଷ

௔ିଷ
⇒ 𝑎 െ 3 ൌ െ6;   𝑎 ൌ െ3. 

  Para  que  no  sean  coincidentes  es  necesario  que  los  puntos  P  o  Q  no  pertenezcan  a  la  recta  r; 
considerando, por ejemplo, al punto 𝑃ሺ0, 0, 3ሻ: 

 
𝑟 ≡ ൝

𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆     
𝑦 ൌ 𝜆             
𝑧 ൌ െ1 െ 3𝜆

              𝑃ሺ0, 0, 3ሻ

ൢ ⇒ ൝
1 ൅ 𝜆 ൌ 0

𝜆 ൌ 0
െ1 െ 3𝜆 ൌ 3

ൡ ⇒ 𝜆 ∉ 𝑟. 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒐𝒏 𝒑𝒂𝒓𝒂𝒍𝒆𝒍𝒂𝒔 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟑. 

𝑏ሻ   El haz de planos 𝛽, perpendiculares a 𝑟  tiene  la siguiente expresión general o  implícita: 𝛽 ≡ 𝑥 ൅
𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋, que contiene al punto 𝑃ሺ0, 0, 3ሻ es el que satisface su 
ecuación: 

𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                             𝑃ሺ0, 0, 3ሻൠ ⇒ 0 ൅ 0 െ 9 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 9 ⇒  

⇒ 𝝅 ≡ 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟗 ൌ 𝟎.   
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Problema 4: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 ≡ ൜
5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 16
9𝑥 െ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 12 dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

 
5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 16
9𝑥 െ 𝑦 ൅ 7𝑧 ൌ 12ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

5𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆
9𝑥 െ 𝑦 ൌ 12 െ 7𝜆ൠ ⇒ 14𝑥 ൌ 28 െ 15𝜆 ⇒ 

⇒ 𝑥 ൌ 2 െ 𝜆;   5ሺ2 െ 𝜆ሻ ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆;   10 െ 5𝜆 ൅ 𝑦 ൌ 16 െ 7𝜆;   𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆 ⇒  

⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

. 

  Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuación: 

 
𝑟 ≡ ൝

𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

             𝑄ሺ2, 6, 0ሻ

ൢ ⇒ ൝
2 ൌ 2 െ 𝜆  
6 ൌ 6 െ 2𝜆
0 ൌ 𝜆          

ൡ ⇒ 𝜆 ൌ 0. 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝑸 ∈ 𝒓. 

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 6, 0ሻ െ ሺ0, 5, 2ሻሿ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

  La recta pedida, 𝑠, expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la siguiente:  

𝒔 ≡
𝒙ି𝟐

𝟐
ൌ

𝒚ି𝟔

𝟏
ൌ

𝒛

ି𝟐
. 

 

𝑏ሻ El ángulo que forman las rectas 𝑟 y 𝑠 es el menor ángulo que forman sus vectores directores, que son 
los siguientes: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, െ1ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ. 

Por la definición de producto escalar de dos vectores: 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ |𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ |𝑣௦ሬሬሬ⃗ | ൉ cos ɑ ⇒ cos ɑ ൌ ቚ௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೞሬሬሬሬ⃗

௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൉௩ೞሬሬሬሬ⃗
ቚ ൌ ฬ

ሺଵ,ଶ,ିଵሻ൉ሺଶ,ଵ,ିଶሻ

ඥଵమାଶమାሺିଵሻమ൉ඥଶమାଵమାሺିଶሻమ
ฬ ൌ 

ൌ ቚ ଶାଶାଶ

√ଵାସାଵ൉√ସାଵାସ
ቚ ൌ ቚ ଺

√଺൉√ଽ
ቚ ൌ ଺

ଷ√଺
ൌ √଺

ଷ
ൌ 0,8165 ⇒ 𝛼 ൌ 35° 15ᇱ 52′′. 
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𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒏 𝒖𝒏 á𝒏𝒈𝒖𝒍𝒐 𝒅𝒆 𝟑𝟓° 𝟏𝟓ᇱ 𝟓𝟐′′. 

 

𝑐ሻ  El  haz  de  planos 𝛽,  perpendiculares  a  𝑟  tiene  la  siguiente  expresión  general  o  implícita: 𝛽 ≡ 𝑥 ൅
2𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos del haz 𝛽, el plano 𝜋, que contiene al punto 𝑃ሺ0, 5, 2ሻ es el que satisface su 
ecuación: 

        
𝛽 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                          𝑃ሺ0, 5, 2ሻ ൠ ⇒ 0 ൅ 2 ൉ 5 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   8 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ െ8 ⇒  

⇒ 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 െ 8 ൌ 0. 

  El punto 𝑃ᇱ pedido, proyección ortogonal de 𝑃 sobre 𝑟, es el punto de intersección del plano 𝜋 y 
la recta 𝑟: 

 

𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 െ 8 ൌ 0

              𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 6 െ 2𝜆
𝑧 ൌ 𝜆                       

ൢ ⇒ ሺ2 െ 𝜆ሻ ൅ 2ሺ6 െ 2𝜆ሻ െ 𝜆 െ 8 ൌ 0; 

2 െ 𝜆 ൅ 12 െ 4𝜆 െ 𝜆 െ 8 ൌ 0;   6 െ 6𝜆 ൌ 0;   1 െ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 1 ⇒  

⇒ 𝑃ᇱ ⇒ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 1 ൌ 1      
𝑦 ൌ 6 െ 2 ൉ 1 ൌ 4
𝑧 ൌ 1                      

ൡ ⇒ 

𝑷ᇱሺ𝟏, 𝟒, 𝟏ሻ. 
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Problema 5: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   Para que exista la función 𝑓ሺ𝑥ሻ   tiene que cumplirse que 𝑥 ് 0 y 𝑥 ൅ 1 ൐ 0  ,  por  lo 
cual, el dominio de la función es el siguiente: 

𝑫ሺ𝒇ሻ ⇒ ሺെ𝟏, 𝟎ሻ ∪ ሺ𝟎, ൅∞ሻ. 

  La función puede expresarse de la forma: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫
. 

Asíntotas horizontales:  son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. En este caso, atendiendo al dominio de la función, únicamente es posible 

cuando 𝑥 tiendo a más infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫
ൌ ଵାஶ൉ஶ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒  

⇒ lim
௫→ାஶ

଴ାଵ൉௅ሺ௫ାଵሻା௫൉ భ
ೣశభ

ଵ
ൌ lim

௫→ାஶ
ቂ𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൅ ௫

௫ାଵ
ቃ ൌ ∞ ൅ 1 ൌ ∞ ⇒  

⇒ 𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒉𝒐𝒓𝒊𝒛𝒐𝒏𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito. Del dominio de la función se deducen las asíntotas verticales, que son las siguientes: 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒙 ൌ 𝟎 𝒚 𝒙 ൌ െ𝟏 𝒔𝒐𝒏 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒗𝒆𝒓𝒕𝒊𝒄𝒂𝒍𝒆𝒔. 

Asíntotas oblicuas:    

Son de la forma 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, siendo: 

𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
  y  𝑛 ൌ lim

௫→ஶ
ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሿ, con 𝑚 finito y 𝑚 ് 0. 

  𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

భశೣ൉ಽሺೣశభሻ
ೣ

௫
ൌ lim

௫→ஶ

ଵା௫൉௅ሺ௫ାଵሻ

௫మ ൌ ଵାஶ൉ஶ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ାஶ

଴ାଵ൉௅ሺ௫ାଵሻା௫൉ భ
ೣశభ

ଶ௫
ൌ lim

௫→ାஶ

௅ሺ௫ାଵሻା ೣ
ೣశభ

ଶ௫
ൌ ஶାଵ

ஶ
ൌ ஶ

ஶ
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒   

⇒ lim
௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ାభ൉ሺೣశభሻషೣ൉భ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ାೣశభషೣ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

భ
ೣశభ

ା భ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

ೣశభశభ
ሺೣశభሻమ

ଶ
ൌ  
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ൌ lim
௫→ାஶ

𝑥 ൅ 2
2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶ ൌ 0 ⇒ 

𝑵𝒐 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒂𝒔í𝒏𝒕𝒐𝒕𝒂𝒔 𝒐𝒃𝒍𝒊𝒄𝒖𝒂𝒔.  

𝑏ሻ   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

        𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ଵ

௫మ ൅ ଵ

௫ାଵ
ൌ ିሺ௫ାଵሻା௫మ

௫మሺ௫ାଵሻ
ൌ ௫మି௫ିଵ

௫మሺ௫ାଵሻ
.  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ௫మି௫ିଵ

௫మሺ௫ାଵሻ
ൌ 0;  𝑥ଶ െ 𝑥 െ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଵേ√ଵାସ

ଶ
ൌ ଵേ√ହ

ଶ
⇒  

⇒ 𝑥ଵ ൌ ଵି√ହ

ଶ
≅ െ0,62, 𝑥ଶ ൌ ଵା√ହ

ଶ
≅ 1,62.  

  Teniendo en cuenta el dominio de la función y las raíces de la primera derivada, se producen los 
siguientes intervalos: 

  ቀെ1, ଵି√ହ

ଶ
ቁ , ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ , ቀ0, ଵା√ହ

ଶ
ቁ  𝑦 ቀଵା√ହ

ଶ
, ൅∞ቁ. 

  െ0,8 ∈ ቀെ1, ଵି√ହ

ଶ
ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺെ0,8ሻ ൌ െ ଵ

଴,଺ସ
൅ ଵ

଴,ଶ
ൌ 5 െ 1,56 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐. 

  െ0,5 ∈ ቀଵି√ହ

ଶ
, 0ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺെ0,5ሻ ൌ െ ଵ

଴,ଶହ
൅ ଵ

଴,ହ
ൌ 2 െ 4 ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐. 

  1 ∈ ቀ0, ଵା√ହ

ଶ
ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ െ ଵ

ଵ
൅ ଵ

ଶ
ൌ െ1 ൅ 0,5 ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐. 

  2 ∈ ቀଵା√ହ

ଶ
, ൅∞ቁ ⇒ 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ െ ଵ

ସ
൅ ଵ

ଷ
ൌ െ0,25 ൅ 0,33 ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐. 

  De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son los siguientes: 

𝑪𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൐ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 ቀെ𝟏,
𝟏ି√𝟓

𝟐
ቁ ∪ ቀ

𝟏ା√𝟓

𝟐
, ൅∞ቁ. 

𝑫𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒎𝒊𝒆𝒏𝒕𝒐: 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ ൏ 𝟎 ⇒ 𝒙𝝐 ቀ
𝟏ି√𝟓

𝟐
, 𝟎ቁ ∪ ቀ𝟎,

𝟏ା√𝟓

𝟐
ቁ. 

  De los periodos de crecimiento y decrecimiento, así como del dominio de la función, se deducen 
las  abscisas  de  la  función  en  que  están  situados  sus  máximos  y  mínimos  relativos,  que  son  las 
siguientes: 

  Máximo relativo para 𝑥 ൌ ଵି√ହ

ଶ
 y mínimo relativo para 𝑥 ൌ ଵା√ହ

ଶ
. 

  𝑓൫భష√ఱ
మ

൯ ≅ 𝑓ሺെ0,62ሻ ൌ ଵ

ି଴,଺ଶ
൅ 𝐿0,38 ൌ െ1,61 െ 0,96 ൌ െ2,57. 

  𝑴á𝒙𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑨ሺെ𝟎, 𝟔𝟐; െ𝟐, 𝟓𝟕ሻ. 

  𝑓൫భశ√ఱ
మ

൯ ≅ 𝑓ሺ1,62ሻ ൌ ଵ

ଵ,଺ଶ
൅ 𝐿2,62 ൌ 0,62 ൅ 0,96 ൌ 1,58. 

  𝑴í𝒏𝒊𝒎𝒐 𝒓𝒆𝒍𝒂𝒕𝒊𝒗𝒐: 𝑩ሺ𝟏, 𝟔𝟐;  𝟏, 𝟓𝟖ሻ. 

𝑐ሻ   En  el  intervalo  de  la  superficie  a  calcular,  ሺ1, 2ሻ,  todas  las  ordenadas  de  la  función 𝑓ሺ𝑥ሻ  son 
positivas, como se deduce de los periodos de crecimiento y decrecimiento y, sobre todo, por tener un 
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mínimo relativo en 𝐵ሺ1,62;  1,58ሻ, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଶ
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቂଵ

௫
൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻቃ

ଶ
ଵ ൉ 𝑑𝑥. 

  Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida de la función. 

  𝐴 ൌ ׬ ቂଵ

௫
൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻቃ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑀 ൅ 𝑁.    (*) 

  𝑀 ൌ ׬
ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝐿𝑥. 

  𝑁 ൌ ׬ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ → 𝑑𝑢 ൌ ଵ

௫ାଵ
𝑑𝑣 ൌ 𝑑𝑥 → 𝑣 ൌ 𝑥

ቋ ⇒ 

⇒ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝑥 െ ׬ 𝑥 ൉ ଵ

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬

௫

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬
௫ାଵିଵ

௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬ ቀ௫ାଵ

௫ାଵ
െ ଵ

௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ   

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ׬ ቀ1 െ ଵ

௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ ሾ𝑥 െ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻሿ ൌ   

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥 ൅ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ⇒ 𝑁 ൌ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥. 

  Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N: 

  𝐴 ൌ 𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 𝐿𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥. 

       𝑆 ൌ ሾ𝐿𝑥 ൅ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൉ 𝐿ሺ𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝑥ሿଵ
ଶ ൌ ሺ𝐿2 ൅ 3 ൉ 𝐿3 െ 2ሻ െ ሺ𝐿1 ൅ 2 ൉ 𝐿2 െ 1ሻ ൌ  

ൌ 𝐿2 ൅ 3 ൉ 𝐿3 െ 2 െ 𝐿1 െ 2 ൉ 𝐿2 ൅ 1 ൌ 𝐿2 ൅ 𝐿27 െ 𝐿4 െ 1 ൌ 𝐿 ଶ൉ଶ଻

ସ
െ 1 ൌ   

ൌ 𝐿
27
2

െ 1 ൌ 𝐿13,5 െ 1 ≅ 2,603 െ 1 ⇒ 

𝑺 ≅ 𝟏, 𝟔𝟎𝟑 𝒖𝟐.   
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Problema 6: 

 

Solución: 

𝑎ሻ La parábola 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ െ𝑥ଶ ൅ 12, que es cóncava ሺ∩ሻ, por ser negativo el coeficiente de 𝑥ଶ, tiene 
su  vértice  en  el  punto  𝑉ሺ0, 12ሻ.  Otros  puntos  de  la  parábola  son 
𝐶ሺെ2, 8ሻ 𝑦 𝐷ሺ2, 8ሻ;   𝐸ሺെ3, 3ሻ 𝑦 𝐹ሺ3, 3ሻ. 

La  situación  del  ejercicio  se  expresa,  de  forma 
aproximada, en la figura adjunta. 

  El  punto  P,  por  pertenecer  a  la  parábola,  tiene  por 
expresión 𝑃ሺ𝑥, െ𝑥ଶ ൅ 12ሻ. 

  La  superficie  del  rectángulo  es  el  producto  de  su  base 
por su altura, y tiene que ser máxima. 

         𝑆 ൌ 𝑏𝑎𝑠𝑒 ൈ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ൌ 2𝑥 ൉ ሺെ𝑥ଶ ൅ 12ሻ ⇒  

⇒ 𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥ଷ ൅ 24𝑥. 

  Para  que  una  función  tenga  un  máximo  relativo  es 
condición necesaria que se anule su primera derivada y que sea 
negativa  la  segunda  derivada  par  los  valores  que  anulan  la 
primera. 

  𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ6𝑥ଶ ൅ 24.    𝑆ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ12𝑥. 

  𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ6𝑥ଶ ൅ 24 ൌ 0;  𝑥ଶ െ 4 ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ 2. 

  La raíz negativa carece de sentido lógico, por lo cual: 𝑥 ൌ 2. 

𝑌 

𝑋

𝐶 

𝑦 ൌ െ𝑥ଶ ൅ 12
8 

െ2 

4 

𝑉 

𝐷

𝑂  42 െ4

𝐹𝐸

𝑃ሺ𝑥, െ𝑥ଶ ൅ 12ሻ 

𝑀 𝑁
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  𝑆ᇱᇱሺ2ሻ ൌ െ12 ൉ 2 ൏ 0 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝐵𝑎𝑠𝑒 ൌ 4 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠. 

  La altura es ℎ ൌ െ2ଶ ൅ 12 ൌ 12 െ 4 ൌ 8. 

𝑳𝒂 𝒑𝒖𝒆𝒓𝒕𝒂 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝟒 𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒅𝒆 𝒃𝒂𝒔𝒆 𝒚 𝟖 𝒎𝒆𝒕𝒓𝒐𝒔 𝒅𝒆 𝒂𝒍𝒕𝒖𝒓𝒂. 

 

𝑏ሻ   El área de la puerta es 𝑆 ൌ 4 ൉ 8 ൌ 32 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟑𝟐 𝒎𝟐. 

  Para el cálculo de la superficie frontal de piedra se tiene en cuenta la simetría de la parábola con 
respecto al eje de ordenadas. 

  Los puntos de corte con el eje de abscisas de la parábola son los siguientes: 

  𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ𝑥ଶ ൅ 12 ൌ 0;  𝑥ଶ ൌ 12;   𝑥 ൌ േ√12 ൌ േ2√3  ⇒ 

⇒ 𝑀൫െ3√2, 0൯ y 𝑁൫3√2, 0൯. 

  El área frontal de piedra es la siguiente: 

  𝑆 ൌ 2 ൉ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଶ√ଷ
଴ ൉ 𝑑𝑥 െ 32 ൌ 2 ൉ ׬ ሺെ𝑥ଶ ൅ 12ሻଶ√ଷ

଴ ൉ 𝑑𝑥 െ 32 ൌ 

ൌ 2 ൉ ቂെ ௫య

ଷ
൅ 12𝑥ቃ

଴

ଶ√ଷ
െ 32 ൌ 2 ൉ ൤൬െ

൫ଶ√ଷ൯
య

ଷ
൅ 12 ൉ 2√3൰ െ 0൨ െ 32 ൌ  

ൌ 2 ൉ ቀെ ଶସ√ଷ

ଷ
൅ 24√3ቁ െ 32 ൌ 48√3 ൉ ቀെ ଵ

ଷ
൅ 1ቁ െ 32 ൌ 48√3 ൉ ଶ

ଷ
െ 32 ൌ  

ൌ 32√3 െ 32 ⇒ 

𝑺 ൌ 𝟑𝟐൫√𝟑 െ 𝟏൯ 𝒎𝟐 ≅ 𝟐𝟑, 𝟒𝟑 𝒎𝟐.  
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Problema 7: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ   0 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠 ⇒ 𝑃 ൌ ሺ1 െ 𝑥ሻ ൉ ሺ1 െ 𝑦ሻ. 

  1 𝑐𝑎𝑟𝑎 ⇒ 𝑃 ൌ 𝑥 ൉ ሺ1 െ 𝑦ሻ ൅ ሺ1 െ 𝑥ሻ ൉ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑥 ൉ 𝑦. 

  2 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠 ⇒ 𝑃 ൌ 𝑥 ൉ 𝑦. 

 

𝑏ሻ   Llamamos 𝐴ଵ y 𝐴଴ a obtener cara o no obtenerla, respectivamente, con la primer moneda y 𝐵ଵ y 
𝐵଴ igual con la segunda moneda. 

  𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 0 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠: 

൜
1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                                            

      𝐴଴𝐵଴     →     𝐴଴𝐵଴ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿൠ ⇒  

⇒ 𝑷 ൌ ሺ𝟏 െ 𝒙ሻ𝟐 ൉ ሺ𝟏 െ 𝒚ሻ𝟐. 

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 1 𝑐𝑎𝑟𝑎: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                                            
𝐴ଵ𝐵଴     →     𝐵଴    ⇒     ሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿሺ1 െ 𝑦ሻ                   
𝐴଴𝐵ଵ     →     𝐴଴     ⇒   ሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿሺ1 െ 𝑥ሻ                     

𝐴଴𝐵଴     →     𝐴ଵ𝐵଴ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿ      
𝐴଴𝐵଴     →     𝐴଴𝐵ଵ ⇒ ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿ      ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻଶ ൅ 𝑥ሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻଶ ൅ 𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻଶሺ1 െ 𝑦ሻ. 

𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 ⇒ 2 𝑐𝑎𝑟𝑎𝑠: 
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1ª𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎 െ 2ª 𝑡𝑖𝑟𝑎𝑑𝑎                                          
𝐴ଵ𝐵ଵ    →     𝑁𝑜 ℎ𝑎𝑦   ⇒     𝑥𝑦                    

𝐴ଵ𝐵଴    →     𝐵ଵ     ⇒   ሾ𝑥ሺ1 െ 𝑦ሻሿ𝑦                
𝐴଴𝐵ଵ     →     𝐴ଵ ⇒  ሾሺ1 െ 𝑥ሻ𝑦ሿ𝑥                     
𝐴଴𝐵଴     →     𝐴ଵ𝐵ଵ ⇒ ሾሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻሿ𝑥𝑦  ⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 

⇒ 𝑃 ൌ 𝑥𝑦 ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑦ሻ ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻ ൅ 𝑥𝑦ሺ1 െ 𝑥ሻሺ1 െ 𝑦ሻ. 
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 Problema 8: 

 

 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑅ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠 ∩ 𝑅ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑈𝐸 ∩ 𝑅ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑡 ∩ 𝑅ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐸𝑠ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝐸𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑈𝐸ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝑈𝐸ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑡ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑅/𝑂𝑡ሻ ൌ  

ൌ ଽ଺

ଵ଺ଵ
൉ 0,05 ൅ ହ଴

ଵ଺ଵ
൉ 0,04 ൅ ଵ଺

ଵ଺ଵ
൉ 0,625 ൌ 0,0295 ൅ 0,0124 ൅ 0,0062 ൌ 0,0481.  

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑈𝐸/𝑅ሻ ൌ ௉ሺ௎ா∩ோሻ

௉ሺோሻ
ൌ ௉ሺ௎ாሻ൉௉ሺோ/௎ாሻ

௉ሺோሻ
ൌ

ఱబ
భలభ

൉଴,଴ସ

଴,଴ସ଼ଵ
ൌ ଴,଴ଵଶସ

଴,଴ସ଼ଵ
ൌ 0,2578. 

   

→ 𝑝 ൌ
95

161
൉ 0,05 ൌ 0,0295

0,05

95
161

 

0,96
0,04

0,0625
0,0375

𝑂𝑡 

𝑈𝐸 

𝐸𝑠 

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅

0,95

16
161

 

50
161

 

→ 𝑝 ൌ
95

161
൉ 0,95 ൌ 0,5606

→ 𝑝 ൌ
50

161
൉ 0,04 ൌ 0,0124 

→ 𝑝 ൌ
50

161
൉ 0,96 ൌ 0,2981 

→ 𝑝 ൌ
16

161
൉ 0,0625 ൌ 0,0062 

→ 𝑝 ൌ
16

161
൉ 0,0375 ൌ 0,0037 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El alumno contestará  solo  tres problemas entre  los  seis propuestos.  Se permite el uso de calculadoras  siempre que no  sean gráficas o 
programables,  y  que  no  puedan  realizar  cálculo  simbólico  ni  almacenar  texto  o  fórmulas  en memoria.  Se  utilice  o  no  calculadora,  los 
resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los 
pasos del razonamiento utilizado. 

CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado. 
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
TIEMPO: 90 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
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2022–2023 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARI

A 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º)  Dado  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
െ1
1
2

൱,  donde  𝑎  es  un 

parámetro real: 
𝑎ሻ Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 
𝑏ሻ Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.  
 
Problema 2: 

2º) Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱, obtener: 

𝑎ሻ La matriz 𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ, donde 𝑎 es un parámetro real. 
𝑏ሻ El valor de 𝑎, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. 
Problema 3: 
3º) Dados los puntos 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ, 𝐵ሺ1, 2, 3ሻ y 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ: 
𝑎ሻ Hallar la ecuación implícita de la recta 𝑟 que contiene a los puntos A y B. 
𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular a la recta anterior 𝑟 y que contiene al punto C. 
𝑐ሻ Calcular la distancia del punto A al plano 𝜋. 
 
Problema 4: 
4º) Dada la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ൅ 𝜆ሺെ1, െ1, 2ሻ y el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2: 
𝑎ሻ Obtener la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. 
𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1, calcular el plano 𝜋ᇱ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. 
 
Problema 5: 

5º) Consideramos la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
. 

𝑎ሻ Comprobar que 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
 es una discontinuidad evitable.   

𝑏ሻ Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
𝑐ሻ Obtener 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 
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Problema 6: 

6º) Una  ventana  rectangular  está  coronada por  un  semicírculo  tal  y  como  se 
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perímetro de la ventana es de 20 
metros: 

𝑎ሻ Calcular el área de la ventana en función de su anchura 𝑥. 

𝑏ሻ  Calcular  las  dimensiones  que  ha  de  tener  la  ventana  para  que  permita  la 
máxima entrada de luz. 

𝑐ሻ Calcular el valor de dicha área máxima.  

Problema 7: 

7º) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamaño.  

𝑎ሻ Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez 
más,  esta  operación.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  los  colores  de  las  dos  bolas  extraídas  sean  el 
mismo? ¿Y la probabilidad de que sean distintos? 

𝑏ሻ Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto 
color? 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Problema 8: 

8º)  Una  empresa  tiene  dos  plantas  de  producción  de  teléfonos móviles.  La  primera  planta  produce 
móviles defectuosos con probabilidad 0,02 y  la  segunda planta con probabilidad 0,06. Al  comprar un 
móvil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un móvil. Se 
pide determinar: 

𝑎ሻ La probabilidad de que proceda de la segunda planta de producción y sea defectuoso. 

𝑏ሻ Sabiendo que el móvil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera 
planta de producción. 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

 

 

   

x 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

1º)  Dado  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
െ1
1
2

൱,  donde  𝑎  es  un 

parámetro real: 

𝑎ሻ Discutir el sistema en función del parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Obtener las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.  

Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

     
െ1
1
2

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
2 𝑎 ൅ 1 1
1 𝑎 2
1 1 𝑎 ൅ 2

อ ൌ 0 ⇒  

⇒ 2𝑎ሺ𝑎 ൅ 2ሻ ൅ 1 ൅ 2ሺ𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎 െ 4 െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 ൅ 2ሻ ൌ 0;  

2𝑎ଶ ൅ 4𝑎 െ 3 ൅ 2𝑎 ൅ 2 െ 𝑎 െ 𝑎ଶ െ 2𝑎 െ 𝑎 െ 2 ൌ 0;  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 3 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ିଶേ√ସାଵଶ

ଶ
ൌ ିଶേ√ଵ଺

ଶ
ൌ ିଶേସ

ଶ
ൌ െ1 േ 2 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ3;  𝑎ଶ ൌ 1.   

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 ቄ𝒂 ് 𝟏
𝒂 ് 𝟑

ቅ ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ൌ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ3 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ2 1
1 െ3 2
1 1 െ1

     
െ1
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒  

⇒ ൭
1 1 െ1
1 െ3 2
2 െ2 1

     
2
1

െ1
൱ ⇒ ൜

𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 2𝐹ଵ

ൠ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ4 3
0 െ4 3

     
2

െ1
െ5

൱ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଶሽ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ4 3
0 0 0

     
2

െ1
െ4

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝟐;   𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 2 1
1 1 2
1 1 3

     
െ1
1
2

൱ ⇒ ሼ𝐶ଵ ൌ 𝐶ଶሽ ⇒  

⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
2 1 െ1
1 2 1
1 3 2

อ ൌ 8 െ 3 ൅ 1 ൅ 2 െ 6 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 
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𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ൏ 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

 

𝑏ሻ   Para  𝑎 ൌ 1  el  sistema  resulta  ൝
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1     
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 2     

,  que  es  compatible  indeterminado  cuya 

solución es la siguiente:  

  De las dos últimas ecuaciones se deduce que 𝑧 ൌ 1. 

  𝑥 ൌ 𝜆 y de la segunda ecuación: 𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 ൌ 𝝀, 𝒚 ൌ െ𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝟏, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

2º) Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱  𝑒 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱, obtener: 

𝑎ሻ La matriz 𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ, donde 𝑎 es un parámetro real. 

𝑏ሻ El valor de 𝑎, si existe, para el cual la matriz M es la matriz nula. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝐴 െ 𝑎𝐼 ൌ ൭
0 െ1 െ2

െ1 0 െ2
1 1 3

൱ െ ൭
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

൱ ൌ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱. 

𝑀 ൌ ሺ𝐴 െ 𝑎𝐼ሻଶ ൌ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱ ൉ ൭
െ𝑎 െ1 െ2
െ1 െ𝑎 െ2
1 1 3 െ 𝑎

൱ ൌ  

ൌ ൭
𝑎ଶ െ 1 2𝑎 െ 2 4𝑎 െ 4
2𝑎 െ 2 𝑎ଶ െ 1 4𝑎 െ 4

െ2𝑎 ൅ 2 െ2𝑎 ൅ 2 𝑎ଶ െ 6𝑎 ൅ 5
൱ ⇒ 𝑀 ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻ ൭

𝑎 ൅ 1 2 4
2 𝑎 ൅ 1 4

െ2 െ2 𝑎 െ 5
൱. 

 

𝑏ሻ   De la solución simplificada de la expresión de M se deduce que: 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑴 𝒆𝒔 𝒍𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝒏𝒖𝒍𝒂 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 ൌ 𝟏. 
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Problema 3: 

3º) Dados los puntos 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ, 𝐵ሺ1, 2, 3ሻ y 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ: 

𝑎ሻ Hallar la ecuación implícita de la recta 𝑟 que contiene a los puntos A y B. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que es perpendicular a la recta anterior 𝑟 y que contiene al punto C. 

𝑐ሻ Calcular la distancia del punto A al plano 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 2, 3ሻ െ ሺ2, െ1, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, 3, 3ሻ.  

  𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଶ

ଷ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
⇒ ൜

3𝑥 െ 3 ൌ െ𝑦 ൅ 2
𝑦 െ 2 ൌ 𝑧 െ 3 ൠ ⇒ 

𝒓 ≡ ൜
𝟑𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟓 ൌ 𝟎
𝒚 െ 𝒛 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎  . 

 

𝑏ሻ El haz de planos, 𝛾, perpendiculares a la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଶ

ଷ
ൌ ௭ିଷ

ଷ
 tiene por expresión general 𝛾 ≡

െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0. 

  De los infinitos planos de haz 𝛾, el plano 𝜋 pedido es el que contiene al punto 𝐶ሺെ1, 0, 0ሻ. 

         
𝛾 ≡ െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0
                                 𝑄ሺ1, 2, 3ሻ ൠ ⇒ െሺെ1ሻ ൅ 3 ൉ 0 ൅ 3 ൉ 0 ൅ 𝐷 ൌ 0;  1 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝐷 ൌ െ1 ⇒ 

𝝅 ≡ െ𝒙 ൅ 𝟑𝒚 ൅ 𝟑𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎. 

 

𝑐ሻ  La  distancia  del  punto  𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ  al  plano  𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  viene  dada  por  la  fórmula 

𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ .  

Aplicando la fórmula al punto 𝐴ሺ2, െ1, 0ሻ y plano 𝜋 ≡ െ𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 1 ൌ 0: 

  𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ
|ିଶାଷ൉ሺିଵሻାଷ൉଴ିଵ|

ඥሺିଵሻమାଷమାଷమ
ൌ

|ିଶିଷିଵ|

√ଵାଽାଽ
ൌ

|ି଺|

√ଵଽ
⇒ 

𝒅ሺ𝑨, 𝝅ሻ ൌ
𝟔√𝟏𝟗

𝟏𝟗
 𝒖. 
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Problema 4: 

4º) Dada la recta 𝑟 ≡ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ ൅ 𝜆ሺെ1, െ1, 2ሻ y el plano 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2: 

𝑎ሻ Obtener la posición relativa de 𝑟 y 𝜋 en función de 𝑚. 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1, calcular el plano 𝜋ᇱ que contiene a 𝑟 y es perpendicular a 𝜋. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑟 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬ିଵ

ିଵ
ൌ ௭

ଶ
⇒ ቄ𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 1

2𝑥 െ 2 ൌ െ𝑧
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  

2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
             𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
           2𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 2
5𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

     
0
2
2

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ La recta está contenida en el plano. 

2º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es paralela al plano. 

3º ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ La recta es secante al plano. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 െ1 0
2 0 1
5 𝑚 1

อ ൌ െ5 െ 𝑚 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ െ3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑚 ൌ െ3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ1 0
2 0 1
5 െ3 1

     
0
2
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ସ ൌ 2𝐶ଷሽ ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝒎 ് െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟑 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒚 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 𝒔𝒐𝒏 𝒔𝒆𝒄𝒂𝒏𝒕𝒆𝒔. 

𝒎 ൌ െ𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 ൌ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴ᇱ ൌ 𝟐 ⇒ 𝑳𝒂 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂 𝒓 𝒆𝒔𝒕á 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒆𝒏𝒊𝒅𝒂 𝒆𝒏 𝒆𝒍 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒐 𝝅 

𝑏ሻ Para 𝑚 ൌ 1 el plano resulta 𝜋 ≡ 5𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y su vector director es el siguiente: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 1, 1ሻ. 

Por ser el plano 𝜋ᇱ perpendicular a 𝜋, un vector director de 𝜋ᇱ es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 1, 1ሻ. 

Por contener a 𝑟, también es vector director de 𝜋ᇱ e vector 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, െ1, 2ሻ. 

El plano 𝜋ᇱ, por contener a 𝑟, contiene al punto 𝐴ሺ1, 1, 0ሻ ∈ 𝑟. 

La expresión general del plano 𝜋ᇱ es la siguiente: 

𝜋ᇱሺ𝑛ሬ⃗ , 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ;   𝐴ሻ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 1 𝑧

5 1 1
െ1 െ1 2

อ ൌ 0;   2ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 5𝑧 െ ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 𝑧 ൅ ሺ𝑥 െ 1ሻ െ

10ሺ𝑦 െ 1ሻ ൌ 0; 3ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 11ሺ𝑦 െ 1ሻ െ 4𝑧 ൌ 0;   3𝑥 െ 3 െ 11𝑦 ൅ 11 െ 4𝑧 ൌ 0.  

𝝅ᇱ ≡ 𝟑𝒙 െ 𝟏𝟏𝒚 െ 𝟒𝒛 ൅ 𝟖 ൌ 𝟎.   
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Problema 5: 

5º) Consideramos la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
. 

𝑎ሻ Comprobar que 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
 es una discontinuidad evitable.   

𝑏ሻ Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
𝑐ሻ Obtener 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

𝑎ሻ   En primer lugar, se estudia el dominio de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. Por tratarse de una función racional su 
dominio es el conjunto de valores reales de 𝑥, excepto aquellos que anulan el denominador. 

  2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିହേ√ଶହିଵ଺

ସ
ൌ ିହേ√ଽ

ସ
ൌ ିହേଷ

ସ
⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
. 

  𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ቄെ2, െ ଵ

ଶ
ቅ.  Para que  la  función  tenga en 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
  una discontinuidad evitable 

es necesario que el límite de esta función, para 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
, sea finito. 

  lim
௫→ିభ

మ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିభ

మ

ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ

ିଶ൉ቀିభ
మ

ቁ
మ

ିభ
మ

ାଵ

ଶ൉ቀିభ
మ

ቁ
మ

ାହ൉ቀିభ
మ

ቁାଶ
ൌ

ିభ
మ

ିభ
మ

ାଵ
భ
మ

ିఱ
మ

ାଶ
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→ିభ

మ

ିସ௫ାଵ

ସ௫ାହ
ൌ

ିସ൉ቀିభ
మ

ቁାଵ

ସ൉ቀିభ
మ

ቁାହ
ൌ ଶାଵ

ିଶାହ
ൌ ଷ

ଷ
ൌ 1 ⇒ 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑜.  

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒕𝒊𝒆𝒏𝒆 𝒖𝒏𝒂 𝒅𝒊𝒔𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒊𝒅𝒂𝒅 𝒆𝒗𝒊𝒕𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
. 

  Teniendo en cuenta  la discontinuidad evitable para 𝑥 ൌ െ ଵ

ଶ
,  la función 𝑓ሺ𝑥ሻ puede redefinirse 

de la siguiente forma: 

Numerador:    െ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ 0;   𝑥 ൌ ିଵേ√ଵା଼

ିସ
ൌ ିଵേ√ଽ

ିସ
ൌ ିଵേଷ

ିସ
⇒ 

⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
⇒  െ2𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ െ2 ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൉ ቀ𝑥 ൅ ଵ

ଶ
ቁ. 

Denominador: 2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ െ2, 𝑥ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 

⇒ 2𝑥ଶ ൅ 5𝑥 ൅ 2 ൌ 2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ൉ ቀ𝑥 ൅ ଵ

ଶ
ቁ. 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ

ିଶ൉ሺ௫ିଵሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ

ଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ
⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ି௫ାଵ

௫ାଶ
. 

  𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ቐ

ି𝒙ା𝟏

𝒙ା𝟐
  𝒔𝒊  𝒙 ് െ

𝟏

𝟐

   𝟏  𝒔𝒊   𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐
  
. 

𝑏ሻ   Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

  Para determinar la derivada, lógicamente, se utiliza la función redefinida. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ିଵ൉ሺ௫ାଶሻିሺି௫ାଵሻ൉ଵ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ ି௫ିଶା௫ିଵ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ ିଷ

ሺ௫ାଶሻమ ൏ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐷ሺ𝑓ሻ. 
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𝑳𝒂 𝒇𝒖𝒏𝒄𝒊ó𝒏 𝒇ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒔 𝒎𝒐𝒏ó𝒕𝒐𝒏𝒂 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒄𝒊𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒏 𝒔𝒖 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐. 

𝑐ሻ   Para la integral, lo más fácil, es integrar la función redefinida: 

  ׬
ି௫ାଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

௫ିଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

௫ାଶିଷ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ ቀ௫ାଶ

௫ାଶ
െ ଷ

௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

  ൌ െ ׬ ቀ1 െ ଷ

௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ 𝑑𝑥 ൅ 3 ൉ ׬

ଵ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൅ 3 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2|. 

𝑰 ൌ ׬ 𝒇ሺ𝒙ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ ቐ
െ𝒙 ൅ 𝟑 ൉ 𝑳|𝒙 ൅ 𝟐|  𝒔𝒊  𝒙 ് െ

𝟏

𝟐

𝒙   𝒔𝒊   𝒙 ൌ െ
𝟏

𝟐

൅ 𝑪. 

  La integral de la función no simplificada es de la forma siguiente: 

 𝐼 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬
ିଶ௫మା௫ାଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬

ଶ௫మି௫ିଵ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ െ ׬
ଶ௫మାହ௫ାଶି଺௫ିଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ ቀଶ௫మାହ௫ାଶ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
െ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ െ ׬ ቀ1 െ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ െ ׬ 𝑑𝑥 ൅ ׬

଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ െ𝑥 ൅ 𝐼ଵ ൌ 𝐼.     (1) 

 
଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ ଺௫ାଷ

ଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ቀ௫ାభ
మ

ቁ
ൌ ଺௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
ൌ ஺

௫ାଶ
൅ ஻

ଶ௫ାଵ
ൌ ଶ஺௫ା஺ା஻௫ାଶ஻

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
ൌ 

ൌ
ሺଶ஺ା஻ሻ௫ାሺ஺ାଶ஻ሻ

ሺ௫ାଶሻ൉ሺଶ௫ାଵሻ
⇒ 2𝐴 ൅ 𝐵 ൌ 6

𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 3
ቅ  4𝐴 ൅ 2𝐵 ൌ 12

െ𝐴 െ 2𝐵 ൌ െ6
ቅ ⇒ 3𝐴 ൌ 6;   𝐴 ൌ 2;   𝐵 ൌ 1 ⇒  

⇒ ଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
ൌ ଶ

௫ାଶ
൅ ଵ

ଶ௫ାଵ
. 

  𝐼ଵ ൌ ׬
଺௫ାଷ

ଶ௫మାହ௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ ቀ ଶ

௫ାଶ
൅ ଵ

ଶ௫ାଵ
ቁ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

ଶ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬

ଵ

ଶ௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ⇒ 

⇒ 𝐼ଵ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁.     (2) 

  𝑀 ൌ ׬
ଶ

௫ାଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2|. 

  𝑁 ൌ ׬
ଵ

ଶ௫ାଵ
൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ

2𝑥 ൅ 1 ൌ 𝑡
𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝑑𝑡ቋ ⇒ ଵ

ଶ
൉ ׬

ଵ

௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|𝑡| ൌ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1|. 

  Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de M y N: 

  𝐼ଵ ൌ 𝑀 ൅ 𝑁 ൌ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1|. 

  Finalmente, sustituyendo en (1) el valor de 𝐼ଵ: 

  𝐼 ൌ െ𝑥 ൅ 𝐼ଵ ൌ െ𝑥 ൅ 2 ൉ 𝐿|𝑥 ൅ 2| ൅ ଵ

ଶ
൉ 𝐿|2𝑥 ൅ 1| ൅ 𝐶. 

𝑰 ൌ ׬
ି𝟐𝒙𝟐ା𝒙ା𝟏

𝟐𝒙𝟐ା𝟓𝒙ା𝟐
൉ 𝒅𝒙 ൌ െ𝒙 ൅ 𝑳ሺ𝒙 ൅ 𝟐ሻ𝟐 ൅ 𝑳ඥ|𝟐𝒙 ൅ 𝟏| ൅ 𝑪. 

Nótese  que  para  los  valores  que  no  está  definida  la  función  los  valores  de  la  integral  no  son 
reales. 
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Problema 6: 

6º) Una  ventana  rectangular  está  coronada por  un  semicírculo  tal  y  como  se 
indica en la figura adjunta. Sabiendo que el perímetro de la ventana es de 20 
metros: 

𝑎ሻ Calcular el área de la ventana en función de su anchura 𝑥. 

𝑏ሻ  Calcular  las  dimensiones  que  ha  de  tener  la  ventana  para  que  permita  la 
máxima entrada de luz. 

𝑐ሻ Calcular el valor de dicha área máxima.  

Solución: 

    𝑃𝑒𝑟í𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜 ൌ 𝑝 ൌ 𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝜋 ൉ ௫

ଶ
ൌ 20; 

  2𝑦 ൌ 20 െ 𝑥 െ గ௫

ଶ
ൌ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ଶ
;   𝑦 ൌ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ସ
. 

  𝑆 ൌ 𝑥 ൉ 𝑦 ൅
గ൉ቀೣ

మ
ቁ

మ

ଶ
ൌ 𝑥 ൉ 𝑦 ൅ గ൉௫మ

଼
. 

  Sustituyendo en la expresión anterior el valor de 𝑦: 

  𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ ସ଴ିଶ௫ିగ௫

ସ
൅ గ൉௫మ

଼
ൌ ସ଴௫ିଶ௫మିగ௫మ

ସ
൅ గ൉௫మ

଼
ൌ

଼଴௫ିସ௫మିଶగ௫మାగ൉௫మ

଼
⇒ 

⇒ 𝑺ሺ𝒙ሻ ൌ െ
𝟒ା𝝅

𝟖
𝒙𝟐 ൅ 𝟏𝟎𝒙.  

 

𝑏ሻ La máxima entrada de luz se produce cuando la superficie de la ventana es máxima. Para que una 
función  tenga  un  máximo  relativo  es  condición  necesaria  que  se  anule  su  primera  derivada  y  sea 
negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera. 

𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ସାగ

ସ
𝑥 ൅ 10.     𝑆ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ସାగ

ସ
൏ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑜. 

𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ െ ସାగ

ସ
𝑥 ൅ 10 ൌ 0;  ସାగ

ସ
𝑥 ൌ 10 ⇒ 𝑥 ൌ ସ଴

ସାగ
≅ 5,6 𝑚. 

𝑦 ൌ
ସ଴ିଶ൉ రబ

రశഏ
ିగ൉ రబ

రశഏ

ସ
ൌ

ଵ଴ି మబ
రశഏ

ିభబഏ
రశഏ

ଵ
ൌ ସ଴ାଵ଴గିଶ଴ିଵ଴గ

ସାగ
⇒ 𝑦 ൌ ଶ଴

ସାగ
≅ 2,8 𝑚.. 

𝑳𝒂 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒂 𝒆𝒏𝒕𝒓𝒂𝒅𝒂 𝒅𝒆 𝒍𝒖𝒛 𝒔𝒆 𝒑𝒓𝒐𝒅𝒖𝒄𝒆 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒙 ൌ 𝟓, 𝟔 𝒎 𝒆 𝒚 ൌ 𝟐, 𝟖 𝒎. 

 

𝑐ሻ   𝑆൫ రబ
రశഏ

൯ ൌ െ ସାగ

଼
൉ ቀ ସ଴

ସାగ
ቁ

ଶ
൅ 10 ൉ ସ଴

ସାగ
ൌ െ ସାగ

଼
൉ ଵ.଺଴଴

ሺସାగሻమ ൅ ସ଴଴

ସାగ
ൌ ିଶ଴଴ାସ଴଴

ସାగ
⇒ 

⇒ 𝑺 ൌ
𝟐𝟎𝟎

𝟒ା𝝅
 𝒎𝟐 ≅ 𝟐𝟖 𝒎𝟐. 

   

x 

x 

x/2 

y 
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Problema 7: 

7º) Una urna tiene tres bolas verdes, cuatro rojas y cinco amarillas. Todas de igual tamaño.  

𝑎ሻ Se extrae una bola de la urna, se mira su color y se devuelve a la urna. Se repite de nuevo, una vez 
más,  esta  operación.  ¿Cuál  es  la  probabilidad  de  que  los  colores  de  las  dos  bolas  extraídas  sean  el 
mismo? ¿Y la probabilidad de que sean distintos? 

𝑏ሻ Se extraen al mismo tiempo tres bolas. ¿Cuál es la probabilidad de que las tres bolas sean de distinto 
color? 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Solución: 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑣𝑣ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑎ሻ ൌ ଷ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଶ
൅ ସ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଶ
൅ ହ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଶ
ൌ ଽାଵ଺ାଶହ

ଵସସ
ൌ ହ଴

ଵସସ
⇒ 

⇒ 𝑷 ൌ
𝟐𝟓

𝟕𝟐
ൌ 𝟎, 𝟑𝟒𝟕𝟐. 

  La  probabilidad  de  que  las  bolas  sean  del mismo  color,  por  el  suceso  contrario,  es  igual  a  la 
unidad menos la probabilidad de que sean del mismo color: 

  𝑃 ൌ 1 െ ଶହ

଻ଶ
ൌ ଻ଶିଶହ

଻ଶ
⇒ 

𝑷 ൌ
𝟒𝟕

𝟕𝟐
ൌ 𝟎, 𝟔𝟓𝟐𝟖. 

 

𝑏ሻ   En este caso, sin reposición de las bolas. 

  𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑣𝑟𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑣𝑎𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑎𝑣ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑟𝑣𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑣𝑟ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑎𝑟𝑣ሻ ൌ 

ൌ ଷ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଵ
൉ ହ

ଵ଴
൅ ଷ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଵ
൉ ସ

ଵ଴
൅ ସ

ଵଶ
൉ ହ

ଵଵ
൉ ଷ

ଵ଴
൅ ସ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଵ
൉ ହ

ଵ଴
൅ ହ

ଵଶ
൉ ଷ

ଵଵ
൉ ସ

ଵ଴
൅ ହ

ଵଶ
൉ ସ

ଵଵ
൉ ଷ

ଵ଴
ൌ      

ൌ 6 ൉
3

12
൉

4
11

൉
5

10
ൌ

6 ൉ 12 ൉ 5
12 ൉ 11 ൉ 10

ൌ
6 ൉ 5

11 ൉ 10
ൌ

2 ൉ 3 ൉ 5
11 ൉ 10

⇒ 

𝑷 ൌ
𝟑

𝟏𝟏
ൌ 𝟎, 𝟐𝟕𝟐𝟕.  
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Problema 8: 

8º)  Una  empresa  tiene  dos  plantas  de  producción  de  teléfonos móviles.  La  primera  planta  produce 
móviles defectuosos con probabilidad 0,02 y  la  segunda planta con probabilidad 0,06. Al  comprar un 
móvil de esa empresa, la probabilidad de que sea de la primer planta es 0,7. Compramos un móvil. Se 
pide determinar: 

𝑎ሻ La probabilidad de que proceda de la segunda planta de producción y sea defectuoso. 

𝑏ሻ Sabiendo que el móvil comprado es defectuoso, la probabilidad de que lo haya fabricado la primera 
planta de producción. 

Los  resultados han de expresarse en  forma de  fracción o en  forma decimal  con  cuatro decimales de 
aproximación. 

Solución: 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐷ሻ ൌ 0,3 ൉ 0,06 ൌ 0,018. 

 

𝑏ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐷ሻ ൌ ௉ሺ஺∩஽ሻ

௉ሺ஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஺∩஽ሻା௉ሺ஻∩஽ሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻ

௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ஽/஺ሻା௉ሺ஻ሻ൉௉ሺ஽/஻ሻ
ൌ 

ൌ ଴,଻൉଴,଴ଶ

଴,଻൉଴.଴ଶା଴,ଷ൉଴.଴଺
ൌ ଴,଴ଵସ

଴,଴ଵସା଴,଴ଵ଼
ൌ ଴,଴ଵସ

଴,଴ଷଶ
ൌ ଵସ

ଷଶ
ൌ ଻

ଵ଺
ൌ 0,4375.  

 

0,3 

0,7 

0,02

0,98

0,06

0,94

𝐴 

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,02 ൌ 0,014

𝐷

𝐷

𝐷𝐵 

𝐷

→ 𝑝 ൌ 0,7 ൉ 0,98 ൌ 0,686

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,06 ൌ 0,018

→ 𝑝 ൌ 0,3 ൉ 0,94 ൌ 0,282


