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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2023-2024
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL MATERIA: MATE MATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO de los 8 ejercicios propuestos. Si resuelve mas, se corregiran solo los cuatro
primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadoras
indicadas en la informacidn de las pruebas.

Problema 1:

ax+2y+z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones lineales {2x + ay +z = a, cona € R.
S5x+2y+z=1
a) Discute el sistema de ecuaciones segin los valores de a, e identifica el niimero de
soluciones en cada caso.

b) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

Problema 2:

2°) Con objeto de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disenar unos enva-
ses con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm® (tal como se mues-
tra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcién de la superficie del envase en fun-
cién de x (incluidas las dos bases).

|
I
b) Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que I y
la superficie sea minima. I
J
¢) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, de- /// z
termina la superficie de cada envase y su coste, sabiendo -7 x

que el material tiene un precio de 5 euros dm?.

Problema 3:

3°) Carla esta disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una
viga que tiene los extremos en los puntos de coordenadas A(2, —1,3) y B(—2,4,5).

a) Determina la ecuacién de la recta que representa la viga.
b) ¢Cual es la longitud de la viga?

c¢) Si se quiere colocar una placa metdlica triangular de vértices los puntos A, B y
€(0,0, 1). Determina el drea de la placa triangular.

Problema 4:

4°) a) Calcula el siguiente limite: x]_l’r_{lm —
1 010

b) Estudia el rango de la matriz A=(2 0 2 1 ] en funcién de los valores del
a 1 0 1

pardmetro a € R.
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Problema 5:

Problema 6:

Problema 7:

Problema 8:

5% a) Calcula la siguiente integral: I = [ x/2x + 3 - dx. Puedes utilizar el cambio de
variable t = v2x + 3.

b) Sean los vectores u = (1,a,a) y v = (—1,0,2), con a € R. Determina el valor de
a para que el dngulo entre los vectores U y v sea de 60°.

6% a) Calcula los coeficientes a, b, ¢ € R de la funcion f(x) = x3 +ax? + bx + ctal
que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexion en
el punto P(1,2). Justifica tu respuesta.

b) Sean los sucesos A y B tales que P(4) = 0,2, P(AnB)=0,1, P(AUB) = 0,3.
Calcula:

b,) P(B) y P(AN B), con B el suceso complementario de B.

b,) P(A/B) y P(B/A).

7" a) Sea la matriz A = ({; é

matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

), con a € R. ;Existe algin valor de a para que la

b) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendi-
cular a los vectores 1 = (1,2,1) y ¥ = (1,0, 0).

8° @) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tnico
deporte. El 60 % juega al tenis, el 25 % practica natacién y el resto, golf. En los cam-
peonatos locales, han obtenido algtin precio el 21 % de los socios que juegan al tenis,
el 30 % de los que practican natacion y el 12 % de los que practican golf.

a, ) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algtin premio.

@,) Sabiendo que un socio ha obtenido algtin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacién.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién
normal de media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 mi-
nutos?

b) ;Cudl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 mi-
nutos?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

ax+2y+z=1
1°) Se considera el sistema de ecuaciones lineales {2x + ay +z = a, con a € R.
S5x+2y+z=1
a) Discute el sistema de ecuaciones segtin los valores de a, e identifica el nimero de
soluciones en cada caso.

b) Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a = 1.

Solucion:
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a 2 1 a 2 1 1
M=(2 a 1|yM'=|2 a 1 al
5 2 1 5211

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del pardmetro a es el siguiente:

a 2 1
IM|=12 a 1|=a*+4+10-5a-2a-4=0; a®>-7a+10 = 0;
5 2 1

7+V49-40  7+H/9 743
a=———="=- >a =2,a,=05.

Para {Z i é] = Rang M = Rang M' = 3 =n%incog.= S.C.D.

2 21 1
Paraa=2=>M =(2 2 1 2|= RangM' ={C,,C5,Cs}=
52 1 1
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2 1 1
=2 1 2[=2+4+54+10—-5-4—-2=6+ 0= RangM' = 3.
5 1 1

Paraa =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

5 2 1 1
Paraa:S::»M’:(z 5 1 5):>RangM’=>
5 2 1 1
( 5 2 1 1
{€,C,,C}=>2 5 5/=254+44+50—-25-50—4=0
5 2 1
5 1 1
=1{{C,C3,C)}=>|2 1 5|=5+2+25-5-25-2=0 =
5 1 1
2 1 1
{C,,C5,C} =[5 1 5/=245410-2-10-5=0
\ 2 1 1 J
= Rang M' = 2.

Paraa=5= Rang M = Rang M' = 2 < n%incég.= S.C.I.

b)
x+2y+z=1
Para a =1 el sistema resulta 2x +y +2z = 1], que es compatible determi-
S5x+2y+z=1
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1 2 1 1 11
1 1 1 2 1 1
0 0
x:—l 2 1 =-=0. y=—5 1 1:—:0_
12-7-1+10 4 4 4
1 2 1
2 1 1
1+4+4+10-5-2-4 4
Z:S 2 11 _ =-=1.
4 4 4

Solucion:x =0, y=0, z=1.

Solucion: x=0, y=0, z=1.
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Problema 2:

2°) Con objeto de reducir el coste, una cooperativa de aceite quiere disefiar unos enva-
ses con forma de prisma de base cuadrada con un volumen de 1 dm?® (tal como se mues-
tra en la figura adjunta) pero que tengan la minima superficie.

a) Determina la funcién de la superficie del envase en fun-
cion de x (incluidas las dos bases).

b) Calcula, razonadamente, los valores de x e y, para que
la superficie sea minima.

I
I
|
I
I
I
I
)_— —— ——

c¢) Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, de- prad <
termina la superficie de cada envase y su coste, sabiendo [~  x
que el material tiene un precio de 5 euros dm?.
Solucion:
a)

S(x,y) = 2x% + 4xy. (¥

Para expresar la superficie en funcién de una sola incégnita se tiene en cuenta el
dato: el volumen es de 1 dm3 = 1.000 cm3.

1.000
xZ

Vix,y) =x*-y=1.000=>y=

Sustituyendo el valor obtenido de y en la expresion (*):

3
S(x) = 2x% + 4x -—1‘520 =2x%+ —4‘100 = §(x) = X200 +:'000.
b)
Para que la superficie sea minima es condicién necesaria que se anule su primera
derivada:
Zy—(2x3 . 3_
§'(x) = EEEEO _ 2 A0 2 0 5 40 = 4.000; x° = 1.000 =
= x = Y1.000 = Y103 = x = 10. y=—r ="y =10.
La superficie es minima parax =y = 10 cm.
c)

2-10%+4.000 __ 6.000

Para x = 10 = 5(10) = 2 =2 = 5(10) = 600 cm? = 6 dm?.

Coste =S5-5=6-5=30= El coste minimo es de 30 euros.

b) La superficie es minima parax =y =10 cm.

c) El coste minimo es de 30 euros.
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Problema 3:

3°) Carla esta disefiando el tejado de una casa con Geogebra. Para ello, debe unir una
viga que tiene los extremos en los puntos de coordenadas A(2, —1,3) y B(—2,4,5).

a) Determina la ecuacion de la recta que representa la viga.
b) ;Cuadl es la longitud de la viga?

c¢) Si se quiere colocar una placa metalica triangular de vértices los puntos A, B y
€(0,0,1). Determina el area de la placa triangular.

Solucion:
a)
Los puntos A(2,—1,3) y B(—2, 4, 5) determinan el vector:
AB =0B — 04 =[(-2,4,5) — (2,-1,3)] = (—4,5,2).
La expresion de la recta r que representa la viga dada, por ejemplo, por unas
x=2-—44
ecuaciones paramétricas, es la siguiente: r = {y = —1 + 54.
z=3+2A
b)
La longitud de la viga, £, es el médulo del vector AB:
¢ =|AB| = /(=) + 52 + 22 = V16 + 25 + 4 = V45 = 35,
La longitud de la viga es 35 u = 6,71 u.
c)

Los puntos A(2,—1,3) y €(0,0, 1) determinan el vector:

- T}

C=0C—-04=1[(0,01)—-(2-13)]=(-21,-2).

El érea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
madulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 = 1 ¢ J k
S=§-|AB><AC|=E- -4 5 21|=
-2 1 =2

== |=10i — 4j — 4k + 10k — 2i — 8j| =~ |-12i — 12j + 6k| =

=|—6i —6j +3k| =/(—6)2+(—6)2 +32 =436 +36+9 =81 =5 =9 u>
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Problema 4:

e¥—1

; o e
4°) a) Calcula el siguiente limite: J‘:1_1'11109 =13

1 0 10
b) Estudia el rango de la matriz A = (2 0 2 1) en funcion de los valores del
a 1 0 1
parametro a € R.
Solucion:
a)
x_ oo _ o x oo -
im = . = . === Ind.= {L'Hopital} = lim —=-—===
x—+o0 X°+3 w0=+3 oo Y—+4oo 2X 2.00 oo
r . - ex e o0 . eX—1
= Ind.= {L'Hopital} = xhrpm— === xl—lvTco — =
b)

Procediendo por el método de Gauss:

1 0 1 0 10 1 0
F, » F, — 2F
A=(2 0 2 1)={F2—>Fz—aF1}=)(D 0 0 1)=~{Fg<—>F3}='
a 1 0 1 3703 1 0 1 —a 1

1 0 1 0
=|0 1 —a 1)=RangA =3,VYa€R.
00 0 1

Rang A=3, Va€ER.
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Problema 5:

5°) @) Calcula la siguiente integral: I = [ x+/2x + 3 - dx. Puedes utilizar el cambio de

variable t = +/2x + 3.

b) Sean los vectores i = (1,a,a) y v = (—1,0, 2), con a € R. Determina el valor de
a para que el angulo entre los vectores U y U sea de 60°.

Solucion:
a)
V2x+ 3=t
2_
I=[x\2x+3-dx = 22x+3=t2 :ftTg-t-t-dt=
x=t—2_3—)dx=t-dt
L4t g2y g =1L (232 e _ 2 _
=- [(t* = 3t%) dt—z (5 3)+:’:-2 (5 1)+C—m (t*=5)+C =
= SO (ax+3-5)+ ¢ =EEDBE 5y _ptcs

=I=_|'x\K2x+3-dx=§-(2x+3)(x—1)\/2x+3+C.

b)

Por la definicién de producto escalar de dos vectores:

%7 =il 9] cosf = cos60° = L =15 _Gaa(lon 1.

il 2 ViZ+al+a?o/(-1)2422 2’
—it2e _ 1, _ 9=t . (242 : 2 _ _ 2 4 c.
Tz 2 da-2= V5 (2a%? +1); 16a* —16a + 4 = 10a® + 5;
6a% — 16a — 1 = 0: a= 16++256+24 _ 16++/280 _ 1642470 _ 8+470 -
12 12 12 6

=a, = s—:‘ﬁ( 0,a, = 870 5 9.

El valor negativo no se puede utilizar porque daria un producto u - v < 0, en
cuyo caso el angulo no podria ser 60°.

cr e 8+y70
Soluciom Gnica: a = PR
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Problema 6:

6°) a) Calcula los coeficientes a, b, ¢ € R de la funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ctal
que tenga un extremo relativo en el punto de abscisa x = 2 y un punto de inflexién en
el punto P(1, 2). Justifica tu respuesta.

b) Sean los sucesos A y B tales que P(4) = 0,2, P(AnB) =0,1, P(AUB) = 0,3.
Calcula:

b,) P(B) y P(An B), con B el suceso complementario de B.

b,) P(A/B) y P(B/A).
Solucion:

a)

Por tener un extremo relativoen x = 2 = f'(2) = 0:

f'(x) = 3x* + 2ax + b.
ff(2)=0=3-22+2a-2+b=0; 4a+b=-12. (¥
Por tener un punto de inflexién en P(1,2) = f"(1) = 0:
f"(x) = 6x + 2a.

f"1)=0=6-14+2a=0; 3+a=0=a=-3.
Sustituyendo el valor obtenido de a en la expresion (*):
4-(-3)+b=-12; -124+b=-12=b =0.

La funcion resulta: f(x) = x* — 3x% +c.

Por contener al punto P(1,2) = f(1) = 2:
f)=2=1"-31*+¢c=2; 1-3+c=2=>c=4

b)
Datos: P(A) =0,2; P(AnB)=0,1; P(AUB) =0,3.

by)
P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) =

= P(B) =P(AUB)—P(A)+P(AnB) = |

B

03-02+01=P(B)=0,2

ANB=A—(ANE)

P(ANB)=P(4)—P(AnB)=02-01=P(ANB)=0,1.
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b,)
P(A/B) =

P(ANB) _ 01
P(B) 0.2

= P(A/B) = 0,5.

P(BNA) _ 0,1
P(A) 02

P(B/A) = = P(B/a) = 0,5.
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Problema 7:

7°) a) Sea la matriz A = (? é) con a € R. ;Existe algin valor de a para que la

matriz A y su inversa sean iguales? Si es asi, indica cudles. Justifica tu respuesta.

b) Calcula la ecuacion de la recta que contiene al punto A(1,0,0) y que es perpendi-
cular a los vectores U = (1,2,1) y ¥ = (1,0,0).

Solucion:
a)
_la 1} _ e (a1 . e _ (0 =1
|,n1|_|1 D|_ Loa=(§ n)' Adj.de a' = (°) a).
0 -1
_1_Adj.de;'1[_(_1 a} 1 _ {0 1
A== =T =4 =(1 Za)
1 a Ih_/0 1 _
A —A:>(1 ﬂ)_(l _a):nz—l:].
La matriz A y su inversa son iguales para a = 0.
b)

El producto vectorial de dos vectores es otro vector que es perpendicular a los
dos vectores que se multiplican.

La pendiente de la recta r pedida tiene como vector director a cualquiera que sea
linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores U y 7.

i j ok
uAv=\1 2 1|=j-2k=v =(01,-2).
1 0 0

La expresion de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas, es la
siguiente:
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Problema 8:

8°) @) En un club se juegan tres deportes. Cada socio solo puede apuntarse a un tinico
deporte. El 60 % juega al tenis, el 25 % practica natacién y el resto, golf. En los cam-
peonatos locales, han obtenido algun precio el 21 % de los socios que juegan al tenis,
el 30 % de los que practican natacion y el 12 % de los que practican golf.

@, ) Calcula la probabilidad de que uno de los socios, seleccionado al azar, haya
obtenido algtin premio.

@, ) Sabiendo que un socio ha obtenido algin premio en los campeonatos locales,
calcula la probabilidad de que practique natacion.

b) El tiempo que una persona sana invierte en recorrer 5 km sigue una distribucién
normal de media 60 minutos y una desviacion tipica de 8 minutos.

b,) ;Cuadl es la probabilidad de que una persona sana invierta menos de 50 mi-
nutos?

b,) ;Cuadl es la probabilidad de que una persona sana invierta entre 50 y 66 mi-

nutos?
Solucion:
a) —p=0,60-021=0,1260
- p=0,60-079 = 0,4740
- p=0,25-0,30 = 0,0750
70
—-p=025-0,70 =0,1750
—p=0,15-0,12 = 0,0180
—-p=0,15-0,88 = 0,1320
a,)
P=P(P)=P(T) - P(P/T)+ P(N):-P(P/N)+P(G) - P(P/G) =
=0,60-0,21+0,25-030+0,15-0,12 = 0,1260 + 0,0750 + 0,0180 = 0,2190.
%) (NNF) (N)-P(P/N)
. _ P(NnP) _ P(N)-P(P/N) 025030  0,0750
P=P(N/P) = pEy P(P) T oz21%0 02190 0,3425.
b)
Datos: u=60; o =8.
X - N(u,0) = N(60,8). Tipificando la variable: Z = *—=

a8
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by)
P:P[X{SG):P(Z{

50—-60
8

):p(z{;ﬁ):P(Z{—l,ZSJ =

=1-P(Z<125)=1-0,8944 = 0,1056.

b,)
P:P[SQEXEﬁE-):P(

50-60 EZ < EE—GD)
8

= P(—1,25 <Z< g) =P(-125<Z<0,75)=P(Z <0,75) -P(Z<-125) =

=P(Z<075)—-[1-P(Z<125)]=P(Z<0,75)—-1+P(Z<125)=

=0,7734 -1+ 10,8944 = 1,6678 — 1 = 0,6678.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024

MATEMATICAS II

CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIOMNAL

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1°) Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros, respectivamente. El
viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También sabemos que el numero de helados de una bola
vendidos es k veces el nimero de helados de tres bolas, con k>0.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el numero de helados
vendidos de cada tipo.

b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion Unica. Para los casos en los que el
sistema tiene solucion tnica, /es posible que en alguno de ellos se hayan vendido el mismo nimero de helados de
una bola que de tres bolas? Justifica tu respuesta.

Problema 2:

x24+2x+1six<3

0 1A j—
2% Sea la funcién f(x) = [ % si x>3

a) Estudia la continuidad de la funcién y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo
de discontinuidades.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) en el punto de
abscisa x = 2.

Problema 3:

3°) Se quiere instalar un toldo que pase por el punto A(2, 1, 1) y que sea perpendicular
s oo _[2x—y+z=3
a una barra meldlica de ecuacién r = {
x—z=1
a) Determina la ecuacién del plano que define el toldo.

b) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2,—2,1). ;A qué distan-
cia se encuentra del plano que define el toldo?

Problema 4:

2x2

4°) a) Calcula la siguiente integral: [ = [ dx.

241

b) Sea la matriz A = (g :12

(Cudl crees que serd el determinante de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica y
razona lu respuesta.

), con a € R. Calcula el determinante de A y de A - A.
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Problema 5:

5° a) Calcula el volumen de la region generada al girar la funcién f(x) = x entre los
puntos x = 2y x = 3 con respecto al eje X.

b) Estudia la posicién relativa de los siguientes planos: my =x+y =1, m, = x +
v+z=2m,=z=0.

Problema 6:

3 2
6") a) Calcula el siguiente limite: lim w
r——2 x<+2x

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estdn marcadas solo con un punto verde, 5
solo con un punto rojo y 7 estdn marcadas con los dos puntos (verde y rojo).

b,) ¢Cual es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que am-
bas tengan un punto verde?

b,) Si saco una carta y tiene un punto verde, jcudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un
punto verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

Problema 7:

X y z
7°) a) Sea el determinante (@ b c¢| = 1. Calcula razonadamente el valor del si-
3 21

x+a y+b z+c
Z2a 2b 2c
3 2 1

guiente determinante:

b) Obtén la ecuacién de la recta que es paralela a la recta ? == _iz y contiene
al punto 4(0,1,0).

Problema 8:

8°) a) Se tienen tres cajas A, B y C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de
copas. En la caja B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de
espadas y una de copas. Se tira un dado de seis caras y, si el resultado es impar, se saca
una carta de la caja A; si el resultado es 4 o 6, se saca una carta de la caja B y, si el
resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a,) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

@,) Sabiendo que la carla extraida es de copas, jcudl es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25.
Si se lanza 5 veces, determina:

by) ;Cual es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:

1°) Una heladeria vende helados de una, dos y tres bolas a uno, dos y tres euros,
respectivamente. El viernes ha vendido 157 helados obteniendo 278 euros. También
sabemos que el numero de helados de una bola vendidos es k veces el nimero de helados
de tres bolas, con k>0.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales cuya resolucion permita determinar el
numero de helados vendidos de cada tipo.

b) Estudia para qué valores del parametro k el sistema tiene solucion unica. Para
los casos en los que el sistema tiene solucion Unica, ;es posible que en alguno de ellos se
hayan vendido el mismo nimero de helados de una bola que de tres bolas? Justifica tu

respuesta.
Solucion:

a) Sean X, y, z el nimero de helados de una, dos y tres bolas que vende la heladeria,
respectivamente.
El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:
X+y+z=157
{x+2y+3z =278

x—kz=0
b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1 1 1 1 1 157
M={1 2 3 |yM=(1 2 3 278|
1 0 —k 1 0 -k 0
1 1 1
M| =11 2 3|=-2k+3-2+4+k=0; 1-k=0=>k=1.
1 0 -k

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Para k#21=>Rang M=Rang M'=3=n? incég.=S. C. D.
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Para que el nimero de helados de una bola sea igual que el nimero de helados
de tres bolas tiene que ser x = z, lo cual implica que k = 1. Se estudia a continuacién
lo que ocurre en este caso.

1 1 1 157
Parak=1=>M'=|1 2 3 278|=RangM' = {C,,C,,C,} =
10 -1 0
1 1 157
=11 2 278=|; ;§;=278—314¢0:>RangM’=3.
1 0 0

Parak =1 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
No es posible vender el mismo nimero de helados de una y tres bolas.
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Problema 2:

x242x+1si x<3
2

2°) Sea la funcién f(x) = { s x>3

xX—4

a) Estudia la continuidad de la funcién y, en caso de existir, indica y clasifica el tipo
de discontinuidades.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) en el punto de
abscisa x = 2.

Solucion:

a)
La funcién f(x) es continua en su dominio, excepto para x = 3 y para x = 4,
cuya continuidad es dudosa; se estudia a continuacidn.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcidén en ese punto.

lim f(x) = lim(x + 1) = 16
x—=3- =3
6

. . 2x
A fO) = =m = 6= G

x=3=

= x]irgi_ flx) # xlir§1+ f(x) = f(x) no es continua para x = 3.

La funcion f(x) tiene una discontinuidad de salto finito para x = 3.

lim f(x) = lim — =2 = —o
r=4= x4~ x—=4= 47 -4 0 =
. 2-4 a8
lim f(x) = lim =—=—=+o

= ]irP flx)# liT+ f(x) = f(x)no es continua para x = 4.
X—=4~ x—

La funcion f(x) tiene una discontinuidad de salto infinito para x = 4.

b)
Para x = 2 la funcién resulta: f(x) = x% + 2x + 1 = (x + 1)~

f(2) =(2+ 1)* =9, por lo cual el punto de tangencia es P(2,9).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

fllx) =2x+2. m=f(2)=2-24+42=4+2=>m=6.

La expresién de una recta conocido un punto y la pendienie viene dada por la
formula y — v, = m(x — xy), que aplicada al punto P(0,—1) conm = 1 es:

La recta tangente es t=6x-y-3=0.
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Problema 3:

3°) Se quiere instalar un toldo que pase por el punto A(2, 1, 1) y que sea perpendicular
a una barra metalica de ecuacién r = {Zx —ytz= 3,
x—z=1

a) Determina la ecuacion del plano que define el toldo.

b) Si se quiere colocar un foco en el punto de coordenadas F(2, -2, 1). ;A qué distan-
cia se encuentra del plano que define el toldo?

Solucion:

a)

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que
sonn, = (2,—-1,1)yn; =(1,0,-1).

ik
vi=l2 -1 1|=i+j+k+2j=i+3j+k=v =(131).
1 0 -1

El haz de planos y perpendiculares a la recta r tiene la siguiente expresion gene-
rabky=x+3y+z+D=0.

De los infinitos planos del haz y, el plano m que contiene al punto A(2,1,1) es
el que satisface su ecuacion:

y=x+3y+z+D=0

MlLU}ﬂ2+}1+1+D:m6+D:ﬂ;D:_ﬁé

>n=x+3yv+z—-6=0.

b)
La distancia del punto Py (x,, ¥y, Z,) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene dada
. _ |Axg+Byp+Czo4+D|
por la formula d(Po, 1) = —=——

Aplicando la formula al planom = x + 3y +z—6 =0 yaal punto F(2,-2,1):

d(m, F) = |243-(-2)+1-6] _ |2-6+1-86] _ |-9l = d(m,F) =

wnu
V12432412 T 14941 11 11
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Problema 4:

2x2
x4l

4°) a) Calcula la siguiente integral: [ = |

b) Sea la matriz 4 = (g i) con a € R. Calcula el determinante de A y de 4 - A.

;Cudl crees que serd el determinante de n veces A (con n > 2 y entero)? Justifica y
razona tu respuesta.

Solucion:
a)
2x? x? x41-1 x
Izj'xzﬂ'd.x:ZJ‘sz-dx:Ef _zf(xzu 2+1) ax =
=2[(1-==)-d dx=2x—2 arctgx+C.

I =

b)
A|:|g il:)|}l|=a.

name=(G 6 )=(5 )

2
1A A = H] 2‘11+2|:‘>|A-A| = a?.

ArA-A:AZ-A:(‘Ez 2a1—|—2).g f):(ﬁ 2a2+12a+2)_

3 2
|A»A-A|=|‘E 2a +12‘-'1+2|=:.|A-A»A|=a3

nwveces

En general: ‘A : R A‘ = |A"| = (|A])™.

La solucion es la esperada teniendo en cuenta la propiedad del determinante del
producto de matrices, que es igual al producto de los determinantes de las matrices.
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Problema 5:

5°) @) Calcula el volumen de la regién generada al girar la funcion f(x) = x entre los
puntos x = 2 y x = 3 con respecto al eje X.

b) Estudia la posicién relativa de los siguientes planos: my = x+y =1, m, = x+
y+z=2m3;=z=0.

Solucion:
a)

El volumen del cuerpo de revolucion engendrado al girar la curva f (x) alrededor
del eje OX y limitado por las rectas x = a y x = b, con a < b, viene dado por la ex-

presion: V = - f;[f(xj]z - dx.
Aplicada la férmula a la funcién f(x) = xyalasrectasx =2y x = 3:

Vzrr'f:xz'dxzrr-[x;]::H-(E—g—z—g):n-(‘}—g):ﬂ»’:&u?

3 3 3

b)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema que forman los tres planos
son las siguientes:

1 1 0 1 1 01
M=(1 1 1)yM=(1 1 1 2|
0 0 1 0 0 10

Segtin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
l.-- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)

3.-- Rang M = Rang M' =1 = Los tres planos son coincidentes.

4.-- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang M = 2; Rang M" = 3 = Hay planos secantes.
(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)
(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

11 0 Lo
Ml =[1 1 1=D:>[C1:Cz}:>| |:>RangM=2.
n o 1 11
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1 1 01 1 0 1
M = (1 1 1 2)=>Rang M ={C,C;,Cl=11 1 2|=
0 0 1 0 0 1 0

=1—-2=-2+#0=RangM' =3.

Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los tres planos se cortan dos a dos.

Rang M=2; Rang M'=3=Los tres planos se cortan dos a dos.
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Problema 6:

3 2
6°) a) Calcula el siguiente limite: lim x—”: =
r==2 xe+2x

b) En un mazo hay 40 cartas. De estas, 4 estan marcadas solo con un punto verde, 5
solo con un punto rojo y 7 estan marcadas con los dos puntos (verde y rojo).

b,) ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos cartas sin reemplazamiento y que am-
bas tengan un punto verde?

b,) Si saco una carta y tiene un punto verde, jcudl es la probabilidad de que
tenga también un punto rojo?

En ambos apartados se considera que una carta tiene un punto verde si tiene solo un
punto verde o también si tiene un punto verde y otro rojo.

Solucion:
a)
. S42x%4x42 —2)342.(-2)2+(-2)+2  -8+B-242 0 .
lim X2xtxtz (22 (o) oz =-=Ind = {L'Hopi} =
xs-2  x%42x (-2)%42.(-2) 4-4 0
. 3x%4dx41l 3(-2)%44(-2)41  12-8B41 23 42x24x42 5
= lim = = = lim —= —-
xo—2  2Xx+2 2:(-2)+2 —4+42 ¥o—2  x242x 2
b)
by)
447 (3+7)o(4+6) 11 10 _ 11
p=27 GiDo@+e) 11 10 _11 _ 50561,
40 39 40 49 196
b)
Para la resolucion de este apartado se tienen en cuenta las siguientes pro-
babilidades:
. 4+7 11
Probabilidad de tener un punto verde: P(V) = — =

Probabilidad de tener un punto rojo: P(R) = S

a0 40 10

Probabilidad de tener un punto verde y un punto rojo: P(V N R) = %.

P =P(R/V) :% :%:%: 0,6364.
40 _—
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Problema 7:
X y z
7°) a) Sea el determinante |a b c¢| = 1. Calcula razonadamente el valor del si-
3 2 1

x+a y+b z+c
2a 2b 2c
3 2 1

guiente determinante:

b) Obtén la ecuacion de la recta que es paralela a la recta ?
al punto A(0, 1,0).

£ .
=¥ contiene
=2

Solucion:
a)
x+a y+b z+c x y Z a b ¢
2a 2b 2c |=|2a 2b 2¢c|+|2a 2b 2c|=
3 2 1 3 2 1 3 2 1
Xy z a b ¢ x+a y+b z+c
=2-la b c|+2:la b ¢/=2-1+42:-0=| 2a 2b 2c | =2
3 21 3 21 3 2 1
En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los
determinantes:

1*.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

2%~ 5i un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
Cero.

3".- Si todos los elementos de una linea de un determinante se muliiplican o dividen
por un nimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho ndmero.

b)
Un vector director de r es 7, = (1,1, —2).
x=A
La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricases: s =y =1+ A.
z=—=2A
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Problema 8:

8%) a) Se tienen tres cajas A, B y C. En la caja A hay dos cartas de espadas y tres de
copas. En la caja B, tres cartas de espadas y dos de copas y en la caja C, cuatro de
espadas y una de copas. Se tira un dado de seis caras vy, si el resultado es impar, se saca
una carta de la caja A; si el resultado es 4 o 6, se saca una carta de la caja B y, si el
resultado es 2, se saca una carta de la caja C.

a; ) Calcula la probabilidad de que se obtenga una carta de copas.

a, ) Sabiendo que la carta extraida es de copas, ;cudl es la probabilidad que se
haya extraido de la caja B?

b) La probabilidad de que un paracaidista novato caiga en el punto correcto es de 0,25.
Si se lanza 5 veces, determina:

b,) ¢Cuadl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto exactamente dos
veces?

b,) ¢Cudl es la probabilidad de que caiga en el punto correcto al menos una vez?

Solucion:

a)

La probabilidad de obtener impar es: p :E = %
La probabilidad de obtener 4 0 6 es: p = é =-

La probabilidad de obtener 2 es: p = %.

a)
P=P(Co)=P(AnCo)+PBnCo)+P(CnCo)=

= P(A) - P(Co/A) + P(B) - P(Co/B) + P(C) - P(Co/C) =
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3,02 ., 1 _ 94441 _ 14

=23t st TRt et 0 “n-5n
az) 12
P p(s/co) = 100 e 2t
b)

Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:

n=5 p=025 q=1-025=075 Py = (") p a" .

by)
_ _ {5 z 3 _ &l _
P=P(2) = (2) - 0,25 .0,75° = reTh 0,0625-0,4219 =

=10:0,02637 = P = P(2) = 0,2637.

b)
La probabilidad pedida, por el suceso conirario, es equivalente uno menos
la probabilidad de que no caiga ninguna vez en el punto correcto:

P:1—P({}):1—(3)-0,25”-D,?SS:1—1-1-0,23?3:1—0,23?3:>

= P =10,7627.
P=0,7627.
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