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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
syl GENERAL JUNIO
UNIVERSIDAD .
DE LA RIOJA CURSO: 2023—?024
MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

1.- {2 puntoz) Escribe la ecuacion de la recta tangente a la curva v=1/x en el punto (3, 1/3).
Comprusba que el sezgmento de esta recta comprendido enfre loz ajes de coordenadas exta dividido
en dos partes iguales por el punto de tangencia.

Problema 2:

2.- (2 puntoz) En una fmea con forma de semicirculs de radio 20 m ze quiers poner un jardin
rectangular, de tal manera que uno de lados esté sobre el diametro v el opuesto a &l tiens sus

axtremos en la parte de 12 curva. Calewla las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

Problema 3:

3.- (2 puntoz) Halla Iz fiuncion £ sablendo qua

{x+1_]'
Amnaliza 1a contmudad de 1a funcion fen laz abscizas x = -Fvx = 1.

Problema 4:

4.- (2 puntoz) Dada lz matriz A:

(35 x 0 0
A= ¥y -3/5 0
00 1

Halla x & v para que su inversa, 4, coincida con su traspuesta, 4’ . Ental caso, halla
AT =24

Problema 5:

S.- (2 puntos) Afads una ecuacicon al sistema de ecuaciones linealas:
{Ex—_]: +2=z=1

| x+y—=z=3
de modo gue sea
{1 mcompatibla.
{n] compatible detarmimado.
() Compatible indsaterminado.
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Problema 6:

11

6.- (2 puntoz) Dada la matriz 4= ; 1] halla dos matrices B v C tales que satizfazan la=
L

signientes ecuaciones

[B+c™' =4

4

|B-C"' = A7
Donde denctamos por A7, la matriz traspussta de A

Problema 7:

Te- (2 puntoz) Datermume loz valores de a para que loz planos de ecuaciones
(& :x+y+z=a-1
iW,:lx+yt+az=a
& cx+agp+z=1

(1) =ecorten enun punto.
(1) =zecorten enuna recta.
{11) no se corben.

Problema 8:

.- (2 puntoz) Halla la ecuacion continua de la recta 5 gque esta contemida en el planc
T:x+y—2z+1=0 v corta perpendicularments a la recta

x+y+z=-1
dx—y+:z=3

¥

n
pt—

Problema 9:

9.- (2 puntoz) En un examen de matematicas, laz puntuaciones fipificadas de dos estudmntas
fuerom 0.6 v —0.8 v susz notas realez 94 + 73, respectivamente. Calcula:
(1) la media ¥ dasviacion tipica de las puntuacionss del sxamen que sizuen una diztribucion
normal
(1) entre que puntuaciones alrededor de |z mediz esta 1z nota del 60 % da los estudiantes.
i(Waaze la tabla simplificada de la normal tipificada qgue aparece al final dsl examen)

Problema 10:

10.- {2 puntoz) Dados los sucesos A v B de un expermento aleatorio, se sabe que Pf_..-{_] =027,
PlEF)=08y PI:A \B}=04. Determma 51 los sucesos A v B son compatibles o meompatibles.
Calcula Pf_{..!uﬂ_]'_'] ¥ Plr_.fi'm_l.ﬂ"_]: (A" sizmifica sucese complementario).
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1.- {2 puntoz) Escribe la acuacion de la recta tangente a la curva v=1/x en el punto (3, 1/3).
Comprusba que el ssgmento de esta recta comprendido enfra loz ejes de coordenadas esta drdido
an dos partes iguales por sl punto de tangancia.

Solucion:

La ecuacion de la recta tangente en x = g s y— f{a)=7"(a)(x—a).

1
f(3)=3

D et prppa 2ozl 2L
flx)=— 2 f(x)=-5 2 f(B)=-F=g 12 r-3=5x-3)=

y=f(3)=F(3)(x=3)

38 3 S 3

Larecta tangents a lz curva en x = 3 tiens ecuacion L1-'=_?lx—3.

3

Hallamoz loz puntos de corte da la recta tangente con los ajez coordenados.

1 2
. _+_ —_
geOX =7 5 3}:}%x—%:ﬂ:}—x+5=ﬂ:}x=ﬁ:}d[6,ﬂ_]
0

¥

-1 2]

e+l - oA

g T3l y=tosri=2o (02}
3 3 3 1| °3)

gjsOF =~
x=1

Para que el punto de tangencia Pi(3, 1/3) divida el segmento AD an dos partes 1zuales dicho
punto debe sar el punto meadio dal segmento AB.
AT
(6.0)+0,=] 6= . .
. 3‘}:-\_ 3-":|EE‘]='31]=P
2 2 26 13

L
kS

Punte medic AF =

Dueda comprobado que ol punto P{3, 1/3) drnde el zegmente AB en dos partes 1guales.
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Problema 2:

- {2 puntoz) En una fmca con forma de semicircule de radio 20 m sze guiers poner un jardin
red:i.ugula: de tal manera que uno de lados esté sobre el diametro ¥ el opuesto a &l tiens sus

axtremos en la parte de 12 curva. Calewla las dimensiones del jardin para que su area sea maxima.

Solucion:

Hacemos un dibujo de lz finca v de 1a sitnacion planteada.

El zrea del jardin rectanzular a= A{x,‘r.] =x¥.
Como el rectanzulo tisne sus ezguinas apovadas en la circunfereancia sagon 2l teorema da

Pitazoras ze cumple %] + =20,

b

oy

#=20 m w32

Dazpajamos “y” en la ecuacion antarior.

_{.I": 2 3 1; 1 2 I: xﬂ
'E. v =20 :}T+;I.- =400 = v =400 T:}:I.-— 400 T
Y sustiuimosz en la exprezion dal draa gue deazsamos MaEXIMIZaT,
Alx,y)=xy ) ]
i A(x)=x 4m—— me =
¥=,[400- vy L 4

]
El irea queda expresada en funcion de la longitud del lade “x™ como 4(x)= Jmﬂx? _x? .
Darivamos esta funcion v buzcamos sus puntos criticos.
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4x
800 x — —— £
200 |800—-x
.dfx]—,’#ﬂﬂx BES () = —p——— e a }
:,iau:-ux _E 3 ,fmn—— 24|40 cl——
O
21’4%—"‘—
4
2800 —x’

A(x)=0> e =0 800-x =0=x =800= |x= 00 = 20-32]
z;imn—x—
4

Comprushe gque el punte erifico obtenido x=lﬂﬁ = 28 28 mevros 85 un maximo viendo gue
antes de €l |z funcion crece v después de &l la funcion decrece.

* Enelintervalo (0,202 ] tomamos x = 10 v la derivada vale

A10)=—2010 _ _ 79 0. 1 funcién crece.

75
2J4m_12 Y5

* Enelintervalo (204/2,40) tomamos x = 30y la derivada vale

80030 ilﬁ < (0, Iz funcion decrece.

A(30)=

140'3—
4

Para x=1I|EU-I} el otro lado del jardines y= 4UI:I—l' 3 1'| =200 =104f2 = 14.14 merros.

El Zrez dsl jardin ractanzular cumphiende las condicionss pedidas ez maxima cuando tiene las
dimenziones ID\;'E matros de largo v ll}q.jlllT matroz da ancho.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

3.- (2 puntoz) Halla [z funcion f sabiendo qua
(x-1)
(x+2)
Amnaliza la contmumdad de 13 funeion fen laz abecisaz x = —Jvx = 1.

K

[flx)dx=In

Solucion:

-1
(x 1'| +k el dommio de la funcion F{x) son todos log valores

8i Fix)= gx=l
i F(x)=[f(x)dx=ln

x+1)

—1¥
reales para los que existe lnl:.[x ]]N:Edecir,paralmnlurﬂ”f'talﬂque
x+2)

(x-1)

— =0
(x+2)

%}ﬂ:}{fx—ij- >0} = (x-1) >0 x-1>0= x>1

El dominio de F(x) es (1,4%).
Como Fx)= J-_;I"I:.t_]:ix entonces F'(x)=f(x].

F{x}=j.r‘f_x_]dr=m%H:1nf_x—1;|‘—1:1[x+1}'+t=3tu[x—1_]—1tuf_x+2}+k

X

TV R S B
f(x)=F(x)=(3m(x-1)-2n(x+2)+k|=3—-2—5 ==

Analizames kb contimndad de 1a fincien f[x",|=il—% en zu domimio [ L+m).
-1 x ! J

Esta funcion ez la suma de dos funciones racionales que no ze anulan en su domimio v por

tanto es continua en (1 +x].

Esta funcion no existe nienx = —2 nien x = I. La funcion no es contmua en nimguno de estos

valores.
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Problema 4:

4.- (2 puntoz) Dada Iz matriz A:

375 x 0"
A= » =3/5 0
] 0 1)
Halla x = v para que su inversa, A", coincida con su traspuesta, 4’ . Ental caso, halla
AT A =24
Solucion:

5ilz matriz inversade A es A" s cumple que 447 =7 . Ttilizames esta igualdad para hallar

elvalordex 2 y.
375 x 0 35 x DY
A= ¥ =35 0|=4A = x =33
0 0 |y 0 0 1,
(375 x 0355 » 0% (1 00
AA=T= v =33 0| x =335 0|=01 0|=
. a 1) o 1) 10 01
©9254+x"  3p/5-3x/3 00 1 0 O
=|3p/5-3x/5 ¥ +9/25 0 =0 1 Oi=
L [ 0 1; oo 1)
-i+x;=l xlzl—izﬁ_}xz E:"'i —-—4
3 35 13 SR T A
v 3x
::H?—?=ﬂ:> y—x=0l=y=x =g
f -4
1:.' i=1 .}:J=1_1=E_I.F= E:ii X=y=s—
T L 25 25 23 F 1 3
Lce.tmlnrﬂhue.cadusmnx=;u=4fabienx=.}=—?4.
2

Como A" =47 obtanemos la exprezion de AL 24
AA =2 A=A A DA = AT A -2 A =T -2 4= A -2 d=—d

3/5 4/3 ) [-3/5 —4/5 0)

Para x=y == queda A4 ~24=—A=—|4/5 -3/5 0|=|—4/5 3/5 0
’ o o o o -

[3/5 —4/5 0} (-3/5 4/5 0
Pmx=y=?queda_ff—m=—.e=—l—4rs -3/5 0|=| 4/5 35 0
Lo o 1JLo o -1
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Problema 5:

£.- (2 puntoz) Afzde una ecuacion al sistema de ecuaciones lineales:
{1\.’- y+2z=1

x+y¥y—z=3

de modo que zea
{1 incompatibla,
(] compatible determmade.
{m) Compatible indsterminado.

Solucion:

(1) Para que sea mcompatible debemos afiadir una ecuacion que no se pusda cumplr, por
ejemple, atfiadimos una ecuacion izual gue la segunda pero cambiande el 3 por 0.

2x—y+2:z=1
x+y—z=3
x+y—z=10

(i1 Para que zea compatibls determinade debemos afiadir una ecuacion que se cumpla, por
ejemple, afiadimos x=3.

Comprobamos que es compatible determinado. Fesolremeos el sistema anterior.

2x-y+2=1 23— y42 2:=-3

xiy—z=1 =/ Fress ::>{‘1’ == = —z+lz=-3=
[3+y-=z=3 | y—z=0l=yr=x

x=3

::'£=—5|:'.>_1.r=—5

El zisterna ez compatible daterminado con solucidn x =3,y =z = -5,

(i) Para que zea compatible mdetermmado debemos afiadir una ecuacion gue sea combmacion
de laz dos ecuzciones miciales, por ejemplo, |z suma de las dos.

x—vw+2z=1
x+y—z=3
Ix +=z=4
[2x—y+2z=1
Elzistema {x+y—=z=3 ez compatible indeterminade. Lo comprobamos.
|3ztz=
[1x—y+2:=1 eyric
x+y-5=3 = {Ecuacién 3= Ecuacién I+ Ecuacién 2%} =1~ °©
13 P [x+y—z=3
x+z=
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2x-y+2z=1
:::{ o = lx—3+x-z+lz=1=3zxtz=4=[z=4-3x=

¥=3-x+:z

=|r=3-x+4-3x=7—4z|

[x=£
Laz scluciones del sistema son .l_lr =7—44i;4ie | El sistema ez compatible indeterminado.
s=4-34
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Problema 6:
11
6.- (2 puntoz) Dada la matnz 4=/ ; ] halla dos matrices B v C tales que satizfazan las
b
sigmlentas ecuaCIONes
[B+c™' =4
4
|B-C™ =47

Donde denctamos por A7, la matriz traspussta de A

Solucion:
)  |B+cT =4
Fezobremos el sistema matricial )
B-C'=47
B+ =4
B-C'=4F
2B =.d+..1’:B=%[.&+A’j:-~%[.&+f}+c--=,d:>

= A+ AT+ =4I =2 A- AT W = A A =%{_»1—.-£T:|
1 3
3201 J

| 1 1[f1 Iy (1 27]_1/0 -Iy (0 -2
También teneros que £~ =1( 41— #7)=1 - 1 -
. s que O =2 (4-A) 1['@ 1] 1 1]] 2(1 GJ Ll.f: DJ

. 11 1 23
Por lo visto tenemos B:lj_,{+_,.g[‘r}|=l ¥ =l| =
2t 2112 1 1 1)] 213 2

Caleulamos la inversa de lz matriz & v obtendremos la expresién de la matriz C.

L T - o -1/ 1
1/2 0 _.-|:}| | 1/2 I:Ill 4
(0 1/2
C:Irc_l ':I" ="'"irl:lc-l :IT = J!qb [_l.ll':;l. u ]=4|" ] lff"|=r 0 2
Al |,:--I| 1/4 -2 0] 20
s Iy R
Lasmatricﬂhuz.tadassnn.ﬁ=| 1 ? 2|}'C'=[D El.
\3/2 1 ) -2 0]
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Problema 7:

Te- (2 puntoz) Datermume loz valores de a para que loz planos de ecuaciones
(%, :x+y+z=a-1
iW,:lx+yt+az=a
& xtart+z=1

(1) =ecorten enun punto.
(1) =zecorten enuna recta.
(11] no se corfen.

Solucion:

Estudiames la compatibilidad del sistema formade por las ecuactones de los plancs.

m:xtytz=a-l 11 1%
El sistema [ 7. :2x+ y+az=a tiene unz matriz de coeficientes 4=|2 1 & ¥ unz matnsz
X xtay+z= 1 a lj
11 1 a-1
ampliada 4/B=|{2 1 a a
1 al 1)
Vemos cuando 2 amula 2l daterminants da A
1 11
|.d.|=2 1 =l+a+la-1-2-a =—-a +3a-2
1 a1l
e EEE
=02 -2 +3a-2=0m a= oy 3CN2) _821_|"3
2(-1) -2 iz_,l=1=ﬂ

Se nos plantean tres situaciones diferentes gue analizamoes por separado.

CASOL a#]l vazx2.
En sste caso el determinznte de A o2 no nule v suranzo es 3, al 1zual que el ranse d= AB
v el mimero de mcognitas (3). El sistema as compatible determinado. La inica sohicion del
sistema son las coordenadas del punte mterseccion de los tres planos.

CASD 2, a=1.
En sste caso el determuinznte de A ez nulo ¥ su range ez menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.

-

j.?r,:x+.}'+z=|]

im i lxtyts=

._Ar._:x+_1-'—s=1
Observamos gue los planes 7, ¥ 7, son dos planes paralelos ¥ por tante los planes no ze
van a cortar en ningun punto.

CASD 3, a=2.
En sste caso el determuinznte de A ez nulo ¥ su range ez menor que 3.
Analizamos el sistema para este valor de a.
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(1) Para a=2 los tres plancs ze cortan en una recta de ecuzcion v

[R‘I x+y+r=1
i@, lx+y+lz=
A ox+2v+z=1

Estudiamos al rango de A v A/B usando o] métedo de Gauss para obtensr un sistema
triangular squivalente.

[Fila2* - 2 - Fila 1*
Iz 1 2 12

-1 0 0 — HNuevaFila2®

[Fﬂa ¥ -hlal®

1 1 1 1 J 1 1 11
121 -1 -1 -1 v+ |0 -1 0 0|=

{EI 1 0 0 —=MXNoewaFila 3‘1 ¢ 100
Fila 3* + Fila 2* 1 [—2E—
0 1 0 0 I 1 1 11
— 0 -1 0 0 =0 -1 0 0
70 0 ﬂ—:n'NuemFﬂai-‘J L oo

- - e A r

Obzarvamos gue el ranzo de A v el de A'D zon 1zuzles a 2, siendo menor que el namero de

meognitas (3). El sistema es compatible mdeterminade. Sus mfintas soliciones son los
puntos de la recta donde s2 cortan los tres plancs.
Lo comprobamos resoliiendo el sistema equivalente obtemde.

I AE
1 1 11 .
x+yv+zr=1 x+y+z=1]
0 -1 0 0|= I»::- > x+r=l2x=1l-z=2
—¥=0 ¥=0 |
0 0 0 -
[ —
. A r
x=1-4
—a.x=0 ;;lelk
F=A

(1) Para a#] v a#2 los tres planos =& cortan en un tnico punto.

]
Il
—_
1
o

Il
Ta o

AR

By Tt

{n1) Para a=1 los tres plancs no ze cortan.
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Problema 8:

- {2 puntos) Halla la ecuaciom continua de 3 recta 5 que esta comtemida en el planc
T:x+y—2z+1=0 v corta perpendicularmente 2 la racta

~y+zr=-1
dx—-y+z=3

al

F

—ae

r

Solucion:

51 la recta = esta contensda en el plane su vector director u:- ez perpandicular al vector normal
del plano .

S1corta perpendicularmente a la recta » también debe ser perpendicular a su vector drector

v, .

Al ser parpendicular al vactor normal m del plans v el vecter director v, da la recta nos sirve
como vector diractor de la recta = el producto vectorizl da los vectores " v "|r .

Hallamos las coordenadas de astos dos vectores ¥ 1:_. .

Zdx—v-l-x—yv=33x-2y=4=

[x+L z=- {5=—1—x—_1;
‘|_ x—ry+r=3

dx—y+z=3

Six=d4+ly o x=

e | =1
I
aa | 1Lhy
e

- =(2,3,-5)

¥ |

—_="
1Tj | = {Multiplico por 3} =

Tix+y-2z+1=0=|n=(L1-2)

Hallamos &l vactor diractor de la racta =.

n=(L1-2) ik
v, =(2,3,-5) = =1 1 -2=-5i-4+3k-2k+5j+6i=i+j+k=(LL])
a"'=};iiﬁi: J 2 3 5

Mos falta determinar un punte de la recta z. Como r
sabemos que larecta rv larecta s se cortan v la

racta s esfa contenida en el planc el punto de la

racta = lo podemos obtener hallando el punto de
corte de la recta r v el plano.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=i+ii
33
FEJr=4
3:—1—2}_
I3

s

=3, 254-
3 3

z
3

o

F:x+y—2z+1=0|

SN PR
3 3
=13i=-1l=i=

1

Hallamos 1z ecuacion de la recta 5.

i
p[iﬁ_',u]
55

w, =(LL1)

La recta buscada ez SEI—%=J.-'+
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3337 03 15 5
— =7 _ _
E=_I:}*J"-=_T jP[E}_,u
15 5 5 ]
3 305) 3 3
2 T
=z X—= Y¥—7— .
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Problema 9:

9.- (2 puntoz) En un examen de matematicas, laz puntuaciones fipificadas de dos estudmntas
fuerom 0.8 v —0.§ v zus notas realez 94 v 73, respectivamente. Caleula:
(1) la media ¥ dasviacion tipica de las puntuacionss del sxamen que sizuen una diztribucion
normal
(1) entre que puntuaciones alrededor de la media esta 1a nota del 80 %% de los estudiantes.
i(Waaze la tabla simplificada de la normal tipificada qgue aparece al final dsl examen)

Solucion:
(i} SeaX = Puntuacidn de un estudiznte. La variable tipificada as Z = 2%
a
ng=274
_r_y:. R {ﬂ_ﬁa=94—,u jj’g=94—ﬂ.6.:r
= m— 4 - 1 -
o l_ﬂ_3=?3—,u —08r=T73-u |u=T3:0%c
o

=M -060=T3+080 =M -T3=08c0+060 = 2]1=140=

= .:r=2_i=1j = [u=94-0615=83

[

La vanable ¥ ez una distribucion normal con media 85 v desviacion tipica 13.
X ="N(E3, 13).

{11} Moz piden hallar el valer “2™ tal qua P{,u—r.rﬂ_f = .u+a] =0.60.

Tim'ﬁcms]
P(85-a<X<85+a)=060={ X-y |
= |
(85-a-85 __ _85+a-85" -
P i R e e T g | Seze |06
E 5 5T

g f —_e s A g h
= P| EE%]—P;EEI—; |=06=P| zsli_ |- 2| zz%ru_s:
" b A . 4 "

" a [ " ﬂx'_ " ﬂx'.
SP|Z<|-|1-P|Z5<||=0622P| 22— |-1=06=>
R LV R 5 L 15)

[Hinmne. en la’
= 1P |»

| tabla N(0,1)

zeZlo16=p zgi]=c-_3::»
15 | “ 715,

ks

%:ﬂ: 0.345:3|a=n_345-15=11.45?5|
]

=

La nota esta entre 85 — 12,675 =T72325 v 85 + 12,675 =97.475.
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Problema 10:

10.- (2 puntos) Dados los suceses A v B de un expermento aleatorio, ze sabe que Pf_..-{_] =027,
P(B)=08ly PI:A ' B)=04. Determma si los sucesoz A y B son compatibles o meompatibles.
Calcula Pf_{..-!uﬂ_]'_] ¥ Plr_.fi'm_l.ﬂ"_]: (A" sizmifica suceso complementanio).

Solucion:
Caleulamos 1z probabilidad de [ mterzeccion de & v B.

P(4)=027
P(B'})=081—P(B)=1-P(B)=1-082=0.18
P(4UB)=04
P(AUB)=P(4)+P(B)-P[4rE)

=04=027+018-P({AnE)=

= P[{AnEB}=027+0.18-04=0.03

Para gque los sucesoz A v B zsan compatibles su mterzeccion debe zer no vacla.
Diebe ser Pl ANE)=0.

Como hemos caleulade P(AnB)=005=0
Loz sucesos A v B son compatibles.

Calculamos 1z probabilidad P{[41 5| usando el suceso contrario.
P((AvB))=1-P(AuE)=1-04=06
Aplicamos Ias leyes de Morzan para el cileule de P{4UF ).
P(AE)=P((4rBY)=1-P(AnB)=1-005=083

Las probabilidades pedidas son P[f_.d UH}'J =06 y P[AUE)=085.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
s SO CURSO: 2023-2024
DE LA RIOJA MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méaximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA

Problema 1:

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
£ ()= lexp( ).

en los puntos de abscisax = 0 yx = —1.

Problema 2:

2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja.
Desea ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la
Cruz Roja. Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe
dirigirse a nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Problema 3:

3.- (2 puntos) Dada la funcion
f(x)= (Ifxz)tan(x).

Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo (0,7r/ 2) .

Problema 4:

4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(24+1)

1 -1 1 2
donde 4= (0 i j, B :{ : J e [ es la matriz identidad de orden 2.

Problema 5:

5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
x—y+az=a
ax+y—-z=a
(a+l)x+z:a+2

halla la matriz 47" sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y 5 la
de términos independientes.
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Problema 6:

—d

1 -4 -1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices 4 = [:)1 ] y B= (a 0 2 J , halla a para que
a

A* —A4=121 + B con I la matriz identidad de orden 2. A continuacion, halla la matriz X tal que
X4=4X=1.

Problema 7:

7.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones

ax+y+z=a’,

x—y+z=1,
3x—-y—z=1,
6x—y+z =3a,

Analiza seglin los valores del parametro a su posicion relativa.

Problema 8:

8.- (2 puntos) Dado el punto P =(2,-1,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que
contienen a P.
(i) Paraleloa m:4x+3y—2z+4=0.

. . -3 +2
(ii) Perpendicular a la recta r = xT = % =Z T

Problema 9:

8.- (2 puntos) Dado el punto P=(2,-1,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que
contienen a P.
(i) Paraleloa 7:4x+3y—2z+4=0.

(i1) Perpendicular a la recta r = xT~3 = % e +42 .

Problema 10:

10.- (2 puntos) El 2% de la poblacion mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas.
Y en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(ii) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1.- (2 puntos) Escribe, si existen, las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva
(x) =[x|exp(-x).

en los puntos de abscisax = 0 yx = —1.

Solucion:

La funcion la podemos expresar como una funcion a trozos.

0-blea(-0)-{ 05X

xe stxz0
La funcion es derivable en = —{0} siendo su derivada:
frx)= 1

Comprobamos s1 1a fiincion es derivable en x = (. Para ser derivable deben coincidir sus
derivadas laterales.

€ —x(-1)g"=¢"(x-1) six<0

g —xg =g (1-x) six»0

F(07)=lim f(x)=lim e (x-1)=¢"(-1)=-1
=-—:uu t :T}u , ’ : :}f,{ﬂ-}=_1;&l=ff{ﬂ+“h
f’{t]"}=hﬁf’[x]=ﬂe"[l—xj=e“{lj=l -

La funcion no es derivable en x = 0 v por tanto no existe 1a recta tangente a la curvaenx = 0.
La funcion si es derivable en un entorno de x = -/, siendo 1a funcién [ tx} =—xe™ v la derivada

f(x)=e~(x-1).

Hallamos 1a ecuacion de la recta tangente en x = —1.

La ecuacion de la recta tangente enx =aes y—f(a)=f"(a)(x-a).
f(-1)=1¢€=e
fx)=e7(x-1)> f{-1)=e(-1-1)=-2e} = y—e=-2e(x+1)=
y=f(-1)=7(-1)(x+1)

= yv=g-lex-le=|y=-2ax-¢g

Larecta tangente a la curva en x = —J tiene ecuacion y=—2ex—e.
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Problema 2:

2.- (2 puntos) Un nadador se encuentra a 2 km de la playa enfrente del puesto de la Cruz Roja.
Desea ir a la caseta de las duchas que esta en la misma playa a 3 km de distancia del puesto de la
Cruz Roja. Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, determinar a qué lugar debe
dirigirse a nado para llegar a las duchas en el menor tiempo posible.

Solucion:

Hacemos un dibujo de la situacion planteada.

Nadador
2 K
3=x
» - . F _
Duchas r Cruz Roja
€ 3 km >

La distancia que debe recorrer a nado es “y". Aplicamos el teorema de Pitagoras.

Vi=x 42 = y=qfx 44

La distancia que debe recorrer andando ez 3 —x.

Como verfmfdad=m:hespmm=}'e.?acidad-ﬂﬂrr;pﬂ:>fw=ﬂ.
tiempo velocidad
Deseamos minimizar el tiempo que tarda en recorrer “y ™ kilometros 2 nado v 3 — x” kilometros
andando.
{x.5)=2 ﬁ;xj{}:: o 1(x) =¥ +4+_3;*";ug153
&

Derrvamos la fincion v averiguamos donde se anula (puntos criticos).

l = 3-x 1 2x 1
I = - '+4+_:}|"' = - —
(x) ER 3 (x) Ifx’+4 3

I —
3yt +4

[EY e

L LI S S iy

t(x)=02 e == —
(x) 3Jr+4 5 3-.,‘:’+4 3

3
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Comprobamos el signo de la derivada antes v despues de x = L3,

. . 1 1
* Enelmtervalo (0,1.5) tomamos x = { v la derivada vale f’l{l}=r——=—ﬂ-[}l5{ﬂ
' W +4 3

. La funcién decrece en (0.1.5).
-
» Enelintervalo (1.5,3) tomamos x = 2 v la derivada vale t°(2) = —= —%= 0.03>0.
R Y
La funcién crece en (1.5,3).

Como 1a funcion decrece antes de x = 1.5 v crece despues tenemos un minimo relativo en dicho
valor.

El nadader para mmimizar el tiempo que tarda en llegar a las duchas debe nadar hasta el punto
situado a mutad de distancia entre duchas v cruz roja (a 1.5 km de la cruz roja).
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Problema 3:

3.- (2 puntos) Dada la funcion
Fle)= (l—xz)tan(x).

Demuestra que tiene un maximo relativo en el intervalo (0,7[ / 2) .

Solucion:

La funcion tangente es discontimua en x =7/ 2 per lo que cogemos un intervale mas pequefio
que el del ejercicio, utilizamos el intervalo [0,1] contenido en el intervale [0, /2].

La funcién f(x) ={1 —x:}tan[x] es una fimcidn continua en el mtervalo [0,1]pues es
producte de funciones continuas. También es denvable siendo su derrvada
F(x)=(=2x)tan (x)+(1-x° ) {1+ tan’ (x)).

Como f(0)=(1-0"Jtan({0)=0 v f(1)=(1-1"}tan(1)=0 se cumple las condiciones
exigidas en el teorema de Rolle v podemos aphearlo.

La funcion _f[x]={1—x:}tan{x] es continua en [0,1], derivable en (0.1) ¥ f(0)= f{1)=0
. por lo que aplicando el teorema de Rolle existe ¢ =(0,1) tal que F(x)=0.

Este valor x = ¢ es un punto critice de la funcion.

* Enelintervalo [0,c) tomamos x = { y la derivada vale
£7(0)=(-2-0)tan(0)+(1-0"){1+tan’ (0)} =120 . La fimcién crece en [0,c).

» Enelintervalo (c.1] tomamos x = Iy la derivada vale
£7(1)=(-2-1)tan{1)+(1-1")({1+tan’ (1)} =-2tan(1)=—-3.1< 0. La fincién decrece en
{e.1].

La funcion crece antes de x = ¢ y decrece después, por lo que la fancion presenta un maximeo
relativo enx =,

Este valor ¢ es mayer que 0 v menor que 1 por lo que pertenece al intervale {0,#/2).

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja
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Problema 4:

4.- (2 puntos) Halla la matriz X que satisface
AXA+B=B(24+1)

1 -1 1 2
donde A_(O IJ,B_( ] J e [ es la matriz identidad de orden 2.

Solucion:

Despejamos X de la ecuacion matricial

AY4+B=FB(24+])= AXA+B=2BA+B— AX4=1B4+B-B=

= AVd=2Bd = 4 AXd4" =247 B4d" :b{..i.d" =.-{_'.-1=I}:}X=1.-:{"B

Comprobamos que A ez mvertible v caleulamos su mversa.

1 -
= =1=0
ER RS
(1o
A—l_‘d‘:ﬂ‘dr.\]_ﬁq{—l lJ—l 1ﬁ|
o 1 oot

Calculamos la expresion de la matriz X

1 Iy1 2 1-1 2-17 70 1% 70 2
I=M"B=1( J; ]=z[ ]=2 =[ ]

0 1fi-1 -1 0-1 0-1 |k-1 -1J| 2 2
0 2%

La matriz X buscada tiene la expresion .X=[ ) 1]-
e T
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Problema 5:

5.- (2 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a:
x—y+taz=a
ax+y—z=a
(a+1)x+z:a+2
halla la matriz 4 '5 sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientes y b la
de términos independientes.

Solucion:

El zistema planteado tiene la expresion matnicial:

AX =5

1 -1 a X Coa

siendo A=| a 1 -l|,&=y|vh= a |
a+l 0 1 z L a+2

La solucion del sistema cuando exizste la mversade Aes X =475,
Lo que se nos piden en el ejercicio ez resclver el sistema cuando sea posible e indicar las

soluclones.

Hallamosz el determmante de A v vemos cuando se amla.

1 -1 a
l4=| & 1 -l=l+a+l+0-ala+l)+a-0=2+2a-a -a=—a +a+2
a+l 0 1
1+3 =%
_li ! 4_1 2 i+ = =|=1=
|=0=-a'+a+2=0=a= (D@ _-1£3_|"2
-2 2 |-1-3_ 5
_=‘.=a
-2

La matriz mversa de A solo existe para valores de a distintos de -1 v 2.
Fezolvemos el sistema para estos valores. Como el sistema es compatible determinado

utilizamoz el método de Cramer.
a -1 all
a 1 -
la+2 0 1| a+a+l-ala+d)+a 3a+ld-a-la -a+a+l
1T a e —a +a+2 [ e
a 1 -1
ja+1 0 1
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1 a a
a a -l
e a+l a+2 1| a-ala+l)+a (a+2)-a'(a+]l)-a +a+d
! 1 -1 a —a +a+l
a 1 -
a+l 0 1

=a—a:—}£+ﬁ{+§a5,—p"’—?‘3-ﬂ;+}(+2 _ & +a+) _

-a +a+2 -a +a+2
1 -1 a
a 1 a
.o a+l 0 a+) a+l-ala+l)-ala+l)+a(a+)
1 -1 & —r +a+2
a 1 -1
a+l 0 1

_h+2—a1—‘h;—,¢"—a+,a{+2a_—ﬂ:+ﬂ+2_1
—a +a+2 —a +a+2

La solucion del sistemaesx =y =z =1,

it
La matriz 47" ez la matniz 47'6=|1
1
OTEA FORMA DE RESOLVEERLD
X-ytaz=a I-yrm=a [x-a-z+ax+az=a
@m+y-I=a —{¥y=a+i—a =

:Hl:a+1:|x+z—a+1
(a+l)x+z=a+2 (a+l)x+z=a+1 L

(a+l)x+(a-1)z=2a [(a+l)x=2a-(a-1)z
= ) = : ==
(a+l)x+z=a+2 (a+l)x=a+2-z

=la-(a-l)z=a+2-z=2a-a-2=(a-1-1)z=a-2=(a-1)z=

={a-2=0}= z=222 =(a+llx=a+2-1=(a+l)x=a+l=
a—2
a+l

=farlz 0= [x=="==1 = y=a+l-a=[y=]]
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Problema 6:
. a 1 a-4 -1
6.- (2 puntos) Dadas las matrices 4 = y B= , halla a para que
0 -a 0 2a

A’ — A=121 + B con I la matriz identidad de orden 2. A continuacién, halla la matriz X tal que
X4=4AX=1.

Solucion:

Reahzamos las operaciones indicadas en la ipualdad matricial v obtenemos el sistema de
ecuaciones correspondiente.

dl_!’ﬂ 1a 1 (& a-a| (& I:I\"|
W0 —all —al 0 & ) |0 &

. (& (a1 1 0 (a4 -1
A-da=127:8=7 0 -lo en 4 =
0 &) 0 —af o 1) 0 2a

A
{.:r"—a -1] 12 0% {fa-4 -
- =

0 a-a L0 12)7 0 2|

4

s g —g=g+8—=a' -2a-8=0->

2 )

—+

2
2+6
_26_|T2 T i=a
| —_

_(@-a -1_{a+8 -1 |e-1=-1
0 a+al |0 2a+12)7 |«0=0
s +a=la+ll g -a-12=0—>

L g EE -4 (-12)

Deben cumplirse todas las igualdades v esto solo e: posible cuande a = 4.

La matriz X tal que ¥4= 4X =7 es |a matriz mversa de A. Hallamos su mversa.

4=

1 :
: a‘=—a'¢ﬂ:a¢ﬂ
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a 0
i
A_I_.m_,‘i{f]_ “5'[1 —ﬂj_—_l -a -1 _(lia 1/d
4] - a0 a) |0 -lla

Para cualquier valor @ = 0 1a matniz X buscada tiene la expresion I=[1:]ﬂ 1;1:3"]
-1/a
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Problema 7:

T.- (2 puntos) Dados los planos de ecuaciones

@M+ y+Ii=a,
x—-y+z=1,
Ix—y-z=1
bx—y+z=>3a,

Analiza zegin los valores del parameire & su pozsicion relatva.

Solucion:

Estudiamesz la compatibilidad del sistema formade por las ecuaciones de los planos.

Utilizamos el método de Ganss para obtener

.
[mx+y+z=a’,

un siztems equivalente mas sencille de resolver.

" Ecuaciénd®—2- Ecuacion3®

lx—y+z=1 16x -y +z =3a

4‘31—_};—2:1: Tbx 42y 2z =-2

l6x-y+z=3a, | ¥y 43z =3a-2— Nueva Ecuaciond®

[ Ecugcion3*-3 Ecuacion2® @+y+i=a’,

13z -y -« =1 r—y+z=1,

¥ =
_—31' +y -3z =-3 | 2y-dz=-2-y-2z=-1

i 2y -4z =-2— NuevaEcuacion3® | y+3z=3a-2,

[Ecuacion 4*— Ecuacion3®
Yy 43z
1- ¥ +2z

1) =3ag-12
3z

=1

i Ja—1— Nueva Ecuaciond®

.

[ Ecuacicon 2*+ Ecuacion3®
+z =1
=2z =-1

'x —¥
1 k.

1 ¥ -

1 X

| [ Ecuacidnl® — Ecuacidn 3™

m+y+I=a,
- X—y+z=1
y—2r=-1,
Jz=3a-1,

=

=a

|

—z =0 — Nueva Ecuacion2?

L

i am+iz=a +1,
a+3r=a +1,

x —z=0 x =2}
y-2r=-1, _F=itln =4
Sz=3a-1 el
5
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@ty +z
-¥ +2z =1
@ +3z  =a’ +1— Nueva Ecuacidnl®
[ 3a-1 _3a-1 .
—+3 =a +
73 3 L
x=3a—1 -
3
1 -5 -7 -
}:=_1+13a 1_-S+ba-2_ 6a T-‘,
5 5 5
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3a-1 .3a-1 . 3o —a 9a-3

=a +3 =a +1= ; +

=a +1=
=3ir—-a+a-I=3d +i=>-2r+8a-i=0= g -da+4=0=

42 0
2

—a=

_4_
2

Para o = 2 el sistema formado por los cuatro planos tiene solucion ko que significa que los cuatro
planos coinciden en un dnico punto.

By B -
Como a = 2 1a sohucion del sistema es x=3; 1=1;3;:=62j ?=1;z=1_Luscuatmplamsse
cortarian en el punto (1, 1, 1).
—3x+y+z=09,
i—y+z=1,
Para & = —3 los plancs quedan Ix—y—z=1, . El plano 1 v el plano 3 zon paralelos. Los otros
fx—y+z=-5,

dos plancs los cortan.

Para g=2 v a=—3 los plancs son secantes entre si en rectas paralelas.
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Problema 8:

8.- (2 puntos) Dado el punto Pz(2,71,3), halla las ecuaciones de los siguientes planos que

contienen a P.
(i) Paraleloa m:4x+3y—2z+4=0.

(i1) Perpendicular a la recta » = a ;3 = % = +42 .

Solucion:

(1) S1el plano " es paralele 2 #:4x+3y—2z+4=0 tiene ecuacion 7 4dx+3y—-2z+D=0.
Como debe contener el punto P=(2,-1,3) tenemos que:

x4x+3y-2z+ D=0

P=(2-13)er }:uE—3—6+D=D:~=D=1:-~x':4x+3y—22+1=0

El plano buscado ez #7:4x+3y-2z+1=0.

x-3_y_z+12

(i) Sielplano w™ es perpendicular a la recta r=— =9=3 el vector normal del plano es
)
el vector drector de la recta.
?EI;3=%=E+2:"E=|{3,1_—4:|

n=v,=(32,-4)=>x " 3x+2y-4z+D=0
Como debe contener el punto P=(2,-1,3) tenemos que:

Ay A D=0 s De0m D=0m 32y dre8=0
P=(1-13)er" J.::a +D=0=D=9=n"3x+1y—4z+8=

El plano buscado ez 772 3x+2y—dz+8=0,
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Problema 9:

9.- (2 puntos) Una maquina de café esta regulada de modo que la cantidad de café que echa esta
distribuida por una normal de media 125 ml y una desviacion tipica de 20 ml. Calcula:

(1) el porcentaje de vasos que se llenaran con mas de 150 ml

(i1) entre que capacidades (ml) estd el 60% de los cafés que dispensa la maquina.

(Véase la tabla simplificada de la normal tipificada que aparece al final del examen)

Solucion:

(1) Sea X =La cantidad de café en ml que echa una cafetera. X =N(123, 20)

Nos piden calenlar P{X > 150).

Tipificamos 150-125Y
P(X>150)= 7 X-n =P(E:—TJ=P{E:=-1.1:|]=
o
=1—P{351.25)=;M“mf“1“ —1-0.8944 =[0.1036
"7 tabla N(0,1)

x L 0,01 0,02 0,103 0,0

0 050 050 05080 005120 05160
0,1 05392 05438 05478 05317 05557
(2 05793 05532 05871 05910 05095
0 06179 06217 06255 06293 0633
A4 0555 0650 0GE2E  (G6HGEE OG0
D 006915 06050 06885 OF01D 07004
06 0,7257 07Hd 05534 0T357 0,710
0,7 07580 07611 07642 0F767T3 07T
0a 078381 07910 07939 07967 0 TES
L 81589 08186 L8212 OE2EE i EH

1 08413 0538 08461 OE485 0 E50E
0,3643 08665 08686 08708 027X

032 0O DO0GE D002 ) ek

El porcentaje de vascs que se llenaran con mas de 150 ml es de 10.56 %.

(i) Nos piden hallar el valor “2” tal que P(125-a= X =125+a)=060.

Tfpgﬁcmm]
P(125-aSX<125+2)=08021 -y |=
===
l-.. — — — —
::aP|MEEEM]=D_E:P[_‘TEEEE}=D_5:}
\ 20 20 20 20

Pzl plz<® co6=p(z<2 ) p(z>2 208
:::'L _ﬁ_ _EJ—.::'L _EJ— _ﬁ_-j
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—plz<l|_|1-pzcZ =ﬂﬁ:&2ﬁr2{i\\|—1=05:ﬁ
=70 0 720 :

Miramos en la |

™y ™y
::2P[E££J=1.ﬁ:>P[EEiJ=G.E:a =
20 20 tabla N(0,1) |

a _084+085 o5 [a=0845-20=169)
20 2
- i 01 .02 [N LA 0,04 [N 5] ]
0 05000 0L 05050 05120 . L oo
01 0538 05438 05478 05517 0 5SR5T JhaG o)
02 05703 06R3F 06871 05010 ; JEET o
03 0GITE 06217 06255 06293 2 ARGE Od
04 e 0E501 06628 0 66E ¥ ARCah U
05 0GOS 06950 06985 07019 07 s 00
06 07257 072 07324 07387 07 @ ool
Iyl TRll 07642 0, TeTE .
oot 0.4
IEEL (ElEE E212 1 E0EE b res (1R

La capacidad en la que estan el 60%: de los cafés que dispensa la maquina ez entre
125-169=108.1 ml v 125+ 169=141 9 ml
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Problema 10:

10.- (2 puntos) El 2% de la poblacion mundial padece una cierta enfermedad. Se dispone de una
prueba para detectarla, pero no es fiable. En el 98% de los casos da positivo en personas enfermas.
Y en el 4% de los casos da positivo en personas sanas. Halla

(i) la probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido la prueba positiva.

(i1) habiendo salido la prueba negativa, la probabilidad de que una persona esté enferma.

Solucion:
Llzmamaos F al suceze “la persona esta enferma™ T+ 2 “el test da posttive™ v T—a “el test da
negativo™.
Hacemos un diagrama de arbol.
Test positivo
Enfermo P(T+/F) = 0.98
P(F) = 0.02 Test negativo
Enfermedad y P(T-/F) = 0.02
test Test positivo
Sano P(T+/F%) = 0.04
P(F‘) = 0.98 Test negativo
P(T-/F%) = 0.96

() Nos piden determinar P( F©/T+)_Esuna probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Baves.
P(F°nT P(FE\P(T+/F°
e oy PEDTY__ AERIeE)
"TB(T+)  P(F)P(T+/F)+P(F°)B[T+/F7)
0.580.04 2 . 0.6667

T 0.02098+008004 |3

La probabilidad de que una persona esté sana, habiendo salido 1a prueba positiva es de

2
= = 06667
3

(i) Nos piden determinar P(F /T -). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema

de Baves.
P(FIT-)= FT-) ~ B(E)PT—F)+ PE)B(T—TFT)
0.02-0.02 1
©0.02-002+098-096 |2353 - 0.0004

La probabilidad de que una persona esté enferma habiendo salido la prueba negativa es de
1

—— = 0.0004.

23533

Autor: JUAN ANTONIO MARTINEZ GARCIA
www.apuntesmareaverde.org.es

Matematicas Il. Curso 2023 —2024.
Comunidad Auténoma de La Rioja

_——
Textos Marea Verde



