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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

o T EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
s ) ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
S GENERAL JUNIO

“F CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

Problema 1:

A1) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios vy
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como
tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listdn largo
supera en 17 cm la medida de uno intermedio mas uno corto. Y con nueve listones
cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de liston.

Problema 2:
A2) Para la funcién f(x) = x* + nx® + w%x? + n3x + n*, se pide:
a) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 7.

b) Probar que f (x) tiene, al menos un punto con derivada nula en el intervalo (—, 0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacion
utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

¢) Si g(x) = f(—x), calcular el drea entre las graficas de f(x) y g(x) en el intervalo
(0, 7).

Problema 3:

A3) Dados los puntos A(0,0,1) v B(1,1,0), se pide:

@) Hallar una ecuacion del plano gue pasa por los puntos A v B y es perpendicular al
plano z = 0.

b)) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas, v, y 3, que pasen por los punios A y B
respectivamente, estén en el plano x + 2 = 1 vy tales que la distancia entre ellas sea 1.

Problema 4:
Ad) Sabiendo que P(A) = =, P(A/B) — P(B/A) =— y P(ANB) = se pide:
@) Caleular P(A N B) v P(R).

by Calcular P{C), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y que
PAUC) =—.
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Problema 5:

3 -1 1 b 2b b
Bl) Consideremos las maltrices reales, con 4 = (1 1 1), B = (Eb 3b h) ¥
1 -1 3 B b b

2 0 0
L= ({} 2 ﬂ), con b = 0. Se pide:

0 0 3
) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.

b} Calcular el determinante de la matriz AA®.

X 3
) Resolver el sistema B (}') = (—1) para b = 1.
z 1

Problema 6:

1

B2) Calcule: a) f:[ﬂf +2)Lx-dx. b) lim (rg E}m
A =—
2

Problema 7:

B3) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los
cuatro vértices Py, Py, Py ¥ Py de un tetraedro sélido, el cual construyd al momento. Se
sabe que Py(1,1,1), P;(2,1,0) y P4(1,3,2), pero del cuarto punto Py (3, a, 3) hoy no
estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volu-
men del tetraedro es V = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) Dado el punto ¢(3, 3,3), gue quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a
los segmentos P, FP,, PPy v Py} como aristas. ;Cudles serfan los valores de las coor-
denadas de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordena-
dor?

Problema 8:

B4) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estdn
numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular
la puntuacidn obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el mimero obtenido en
el dado azul es par, se le suma el doble del mimero obtenido en el dado rojo; si el
niimero obtenido en el dado azul es impar, se le suma el niimero obtenido en el dado
rojo. Se pide:

@} Calcular la probabilidad de obtener una puntuacidn de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero par en el dado azul sabiendo
que la puntuacidn final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero
impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacion final ha sido un nidmero par.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

A1) Se tienen listones de madera de tres longitudes diferentes: largos, intermedios y
cortos. Puestos uno tras otro, tango con dos listones largos y cuatro intermedios como
tres intermedios y quince cortos se consigue la misma longitud total. Un listdn largo
supera en 17 cm la medida de uno intermedio mas uno corto. Y con nueve listones
cortos hemos de afiadir 7 cm para igualar la longitud de uno intermedio seguido por otro
largo. Se pide calcular la longitud de cada tipo de listén.

Solucion:

Sean x, y, z las longitudes de los listones largos, intermedios y cortos, respecti-
vamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x—17=220 2x—34=y+z{ 2x-y-—z=34
xX+y—9z=7

2x + 4y =3y + 15z 2x+y152—0] 2x+y15z—(};
9z+7=y+x xty—-9z=7

Resolviendo por la regla de Cramer:

0 1 -15
34 -1 -1
— —510-7-105+306 306—-622 —316
x=t—l—= = = = 39,50.
18-30-1-15+2+18 38—46 -8
2 -1 -1
1 1 -9
2 0 -15
2 34 -1
- —612-210+510+14 524-822 —298
y="4+—"T—=2= = = = 37,25.
-8 -8 -8 -8
2 1 0
2 -1 34
—14+4+34—-68-14 34-96 —62
z=11_7.- = =—==7,75.
-8 -8 -8 -8

Las longitudes de los distintos listones son las siguientes:

Largos, 39,50 cm; intermedios, 37,25 cm y cortos, 7,75 cm.
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Problema 2:
A2) Para la funcién f(x) = x* + nx® + n°x? + m3x + n*, se pide:
a) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f(x) en x = m.
b) Probar que f(x) tiene, al menos un punto con derivada nula en el intervalo (—m, 0)
utilizando justificadamente el teorema de Rolle. Probar de nuevo la misma afirmacién

utilizando adecuadamente, esta vez, el teorema de Bolzano.

¢) Si g(x) = f(—x), calcular el area entre las gréficas de f(x) y g(x) en el intervalo
(0, m).

Solucion:

a)

Parax=m: f(m) =n*+n -7 +n? -n* +n - w+n* =5n*.
El punto de tangencia es P(m, 57*).

La pendiente de la tangente de la grafica de una funcién en un punto es el valor
de la derivada en ese punto.

f'(x) = 4x* + 3nx? + 2n%x + n?.
m=f'(n) =4n® +3n-n? +2n? -w+nd =2 m=10m3.

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
formula y — yo = m(x — x,), que aplicada al punto P(m, 51*) con m = 10x? es:

y—5n*=10m* - (x —m) = 10m*x — 10m*.

La recta tangente es t = 10m3x —y — 5n* = 0.

b)

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y deri-
vable en (a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al menos
unvalorc, a < c < btalque f'(c) =0".

La funcion f(x), por ser polinémica, es continua y derivable en R, por lo cual,
le es aplicable el ieorema de Rolle a cualguier intervalo finito que se considere, por
ejemplo, al intervalo (—m, 0) considerado.

f(-m=(m*+n-(—n)+n* - (—n)*+n?-(—m)+n* =
=n*—m-nd+n? n?—-nd -nm+nt=nt

f(0) =n*.

La funcion f(x) satisface el teorema de Rolle en el intervalo (—m, 0), lo cual
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

prueba que:

La f(x) tiene al menos un punto con derivada nula en (—m, 0).

El teorema de Bolzano dice que “sit f(x) es una funcion continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal

que f(c)=0"

Considerando la funcién f'(x) = 4x3 4 3mx® + 2w°x + n°, por ser poling-
mica, es continua en K, por lo cual, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier
intervalo finito que se considere, por ejemplo, al intervalo (—mn, 0) dado.

ffili-my=4-(-n)P +3n-(-m)*+2n°-(—-m)+ i =
= —4m? 4+ 3m° = 2 + w3 = =2 < 0.

=" =>o0.

Lo anterior prueba que:

La f(x) tiene al menos un punto con derivada nula en (-, 0).

c)

gy =f=x)=(-x)'+m-(=x) +n° (=) + - (-x) + 7% =
= glx)=x*—mx + m*x* —mwix + wt.

Los puntos de corte de las funciones polindmicas f(x) y g(x) tienen por absci-
sas las raices reales de la ecuacién que resulta de la igualacidn de sus expresiones:

f)y=glx)=x"+mxd+mx? + i+t =2t — e + % —w¥x + et
mxd 4wy = —nxd -y 2o + 22 = 0; 2mx(x* +nw¥) =0.

Teniendo en cuenta que x° +7° # 0,%x € R, el tinico punio de corte de las
funciones es P(0, 7)., que no pertenece al intervalo (0, ).

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1 € (0, m):
g)=1"-m- V¥ +n?- 1 -m¥ - 1+n*=1-nw+n?—n+na*.
f)=1"+w- 13+ - 124+ 14+nat=14+m+a?+n% +nt

Por ser f(x) > g(x),¥x € (0, ), la superficie pedida es la siguiente:

5= _[u"[f(x] - glx)] -dx = _[UI{ 2rxd + 2mix) - dx =

4 3 BT 4 - L | F
=21r-[x—+w_x] =2n‘-[(“—+““)—{}]zzx-ﬂ:r.ﬁ‘zinf'uz.
4 2 g 4 4 2
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Problema 3:
A3) Dados los puntos A(0,0, 1) v B(1,1,0), se pide:

a) Hallar una ecuacidn del plano que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al
plano z = 0.

b) Hallar ecuaciones de dos rectas paralelas. r; y 15, que pasen por los puntos A y B
respectivamente, estén en el plano x + 2 = 1 y tales que la distancia entre ellas sea 1.

Solucion:

a)
AB=0E -04 =[(1,1,00 = (0,0,1)] = (1,1,-1).

Un vector perpendicular al plano z = 0 es i = (0,0, 1).

El plano  que pasa por los puntos A y B y es perpendicular al plano 2 = 0 tiene
la siguiente ecuacidn general:

. ¥ y z2-1
m(AB, i; A)=|]1 1 =-1|=0=n=x-y=0
0 o0 1
b)

Un punto genérico del plano x + 2 = 1 es P(a, b, 1 — a).

El haz de las infinitas rectas que estdn contenidas en el plano x + 2 = 1 y que
pasan por el punto A(0,0, 1) tienen la siguiente expresion mediante unas ecuaciones

x=ad
paramétricas: y = {jr = hd
=1=ad

De las infinitas rectas del haz y, las rectas r; (que son dos) son las que distan una
unidad del punto B(1, 1, 0).

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el drea del paralelogramo que forman dos vectores es el mddulo de su producto vecto-
rial y también, de forma geométrica, es el producto
de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacidn.

Un punto y un vector director de r; son los
siguientes: A(0,0,1) y ¥, = AP = (a, b, —a).

S = |v; A AB|
§= vyl h

[EyAAE|

}: |57 AZAB| = 551 - h = h = d(B,n,) =

17y
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Aplicando la formula al punto £ y a la recta ry:

AE =(1,1,-1).

i j k
a b =a
o AAH|
d(B r) = ER =1 -1l _ 4.
(B,r) 7l JatebZel-a)? ’

|—bi + ak — aj — bk + ai + aj| = VZaZ + b

|—bi + ak — bk + ai| =2a% + bZ; |(a — b)i + (a — B)k| = v2a? + bZ;
2-la—b) =2a*+b* 2-(a*—2ab+ b?) =2a* + b%;

2a® — 4ab + 2b* = 2a* + b*; b* = 4ab = b, =0, b, = 4a.

Para b, = 0 el vector director més sencillo es v, = (1,0, 1) y las rectas son:

Pasa por A(0,0,1): ry E[;-rzﬂ . Pasapor B(1,1,0): ¢, = {3" =1
=1=4 zZ==d

Para b, = 4a el vector director mas sencillo es v5 = (1,4, —1) v las rectas son:

x=4 x=1+4
Pasa por A(0,0,1):r, ={y =44 . PasaporB(1,1,0):r', = {y: 1 4+ 44
z=1-4 F==4
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Problema 4:
A4) Sabiendo que P(A) =, P(4/B) - P(B/A) =5-y P(ANB) == se pide:
a) Caleular P(A n B) v P(B).

) Calcular P(C7), siendo C otro suceso del espacio muestral, independiente de A y que
PLAUC) =—.

Solucion:
a)
_ —_n_9 A
PA)=1-PA)=1-—=— |
. ) B
P(ANB)=P(A) = P(ANB) ===
w P{ANE) = P{A) - PANE)
— _ By=2_2_2-6 =3
= P(ANB)=P(A)-P(ANB)=—-—=—=PANE)=_.
__ FlAnE) _ PLANA])
Sabiendo que P(A/E) =, Y aue P(BJA) = )

B 1 _ P(ANB)  P(ANE) _ 1 P(ANB) _ 1 P(ANE)

P(A/B)-P(5) ===

A 24 PiE) PlA) ~ z4' P(B) ~ 24 Pld) '

3

5 9 1.
P{ANE}  P{A)424-P{ANE) 24-P{AyP{ANE) L _ T _ T

PiE) 24-P(A) = P(B) = PlA)424-P(ANE) %4.24.% T 94243 148
E4ﬂi'3 I:l*i g 2
= —ab :—IE:—:}F{H) = —
9 1 20 5
b)

51 Ay C son independientes se cumple que P(A) - P(C) = P(ANC).
PLAUC) =P(A)+ P(C) = P(ANC) = P(A) + P(C) — P(A) - P(C) =

= P(AUC) = P(A) = P(C) = P(A) - P(C) = P(C) - [1 = P(A)] = P(C) - P(A) =

j‘r{ } P{A::I 14 9 56—45 11

AUE )= 35 20 TR & 1

= F{E] = - A] = Hﬂm = lﬂ:‘ =—i == P‘[f) =E_
0 pa ] 1 —
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Problema 5:

3 =1 1 b 2b b
B1) Consideremos las matrices reales, con 4 = (1 1 1), B = (Eb 3b h) ¥
1 =1 3 B b b

2 0 0
L= ({] 2 ﬂ), con b = 0. Se pide:

0 0 3
a) Encontrar todos los valores de b para los que se verifica BCB™! = A.

b} Calcular el determinante de la matriz AA®.

X 3
) Resolver el sistema B (}') = (—1) para b = 1.
z 1

Solucion:

a)
b 2b b 1 21 .
B=\|2b 3b b =b-(2 3 1)=b-M=‘-E'1=E'M‘1. (*)

b b b 1 11

Se obtiene la inversa de M por el método de Gauss-Jordan, teniendo en cuenta
que B es invertible ¥b € R — {0}.

1 2 11 0 0 . . .
(MI;)=(2 3 10 1 ﬂ):ﬁ[?:? )=
1 1 1o o 1 20
1 2 111 0 0O 1 2 111 o0
=|0 =1 =1|-2 1 ﬂ):-{}-‘z—r—Fz}=ﬁ(ﬂ 1 112 =1 D)=*
0 -1 0l-1 0 1 0 -1 ol-1 0o 1
. . . 1 0 =11-3 2 0 . . .
'Fl. -+ }'1 - EPE] ['Pl = .,"1 + I"H_]
=’[F3-u:3+;:2 = g é i f _1 2 TN = B —Ff T
1 0 0-2 1 1 -2 1 1
=|0 1 141 0 —1)==-M‘1=(1 0o -1
oo 11 -1 1 1 -1 1

-2 1 1
Sustituyendo el valor de M~ en (*): B! = i- ( 1 0 —1).
1 -1 1

12 1\ /2 0 0y /-2 1 1
HCH‘1=A:>EJ-(2 3 1 -({) 2 n)-;- 10 —1)=A;
1 1 1 00 3 1 -1 1

2 4 3 -2 1 1 3 -1 1 3 -1 1
(4 6 3)'(1 0 —])=.r4: (1 1 1)=(1 1 1)=>
2 2 3 1 -1 1 1 -1 3 1 -1 3
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= BCB'=Avb e R - {0}.

b)
3 -1 1 301 1 11 3 7
..4-.-1‘=(1 1 1)-(—1 1 —1)=(3 3 3).
1 =1 3 1 1 3 7 3 11
11 3 7 11 3 7
|A-4f=]3 3 3|=3-|1 1 1|=
7 3 11 7 3 11

=3-(121+214+21-49-33-33)=3-(163—-115)=3-48=

= |A - Af| = 144

c)
Parab = 1es B = M, por lo cual:

¥ 3 ¥ 3 X 3
Q) e e ()0 )
- 1 7 1 z 1
x -2 1 1 3 —b
(},)z( 1 0l _1).(_1)=( . )=Sa£ucfﬁn:x=—ﬁ,y=2,2=5-
z 1 =1 1 1 5
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Problema 6:

i

B2) Calcule: a) f:[x +2)-Lx-dx. b) lim (rg E}E
K=
2

Solucion:

a)
f:(x +2)-Lx-dx.  Seresuelve en primer lugar la integral indefinida.

w=Lx = du=2dx
x =

I=[(x+2) Lx-dx=
(x+2)-dx=dv—v=54+2x

=>Lx-(x_—:+2x)—j(§+2x}-£-dx=(§+2x)-bx—j’(§+2)-dx=
=(S+42x) - - 204+ C = f(x +2) - Lx-dx.

-]

ff{x+2]-Lx-dx=[[§+2x)-£.x—i—2—2x]1:

[ 2)-te- 2] Er2a) -2

=[(§+2e)-1—“"{—29]—[(§+2-1)-0—§—2-1]=‘*_—j—‘*—j+i+2=

2et=e4148 e e24u
_fﬂjl{x+2j-Lx-dx—T.
h
) o ! 1
lim [ tg £ = (tg Z)o= = (tg Z)° = 1* = Indet. tipo nimero e =
ling (eg )™ = (eg 3% = (e ) p

2

= A=ty (t0 577 14 =y r0 277 = 1 (0 97 -

- b1 (9] - (e 1522)-

— cosx x_'E COsX SENX
2 z
1 . L{l=cosx)=Lsen x L1=L1 1
= lim [ «[L{1 = cosx) — Lsen x]] = lim 2. ) = =-= [nd =
et MCOS X e COSX 0 0
F]
EEMY  CDSX senix—cos x+costx
= {L'Hopital} = lim =2z =mx _ —lifp —=nxlizcoss) i, 1°C0SXY
yt  EENX .. SENX I senfx{l=cosx)
z 2 2
. 1 1
= =] = - =——=—1::t.4=,e_1:3
o sentx sen®s 1
z

1

CO5 T =1

= limy (g 7™ = et =2
lim (g 5 =et=-

Mota: Se ha tenido en cuenta que:

¢ T [l-cosx j'{l—cnsx){l—cnsx) _ Jl1=cosx)?  |(1-cosx)®  1-cosx
g 2 4 l4cosx ~.J{l+cﬂ5x){l—cﬂ5x) - l-cos3x senx  semx
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Problema 7:

B3) Al ordenador de una impresora 3D se le suministraron ayer las coordenadas de los
cuatro vértices Py, Py, Py y Py de un tetraedro sélido, el cual construyd al momento. Se
sabe que Py(1,1,1), P;(2,1,0) y P5(1, 3, 2), pero del cuarto punto Py (3, a, 3) hoy no
estamos seguros del valor de su segunda coordenada.

a) A partir de la cantidad de material utilizado por la impresora sabemos que el volu-
men del tetraedro es V' = 1. También sabemos que la longitud de ninguna de sus aristas
supera la altura de la impresora, que es de 10. Determine los posibles valores de a.

b) Dado el punto (3, 3, 3), que quiere imprimir ahora el paralelepipedo que tiene a
los segmentos Py Py, Pi Py y P como aristas. jCudles serian los valores de las coor-
denadas de los ocho vértices del paralelepipedo que habria que suministrar al ordena-
dor?

Solucion:

a)

Los vectores que determinan el tetraedro son los siguientes:

FI.PZ = ﬂF.E - l“::”:ﬂl. = [(21 1.l ﬂ} - [1.1 l.l 1)] = {1.!-{}1 _lj-

F1P3 =ﬂF3 _ﬂPI = [(1_.3_.2}_ {1_. l_.‘.l.j] = {ﬂ,g,l).

F1P4 = ﬂP#- - gFl = [(3.! ﬂ,gj = [11 1r 1}] = {Ena = 112]

Teniendo en cuenta que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto
de los vectores que lo determinan:

1 0 -1
1
Vrerraeoro = 1= [PiP,, PPy, PPy = 1; 2|02 1|l=1
2 a=-1 2

9—g=6=a,=3

4+4-(@-Dl=69-a=6= ITC0N"2

Las aristas P, P, y P, Py tienen las siguientes longitudes:

PP =12 + 02 4 (-1)2 =42 < 10.

PP, =402 +22 +12 =5 < 10.

Paraa = 3y a = 15 las longitudes de P, P, son, respectivamente, las siguientes:

a=23= PP =22 +2242¢ =412 < 10.

a=15= PP, =22 + 142 4+ 22 =204 > 10.

El tinico valor de a es 3 unidades.
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)
PG =00 -0P, =[(3,3,3) -(1,1,1)] =

=(2,2,2).

—_—

PPy =0P, - 0P; =[(x,v,2)—(1,3,2)] =

=(I_11}'_312_2}={11ﬂ1_lj=:'
r=1=1=2x=2

=1y—3=0-y=3 = F(231).
g=2==1=z=1

PQ=P,R=(2,22)=0R-0P, =

=[{x,yv.2)—(2,1,0)]=(x-2,y—-1,2)=

x=2=2=x=4
:t{y—l=2—}y=3}:tﬁ(4,3,2]_
z=2

Hﬁ:ﬂ:ﬂ(ﬁ,iﬂ]:ﬁ—ﬂ_ﬁ;Z
x=2=2-=x=4
:[{IJJ}JE}—{2*3’1)]:{I—z}}'—ng—l}:ﬁ{y-E:z#y:s]::l

z=1=2=2z=13

= 5(4,5,3).

P =PFT=(222)=0T-0F =
x—1=2—-x=3
=[(I,}*,2)—{1,3,2)]=(I— 1.’}'_3.12_2):{}'_3:2 —p}r:E]:ﬁ
g=2=2=2z=4

= T(3,5,4).
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Problema 8:

B4) Tenemos dos dados no trucados de seis caras, uno azul y uno rojo. Las caras estan
numeradas del 1 al 6. En un determinado juego, lanzamos los dos dados. Para calcular
la puntuacidn obtenida, se sigue el siguiente procedimiento: si el nimero obtenido en
el dado azul es par, se le suma el doble del mimero obtenido en el dado rojo; si el
nimero obtenido en el dado azul es impar, se le suma el nimero obtenido en el dado
rojo. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de obtener una puntuacidn de 10. Calcular la probabilidad
de obtener una puntuacion impar.

b) Calcular la probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul sabiendo
que la puntuacién final ha sido 8. Calcular la probabilidad de haber obtenido un mimero
impar en el dado rojo sabiendo que la puntuacién final ha sido un nimero par.

Solucion:
a)

11,12,13,14, 15,16
21,22,23,24,25,26
31,32,33,34,35,36
41,42, 43,44, 45,46
51,52,53,54,55,56
61,62,63, 64, 65,66
primeros digitos corresponden al dado azul v los segundos (en negrita), al dado rojo.

El espacio muestral es el siguiente: £ = .enel cual, los

En primer lugar, se halla la probabilidad de sumar 10.

Los casos favorables son los siguientes:

Azul par y doble del rojo correspondiente, tiene que sumar 10: 24, 43 v 62,
Azul impar y valor rojo correspondiente, tiene que sumar 10: 55.

Como los sucesos son incompatibles y equiprobables, aplicando la regla de
casos favorables 4 1
- =— = f =—

cases posibles 3a i

Laplace: P =

Ahora se calcula la probabilidad de que la suma sea impar,

5i con azul se saca par es imposible que la suma sea impar, por sumar el doble
del rojo (par), pues resulta la suma de dos nimeros pares, que es par.

Si con azul se sapa impar, el rojo tiene que ser par. Los casos favorables son los
siguientes: 12,14, 16,32, 34,36, 52, 54 y 56.

casas favorahles 9 1
P= =—=P==

casns posihles 36
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b)
La probabilidad de haber obtenido un nimero par en el dado azul sabiendo que
la puntuacidn final ha sido 8 se obtiene a continuacidn.

La puntuacidén 8 se obtiene en los casos siguientes:
Azul par: 23,42,61. Azul impar: 35y 53.

Total: 5 casos, de los cuales, 3 se obtienen siendo par la puntuacion del dado

. casos favorables 3 3
azul, por lo cual, aplicando Laplace: P = r =-=P=-

casos posibles 5 5

El espacio muestral de los casos de suma par siendo par la puntuacidn del dado
21,22,23,24,25,26

azul son los siguientes: { 41,42, 43, 44, 45 46 ; = Total: 18 sucesos.
61,62,63, 64,65, 66

El espacio muestral de los casos de suma par siendo impar la puntuacidn de los
11,13,15

dos dados son los siguientes: { 31, 33,35 + = Total: 9 sucesos.
51,53,55

El total de sucesos de los dos espacios anteriores es 27, de los cuales, aparecen
subrayados los que tienen impar en el dado rojo (negrita), que son 18 en total.

casos favorables 18

Aplicando la regla de Laplace: P = =P = %

cisos posibles a7
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P EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
oAy, ) LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
o by il 5:

2 :';‘,'I & CURSO: 2023-2024

A e .

tres? MATEMATICAS |I

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, responda
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho que se proponen.
Todas las respuestas deberdan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

0 1 1 X 1 0
A1) Dado el sistema de ecuaciones: (,1 -1 1 1) . (}’) — (i{) = (0) depen-

1 A=-1 1 z 0 0
diente del pardmetro A. Se pide:

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con
x =5

Problema 2:
AZ) a) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 cuya grifica sea tan-
gente a la recta ¥ = x en el punto 00, 0).

b) Proponga un ejemplo de funcién polindmica de grado 2 que tenga un méximo rela-
tivo en el punto P(1, 1).

) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en K.

Problema 3:
A3) Sean los puntos P(1,-1,3) v Q(2,1,-1):

@) Determine una ecuacidn del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

b) El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentra en la reca de ecua-
cidn r = x = 2 = y = z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo gue nin-
guna de sus coordenadas es nula.

Problema 4:

Ad) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, 4, y A, de igual
probabilidad 0,4 y se considera Ay = A, U 4, (por tanto, la probabilidad de 44 es 0,2).
De cierto suceso B se sabe que P(B/4,) = P(B/A.) v P(BJAs) = 2 - P(BfA;). Y un
suceso C independiente de 4, se sabe que P(C/A,) = 03y P(C/A5) = 0,6. Con estos
datos se pide:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B/A;) = 0,25,

b} Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de As.
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Problema 5:

B1) Como es bien sabido, la igualdad de determinantes det(A + B) = detA + detB
no es cierta, en general.

a) S5i A y B son dos matrices para las que det(A + B) = detA + detE, pruebe que
entonces det[(A + B)?] = det(A?) + det(B) + 2 - det(AR).

1 0 =1 1 01

b) Dadas las matrices £ = (a 1 0 ),D = ( 2 1 2), determine el tinico
2 -1 a -1 2 1

valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD.

) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

Problema 6:
B2) Dada la funcién f(x) = x — 3x, se pide:

a) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las grificas de las funciones
flx)y g(x) = x(x = 3).

Problema 7:

se

]

- _x2_ym_z0 o fx—y=5
B3) Dado el punto P(5,-1,2) y las rectas r = : 1 FS—{x+z:3

pide:
a) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P v corta perpendicularmente a la
recla r.

Problema 8:
B4) Antonio y Benito, companeros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco ve-
ces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de
la diana. En caso de empate, friegan juntos. Si Antonio acierta en el centro de la diana
el 25 % de sus lanzamientos v Benito en el 30 %, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para de-
cidir quién friega.

b} Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el cen-
tro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

0 1 1 X 1 0
A1) Dado el sistema de ecuaciones: | 4 — 1 1 1] (}') —(A]=] 0| depen-

1 A-=1 1 z 0 0
diente del pardmetro A. Se pide:

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.

b) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una solucién con
x = 5.

Solucion:

a)

0 1 1 X 1 0
El sistema (,1 -1 1 1) ~ (}f) — (.1) = (U) puede expresarse de la si-
1 A-=1 1 z 0 0

guiente forma:
0 1 1\ sx 1
A-1 1 1] (}?) =14
1 1-1 1 z 0
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 1 0 1 11
M=(1—1 1 1)}'M’:(A—1 1 1,1).

1 A-1 1 1 A-11 0
0 11

M=[a1-1 1 1|=Q-12+1-1-(@A-1)=0;
1 A-1 1

A2—204+1—A+1=0; 2-31+2=0; 1= =2 =11 =2

3+49-8  3+1
2

2
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Para {‘l * ;} = Rang M = Rang M' = 3 = n® inc6g.= S.C.D.

A #

01 11
Para.ﬂ.zlz:»M’:(ﬂ 1 1 1)=){F1=Fz}:‘>RangM’: :

1 0 1 0

Paral=1= Rang M = Rang M' =2 < n%incég.= S.C.I.

0 1 1 1
Purale:)M'Z(l 1 1 2):* Rang M' = {C,,(C;,Cs} =
1 1 10
0 1 1
>[1 1 2|=14+2-1=2#0=Rang M’ =3.
1 1 0

ParaAd =2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

b)
Para A = 1 el sistema resulta:

0 1 1 X 1 y+z=1
(ﬂ' 1 1) ' (}') = (1) = y+z =1}, que es compatible indeterminado y
1 0 1 z 0 x+z=0

. yt+z=1 _
equivalente al sistema: X tz= II]} =z=U

Solucion:x = —u, y=1—pu,z=u,YuER

Para p = =5 = Solucion:x = 5; y =6; z = —5.

Autores: Antonio Menguiano y Javier Rodrigo Hitos
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Problema 2:

AZ) a) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 cuya grifica sea tan-
gente a la recta y = x en el punto 00, 0).

b) Proponga un ejemplo de funcidn polindmica de grado 2 que tenga un maximo rela-
tivo en el punto P(1,1).

c) Justifique si una funcién polindmica de grado 2 puede tener dos extremos relativos
en K.

Solucion:

)
Sea la funcidén f(x) = ax® + bx + ¢,va € R — {0}.

Por contener al punto 0(0,0) = ¢ = 0.
La pendiente de larecta y = xesm = 1.

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual al valor de la
primera derivada de la funcion en ese punto.

£'(x) = 2ax + b. f0)=1=2a-0+b=1=bh=1.
La funcidn resulta: f(x) = ax* + x.

Como quiera que la funcidn (pardbola) y la recta son tangentes, su interseccion
tiene que ser dnica, es decir, que tdnicamente tienen un punto de corte.

Los puntos de corte de la interseccidn de dos funciones tienen por abscisas las
raices de la ecuacidn que resulta de la igualacion de sus expresiones:

flxl=y=2ax*+x=x ax*=0=a€ R - {0}
La funcién pedida es de la forma: f(x) = ax® + x,¥a € R — {0}

Un ejemplo puede ser, el mis sencillo posible, a = 1: f{x) = x* + x.

b)
Sea la funcién f(x) = ax® + bx + ¢,¥a € R — {0}

Por contener al punto P(1,1) = f(1) = 1.
fy=1=2a-1*+b-1+c=1; a+b+c=1. (1)

Una funcidn tiene un médximo relativo cuando se anula su primera derivada y es
negativa su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

f(x) = 2ax + b. ffix)=2a<0=a<0. (2
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Por tener un maximo en P(1,1) = f'(1) = 0.
ff(1)=0=2a-1+b=0; 2a+b=0. (3)

Resolviendo el sistema formado por (1), (2) v (3):

atbt+c=1 a—2a+c=1y —a+c=1
Eﬂ+§iﬂJ=}b=—2a=~ a-::[}] ﬂ-::ﬂ]ﬂc=a+1-

La funcidn resulta: f(x) = ax® — Zax +a + 1.

Considerando el valor mas sencillo, a = =1 = f(x) = —x* + 2x.

c)
Para que una funcidn polindmica tenga dos extremos relativos es condicidn ne-
cesaria que su primera derivada tenga, al menos, dos raices reales; es decir: sea, por lo

menos de segundo grado.

La primera derivada de una funcién polindmica de grado 2 es de primer grado,
por lo cual, incumple lo anteriormente expuesto,

Queda justificado lo pedido.
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Problema 3:
A3) Sean los puntos P(1,-1,3) vy Q(2,1,-1):
@) Determine una ecuacidn del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

) El segmento PO es uno de los tres lados del tridgngulo cuya suma de los cuadrados
de las longitudes de sus lados es 34 vy el tercer vértice se encuentra en la reca de ecua-
cidnr = x = 2 = y = z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que nin-
guna de sus coordenadas es nula.

Solucion:

a)

El punto medio del segmento de extremos Py Q es M (g, 0, 1).

Los puntos P(1,-1,3) v Q(2, 1, —1) determinan el vector:
Un vector normal del plano  pedido es i = (1, 2, —4).

El haz de planos y perpendiculares al segmento P tiene la siguiente expresidn
general: y S x + 2y —4z+ D =0.

De los infinitos planos del haz y, el plano & que contiene al punto M E L0, 1} es
el que satisface su ecuacidn:

yEx+2y—-4z+D=0

i 2 — = 3= =)
M(;—:Jﬂ,l)}:z-'-n 44+D=0;3-8+2D0=10

2D=5 D= =n=x+2y-4z+>=0=n=2x+4y—-82+5=0.

b)
x=2+4
La expresidn de r dada por unas ecuaciones paramélricas es: r = {y = 4
=4

Un punto genérico de res R(2 + 4,4, 4).

Los lados del tridngulo son E, PR v ﬁ

Las longitudes de los lados, en funcién del pardmetro 4, son las siguientes:

PO = PG| =TT+ 22+ (A7 =TT 4+ 16 =121

PR=J2+1-1P+A+1)2+@A-3)=
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=JA+12+ A+ 124+ (A-32=2-A+1)2+(1-3)%=

=2 (2 +2A+ 1D +A2-64+9=PF =342 - 24+ 11.

OR=(24+2-22+A-12+(A+1)2=

=V E—2A+1+ 32+ 20+ 12Q0R =32 +2
(PQ)" + (PR) +(QR) =34 = 21 + (342 — 22+ 11) + (342 + 2);
34 =642 -24+34 642 -21=0; 2031 -1)=0=214, =0,4, =

L] " [ 1
Teniendo en cuenta que no existen coordenadas nulas, la solucidn es 4 = 3y el

x=2+4:=1
3 3
1 r
lercer vértice es: 4 ¥ =< = K [_—J—,—)
3 3 3
1
Z=-=
k]
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Problema 4:

Ad) En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A, y A,, de igual

probabilidad 0,4 y se considera Ay = A; U A; (por tanto, la probabilidad de A, es 0.2).
De cierto suceso B se sabe que P(B/A4;) = P(BfA,) y P(B/A3) =2 - P(B/A;). Y un
suceso C independiente de A, se sabe que P(C/A;) = 0,3y P(L/45) = 0,6. Con estos
datos se pide:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B/A,) = 0,25,

b) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A,.

Solucion:

a)

Dos sucesos son incompatibles cuando su interseccidn es el conjunto vacio.

Diel enunciado se deduce que los sucesos 4,, 4. v A, son incompatibles, cum-
pliéndose que P(A,) + P(A.) + P(A;) = 1, por lo cual:

P(B)=PA, NnB)+ P(A.nB)+ P(A;nE). (%)

P(B/A,) = 0,25 = ”ﬁj:::f’ =0,25; P(A,nB) =025 P(4,) =025-04 =
= P(4, N B) = P(4, n B) = 0,10. i:“_ﬂ'j; _ -‘b_f_in.;
P(B/AL) =2 -P(BJA,)) = 2-0,25 = 0,50. bié;ﬁ;-rzsfﬂa
P(B/A;) =05 = ”Ej:l:f} =05 P(A,NB) =05 P(4,) =05 02 =

= P(4, N B) = 0,10,
Sustituyendo en (*): P(B) = 0,10 + 0,10 + 0,10 = P(B) = 0,30.

b)
Dos sucesos € y A, son independientes cuando se cumple las siguientes condi-
ciones: P(C/41) = P(C); P(A/C) = P(A) y PIC N Ay = P(C) - P(A4).

Datos: P(C/A,) = 0,3; P(C/A3) = 0,6.

P(C/A,) =03 = % =03 P(A,NC)=03-P(4,)=03-04=>
X

= P(4:nC) =012

PlAzNC)

P(C/As) = 0.6 =55

=06; P(AsnC)=06-P(43)=06-02=

= P(4,nC) = 0,12.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Sabiendo que 4,, A» v A; son incompatibles, se cumple que: P(4,) + P(4.) +
P{A;) = 1, por lo cual:

PICY=PANC)+ P(A.NC)+ P(A;NC)=P(A,NC)+ 0,124+ 0,12 =
= P(A,) - P(C) + 0,24 = 0,4- P(C) + 0,24; P(C) - 04 P(C) = 0,24,

(1-04)-P(C) =0,24; 0,6-P(C) =024 P(C) == P(C) = 0,4.

0.6
Los sucesos £ y A, son independientes si P(C N A,) = P(C) - P(A4,):

0,12 = 0,4-04 = Los sucesos C y A, no son independientes.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

B1) Como es bien sabido, la igualdad de determinantes det(A + B) = detA + detB
no es cierta, en general.

a) 5i A y B son dos matrices para las que det(4 + B) = detA + detB, pruebe que
entonces det[(A + B)*] = det(A®) + det(B%) + 2 - det{AE).

1 0 =1 1 0 1

b) Dadas las matrices ' = (a 1 V] ),D = ( 2 1 E), determine el dnico
2 =1 a -1 2 1

valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = detC + detD.

) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que
tiene a C como matriz de coeficientes.

Solucion:

a)
det[(A + B):] = det[(A+B)-(A+B)] =

=det(A-A+A-B+B-A+E-B).
Sabiendo que det(A + B) = detA + detB, la expresidn anterior queda:
det[(A + B)?] = det|A - A| + det|A - B| + det|B - A| + det|B -B| =
= det|A| - det|A| + det|A| - det|B| + det|B| - det|A| + det|B]| - det|B| =
= det(A*) + 2 - (det|A| - det|B]) + det(B?) =

= det[(4 + B)?] = det(A*) + det(B*) + 2 - det(AB),c.q.p.

b)
1 0 =1
[Cl=]a 1 O|l=a+a+2=2a+?2.
2 =1 n
1 01
D=2 1 2|l=1+4+1-4=2
-1 2 1
1 0 -1 1 0 1 2 0 0
C+D=(a 1 n)+(2 1 2)=(a+2 2 2 )
2 =1 a -1 2 1 1 1 a+1
2 0 0
2 2 1 1
C+D|=|la+2 2 2 |[=2- =4-| | =
1 1 a+t1 |1 a+1| 1l a+1

=4-{a+1=1)=|C+D| = 4a.
det(C+D)=detC +detD =2 da=2a+2+2; 2a=4=2>a=2.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

B2) Dada la funcién f(x) = x¥ — 3x, se pide:
a) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento,

b} Calcular el drea de la region acotada delimitada por las grificas de las funciones

flx)y g(x) = x(x = 3).
Solucion:
B2) Dada la funcién f(x) = x¥ — 3x, se pide:
) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las gréficas de las funciones
flx)y glx) = x(x = 3).

a)

Una funcidn es par cuando f{—=x) = f(x) e impar cuando f{—x) = = f(x).
f(=x)=(=2)* =3 . (=x) = =x% + 3x = —(x¥ + 3x) = = f(x).

La funcidn f(x) es impar.

b} Calcular el drea de la regidn acotada delimitada por las gréficas de las funciones

flx)y glx) = x(x = 3).

Los puntos de corte de f(x) = x¥ — 3x con el eje de abscisas son los siguientes:

=0
EjeX= f(x)=0; x¥* =3x=0; x(x* =3)=0=1{x = —V3. Los puntos
x5 =3

de corte son: A(—+/3,0),0(0,0) y B(+/3,0).

Los médximos y minimos de f(x) se obtienen a continuacién.

Para que una funcidn tenga un méximo o minimo relativo en un punto es condi-
cidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los mdximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo v, si es negativa,
de un médximo.

fla)=3x"=-3. ff(x)=0=23x*-3=0;x*=1=2x, =-1x. =1

f(x) = 6x.

f7(=1) = =6 < 0 = Miximo relativo parax = —1.

f(=1)=(=1)" =3.(=1) = =1 + 3 = 2 = Maximo relativo: P(—-1,2).

Por simetria con respecto al origen (funcién impar): Minimo relative: Q(1, -2).

Parax = 0= f"(0) = 0 = Ni mix.ni min. (para punto de inflexién).

Matemdticas Il. Curso 2023 — 2024. Autores: Antonio Menguiano y Javier Rodrigo Hitos

Comunidad Auténoma de MADRID www.apuntesmareaverde.org.es

S=———
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Los puntos de corte de las funciones f(x) y g(x) tienen por abscisas las raices
de la ecuacidn que se obtiene de la igualacidn de sus expresiones:

flx)=glx)=2x=3x=x(x-3)=x"=3x=0; x" =x"; x* =x" =0

2 _ x, = 0= 0(0,0)
-0 =0= 21 Tou -2y
La funcidn g(x) = x* — 3x es una pardbola
convexa (U), por ser positivo el coeficiente de x*,
cuyo vértice, minimo absoluto, es el siguiente:

g'{x}=2x—3=ﬂ=rx=§.

NS 3_9 9 _ 9-18 _
H(i]—(ﬂ _3'5_4_1_ 4

=-2= F(E,—E). Otro punto de la paribola es C(3,0).

4 Z
La representacion grifica de la situacion se expresa en la figura adjunta, donde
es dificil observar la superficie a calcular. A continuacidn, comprobamos con un valor

de x del intervalo a calcular x = —: € (0, 1) en las dos funciones para saber cual de ellas
esld por encima.

3 . .

F) = () -3 iadotorm u
2 (i)’: f 1: j 1312 1ﬂ|:| = g(x) > f(x).
N=1= —3-—:———: _ = - —

g[z] (J 2 4 2 B 8

Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce la superficie a calcular, que es la si-
guiente:

S = [y1g(x) = f(0)] - dx = [[[x* = 3x = (x* = 3x)] - dx =

1 4 3 -
S P S =[_x_* x_3] =(_1_ 1_]_ I S R
fu{x+x]d}c ++3u 4+3 0 4+3 1z

1

8=
12

u® = 0,083 u®
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
B3) Dado el punto P(5, =1, 2) y las rectas r = x_j = % = %ufr' § = {::, :_ :;: : e
pide:

a) Estudiar la posicidn relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.

b) Determinar una ecuacion de la recta que pasa por P v corta perpendicularmente a la

recla .
Solucion:
a)
Un punto y un vector director de la recta r son A(2,-1,0) y &7 = (3,-1,1).
r=4
La expresidn de s por unas ecuaciones paramétricas es: s = {y = =5+ 4.
z=3-4

Un punto y un vector director de la recta s son B(0,-5,3) y ¥, = (1,1, -1).

Los vectores T, y ¥, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r v s se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto 4 € r y extremo el
punto B € s: W = AB = 0B — 04 = [(0,-5,3) — (2,—1,0)] = (-2, —4, 3).

Segiin que los vectores {Uy, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
o se cruzan, respectivamente,

Los vectores {T, v, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se corlan; en caso contrario, se cruzan.

3 -1 1
Rang{v,v,wi=|1 1 —-1|=9-4-242-12+4+3=-4=0=
-2 =4 3

= Rang {v., V., W} =3 = {v,, 7, W} no son coplanarios.

Las rectas Fysse cruzZan.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
T =(3-1,1)-(1,1,-1)=3-1-1=1=%0.

Las rectas r ¥ s no se cruzan perpendicularmente.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, 77 y v%, vy el vector
w = (—2, —4, 3) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprensién se hace el esquema gue se observa.

- -
- y

- ! .-:‘

- —

- ¢ _

5
",

L3
-

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del drea de la base
por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

V=T (X =T x 0| -h=|F x 7| -d =d="2Z2"

[y x v
3 -1 1
N 1 1 -1
d{r Sj . |T7 (T = W =2 -4 3zl |=4] . 4+ _ + .
' [Ty = Tl Pojok li4j+5k+k=i435]  [4jeak]  VaTeal
3 =1
1 1 -1

dir,s) = %u = 0,71 u.

b)
Siendo ¥, = (3,—1,1), el haz de planos y perpendiculares a la recta r tiene la
siguiente expresion general: y = 3x —y+z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz y, el plano f que contiene al punto P(5, -1, 2)
es el gque satisface su ecuacion:

¥Edx—yv+z+D=0

m:s.—LzJ]='3‘5"1‘13+?+ﬂ=ﬂ: 15+1+2+4D=0;

184+4D0=0; D==-18=>f=3x—-yv+z-18=0.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=2+34
La expresidn de » por unas paraméiricas es la siguiente: r = I; ==1-=24A.
=4

El punto () de interseccidn de la recta r y el plano § es el siguiente:

f=3x—-y+z-18=10

x=2+34 L
rEly==1-21 =3 (243)-(-1-A)+A-18=0;
z=4

¥yr=2+3=5
E+94A+1+A+4A-18=0; 11A-11=0; A=l={jy=-1-1=-2;=
z2=1

= (5, —2,1).
Pg=00-0P=[(5-21)-(5-12)]=(0-1,-1)=%=(0,11).

La recta t pedida es la que pasa por los puntos Py (); expresada, por ejemplo,
por unas ecuaciones continuas, es la siguientes:

x=5 w4l =2
[}] 1 1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

B4) Antonio y Benito, compafieros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco ve-
ces a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de
la diana. En caso de empate, friegan juntos. 5i Antonio acierta en el centro de la diana
el 25 % de sus lanzamientos y Benito en el 30 %, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para de-
cidir quién friega.

b) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el cen-
tro de la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Solucion:

a)
Datos: P(A) = 0,25; P(A) =075 P(B) =0,30; P(B)=0,70.

Lanzando 5 veces el dardo, gana uno de los dos cuando ha dado 3 veces en el
centro de la diana. Si se quiere saber quien gana en 3 lanzamientos, es necesario, que
uno de ellos haya dado en el centro de la diana y el otro no, pues, en otro caso, no

habria certeza que gane uno de los dos, por lo cual, la probabilidad pedida es, que
acierte las tres veces Antonio o que lo haga Benito:

Gana Antonio: P, = [P(4) - P(B)] - [P(4) - P(B)] - [P(4) - P(B)] =
= [P(A)* - [P(B)]” = 0,25° - 0,7° = 0,015625 - 0,343 = 0,0054.

Gana Benito: P, = |[P(B) - P(4)] - [P(B) - P(4)] - [P(B) - P(4)] =
= [P(B)]® - [P{H}f =0,3%-0,75% = 0,027 - 0,421875 = 0,0114.

P =P, + P, = 0,0054 + 0,0114 = P = 0,0168.

b)
r=2-60=2-20=40.
Probabilidad de que Antonio falle: p = 1 = 0,25 = 0,75.
Probabilidad de que Antonio acierte: g = 0,25.

Se trata de una distribucién binomial de las siguientes caracteristicas:
n==60; p=075 g=025 r=40.
np=60-075=45>5

Por ser: g =60-025=15>5
mial a una distribucién normal de las siguientes caracteristicas:

] puede aproximarse la distribucidn bino-
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

u=n-p==60-075=45,

o=n-p-q=,60-075-025=,/11,25 = 3,354

X = B(60; 0,75) = N(45; 3,354).

X =45
3,354

Tipificando la variable: X — % = Aplicando la correccidn de Yates:

P=P(X=40)=P (z > 3“'5“‘5) = p (z }E) = P(Z = —1,64) =

3354 3354

= P(Z < 1,64) = 0,9495.
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