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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
L D Ma ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
T pp— GENERAL JUNIO
Trm—— CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de

4 preguntas, cualesquiera de ellas..
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.
Problema 1:

P1) Istudia el signiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro real m y resuél-
velo en los casos en que sea compatible:
(2—a)z—ay+2z=—4
(a—2z+{a+1y=>5
y+(@*—a)z=3—a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:

P2) Halla el rango de la matriz M segtn el valor de m, siendo:

m -1 3 0

-1 m 1
M= m -1 -1
=2 m+l1l 2 (2,5 puntos)

Problema 3:
P3) Los puntos A(4,—-2,-3}, B(2, —1,1) y C(0, =3, —1) son vértices de un rombo.

a) Encuentra el cuarto vértice del rombo (1,75 puntos)

b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

Problema 4:

P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3u?, siendo tres de los vértices los puntos de
corte del plano 7 =2z — y — 22 — 2 =0 con los ejes de coordenadas.

a) ;A qué distancia de « tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)

b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el

volumen sefialado.
(1 punto)

Problema 5:
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

P5) Calcula las derivadas de las siguientes [unciones:

a) flz)= <l> o (1,25 puntos)

T

w2 +dz+1 -
b) g(.’l:) - (CC T 2)2 (1,20 puntos)

Problema 6:

P6) Halla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las asintotas de
la funcién f(z) = e . Representa, de manera aproximada, la grafica de f.

(2,5 puntos)

Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 22 + e .
a) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2,4]. (1,25 puntos)
b) Comprueba que existen dos valores reales o y f en (—2,4) tales que f{a) =2 = f(8).

Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) Calcula los puntos del plano en los que se cortan las gfaficas de estas dos funciones:

9
fl@=—y g(z)=10z—a’

Tomando los dos puntos de corte con & > 0, calcula el area de la regién del plano encerrada
entre ambas graficas en el semiplano de abcisa positiva.

(2,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real m y resuél-
velo en los casos en que sea compatible:

(2—-a)r—ay+2z=—4
(a—2)z+{a+1)y=5
y+(®—a)z=3—a
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)
Solucion:
2—a -a 2

La matriz de coeficientes es A= a-2 a+1 0 v la matriz ampliada es
0 1 a-a
2-a -a 2 —4
Al/B=|a-2 a+l 0 3
0 1 a-a 3-a
Utilizamos el método de Gaupss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.
Fila 2* +Fila 1*
2ra a2 A ) a4l 0 S

AlB=|a-2 a+l 0 5 |= g —a 2 -4 ==

0 1 2 1 — Nuevafila 2*

0 1 a'-a 3-a

Fila 3*-Fila 2®

0 1 ag-a 3-a

0o -1 -2 -1

0 0 a -a-2 2-a— Nuevafila3®

2—-a -a 2 -4
=| 0 1 2 1
0 0 &-a-2 2-a

Averiguames cuando se anula 1a matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

2-a -a 2
1] 1
0 0 a'-a-2

2—a=0—>

=1, 124f(-1) —4(1)(-2
a—-a-2=0—=a= ( ] { }( }=1i3 2

2 2 1-3

2

E= =g

- -[F=a
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Se amula cuando 4 =—J/ y cuande a = 2.
INos surgen 3 situaciones distmtas que analizamos por separado.

CAS0Ll. a=-1 y a=1

El determinante de A es no mulo, por lo cual su rango ez 3, al igual que el rango de la matnz
amphada v el mimero de mncognitas. Aplicando el teorema de Fouche el zistema ez compatible
determinado (Hiene schocion dnica).

Rezohvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el metede de Gauss.

(l-a -a 2 -4 (2-a)x-ay+2z=-4 ] 1
o1 2 1 (= y+2z=1 :;{;1 }::»
L0 0 &g-a-2 2-a) {ﬂl_ﬂ_g]‘?:g_ﬂj -
(2-g)x—agy+2z=—4 (2-a)x—ay+2 -l
=  y+2z=1 = | a+l =
+2——=1
o= ﬁ_z_a = l_ﬂ' = _1 ‘} I:]'+1
a—-a-2 [(a-2){a+l) a+l
2 da-4+42 —da-2
2-ag)x-ay=—4+ = -
:}E a)x-a a+l a+l a+l 1:}
" 2  a+l+2 a+3
T AT Taetl ael
:}IIZ—E}I—EE-I_J=_4ﬂ_2:::|:1—ﬂ':|_1'=_4ﬂ_2+a{ﬂ+'1}:;
a+l a+l a+1 a+1
4a-2+d'+3a a-a-2 [(9+1)(a-2)
=li-ajx= =ll-alx= = =a-2=
(2-a)x a+l (2-a)x a+1 g1 .
a-12
:::x=2_ﬂ=—l
Lasnhlciﬁnes.t:—],‘}::%:z:;__':
CAS02 a=-1
LE‘ ﬂ"‘\.
31 2 -4
La matriz ampliada equivalente obtenida queda 4/ =0 1 2 1
000 3
——

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

EE
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Por lo que el rango de A es 2 v el de la ampliada es 3. Al tener ranpos distintos por el teorema
de Rouche el ziztema ez incompatible.

OTRA FORMA DE FAZONAR LA INCOMPATIBLIDAD DEL SISTEMA

El sistema equivalente triangular queda:
x+y+2z=—4]
¥+2z=1} jIMPOSIELE!
0=3]

El sistema ez incompatible (no tiene sohicion)

CAS0D 3. ao=2
La matriz ampliada queda:
|"'_ 48 _"i.
0224
A/B=|0 1 2 1
00 0 0
T

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A'B. Los ranges son ignales, pero
menores que el mimero de meogmitas (3). Por el tecrema de Fouche el mistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partr del sistema triangular equivalente obtenido.

-2y+1z =—4} “2y+2z=—4

= =-2l-2z)+2z=-4=
y+2z=1 y=1-2z } ( :I :

=-2+dr+di=d b=l |li=—=—|=

| T =

U3

Resumiendo: 51 a#—1 y a# 2 el sizstema ez compatible determmmade siendo su selucion
x=-1, 1-'=ﬂ—+J,z=_—1 .51 a=-1 el sistema ez mcompatible v 51 a=2 el zistema es
T oa+l a+l )

compatible mdeterminade siendo sus soluciones x=4; y= % . E=—; pam cualquier A K.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia

www.apuntesmareaverde.org.es

_——
Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:
P2) Halla el rango de la matriz M segtn el valor de m, siendo:

m—1 3 0

—1 m i
M = m S
-2 m4+1 2

(2,5 puntos)
Solucion:

La matriz M tiene 4 filas v 3 colummas. Su rango puede zer 3, 2 o 1.

Hacemos transformaciones en la matriz para obtener otra matniz M con su mismo rango, pero
que el estudic del misme sea mas zencillo.

- 0™ ila4* —2-Fila 2*

m -2 m+l1 2
M= om 22
__1 m+1 _1 0 1-m 0 —NuevaFila4*
'Fila 3* -Fila 1* m—1 3 0N
m -1 -1 -1 m 1
Tmtl 30 o alt
i 1 -4 —-1— Nueva Fila 3* 0 1-m 0]
'Fila 3* +Fila 2* m-1 3 0
1 -4 -1 -1 mo 1
-1 om 1 =0 m-4 0
hm—bﬂueval?ﬂa? V0 1-m 0

Consideramos el menor de orden 3 que resulta de quitar la tercera fila v calculamos su
determimante:
m-1 3

-1 m U=0+040-0-0-(m-1){1-m)={m-1)
0 1-m

Este determinante se anula para m = J.
Amnaliramos dos situaciones diferentes.

1" sitnacion. m=1.
En esta situacion el determmante del menor de orden 3 anterior es no mulo y el rango de la
matriz M es 3.

2* situacion. m=1.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

En esta srtuacion el determmante del menor de orden 3 anterior ez mule. Segumeos estudiando

0 3 0
el rango de M partiendo de la matriz equivalente obtenida que queda :]1 13 é .

0 0 0
Observamos que la fila cuarta es nula v que la fila promera v tercera son propercionales, por lo

que el range de M no puede zer 3.
Tomamaos el menor de orden 2 que resulta de quitar las filas fercera v cuarta, v la columna
cuarta y calculamos su determinante.
'} -3
=3=0
o

Resumiendo: 51 m=] elrangodeMez 3 vzl m=1 elrango de Mes 2.

Al ser no nule el range de M es 2.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
P3) Los puntos A(4,-2,-3), B(2, —1,1) y C'(0, ~3, —1) son vértices de un rombo.

a) Encuentra el cuarto vértice del rombo (1,75 puntos)

b) Calcula el area del rombo. (0,75 puntos)

Solucion:

a) La situacion planteada ez Ia del dibujo.

A
El vértice se obtiene sumando al vértice B el vector AC .

AC =(0,-3,-1)-(4,-2,-3)=(-4,-1,2)

D=B+AC= (2,-11)+(4.-12)=(-2.-2.3)
El cuarto vértice del rombo tiene coordenadas D{—Z,—Z,S]_

b) Elrombo lo podemos dividir en dos tnzngulos: CBD y CBA. Los dos tienen ] mizmoe valor
de drea. El drea del rombo es el doble del drea del tridngulo CBD. El drea del triangulo CED

es la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores CB v CD.

CE=(2-L1)-(0.-3,-1)=(2,2.2) |

i
; = (CB=CD=|2
€D =(~2,-23)-(0,-3,~1) =(-2.1,4) -

2

el e,
= ba

=Ri-4j+2k+4k—8j—2i=6i-12j+6k=(6,-12,6)

, CBx=CD ,f" -12) +6°
reacan =] ,.CDL i ;1:' L. %

El drea del rombo es 6.J6 =14.7 unidades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

P4) Queremos construir un tetraedro de volumen 3u?, siendo tres de los vértices los puntos de
corte del plane 7 = 2x —y — 22 — 2 =10 con los ejes de coordenadas.

a) ;A qué distancia de w tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro? (1,5 puntos)
b) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice de tetraedros con la base dada y el

volumen senalado.
(1 punto)

Solucion:

La baze del tetraedro ez el tridngulo ABC del dibujo.

z
C

s,

mh
I |

X

a) Hallamos las coordenadas de los puntos A, BEv C.

x=0 J»::—}:—2=ﬂ::>y=—2::>3[0,—2,l}:|

:'r:i'!x—}=—lz—2=ﬂl
x=0 J»:>—2.z—2=D:>2.z=—2:>z=—l::>CIID,D,—1}

e 07 —
aje {J-"=':"

Hallamos el drea del triangulo ABC (base del tetraedra).
- i j ok
AB={0,-2,0)-(L0,0}={-L-2.0 —
_{”H"}'{' ﬂ:,wmf,*=—1 -2 0|=
AC={EI',{I__—1:|—|:1__EI,U}=|[—1_.EI_.—1}J 10 -

=2i+0+0-2k—j-0=2i- j-2k=(2,-1-2)
i ﬁxd o 1 _ 2 _2 2
freadBC-) : q_yr+( DECTRER

El volumen del tetraedro es la tercera parte del producte del drea de 1a base por 1z altura.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

) Areabase-alfura 15 ©
Folumen = 3 =i="—= 03
- .

=h=:h=6

LA

El cuarto vértice del tetraedro debe estar a una distancia de 6 unidades del plano m que
contiene la base.

b) Hallamos un plano w° paralelo al plano m a distancia 6.
Alserparalelo a m:2x—y—2z-2=0 suecuaciones x#-2x—y—2z+ K =0 . Hacemos que
la distancia de A a w” sea 6 para hallar el valor de K.

A(L0.0) 21-0-0 2+K
7 2x-y-22+K=0,=6= If . +KI\:}E=%:}
did.r)=6 NZH(-1 +(-2)

e Flo1— 2+E=3=23K=b—2x"2x—-y-2z+6=0
[2+E]= 24 E="S83FE=-10=37"2x—y-2:-8=0

De los dos plancs elegimos uno de ellos, por ejemplo 77 2x—y—-2z+6=0.

Cualquier punto del plano 77 unto con los puntos A, B v C forman un tetraedro de volomen 3
unidades cibicas. Elegimos dos puntos cualesquiera del plano.

=ﬂ '=1:I
e = 27+6=0=2z=6=z=3= D(0,0,3)
A lx-y-2z+6=0 :
x=0yz=0 ]

;r;gx_}:_lﬂﬁ:ﬂj»:*-—}=+ﬁ=1]::=-}==ﬁ:::D {_ﬂ:ﬁ.,ﬂ]

Doz puntos que sirven como cuarto vertice de tetraedros con la base dada v el volumen
sefialado son IN0,0,3) v D7(0,6,0).
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

P5) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) flz)= (%) o (1,25 puntos)

e’ +dz+1
b) q($) = : ($ +$2)2 (1,25 pthOS)

Solucion:

a) Antes de derrvar simphificamos la expresion de la fumcion en busca de una denvacion mas
comoda. Después aplicamos logaritmoe neperiane a la expresion de la funcion y derivamos.

I,-l'l'h' o

flx)= =(x"}" T = 2 I fx))=In(x""* )= In( £ (x)}=-cosxIn(x) =

:}{Bemmm}:}f{ :I—.mr.r In x—cosx- 1:‘;}' (x)= fl:xj‘fm Inx- E]:}
x X

f(x)

f cosx )

4= ~
\ X /I
CosX

La derivada de fix) es f(x)=x"" (.sem' Inx——}

X

=7 () =x

b) Aplicamos la regla de derivacion de un coclente.

g() =22 o () (2x+4)(x+2) [ +4x+1)2 3477 _
) {Iﬂ}! . (x+2)"

_ [2:+4}{x+2}—{x" +4x+1]1 _ 2+ Tredy + 8- 27 - -2 __ 6
(x+2) (x+2) (x+2)

La derivada de g(x) es g'{(x)=

6
(x+2)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

P6) Talla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las asintotas de
la funciéon f(z) = ¢~ Representa, de manera aproximada, la grafica de f.

(2,5 puntos)
Solucion:
Utilizamos la derivada para encontrar los puntos criticos de 1z funcion.

flx)=e < =f (Ij__he_aﬂj {,g_"- ;tll]}:::—x=ﬂ'

Averignamos =i el punto critico hallado ez maximo o minimo relativo sustituyendo su valor en
la segunda derrvada.

Frx)=-2xe = fr{x) =2 —2x(-2x)e™ =& (-2+4x" )= F(0)=€"(-2) <0

Al zer |z segunda derivada negativa sabemos que en x = § hay un maximo relativo.
Este maxime relativo es absoluto pues antes de x = 0 crece v después decrece sn ningin
cambic de tendencia ni antes ni despugs.

Come la funcion vale f(0) =g =1 el maximo absoluto tiene coordenadas (0, 13

Para hallar los posibles puntos de inflexion de la funcion averiguamos cuando e amla la
derivada segunda.

iE:g (242 ﬂfj 7 (2442 )= 0= {7 20l = 2440 =0

Comprobamos que la derrvada tercera no se anula para estos dos valores.

frlx)=e (24457 )= £ (x)=—2ne™ (2+4x7 )+ (Bx)=e™ (-2 +8x+4x’)

3

=

A e e )

=

b

Como la funcion vale f{i% =€ los puntos de inflexién tienen coordenadas

4

37 - 37
A ¥

kN 4

Asintota vertical. x=a

El domimnio de la funcidn zon todos los nimeros reales v 12 funcién no puede tener asintotas
verticales.
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448 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Asintota horizontal y =15

b=lim f(x)=lime™ = lm —=1=0
= = :—3+W‘E-‘- 5 o
. R B |
b=lm fx)=lme” =lm —=—=10
T == :—3+W'E-‘ a3

Larecta y =0 es asmtota horizontal

Asintota oblicua. y=m+n
No exizte pues la fincion tiene asintota honzontal

Beahizamos una tabla de valores y representamos la grafica de la funcion.

x| flx)=e"
-2| et =002
-1 1/e=037
0 | 1 mdaximo
1/e=037
2| e' =002
I
Maxima

Puwir dr inflorion Paunio de inflexiss

1
A v rorsy i pavind ! 3 3
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 2% +es.

a) Demuestra que la [uncién es continua en el intervalo [—2,4]. (1,25 puntos)

b) Comprueba que existen dos valores reales o y f en (—2,4) tales que f(a)=2=f(F).
Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)
Solucion:

a) La funcion es suma de funciones continuas vy composicion de funciones continuas.
La funcion es contima en & .

b) Utilizamosz el teorema de Bolzano:
Sea fcontimua en [a,4] v ze cumple que f{a) f{#)<0 entonces exizte un valor ¢ =(a.5)
tal que fic) = 0.

Consideramos la fimcion g(x)= fx)-2=x" +g° -2, que es continua en [-2.0]

Como f(-2)=(-2) +e' —2=2+&""=26>07 fl0)=0"+&' -2=1-2=-1<0.

Aplicando el teorema de Bolzano existe or=(—2,0) tal que g(a)=0, esdecr f(a)=2.

Consideramos la fimcién g{x)= f(x)—2=x"+e* -2, que es continua en [0,4]

Como f(0)=0° +te'-2=1-2=-1<0 v fid)y=4 te' —2=14+e=167>0 .
Aplicando el teorema de Bolzano existe 8 =(0,4) tal que g({#8)=0, esdecir f(8)=12.

Queda demostrado haciendo uso del teorema de Bolzano en mntervalos distintos que existen
dos valores reales a v en (—2.4) tales que fla)=2=f(5).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

P8) Caleula los puntos del plano en los que se cortan las gfaficas de estas dos funciones:
9
f@)=> y g(a)=10z -
x

Tomando los dos puntos de corte con z > 0, calcula el 4rea de la regién del plano encerrada
entre ambas graficas en el semiplanc de abceisa positiva.

(2,5 puntos)

Solucion:

Matematicas II. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de NAVARRA

Hallamos los puntes de corte de ambas graficas.

_,'f'n[.u':]-=gl[x‘j::>E=1'[Ix—_7fi =0=1lx'-x' = "1 +9=0=
T x

[10+8 .
2 — = YT = =13
102107 amE) _tozg_| Ty ~OTF x-S
2 2 L—mz_g=1=x:—}x=ql'l-=il

El drea se encuentra entre x = f yx = 3.
Tomando un valor x = 2 entre 1 v 3 tenemosz que f(2)=

b |

=435y g(2)=20-2"=12.

Tenemos que g(x) > f(x) en el mtervalo (1, 3).
El valor del drea e la integral definida entre 1 v 3 de gfx) — fix).

A}-m=_["'g{x)-_f{xjfﬁmj‘.;lox—x‘ —;dx=:_5x" —x—‘;—glnx]

53 -3 _om3 |- 5L —omi1|=45-8 _om3-5+ L _[0-om3- =
_[33 5 gms} SF-3 91:11} 45-=-9In3-5+=[20-93=10.11u

El drea tiene un valor de 20—9n3=10.11 umdades cuadradas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
g D na LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
Loty Pk car Mo CURSO: 2023_2024
Latwrkn Linb-wisiain Fubisca MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 8 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo de

4 preguntas, cualesquiera de ellas.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:
P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo

cn los casos en que sea compatible:

z+(a®>+a)z=0
T+ 2a—1Ny+(a+1)z=a
(2a—1ly+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Problema 2:
P2) Sean A, P y @ tres matrices cuadradas regulares tales que Q- A-P = I, donde I esla
matriz identidad de la misma dimension.

a) Demuestraque A-P-Q-A=Q'.- P!
(1,5 puntos)

b) Calcula la matriz A para el caso en que I” y @ scan las siguientes:

P =l Q- 10
Y B v AL B (1 punto)

- _ e _Jr+2243=0
P3) Se consideran el plano 7 = 2z +y —2—5 =0, larecta r = { g4zt

puntos A(3,2, —1) vy B(1,1, —1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.
(1,25 puntos)

Problema 3:
_o ¥ los

a) Demuestra que los puntos A, B v C no cstan alincados.

b) Calcula el area del tridngulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

Problema 4:
P4) El punto P (4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior

. . 2z +2 =0 .
estd contenido en la recta de ecuacién r = { 22; ir zy:rgz_ 0 Calcula los dos vértices que

determinan este segundo lado.
(2,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

P5) Calcula los siguientes limites:

a) lim (In z)

400 \/E

b) lim 771 (1,25 puntos)

z—1

(1,25 puntos)

Problema 6:
P6) Se considera la funcién f (z) = cos(mz) + sin(mz) .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)

b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
teorico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(2 puntos)

Problema 7:
P7) Se considera la funcién f (z) = 222 + 2z + 3.
a) Demuestra que la funcién es continua en ¢l intervalo [—1,3] y derivable en (—1,3).

(1,25 puntos)
b) Comprueba que existe un valor « € (—1,3) tal que f'(a) = ? . Enuncia el/los resulta-

do(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Problema 8:

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

r—1

f@)=lr y gl@)-1

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2,5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

P1) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real a y resuélvelo
cn los casos en que sca compatible:

T+ (a>+a)z=0
z+(2a—1y+(a+1l)z=a
(2a—1y+(a+1)z=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

Solucion:

1 0 a +a

La matriz de coeficientes es 4=|1 2a-1 a+1 | v la matriz ampliada es

A/

0 2a-1 a+1
1 0 a+a 0
B=1 2Za-1 a+1 a
0 2a-1 a+1 0

Utilizamos el método de Gavss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

Fila2* —Fila 1*

1 0 a+a 0 1 2a-1 a+1 @
A'B=|1 2a-1 a+l a|= =

0 a1 Lo -1 0 -—a'-a 0
a-t a= 0 2a-1 —-a*+1 g— Nuevafila2®

Fila3*-Fila 2*

0 2a-1 a+1 0

0 2a+1 a -1 -a

0 0 a’+a -—a—» Nuevafila3®

1 0 i +d
=0 2a-1 -a+1 al=
0 2a-1 a+1

1 0 at+a
=0 2a-1 -a*+1 a

o0 a’+a —a

Averignamos cuando se anula 1a matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

1
0
]

Se anula cuande a = -], a =0y coando a=

0 a +a 2a-1=0->2a=1— a=%
2a-1 —a3+1={2a—l}{a:+a}=[]:>
0 a'+a @ +a=0—ala+l)=0—
) ) a+1={)—>

b | =

Nos surgen 4 sitvaciones distintas que analizamos por separado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CASOL a=-La=0ya=i

El determinante de A es no molo, por lo cual su rango es 3, al igual que el range de la matriz
ampliada y el mimerc de incognitas. Aplicando el teorema de Fouché el sistema ez compatible
determinado (tiene zolucion Gnica).

Fezolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el metodo de Gauss.

1 0 &+a 0 Xt (" +a)z=0

0 2a-1 —-a'+1 a |= (la-l)y+(l-a'|z=a

.:1#—11
J,:a az=0 =

0 0 a+a -a I{a"+.:1}z=—ﬂ ﬂ;téj
X+ {.:r +E’}E’=E‘ . [a"+a}_—11=[}
= (2a-l)y+(l-a'|z=a = a+1 =
o o _ 1 {h—l]}:+[l—a]m=a
a+a ala+l) a+l
- = 1 - 1
- a-a_, | xs a[a+]=ﬂ }
— ::1+_11 L= .:T:+1 a+1)
gty T4 SRR G a+_=J
(2a-1)y a+l a,l (Ja-T)y+ a+l
:'x—a=ll] :}x—a=ﬂ = -
(2a-ljy+a-1=a| (la-l}y=1 y= 1
T 2a-l
Lasoluciones x=a. _}'=;-z=_—1.
7 2a-1" a+l
CASD 2 g=-1
A E .“-
1 0 0 0
La matriz ampliada equivalente obtenida queda 4/8=/0 -3 0 -1
0 0 01
4 /

Por lo que el rango de A es 2 v el de la ampliada es 3. Al tener rangos distintos por el teorema
de Fouché el sistema es incompatible (zm sohicion).

OTRA FORMA DE FAZONAFR. LA INCOMPATIELIDAD DEL SISTEMA
El sistema equivalente trangular queda:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

x=1
—3y=-1; IMPOSIELE!
=1

El sistema es mcompatible (no tiene solucion)

CASO 3. a=10
La matriz ampliada queda:
i 45 N
1 0 00
A/B={0 -1 1 0
00 00
ah i S

Por lo que el rango de A ez 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangoes zon iguales, perc
menore: que el mimero de incogmitas (3). Por el tecrema de Rouchs el sistema es compatible

indeterminado (infinitas soluciones).
Resolvemos el sistema a partr del sistema tniangular equivalente obtemido.
" =ﬂ
x=0 ]::FD}:::I i ieh
1¥y=4; Aiek
—-Vv+ =|:| =1
y+z=0[" 2=} lz=4
1
ca&nd.a=5
La matriz ampliada queda:
1 0 3/4 0 Fila 37— Bl & e
A/B=|0 0 3;'4 1/2 00 S e 00 fi.: 1/2
o 00 3;-4 iz Tlo o a4 1 - 00 Jé:u J1
) 00 0 -1 —>Noeewafila? : .
LS A ry

Por lo que el rango de A ez 2 v el de la ampliada es 3. Al tener ranges distintos por el teorema
de Rouche el sistema es incompatible (zm solicion).

Resumiendo: 51 a=-1 a=0y a#% el sistema es compatible determinado siendo su solucion

i=a, y=ﬁ,z=ﬂ_—+11 .sia=-lo a=% el sistema ez mcompatible v 51 a=0 el siztema
x=0

es compatible mdeterminado siendo sus soluciones § y=4; Aeli.
I=A4

Autor: Juan Antonio Martinez Garcia
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

P2) Sean A, P y @ tres matrices cuadradas regulares tales que Q- A- P = [, donde [ es la
matriz identidad de la misma dimensién.

a) Demuestra que A-P-Q-A=Q1- P71

(1,5 puntos)

b) Calcula la matriz A para el caso en que P y @ sean las siguientes:

P -1 ik 0= 10
LB Y F in D {1 Bt
Solucion:
3) Partimos de la igualdad 0-4-P=1.
O AP-I1=Q QAP=0"I-0" = 4P=0"|_
O AP=I=QAPP' =IFP' =P =0 4=P"

S AP QA= P

b) La matriz A debe ser una matriz cuadrada de orden 2 que comple (-4-P=1.
IS _ =
O AP=I=ld= a.ﬁl] 1Da.£||1 10
a7 2le allz —)7o 1
[ b 1y 11 D“:}
a+2c Ea+ld'| —1| J

—a+2b=1
- —a+25 a-b “_ 1 {ﬁ:; a-b=10 -
—a-2c+2b+4d a+2e—b-2d) |0 1J —a+2b-2c+4d =0

a—b+2e-2d=1

+2h=1 -
o -b+25=1-[=1-[a=1
E:
= = {=h+20=-2c+4d =0 =
—a+2-2c+4d =0 |7 f’qd_l
a-b+2c-2d=1 L -

1-2e+d4d=0 [2¢+4d=-1
S e e
| 1 1
32}1«:‘—ﬂ=1:}:=5:}d o

1 1N
La matriz A tiene la expresion 4= w2 {.J
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:
T+2z4+3=0

—w—ytz+d=0 Y1

P3) Se consideran el plano m =2z +y— 2z —5 =0, la recta r = {
puntos A(3,2, —1) v B(1,1, —1). Sea C la interseccion entre la recta y el plano.

a) Demuestra que los puntos A, B y C no cstan alincados. (1,25 puntos)

b) Calcula el area del triangulo que conforman los tres puntos. (1,25 puntos)

Solucion:
a) Hallamosz las coordenadas del punto C.

x+2z+3=10 ] x+2z+3=10 x+2z+3=0
F=E

—i—y+z+d=0 = —x-y+z+d=0=—x+z+d=y¥ =
xsh+y—z—5=ﬂj x+y-z-3=10 2x+y—z—5=UJ

x+2z+3=0 1 x+2z+3=0

= ] =1+2z43=0=
Jx-x+z4+4-2-5=0] " x-1=0-[x=1

=lr=-d=z=

‘?“=—2 = [F=—1-2+4=1]=C(11-2)

Las coordenadas del punto C son C({LL-2).

51 los puntos A, B v C estin alineados los vectores 4B v AC deben tener coordenadas
proporcionales.

4(3,2,-1)] _—
G } AC={LL-2)-({3.2.-1)=(-2.-1-1) 2 _1 -1
B(lL1-1) b=y ’ : :}_1= lqe 5
’ = —1i—-{3 —]ll= —2 —1. - K
Cl:l-l-_z:l: A'E {1:1: 1':| I:::':2:1 1"' { ] 1[:'}
Comwo los vectores no tienen coordenadas proporcionales los tres puntos no estin alineados.

k) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores 4B v

AC.
iB=(2-10)] __ _|T Ik
\= ABxAC=|2 -1 0|=i+0+2k-2k-2j-0=
AC =(-2,-1-1) B
=i-2j=(L-2.0}

Area ;-LEC=|AEKAC1= | J+|:_2']:+0! =J—§ '
2 2 2

a

El drea del tnéngule ABC es el unidades cuadradas.

T
i
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

P4) El punto P (4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado. El lado paralelo al anterior
2v4+2y+2=0

Y — 2 —2-0 ° Calcula los dos vértices que

estd contenido en la recta de ecuacion r = {
determinan este segundo lado.

(2,5 puntos)

Solucion:

| R L R e |

La situacién planteada ez 1a del dibujo.

© oy

i —
A
Nos piden hallar las coordenadas de loz puntos A v B.

Hallamos las ecuaciones paramétricas de la recta 7

= lx+dx+2y-2=0=

B Ix+1;|.-'+z=Dj_’z=—2:c—2v
" 2x-z-2=0 T l2x-z-2=0

=4x+2y-2=0=2x+y-1=0=y=1-2x=

=4
=z=-2x-2(1-2x)=-2x-2+dx=-24+2x=r:{y=1-24
z=-2424

Hallamosz la proveccion ortogonal del punto P sobre la recta r.
P

A P B

El punto P pertenece a la recta y tiene coordenadas P(4,1-24,-2+24)_Elvector PP es
perpendicular al vector director de la recta v, =(1,—2,2) v su producto escalar debe ser nulo.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PP =(21-24,-2+424)—(4,50)=(4-4,-4-24,-2+24)
P_F=|:£—4__—1—2,ﬂ.,,—2+2ﬂ,”
- =(1-2,2) J:(A—4,4—2A—2+21}{1,—2, j=0=

FP 1 vr' = PPv =0

= A-4+8+44-4+41=0=01=0=4=0=|P(0,1.-2)

Hallamos la longitud del lado del cuadrado obteniendo el médulo del vector PP

0.1.-2)-(4.5.0)=(-4.~4.-2

Lado=yf{~4) +(~4) +(-2)" = 6unidades

51 A ez uno de los vertices del cuadrado pertenece a la recta tiene coordenadas
..!{:::._1—212,—2+2:1}. Ademas, la distancia de A aP " es la mitad de la longitud del lado (3).

AP =(0.1,-2)-(a.1-2a,2+2a)=(-a,2a 2a)

o=

|F'|=J—:I} +(2a) +(2a) =0’ —{

d(A.P)=3

F=3—F=1— A—d —Li+ L — L
_ [pa=3 1- A{11-2,-2+2) = 4(1-10
|-3¢=3-3a=-1- B(-13,4)

Los vértices del cuadrado situados en la recta son A(1.-1.0) v B(-1,3.-4).
Comprobamos que P es el punto medio del segmento AB.

{1,—1,nj+2q-1_3,-4} _(01-2)= P
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Problema 5:

P5) Calcula los siguientes limites:

(In z)?

a) lim
r—+o0 T

(1,25 puntos)

b) lim 771 (1,25 puntos)

z—1

Solucion:

a) Utilizamos la regla de L "Hopital

1
2 2Inx-—
In
tim U2 2 _ b determinacion (L Hopital) = lim — X < jim VXX _
iz ,‘f; o == ] urre—
SN
41 1I||r—
dnx = L . . v 84/
=-‘I_IE“~,|"; -E—ludeteunmacmn[l.‘l-lnpltal]—ﬂT ;liu-uﬁuT
2aJx
.8 8
=l ==_=0l
b) Tomames logantmo neperianc.
limx= =L = limlnx— =ln = hmﬁlu I
=3 3 — y—1
2x 2xlnx 0
]Jmnlux Iﬂ:ll 1 —ﬁ—lnﬂetermmzmnl'_'l.“l{oplta]}—
dnx+2xl
=lim——E =lim2lmx+2=2Iml1+2=2
= 1 =¥
=hli=IL=¢

Hemos obtenido el valor del limite: ﬁﬂx;_: =g’
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Problema 6:
P6) Se considera la funcion f (z) = cos(mz) + sin(7z) .
a) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1]. (0,5 puntos)

b) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enuncia el/los resultado(s)
tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(2 puntos)

Solucion:

a) La funcidn ez suma de funciones contimuas v es una funcién continua en el intervalo [0, 1].
b) La funcién fix) es continua v derivable en el intervalo [0, 1]
Podemos aplicar &l tecrema de Waiarstrazs que nos dice que =1 la funcion es confima en un miervalo
existen puntos denfro del intervalo donds la fimeidn aleanra su mawinme v minimo absclutos.

Tambisn podemes aplicar el tecrema de Fermat que nos dice que =1 unz fimeion derrvable tiane un
extremo relativo en un intervale an diche punte la derfvada se ammla.

Utilizamos la derivada para encontrar los puntos eriticos de la fineidn.

J(x)=cos(xx)+sin(xx) = f(x)=—rsin(xx)+xcos(rx)

J(x)=0=—gsin(xx)+rcos(xx)=0= —sin(xx)+cos(ax)=0=

- . :::'El{x«ttl ]:;. _E
cos(ax ) =sin|7x) JLD{E'I{:EI m=7

]
1

= |

Averiguamos =i el punto critico hallado es maxime o minimo relative sustituvendoe su valor en
la segunda derivada.

fx)=-xsm{xx)+xcos(xx)= 7 (x)=—x"cos(mx)- " sinrx)=>

'd ' ™
::r-_f| l]=—.?r"c-u-s| E]—x"si.u[% |=-7' E—x"£=—:‘r"ﬁ{ﬂ
e 4

2 2

Al zer la segunda derivada negativa sabemos que en x = }I hay un maxime relative.
Valoramos la fincién en los extremos del intervalo v en el punto critico.

f(0)=coz(0)+3in(0)=1

f{l)=cos{x)+sin(x)=-1+0=-1

(1
L4

N
La funcion tiene un miximo absoluto en el punto «E)l ¥ un minimo absohato en (1,-1).
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Problema 7:

P7) Se considera la funcion f (z) = v22? + 22 + 3.

a) Demuestra que la funcion es continua en el intervalo [—1,3] y derivable en (—1,3).

(1,25 puntos)

b) Comprueba que existe un valor « € (—1,3) tal que f'(a) = ? . Enuncia el/los resulta-
do(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.
(1,25 puntos)

Solucion:

a) Comprobamos que el radicando es positivo en el intervalo [-1,3].

2 2re3m0mxm A2 ;4{2}(3} - ‘214 —20
El polinomio no cambia de signo en el intervale [-1,3]. Tomamos 0<=[-13] v la expresion
del radicando toma el valor 3 = 0.
El radicando es positivo en el intervalo [-1,3].
La funcion es suma de funciones contimias v composicion de fimciones continuas.
La funcidn es continua en [-1,3]. La fimcidn es derivable en el intervalo (—1,3) por ser
composicion de funciones derivables.

= Mo exizte

b) Utilizamos el teorema del valor medio.
Sea fcontinua en [.:I,EJ] vy derivable en (a, &) entonces existe un valor ¢ ={a,#) tal que

o JB)-Sla)]
J |:'«"}=T-

La funcion j(x}=dﬂ:+ix+3 en el intervalo [-1,3] cumple las condiciones del tecrema

del valor medio, por lo que existe o £(—1.3) tal que f’{a]=w.

o S 2323321 42143 3 F-\F B
Fle) ==y 1 T 1 2

. 3
Por lo que queda demostrado que existe un valor @ =(-1,3) tal que [ (&)= % :
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

P8) Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

r—1

@)=z y g(r)=""1

Calcula el arca de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

(2,5 puntos)

Solucion:

Hallamos loz puntos de corte de ambas graficas.

x=2"lc0x=1
_x-1 e =
f(x)=g(x)=hx= —1::=- i
€ Inx=x—1=1—>x e
e

Eldres se encuentraentre x=Jyx =&
Tomando un valor x = 2 entre 1 v e tenemos que f(2)=In2=0.69 v g(2)=

p
._.

—— =038

|—|.

g_
Tenemos que f(x)> g(x) enelintervalo (1, &).
Elvalor del area ez 1z integral definida entre 1 v e de fix) —gix).

Adrea= J-Inx——l.:i: j'lnx:ir——l x—ldv=_.

a—

Integracién por partes |
]
_F].uxd:= w=lInx — du="Lak '!~=xlnx—J-lxdx=xlnx—j'ﬂ’x=xlnx—x+C'
X X

dv=dv sv=x ]

1 (Te 2 ) 1 (& 1
In Pl -1]-——| [ S -~ =—1]|=l-—| Z g |=
=[elme—e]-| ] e:| |:2 | -il2 e+2]

2_ -1 —1 [3< .
S ST () L= =Y

Elarea de la region del planc encerrada entre ambas graficas tiene un valor de ?: 0.14
unidades cuadradas.
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